
Moät thoaùng veà phöông trình ?
NgayMaiTuoiSang(Leâ Vaên Chaùnh)
Lôøi môû ñaàu vaø chuùt töï söï

Sau khi chuyeân ñeà naøy hoaøn taát , toâi seõ gaùc kieám nghe theo lôøi thaày 2M: ” Ñöøng
quaù meâ toaùn sô caáp !”. Vaø cuõng ñaùp laïi caâu hoûi cuûa thaày toâi :” Em coù thích toaùn
cao caáp khoâng?”. ” Sao naøy , em seõ choïn toaùn hay tin?”.Vaø caû lôøi höùa cuûa toâi , vaø caû
mong muoán toâi muoán laøm gì ñoù cho coäng ñoàng.
Tröôùc khi baét ñaàu toâi xin löu yù vaøi ñieàu :
1. Coù nhöõng yù kieán mang tính chuû quan cuûa taùc giaû

2.Caùch trình baøy seõ thieáu logicï .Vì coù 2 ngöôøi thaày cho toâi 2 lôøi khuyeân : hoïc laïi
tieáng Vieät , hoïc caùch trình baøy....Thaät teä haïi.
3. Coù theå coù nhieàu loãi tính toaùn do baûn thaân toâi tính toaùn raát dôû. Vaø caû sai xoùt veà
chính taû
Nhöõng ñieàu toâi quan taâm: Baïn giaûi nhö theá naøo ? Caâu hoûi naøy hoaøn toaøn khaùc :

Lôøi giaûi nhö theá naøo ? . Vôùi caâu hoûi treân , toâi ñoøi hoûi : Caû moät quaù trình tím kieám
lôøi giaûi , chöù khoâng phaûi laø caùi ñích sau cuøng (khoâng phaûi laø hoûi-traû lôøi maø laø : hoûi
-suy nghó- traû lôøi ”).Ñoâi khi , nhieàu vaán ñeà maø caùc baäc tieàn boái ñaõ laøm , khi chuùng
ta tieáp nhaän khoâng bieát ñöôïc quaù trình , vì sao hoï ñeán vôùi keát quaû nhö vaäy ? ( Coù
leõ coù nhöõng ñieàu khoâng neân vieát ra. Vì raát ngaây ngoâ ?).Ñoái vôùi toâi ñieàu ñoù raát quan
troïng.Bôûi vì thôøi THPT, toâi töï hoûi : Vì sao baïn ñoù coù theå laøm baøi khoù ñeán nhö vaäy
? Ñeán baây giôø , khi bieát ñöôïc nhuõng baøi toaùn ñoù gaén lieàn vôùi lòch söû vaø noù khoâng
nhieàu lôøi giaûi thì toâi môùi hieåu ra : Phaûi hoïc taäp vaø lieân keát nhieàu vaán ñeà , khoâng
ñôn giaûn laø suy nghó moät caùch rôøi raïc
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Moät soá noäi dung seõ trình baøy :
I.Moät soá phöông phaùp giaûi heä phöông trình ( keøm ví duï minh hoïa)

1. Phöông phaùp ñaët aån phuï ( caàn giaûi quyeát caùc caâu hoûi : khi naøo ? taïi sao vaø laøm
theá naøo ñaët aån phuï)
2.Phöông phaùp haøm soá
Taän duïng tính bieán thieân
Khaûo saùt soá nghieäm ( coù theå duøng tính loài ,loûm)
Duøng ñònh lyù Lagrange,Rolle

..........
3.Truïc caên
4.Ñaùnh giaù baát ñaúng thöùc.
5.Löôïng giaùc hoùa
6.Qui veà ptr ñaúng caáp
7.Heä ñoái xöùng ,voøng
8. Qui veà heä ñoái xöùng töø heä voøng ( baát ñoái xöùng ),..
II.Kinh nghieäm vaø caùch öùng phoù vôùi caùc daïng phöông trình khaùc nhau
1.PTr Ña thöùc
2.Pt chöùa caên
3.Ptr muõ
4. Ptr toå hôïp
_........

III.Moät soá baøi toaùn cuï theå
IV. Keát thuùc
I.Moät soá phöông phaùp giaûi heä phöông trình ( keøm ví duï minh hoïa)

II.Kinh nghieäm vaø caùch öùng phoù vôùi caùc daïng phöông trình khaùc nhau
III.Moät soá baøi toaùn cuï theå
IV. Keát thuùc
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III.Moät soá baøi toaùn cuï theå
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Caùc baøi toaùn :
Baøi 1:[ttvnhn] Giaûi phöông trình :

{

0 ≤ x ≤ 1
8x(2x2 − 1)(8x4 − 8x2 + 1) = 1

http://www.maths.vn/forums/showthread.php?t=27562
Baøi 2: [’ZenBi’ date=’Oct 27 2009, 05:33 PM’] Giaûi pt :

√
x − 1 +

√
x + 3 +

2
√

(x − 1)(x2 − 3x + 5) = 4 − 2x
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=48286
Baøi 3: [quote name=’Nguyen Ngoc Thanh’ post=’226858’ date=’Jan 22 2010, 05:16

PM’]√
3 − x +

√
2 + x = x3 + x2 − 4x − 1

Baøi toaùn 4:
[quote name=’kummer’ date=’Aug 22 2005, 02:36 PM’ post=’32019’] Giaûi phuong

trình:
√

2x
x2−1

+
√

5x − 3 = 2
√

3

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=9088 Baøi toaùn 5:
3x2 + 11x − 1 = 13

√
2x3 + 2x2 + x − 1

Baøi toaùn 6:
32(x2−1) − 36.3x−3 + 3 = 0
Baøi toaùn 7: [quote name=’kummer’ date=’Oct 5 2005, 06:32 PM’ post=’37137’] Cho

a, b ∈ [1,∞]

vaø û
a 6= b

Giaûûi phöông trình sau:

(2x + x)(ax + bx) = 2(a + b)x + x(a + b)

Laáy töø :
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=7205
Baøi toaùn 8:
[quote name=’kummer’ date=’Sep 13 2005, 05:01 PM’ post=’34841’]

Giaûi phöông trình: 3x4+9x3+17x2+11x+8
3x2+4x+5

= (x + 1)
√

x2 + 3
Baøi toaùn 9:
[quote name=’kummer’ date=’Sep 21 2005, 07:15 PM’ post=’35635’] Giaûi phöông

trình :
(a + b)2sin2x − a2sin2x − b2sin2x = a2cos2x + b2cos2x − (a + b)2cos2x Vôùi

a, b

laø hai soá thöïc döông cho tröôùc
MM [/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=6877
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Giaûi vaø bieän luaän heä :







x2 = y + a

y2 = z + a

z2 = x + a

Baøi 11 [quote name=’Karl Friedrich Gauss’ date=’Dec 11 2005, 10:47 PM’ post=’46922’]√
x + 3

√
x2 − 1 + 4

√
15 + x3 = x2 + 2 [/quote]

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=9088
Baøi 12

[quote name=’tropicalgarden’ date=’Nov 10 2005, 10:30 AM’ post=’41554’] Giaûi heä
:






x + y2 + z4 = 0
y + z2 + x4 = 0
z + x2 + y4 = 0

[/quote]

Baøi 15: [QUOTE=xyzt;151904]
gpt : 3

√
2x + 1 + 1 = x3 + 3x2 + 2x [/QUOTE]

http://www.maths.vn/forums/showthread.php?p=152849
[quote name=’ngtl’ date=’Apr 5 2007, 05:38 PM’ post=’153135’] Gi?i phuong trình:

x2 − 3x + 3
√

x4 − x2 = 0. [/quote]
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=30294
[quote name=’megastar’ date=’Aug 23 2009, 09:30 PM’ post=’211582’] Gi?i phuong

trình: x5 + x√
x2−2

− 2008 = 0 [/quote]
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=46520
Baøi naøy, toâi ñaõ ñöôïc Vieät giôùi thieäu .Nhöng thaät khoù, khoâng theå töôûng töôïng seõ

giaûi noù nhu theá naøo ?
t + i

√
2

x
=

√

1 − 2
x2

=⇒ t2 + 2 i
√

2t
x

= 1 ⇒ x = 2
√

2it
1−t2

(2
√

2it
1−t2

)5 + 2t
1+t2

= 2008
[quote name=’nhatminh’ date=’Nov 13 2007, 07:15 PM’ post=’172294’] Gi?i BPT :

√

x− 1
x
−

√

1 − 1
x

> x− 1
x
[/quote]

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=35797
[quote name=’trònh tình’ date=’Oct 31 2009, 05:52 PM’ post=’219236’] Gi?i phuong

trình 32x5−40x3+10x−
√

3 = 0 [/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=48378

[QUOTE=phuongkhtn;118166]







x2(y − z) = −5
3

y2(z − x) = 3
z2(x − y) = 1

3

[/QUOTE]

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=35214
Caùch 1: Heä phöông trình mang ñaäm maøu saéc ñaúng caáp . Do ñoù , chuùng ta thöû

theo höôùng naøy .

Roû raøng nghieäm ptr thoûa ñieàu kieän xyz 6= 0 Ñaët
{

y = tx

z = vx
Khi ñoù heä trôû thaønh

:






x3(t − v) = −5
3
(1)

x3t2(v − 1) = 3(2)
x3v2(1 − t) = 1

3
(3)

Chia pt thöù 2,3 cho 1 ta ñöôïc heä sau:
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{

t2(v−1)
(t−v)

= −9
5

v2(1−t)
t−v

= −1
5

Coäng hai ptr ta coù : Bieán ñoài heä thaønh :
t2(v−1)+v2(t−1)

(t−v)
= −2 ⇔ vt − t − v = −2 ⇔ v = t−2

t−1
{

v−1
t−v

= − 9
5t2

1−t
t−v

= − 1
5v2

Coäng hai ptr ta coù : V T = −1 = V P = − 9
5t2

− 1
5v2

Neân ta coù heä :
{

v = t−2
t−1

9
t2

+ 1
v2 = 5

Chuyeån veà ptr
9
t2

+ ( t−1
t−2

)2 = 5 ⇔ −2(t−3)(2t−3)(t2−2)
t2(t−2)2

= 0

Töø nhöõng giaù trò t, suy ra v. Töø moãi boä t,v ta seõ tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä .
AÅn chöùa beân trong phöông phaùp naøy :Moät kæ thuaät bieán ñoåi ñeå khöû (maãu). Chuùng

ta laøm maát ñi tính ñoái xöùng,...Phaù vôû ñieàu naøy ñeå ”ñöôïc ñieàu khaùc ”.
caùch 2: Ta thaáy caùi ”voøng” ñaëc bieät :

(y − z) + (z − x) + (x− y) = 0
(xy − xz) + (zy − xy) + (xz − yz) = 0
(x2y2 − x2z2) + (z2y2 − x2y2) + (x2z2 − y2z2) = 0

Vì sao toâi quan taâm ñeán nhöõng toång ñaëc bieät treân ? Sôû dæ,töø heä treân chuùng ta coù
theå taïo ra nhöõng toång ñoù .
Nhaân hai veá (1) cho (y − z) thì ta seõ coù phaàn töû (x2y2 − x2z2). Cöù töông töï nhö vaäy
: −5(y+z)

3
+ 3(x + z) + x+y

3
= 0 Hay y = 2z+5x

2
. Töø ñieàu naøy : y − z = 5x

2
. Ta tính

ñöôïc giaù trò cuûa x. Thay vaøo heä , ta seõ ñôn giaûn hoùa , baèng vieäc giaûi heä pt hai aån .
Cô baûn ta coù theå giaûi heä







x2(y − z) = a

y2(z − x) = b

z2(x − y) = c

Thoâng qua ptr baäc 3. Cô baûn ta coù theå giaûi heä






x3(y − z) = a

y3(z − x) = b

z3(x − y) = c

Coù theå giaûi ñöôïc khoâng ? .

http://www.maths.vn/forums/showthread.php?t=21391
[quote name=’hieu502’ date=’Oct 5 2007, 07:27 PM’ post=’168661’] gi?i pt:

2.11x + 18x = 4x.(2x + 3x + 5x)
giúp mình v?i. thank các b?n nhìu [/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=34709
Nhöõng ngaøy aáy, toâi bieát ñeán Vieät , vaø cuõng nhöõng baøi toaùn pt muõ theá naøy .
Ñoái vôùi nhöõng baøi toaùn naøy , nghieäm cuûa noù , chuùng ta coù theå deã daøng bieát ñöôïc

. Ñieàu chuùng ta caàn laøm laø cm ñoù laø taäp nghieäm cuûa phöông trình . Coù theå thoâng
qua phöông phaùp haøm soá, ñònh lyù Lagrange,BÑT,... Ñieåm noåi troäi hôn laø phöông
phaùp haøm soá. Tuy nhieân , chuùng ta phaûi kheùo leùo vaø choïn löïa haøm soá thích hôïp .
Ñoái vôùi baøi naøy, chuùng ta thöôøng duøng soá nghieäm cuûa ñaïo haøm ñeà keát luaän soá

nghieäm cuûa haøm .Neân thoâng thöôøng tính loåi ,loûm cuûa haøm ñöôïc duøng tôùi.
[quote name=’vo thanh van’ date=’Apr 14 2007, 10:00 PM’ post=’154248’] Gi?i

phuong trình sau:
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2x+1 = x+1+4x [/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=30582
(2x)2 − 2.2x + x + 1 = 0

Xeùt h(x) = 4x − 2.2x + x + 1 = 0 Khi ñoù : h′(x) = 4x ln 4 − 2x+1 ln 2 + 1 >

4x ln 2− 2x+1 ln 2+ ln 2 = (2x − 1)2 ln 2 ≥ 0 Maët khaùc : f(0) = 0 Do ñoù pt coù nghieäm
duy nhaát x = 0

(2x − 1)2 + x = 0 Ta thaáy ngay ñieàu kieän :x ≤ 0
TH:x = 0 TH:x < 0: Ñaët :t = 1 − 2x ∈ (0, 1) PT trôû thaønh : t2 + log2 (1 − t) = 0
Xeùt f(t) = t2 + log2 (1 − t), 0 < t < 1
f ′(t) = 2t − 1

(1−t) ln 2
Ta thaáy : t(1 − t) ≤ 1

4
. Vaø2 ln 2 < 4 Neân f ′(t) < 0, ∀t ∈ (0, 1)

Neân f(t) > lim
y→0

f(y) = 0, t ∈ (0, 1)

AÅn phía sau caùch ñaët aån phuï naøy : t = g(x). Vôùi g laø haøm ñôn ñieäu taëng Ptr
trôû thaønh f ◦ g(x) = 0. Vôùi f laø haøm ñôn ñieäu giaûm . Khi ñoù : ptr khoâng quaù moät
nghieäm .
[QUOTE=tu.thach’;117848]Không gi?i theo lu?ng giác hóa nhé M
x2 + a2 = y2 + b2 = (x − b)2 + (y − a)2[/QUOTE]
http://www.maths.vn/forums/showthread.php?t=21391
Baøi toaùn naøy laø moät phaàn baøi baùo veà phöông phaùp löôïng giaùc hoùa cuûa thaày Leâ

Quoác Haùn (TH vaø TT)
Toâi cuõng ñöa ra khoaûng 6 lôùi giaûi cho baøi toaùn naøy .

Neáu xem ba ñaïi treân baèng R2 . Trong ñoù coù ñuû loaïi : - Giaûi pt baäc 4,phöông phaùp
hình hoïc ,...
TH: R = 0 thì bieän luaän baøi toaùn trôû neân ñôn giaûn TH: Ngöôïc laïi thì caùc ñieàm

A(x, a), B(b, y), C(x− b, y − a) naèm treân ñöôøng troøn taâm O(0, 0)
Ñoàng thôøi −→

AB =
−→
CO
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Baøi 1:[ttvnhn] Giaûi phöông trình :
{

0 ≤ x ≤ 1
8x(2x2 − 1)(8x4 − 8x2 + 1) = 1

http://www.maths.vn/forums/showthread.php?t=27562
[quote= ngaymaituoisang]

Giaûi : Ta duøng pheùp ñoåi bieán sau. x = cos t. Khi ñoù :Söû duïng keát quaû :
cosnt = Pn(cos t),Vôùi P laø moät ña thöùc
Tìm P2, P4

PT:8 cos t cos 2t cos 4t = 1
. Töø pt naøy , chuùng ta coù theå ruùt ra ñieàu kieän :

sinx 6= 0(1)

.
Khi ñoù nhaân hai veá pt treân vaø aùp duïng coâng thöùc :

2 sin x cosx = sin 2x

, ta coù : sin 8t = sin t

∗8t = t + 2kπ

∗8t = π − t + 2kπ, k ∈ Z

∗t = 2kπ
7

∗t = (2k+1)π
9

π + 2kπ, k ∈ Z

Tìm nghieäm t thoûa ñieàu kieän (*).Khi ñoù : chuùng ta coù caùc nghieäm :

∗x = cos
2π

7

∗x = cos
4π

7

∗x = cos
6π

7

∗x = cos
π

9

∗x = cos
3π

9

∗x = cos
5π

9

∗x = cos
7π

9
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Töø pt naøy ta tìm ñöôïc 7 nghieäm
** Nhaän xeùt :
- Neân ñieàu kieän ban ñaàu laø khoâng coù yù nghóa .
- Thöû giaûi moät pt khaùc :

f(x) = 2

, vôùi:
f(x) = 8x(2x2 − 1)(8x4 − 8x2 + 1)

.Ñieàu naøy , seõ gaây ra moät khoù khaên. Chính ñieàu ñoù, khieán chuùng ta seõ nghó sao

f(x) = 1

.Ñeïp theá , ñaëc bieät theá .Cuõng ñoàng nghóa , ñoù laø moät phöông trình ’ñöôïc ñaët töø lyù
thuyeát’. Vì thöïc teá chaéc khoâng ñeán noåi ñeïp theá . vaø ñieàu toâi muoán loät boû ’haõy tìm
moät gì ñoù coù theà öùng duïng, ñöøng neân tìm moät ñieàu gì quaù ñeïp ’.
Töø caâu hoûi treân , chuùng ta giaûm nheï bôûi caâu hoûi : ”Tìm nghieäm phöông trình ña
thöùc vôùi sai soá beù cho tröôùc ’ .Vieäc giaûm nheï naøy khoâng ñem laïi nghieäm ’ñeïp vaø
chính xaùc ’ .Tuy nhieân noù duùng ñöôïc. Ví duï : chuùng ta thöû xem moät ví duï veà ’ñeïp
maø khoâng duøng ñöôïc’.

x16 =
√

3(x2 +
√

7)4, x > 0

Giaûi

x4 − 8
√

3x2 − 8
√

3
√

7 = 0

∆ =
4
√

3 + 4
8
√

3
√

7 > 0

x2 =
8
√

3 +
√

4
√

3 + 4 8
√

3
√

7

2

Neân nghieäm
x > 0

laø :

∗x =

√

8
√

3 +
√

4
√

3 + 4 8
√

3
√

7

2
.
Nhìn coù veû ñeïp ’maét ’ thaät , nhöng chuùng ta khoâng theá bieát giaù trò cuï theå cuûa noù
laø bao nhieâu ?. Neân nghieäm ñoù khoâng theå ñem vaøo öùng duïng. Caâu hoûi (1) seõ baøn ôû
phaàn phuï luïc.
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Baøi 2: [’ZenBi’ date=’Oct 27 2009, 05:33 PM’] Giaûi pt :
√

x − 1 +
√

x + 3 +
2
√

(x − 1)(x2 − 3x + 5) = 4 − 2x
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=48286
*Lôøi giaûi : Phoûng theo baïn [’inhtoan’ date=’Oct 27 2009, 07:24 PM’]

Ñieàu kieän :x ≥ 1 V T (2) ≥
√

x + 3 ≥ 2, V P (2) = 4 − 2x ≤ 2 Do ñoù :

V T (2) = V P (2) = 2

.Neân
x = 2

* Bình luaän : Chaéc cuoäc ñôøi khoâng ñeán noài cho ta moät mieáng moài deã nuoát theá !.
Thöû laøm khoù mình chuùt:

√
x− 1 −

√
x + 3 + 2

√

(x− 1)(x2 − 3x + 5) = −2x
* Giaûi :
(2)

⇐⇒
√

x − 1 + 2
√

(x− 1)(x2 − 3x + 5) =
√

x + 3 − 2x
Vieäc taïo ra pt môùi naøy cuõng ñaûm baûo noù cuõng coù moät nghieäm laø 1 vaø ñk:

x ≥ 1

.
Khi ñoù, chuùng ta ’loâi’ nhaân töû

(x − 1)

ñeå khöû bôùt .√
x− 1 + 2

√

(x − 1)(x2 − 3x + 5) = x+3−4x2√
x+3+2x

= − (x−1)(4x+3)√
x+3+2x

Khi ñoù :
V T ≥ 0, V P ≤ 0

. Tieáp tuïc , ’laøm cho noù khoù nuoát hôn moät chuùt’√
x − 1 +

√
x + 3 + 2

√

(x − 1)(x2 − 3x + 5) = 2x

1 +
√

x + 3 + 2
√

((x2 − 3x + 5) = 2x
*Giaûi : Tieáp dieãn quaù trình treân vaø ñk cuõng nhö cuõ .Khi ñoù :
pt seõ daãn ñeán :

√
x− 1 + 2

√

(x − 1)(x2 − 3x + 5) = (x−1)(4x+3)√
x+3+2x

⇐⇒
∗x = 1

or : x > 1

1 + 2
√

x2 − 3x + 5 =
√

x−1(4x+3)√
x+3+2x

. Ta coù :

V T = 1 + 2

√

(x − 3

2
)2 +

11

4
) ≥ 1 +

√
2(x − 3

2
+

√

11

4
> 1 +

√
2x > x + 1,
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V P ≤
√

x − 1(4x + 3)√
x− 1 + 4

√
x− 1

=
4x + 3

5
< x + 1 < V T
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Baøi 3: [quote name=’Nguyen Ngoc Thanh’ post=’226858’ date=’Jan 22 2010, 05:16
PM’]√

3 − x +
√

2 + x = x3 + x2 − 4x − 1
Phöông trình coù hai nghieäm : x = −1, x = 2

Giaûi : ÖÙng xöû vôùi phöông trình chöùa caên cuûa caùc ña thöùc .Chuùng ta coù theå giaûi
quyeát theo nhöõng höôùng sau:
1- . Khöû caên thöùc ( bình phöông , ñaët aån phuï)
2-. Giaûi thoâng qua phöông phaùp haøm soá
3-.Söû duïng löôïng lieân hôïp Baøn veà maïnh yeáu cuûa töøng höôùng giaûi quyeát : 1) Ñoâi luùc
seõ giaûn dò : bình phöông chuyeån veà phöông trình ña thöùc vaø sau ñoù phaân tích thaønh
nhaân töû ( coâng ñoaïn naøy söû duïng phaàn meàm hoå trôï). Lôøi giaûi nhieàu luùc raát thoâ
, khoâng ñem laïi ñieàu gì ñeïp .Tuy nhieân , ta khoâng baän taâm ñeán nghieäm laø gì vaø
khoâng caàn nhieàu ñeán söï ñaëc bieät . Trong tröôøng hôïp khoù khaên thì ñieàu naøy seõ bò
beá taéc .Tuy nhieân theo toâi , neân ñi theo con ñöôøng naøy trong moät soá tröôøng hôïp ,
khi chöa thaáy hoaëc khoâng theà thaáy nghieäm ñaëc bieät cuûa phöông trình.
2) Duøng ñöôïc trong tröôøng hôïp bieát taát caû caùc nghieäm hoaëc moät neùt ñaëc bieät cuûa
haøm soá.
3) Cuõng söû duïng khi ñaõ bieát ñöôïc vaøi nghieäm ñaëc bieät .Vieäc laøm naøy coù yù nghóa :
laáy phaàn nhaân töû ra ...
ÔÛ phöông trình naøy : Chuùng ta nhanh choùng nhaän ra :

- Khoâng co ñieåm ñaëc bieät ñeå ñaët aån phuï
- Ngay caû phöông phaùp haøm soá cuõng duøng khoâng ñöôïc ( seõ chæ ra ôû beân döôùi )
- Khoâng neân bình phöông vì seõ daãn ñeán phöông trình baäc cao

> 8

.
Tuy nhieân ôû ñaây, toâi seõ coá gaéng thöïc hieän caùc höôùng giaûi ñoù . Nhö phaân tích

ôû treân thì ñaõ loaïi ñöôïc moät soá höôùng .Chuùng‘ ta seõ giaûi quyeát baøi toaùn trong höôùng
thuaän lôùi .Sau ñoù seõ thöïc hieän caùc höôùng khaùc ñeå thaáy ñöôïc nhöõng khoù khaên aån
chöùa beân trong moãi höôùng .
ù
Höôùnd ñöôïc choïn ñeå giaûi quyeát baøi toaùn laø ”nhaân löôïng lieân hôïp”

Khi ñoù : chuùng ta caàn boå sung caùc ñaïi löôïng :

P (x), T (x)

sao cho : khi khöû ñöôïc caên thì xuaát hieän nhaân töû ( chöùa nghieäm ). Nhö ban ñaàu ,
ta nhaän xeùt

x = −1, x = 2

laø hai nghieäm cuûa phöông trình .
[
√

3 − x − P (x)] + [
√

2 + x − T (x)] = x3 + x2 − 4x − 1 − [P (x) + T (x)]
Chuùng ta seõ chon löïa theá naøo ?
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Chuùng ta thaáy :
{ √

3 − x = |x − 1|√
2 + x = |x|∀x ∈ D0

Khi chuùng ta choïn haøm trò tuyeät seõ gaây baát lôïi , khi caàn phaân tích thaønh nhaân töû
.Do ñoù ta seõ choïn P,T sao cho deã phaân tích thaønh nhaân töû .Töø yù naøy, chuùng ta seõ
chon P,T laø caùc ña thöùc ( nhöng coù keøm moät soá ñieàu kieän) Vieäc choïn

P (x), T (x)

phaûi thoûa : Xeùt
D0

laø taäp nghieäm cuûa ptr
{

P (x) =
√

3 − x(= f(x))
T (x) =

√
2 + x(= g(x))∀x ∈ D0

Roû raøng khoâng heä choïn caùc haèng soá. Khi ñoù ta thaáy , neân choïn moät caùch ñôn
giaûn P,T laø caùc ña thöùc . Vaäy chon ña thöùc baäc bao nhieâu laø vöøa ?. Ta thaáy

D0

coù hai phaàn töû .Khi ñoù ta choïn P,T laàn löôït laø ña thöùc noäi suy Lagrange cuûa f,g vôùi
hai nuùt noäi suy laø

−1, 2

. Khi ñoù choïn ñöôïc hai haøm baâc nhaát P,Q thoûa caùc ñieàu kieän sau:














P (−1) = f(−1) = 2
P (2) = f(2) = 1
T (−1) = g(−1) = 1
T (2) = g(2) = 2

.Töø ñoù chuùng ta thu ñöôïc keát quaû sau:
{

P (x) = −x+5
3

T (x) = x+4
3

Khi ñoù : [
√

3 − x− P (x)] + [
√

2 + x − T (x)] = x3 + x2 − 4x − 1 − [P (x) + T (x)]

⇔ 9(3−x)−9P 2(x)

3
√

3−x+3P (x)
+ 9(2+x)−9T 2(x)

3
√

2+x+3T (x)
= 3[x3 + x2 − 4x − 1] − 3[P (x) + (x)]

⇔ −(x+1)(x−2))

3
√

3−x+5−x
+ −(x+1)(x−2)

3
√

2+x+x+4
= 3(x − 2)(x + 1)(x + 2)

⇔ (x + 1)(x − 2) = 0
− 1

3
√

3−x+5−x
− 1

3
√

2+x+x+4
= 3(x + 2)(∗) Vôùi ñieáu kieän :: −2 ≤ x ≤ 3 ⇒ V T (∗) <

0, V P (∗) ≥ 0
Neân pt ban ñaàu chæ coù hai nghieäm

−1, 2

Nhö ban ñaàu , chuùng ta seõ ñi heát caùc höôùng ñeà thaáy ñöôïc khoù khaên:
1. Ñaët aån phuï:Ta thaáy ñieàu neân laøm nhaát laø caàn ñeán hai aån phuï ( 1 aån phuï thì
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khoâng giuùp ta thoaùt khoøi ’caên’)
{

u =
√

3 − x

v =
√

2 + x

Khi ñoù : caàn choïn caùc haèng soá sao cho:

x3 + x2 − 4x − 1 = h(u, v)

( nhaèm muïc ñích ñöa veà heä pt hai aån
{

u2 + v2 = 5
u + v = h(u, v)

.Ñieàu chuùng ta luoân mong ñôïi laø söï ñôn giaûn hoùa , do ñoù xeùt

h(., .)

laø ña thöùc hai bieán
So saùnh veà baäc chuùng ta coù :

h(u, v) = a.u4v2+bu2v4+c(uv)2+d = (a−b)x3−(4a+b+c)x2+(c+8b−3a)x+d+18a+12b+6c

Thöïc hieän ñoàng nhaát thöùc, ta coù ñieàu kieän :














a − b = 1
4a + b + c = −1
−3a + 8b + c = −4
18a + 12b + 6c + d = −1

Ñieàu naøy ñaõ thaát baïi töø böôùc ñaàu. Vì töø 3 ptr ñaàu suy ra :
{

a − b = 1
7(a − b) = 3

Neân döøng ôû ñaây.
2. Bình phöông hai laàn .
Ñieàu kieän :

{

−2 ≤ x ≤ 3
x3 + x2 − 4x − 1 ≥ 0

Khi ñoù : pt (3) töông ñöông

(x3 + x2 − 4x − 1)2 = 5 + 2
√
−x2 + x + 6

Suy ra pt heä quaû://

[(x3 + x2 − 4x − 1)2 − 5]2 = 4(−x2 + x + 6)
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Thu ñöôïc pt baäc cao (12).
Phaân tích thaønh nhaân töû , ta coù :

(x−2)(x+1)(x10 +5x9−3x8−4x7−10x6 +120x5 +28x4 −140x3 +8x2 +32x+4) = 0

Ñieàu coù leõ khoâng ñôn giaûn laø cm pt :

x10 + 5x9 − 3x8 − 4x7 − 10x6 + 120x5 + 28x4 − 140x3 + 8x2 + 32x + 4 = 0

Voâ nghieäm treân mieàn ñieàu kieän.

Coù moät ñieàu chuùng ta neân hoïc : Chuùng ta neân laøm thöû ñeà thaáy döôïc nhöõng khoù
khaên vaø tìm hieåu khoù khaên ôû choå naøo ? Coù caùch naøo ñeà khaéc phuïc khoù khaên ñoù.
[quote name=’vanchanh123’ date=’Jan 26 2010, 12:33 PM’ post=’227318’]

√
3 − x +

√
2 + x = x3 + x2 − 4x − 4 + |x| + |x− 1|

[/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=50175
Nhö ptr treân noäi suy √

3 − x,
√

2 + x

bôûi
|x − 1|, |x|

thì gaây raéc roái , khoâng theå phaân tích thaønh nhaân töû ñöôïc . Vieäc taïo ra phöông trình
naøy coù trò tuyeät vôùi mong muoán taïo neân khoù khaên .Tuy nhieân , ñieàu ñoù caøng khieán
baøi toaùn trôû neân ñôn giaûn hôn

[
√

3 − x− |x − 1|] + [
√

2 + x − |x|] = x3 + x2 − 4x − 4

Ñieàu kieän −2 ≤ x ≤ 3 PTr ⇐⇒ −(x2−x−2)√
3−x+|x−1| + −(x2−x−2)√

2+x+|x| = (x + 2)(x2 − x − 2)

⇐⇒ (x2 − x − 2)[ 1√
3−x+|x−1| + 1√

2+x+|x| + (x + 2)] = 0

⇐⇒ x2 − x− 2 = 0
Baøi töông töï :

√
3 − x +

√
2 + x +

√
6 − 3x = x3 + x2 − 5x + 2
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Baøi toaùn 4:
[quote name=’kummer’ date=’Aug 22 2005, 02:36 PM’ post=’32019’] Giaûi phuong

trình:
√

2x
x2−1

+
√

5x − 3 = 2
√

3

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=9088
Ñieàu kieän :

x > 1

Theo gôïi yù : chuùng ta seõ duøng pp ñaùnh giaù .

V T ≥ 2
4

√

2x(5x − 3)

x2 − 1

Ta caàn choïn moät haéng soá lôùn nhaát : ‘á

α :
2x(5x − 3)

x2 − 1
≥ α∀x > 1

Hay (10 − α)x2 − 6x + α ≥ 0 Khi ñoù :

1 ≤ α ≤ 9

. Neân choïn α = 9. Khi ñoù V T ≥ 2
√

3
Vaø daáu ’=’ khoâng xaûy ra do heä :






x > 1
x2 − 6x + 9 = 0

2x
x2−1

= 5x − 3

Nhaän xeùt : Tröôùc ki ñi ñeán lôøi giaûi , toâi ñaõ tìm ñeán hai höôùng
1. Phaûn chöùng
2.Ñaùnh giaù ”maïnh ”
Baøn ñeán 2 tröôùc. pt ban ñaàu ⇐⇒ 2x

x2−1
+ 5x − 3 + 2

√

2x(5x−3)
x2−1

= 12 Ñaùnh giaù maïnh
chuùt .

2x
x2−1

+ 5x − 3 > 12.
Quaû thaät ”ñaùnh maïnh ” quaù, nhöng yù töôûng ngoác ngheách ñoù ñaõ thaát baïi.
Do ñoù caàn ñaùnh giaù :2x(5x−3)

x2−1
≤ α . Caàn α lôùn nhaát , ñeå boå sung vaøo buø ñaép . Nhöng

chính ñieàu ñoù , khieán mình thaáy :mình caøng ngoác hôn. Khi bieát :2x(5x−3)
x2−1

≤ 9, thì ta
coù theå ñaùnh giaù ñôn giaûn hôn
Quay laïi , höôùng 1: Höôùng naøy cuõng khaù thuû coâng , nhöng chính ñieàu ñoù khieán

toâi nghó ñeán vieäc vieát moät chöông trình ñeå chöùng minh pt voâ nghieäm.
Vaø töø ñoù , toâi seõ baøn ñeán moät baøi toaùn khaù toång quaùt nhö sau : f(x) + g(x) =

a = const. Trong ñoù f vaø g laø caùc haøm ñôn ñieäu.
TH1:f vaø g cuøng tính ñôn ñieäu
TH2 : f vaø g khoâng cuøng tính ñôn ñieäu. Baøi toaùn treân laø moät ví duï cho tröôøng hôïp
naøy.Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû a = 0,f ñoàng bieán,g nghòch bieán.
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ÔÛ tröôøng hôïp 1: Pt khoâng quaù 1 nghieäm Chuùng ta seõ baøn veà moät chöông trình
ñeå chöùng toû pt voâ nghieäm hoaëc ñöa ra nghieäm xaáp xæ.
ÔÛ tröôøng hôïp 2 : ta xeùt trong moät khoaûng coâ laäp nghieäm.

Tröôùc heát ta tìm khoaûng (a, b), a < b chöùa nghieäm ( vöøa ñöû nhoû) Vaø tieán haønh
xaây döïng daõy xn,yn

Sao cho: x0 = a, y0 = b.
Khi xn < yn . Ta coù :xn < x < yn,f(x) = −g(x) ≥ −g(xn) ⇒ x > f−1(−g(xn)).

Choïn xn+1 = maxf−1(−g(xn)), xn

Töông töï :yn+1 = ming−1(−f(xn)), yn

Neáu xn+1 = yn+1 thì thu ñöôïc nghieäm
Neáu xn+1 > yn+1 thì ptr voâ nghieäm
Ngöôïc laïi thì tieáp tuïc quaù trình laëp
Roû raøng xn khoâng giaûn ,yn khoâng taêng. Neân chuùng ta coù theå hi voïng keát quaû cho
ra nhö yù muoán. Nhöng thaät söï ñaùng tieác, ñoä cheânh giöõa caùc böôùc quaù beù , coù theå
taïo thaønh daõy döøng.
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Baøi toaùn 5:
3x2 + 11x − 1 = 13

√
2x3 + 2x2 + x − 1
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Baøi toaùn 6:
32(x2−1) − 36.3x−3 + 3 = 0
Pt tuong duong : 32x2−2 − 4.3x−1 + 3 = 0
⇔ 32x2−2 − 3x−1 = 3x − 3.T? pt này suy ra: (2x2 − x − 1)(x − 1) ≥ 0(1) ( do

so saùnh 2 veá vôùi 0). Keøm theâm ñieàu kieän :4.3x−1 > 3 ⇒ x > −1
2
(2) (1)+(2) ,suy

ra:x ≥ 1 Duøng LaGrange cho hàm f(x) = 3x là chinh . Nêu :x > 1 : t?n t?i c,d sao cho:
x < d < 2x2 − 1, 1 < c < x : (2x2−x−1)

3
3d ln 3 = (x − 1)3c ln 3.Ð?u này không t?n t?i , vì

d > c > 1, (2x2−x−1)
3

> x − 1∀x > 1 Do vaäy , pt chæ co nghieäm x = 1
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Baøi toaùn 7: [quote name=’kummer’ date=’Oct 5 2005, 06:32 PM’ post=’37137’] Cho

a, b ∈ [1,∞]

vaø û
a 6= b

Giaûûi phöông trình sau:

(2x + x)(ax + bx) = 2(a + b)x + x(a + b)

Laáy töø :
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=7205
Pt ⇐⇒

(2a)x + (2b)x − 2(a + b)x = x(a + b− ax − bx)

Ta thaáy :( vôùi a, b > 1) ax+bx

2
− (a+b

2
)x =

[

≥ 0, x ∈ [1,∞) ∪ (−∞, 0]
≤ 0, x ∈ [0, 1]

x(a + b − ax − bx) =

[

≤ 0, x ∈ [1,∞) ∪ (−∞, 0]
≥ 0, x ∈ [0, 1]

Neân ptr töông ñöông : x(a +

b − ax − bx) = 0 = (2a)x + (2b)x − 2(a + b)x ⇔
[

x = 0
x = 1

* Nhaän xeùt : Baøi naøy duøng phöông phaùp ñaùnh giaù , tuy nhieân beân trong aån
chöùa moät yù raát hay. Caàn giaûi ptr f(x) = 0, x ∈ D. Ta chuyeàn thaønh daïng töông

ñöông.g(x) = h(x)









g(x) ≥ 0 ≥ h(x), x ∈ D1

g(x) < 0 < h(x), x ∈ D2

D = D1 ∪ D2

D1 ∩ D2 = ∅
Khi ñoù : ta qui veà heä phöông trình

ñôn giaûn






g(x) = 0
h(x) = 0
x ∈ D1

Ta xeùt moät vì duï minh hoïa: Giaûi phöông trình:
√

3x + 4x − 5
x

2 = (x4 + 5x + 2009
√

x2 + 4)(5x − 25)
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Baøi toaùn 8:
[quote name=’kummer’ date=’Sep 13 2005, 05:01 PM’ post=’34841’]

Giaûi phöông trình: 3x4+9x3+17x2+11x+8
3x2+4x+5

= (x + 1)
√

x2 + 3

Baøi naøy toâi ñaõ post leân 1 laàn nhöng khoâng coù ai cho lôøi giaûi ...Hy voïng laàn naøy seõ
coù... [/quote]
http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=6699

Nhö toâi khuyeân ôû treân , ñoái vôùi phöông trình chöùa caên , thì chuùng ta thöõ chuyeån veà
phöông trình ña thöùc.( Toâi thaáy : neân thöû nhöõng thöù mình bieát khoâng coù haïi .Lôøi
khuyeân naøy khoâng duøng cho caùc baïn thi HSG,thi ñaïi hoïc)
Nhöng ñoù ,cuõng laø ñieàu khieán noù trôû neân ñôn giaûn hoaëc phöùc taïp tuøy thuoäc vaøo suy
nghó moãi ngöôøi .Vì ngaøy nay , nhieàu thöù chuùng ta neân nhôø caäy ñeán maùy tính ( khi
bieát noù laøm vieäc toát hôn chuùng ta )

Cuõng laø nhöõng töø quen thuoäc ñoái vôùi phöông trình caên thöùc :
”sqr-Expand-Factor”

Pt ban ñaàu töông ñöông :

3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 = (3x2 + 4x + 5)(x + 1)
√

x2 + 3

Ñieàu kieän : x > −1 do :







3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 = 3(x2 + 3
2
x)2 + 41

4
x2 + 17x + 8 > 0

3x2 + 4x + 5 > 0√
x2 + 3 > 0

hay :

(3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8)2 − (3x2 + 4x + 5)2(x + 1)2(x2 + 3) = 0

(x − 1)(3x2 + 8x + 1)(4x4 + 11x3 + 21x2 + 17x + 11) = 0

Do 4x4 + 11x3 + 21x2 + 17x + 11 = (2x2 − 11
4
)2 + 215

16
x2 + 17x + 11 > 0

Neân : pt ⇐⇒














[

x = 1
3x2 + 8x + 1 = 0

x ≥ −1

⇐⇒
[

x = 1

x = −4+
√

3
3

* Nhaän xeùt : Töø höôùng ñi naøy chuùng ta seõ nhaän ra nhaân töû :3x2 + 8x + 1 , xuaát
phaùt töø :3x2 + 8x + 1 = 2(3x2 + 4x + 5) − 3(x2 + 3) Khi ñoù , chuùng ta nghó : Ñaët
{

a =
√

3x2 + 4x + 5

b =
√

x2 + 3
Vôùi hi voïng seõ tìm ñöôïc nhaân töû 2a2 − 3b2 Khi phaân tích.
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Tuy nhieân khi ñoù , chuùng ta thaáy moät ñieàu : x + 1 khoâng theå laø moät toå hôïp cuûa
a2, b2döôùi daïng moät ña thöùc ñaúng caáp . Do ñoù , chuùng ta seõ choïn moät trong hai vieäc
:
1. Chaáp nhaän x + 1 laø toå hôïp cuûa a, b vôùi moät haèng soá
2. Khoâng chaáp nhaän , ñoøi hoûi moät söï ñaúng caáp .
Chaáp nhaän 1: Thì ñoøi hoûi theâm bieåu thöùc 3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 phaûi bieåu

dieãn ñöôïc döôùi daïng moät ña thöùc theo a,b . ( Vieäc bieåu dieãn theo daïng ña thöùc thì
nhö ñaõ noùi ôû treân : chuùng ta luoân coù nhu caàu ñôn giaûn hoùa)
Töø nhöõng nhaän xeùt treân :
{

x + 1 = d1a
2 + d2b

2 + d3

3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 = c1a
4 + c2b

4 + c3a
2b2 + c4a

2 + c5b
2 + c6

Vieäc tìm ra heä soá baèng phöông phaùp ñoàng nhaát, heä soá baát ñònh ,...
x + 1 = a2−3b2+8

4

Choïn ci, i = ¯1, 6 thoûa:






















9c1 + c2 + 3c3 = 3
24c1 + 4c3 = 9
46c1 + 6c2 + 14c3 + 3c4 + c5 = 17
40c1 + 12c3 + 4c4 = 11
25c1 + 9c2 + 15c3 + 5c4 + 3c5 + c6 = 8

ÔÛ ñaây goàm 5 phöông trình 6 aån . Ñeå tieän

, choïn tröôùc c1 = 0 Khi ñoù ta coù :































c1 = 0
c2 = −15

4

c3 = 9
4

c4 = −4
c5 = 20
c6 = −32

Khi ñoù ptr trôû thaønh : −15
4
b4 + 9

4
a2b2 − 4a2 + 20b2 − 32 = a2−3b2+8

4
a2b

Khi thöïc hieän ñeán ñaây ,chuùng ta thaáy muïc tieâu tìm ra nhaân töû 2a2 − 3b2. Chuùng
ta seõ döøng ôû ñaây !!!...
Chaáp nhaän 2: Ta theâm moät aån phuï c = x + 1

Khi ñoù ta caàn phaân tích :3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 laø moät ña thöùc theo a,b,c
3x4 + 9x3 +17x2 +11x +8 = c1a

4 + c2b
4 + c3a

2b2 + c4a
2 + c5b

2 + c6c
4 + c7a

2c2 + c8b
2c2

Khi ñoù :

c1a
4 + c2b

4 + c3a
2b2 + c4a

2 + c5b
2 + c6c

4 + c7a
2c2 + c8b

2c2 = a2bc Roû raøng cuõng
khoâng theå phaân tích ra nhaân töû 2a2 − 3b2

Nhöng sau nhöõng khoù khaên ñeà tìm kieám söï ñôn giaûn hoùa khoâng ñöôïc ,ta thaáy
ñaúng thöùc sau : 2(x + 1)2 = (3x2 + 4x + 5) − (x2 + 3) Khi ñoù , töø vieäc xuaát phaùt töø
yù muoán ñôn giaûn hoùa chuyeån x + 1 = f(a, b), trong ñoù P laø ña thöùc ñaõ khoâng thöïc
hieän .Tuy nhieân ñaúng thöùc treân khoù nhìn hôn ñaõ giuùp chuùng ta :x + 1 =

√

a2−b2

2
(

Chuù yù :nhö treân ,ta coù ñieàu kieän x + 1 > 0 )
Chaéc coù leõ nhìn ôû goùc ñoä quaù ñôn giaûn khoâng ñöôïc. Vaø toâi nhaän ra vieäc choïn caùch
ñaët aån phuï nhö treân seõ gaây ra moät ñieàu baát tieän : f(a, b) = a2b

√

a2−b2

2
. Cho duø haøm

f coù ñôn giaûn ñi nöõa !thì caùch bieåu dieãn
√

a2−b2

2
ñaõ taïo neân söï phöùc taïp.
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Khi thay ñoài moät caùch nhìn khaùc :

Ñaët
{

a = x + 1
b = x2 + 3

thì VP phöông trình laø moät ña thöùc theo a, b, V P = ab(2a2 + b2)

Baây giôø Chuùng ta caàn tìm f(a, b) = ab(2a2 + b2).
Bieàu dieãn 3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 phaûi bieåu dieãn ñöôïc döôùi daïng f(a,b). Coù

theå ñôn giaûn hoùa laø moät ña thöùc khoâng ?

3x4 + 9x3 + 17x2 + 11x + 8 = c1a
4 + c2b

4 + c3a
2b2 Ta nhaän thaáy : khi ñoàng nhaát seõ

coù 4 ñieàu kieän , vôùi 3 tham soá .Do ñoù seõ khaéc nghieät ! Bôûi leõ ,ñaëc bieät laém môùi coù
ñöôïc c1, c2, c3 nhö vaäy . Töø ñoù , ta coù heä sau :






















c1 + c3 + c2 = 3
4c1 + 2c3 = 9
6c1 + 6c2 + 4c3 = 17
4c1 + 6c3 = 11
c1 + 9c2 + 3c3 = 8

Nhöng quaû thaät may maén ,heä naøy coù nghieäm
{

c1 = 2
c2 = c3 = 1

2

Neân ta coù moät phöông trình ñaúng caáp :2a4 + b4

2
+ a2b2

2
= ab(2a2 + b2)

Ñoàng thôøi nhaân töû 3x2 +8x+1 chính laø : 4a2 − b2. Töø nhaän ñònh naøy , giuùp ta ñònh
höôùng phaân tích nhaân töû. Ta coù theà chuyeàn veà pt baäc 4 ñeà phaân tích .Tuy nhieân ôø
ñaây , pt naøy raát ñaëc bieät :
(2a2 + b2)2 − 2ab(2a2 + b2) − 3a2b2 = 0 ⇐⇒ (2a2 + ab + b2)(2a2 − 3ab + b2) = 0 ⇐⇒
[

b = a

b = 2a
Quaû thaät raát khoå sôû
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Baøi toaùn 9:
[quote name=’kummer’ date=’Sep 21 2005, 07:15 PM’ post=’35635’] Giaûi phöông

trình :
(a + b)2sin2x − a2sin2x − b2sin2x = a2cos2x + b2cos2x − (a + b)2cos2x Vôùi

a, b

laø hai soá thöïc döông cho tröôùc
MM [/quote] http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=6877
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Baøi 10:

Giaûi vaø bieän luaän heä :







x2 = y + a

y2 = z + a

z2 = x + a

Nhaän xeùt :Coù leõ baøi toaùn khaù phoå bieán vôùi a = 1. Coù theå tìm thaáy ôû quyeån ”1001
baøi toaùn Phöông trình vaø Heä Ptr ” cuûa thaày Phaïm Thaønh Luaân, coù lôøi giaûi 1.Lôøi giaûi
2 thì coù vaán ñeà.
Trong TH :a ≤ −1

4
thì baøi toaùn trôû neân ñôn giaûn , coäng ba pt laïi ta coù : 0 ≤

(x − 1
2
)2 + (x − 1

2
)2 + (x − 1

2
)2 ≤ 3a + 3

4
. Trong ñoù 3a + 3

4
≤ 0

Tröôøng hôïp 0 < a < 1 tìm thaáy lôøi giaûi töø Tuyeån taäp Caùc ñeà thi HSG caùc tænh ,
thaày Traàn Nam Duõng chuû bieân, anh Voõ Quoác Baù Caån bieân soaïn
Ta chæ xeùt TH: a > −1

4

Hai yù ñònh :
1. Ñoàng baäc hoùa :(x, y, z) → (x′ + α, y′ + α, z′ + α)
2.Ñoái xöùng hoùa :
1. Chuùng ta seõ choïn α theá naøo ?

Mong muoán bieán maát haèng soá ôû veá phaûi ñeå coù ñöôïc veá traùi ñeàu baäc 2 vaø veá phaûi
ñeàu laø baäc 1
Xem xeùt pt thöù nhaát : (x′ + α)2 = y′ + α + a

hay x′2 = y′ − 2α.x′ + α − α2 + a Khi ñoù : choïn α sao cho :α − α2 + a = 0
Roû thaáy , vôùi a > −1

4
thì pt treân coù 2 nghieäm phaân bieät . Vaø luùc naøy chuùng ta

coù theå chuyeån sang vieäc giaûi heä ñaúng caáp.

Heä trôû thaønh :







x′2 = y′ − 2αx′

y′2 = z′ − 2αy′

z′2 = x′ − 2αz′

Vì ñaây laø heä ñaúng caáp , tröôùc heát xeùt tröôøng hôïp z′ = 0,( tröôøng hôïp naøy taàm
thöôøng,neân khoâng baøn ôû ñaây )
Tröôøng hôïp z′ 6= 0: Ta duøng phöông phaùp giaûi heä ñaúng caáp

{

x′ = uz′

y′ = vz′

(Lôøi giaûi cuûa thaày Luaân cuõng duøng phöông phaùp naøy ,öùng phoù vôùi heä phi ñaúng caáp
ban ñaàu )

Sau khi ñoåi bieán ta coù :







u2z′2 = vz′ − 2αuz′(1′)
v2z′2 = z′ − 2αv.z′(2′)
z′2 = u.z′ − 2αz′(3′)

Chia hai ptr (1′), (2′)ñaàu cho pt (3′), ta thu ñöôïc heä sau :
{

u2 = v−2αu
u−2α

v2 = 1−2αv
u−2α

Ñöa ñeán heä ptr naøy khoâng ñôn giaûn chuùt naøo ? Vaø toâi chöa theå traû lôøi caâu hoûi : ñi
tieáp theo con ñöôøng naøy ñeán ñöôïc keát quaû khoâng ?
Ñieàu naøy ñaõ khaúng ñònh moät laàn nöõa yù : ” Cöù ñi ñeå thaáy nhöng khoù khaên”
2.
YÙ töôûng ”ñoái xöùng hoùa ”, Töùc laø toâi muoán bieåu dieãn x,y,z thoâng qua caùc ñaïi löôïng
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





p = x + y + z

q = xy + yz + xz

r = xyz

Coäng 3 ptr ta coù :
∑

sym

x2 =
∑

sym

x + 3a Hay p2 − 2q = p + 3a(1a) Chuùng ta caàn thieát

laäp theâm 2 ptr nöõa !. Chuùng ta seõ laøm gì ?
1.Coù theå nhaân töông öùng 3 ptr,ta coù : r2 = a3 + pa2 + qa + r(2a) .
Tieáp tuïc nhaân töøng caëp pt roài coäng laïi, ta coù :

∑

sym

x2y2 =
∑

sym

(xy + ax + ay + a2) hay

q2 − 2pr = q + 2ap + 3a2(3a)

Töø (1a), (2a), (3a) , ta coù heä sau :







p2 − 2q = p + 3a
r2 = a3 + pa2 + qa + r

q2 − 2pr = q + 2ap + 3a2

Taát caû 3 vieäc toå hôïp treân ñeàu höôùng tôùi vieäc taêng cöôøng tính ñoái xöùng hoùa töø heä
khoâng ñoái xöùng.Tuy nhieân ñöa ñeán heä p, q, r khoâng ñôn giaûn , duøng pheùp theá khoâng
chaéc seõ giaûi ñöôïc .
Ta giöõ laïi (1a) vaø duøng moät höôùng tieáp caän khaùc ñeå haï thaáp baäc cuûa q,r:
Xeùt t laø nghieäm ptr : t2 = t + a(∗) ( roû raøng toàn taïi hai giaù trò t, vôùi a > −1

4
Laáy

moãi ptr trong heä ban ñaàu tröø cho ptr naøy ( thöïc chaát coù theå xem laø vieäc theâm bôùt )

Ta coù :







x2 − t2 = y − t

y2 − t2 = z − t

z2 − t2 = x − t

Nhaân ba ptr laïi , thì chuùng ta cuõng taïo ñöôïc moät söï ñoái xöùng ,tuy nhieân chuùng ta
seõ boaên khoaên : ñieàu ñoù coù ñôn giaûn hôn khoâng ? Chuùng ta seõ thaáy ñöôïc nhaân töû
:(x − t)(y − t)(z − t) Neân ta coù ñaúng thöùc :
(x − t)(y − t)(z − t)[(x + t)(y + t)(z + t) − 1] = 0 Goïi t1,2 = 1±

√
1+4a

2
laø hai nghieäm

cuûa (*). Khi ñoù :
Xeùt tröôøng hôïp 1: Coù x or y or z laø nghieäm cuûa (*).Giaû söû : x = t(= t1ort2). Khi ñoù
:y=z=t. Do ñoù trong TH naøy : x = y = z = t1,2

Tröôøng hôïp :Taát caû x,y,z khoâng laø nghieäm cuûa (*) Khi ñoù : (x+ti)(y+ti)(z+ti) =
1, i = 1, 2 Hay t3i + pt2i + qti + r = 1, i = 1, 2 Ta coù theå : duøng hai ptr naøy , cuõng toát
roài vì baäc ñaõ giaûm xuoáng.Tuy nhieân , chuùng ta seõ toå hôïp chuùng ñeå coù heä toát hôn (
hi voïng con lai seõ toát hôn, mong muoán chính ñaùng )

Tieán haønh coäng ,tröø töông öùng hai ptr keát hôïp Viet ( töùc laø :
{

t1 + t2 = 1
t1t2 = −a

) Khi

ñoù nhaän ñöôïc:
{

(1 + 3a) + (1 + 2a)p + q + 2r = 2
(t1 − t2)[(1 + a) + p + q] = 0

Ruùt goïn :
{

(1 + 2a)p + q + 2r = 1 − 3a
p + q = −1 − a

Keát hôïp 2 ptr naøy vôùi (1a). Ta coù heä :







p2 − 2q = p + 3a
(1 + 2a)p + q + 2r = 1 − 3a
p + q = −1 − a

⇐⇒







p2 − 2(−1 − a − p) = p + 3a(∗∗)
r = 1 − a − a.p

q = −1 − a − p

(4)
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(∗∗) ⇐⇒ (p + 1
2
)2 = a − 7

4

TH: a < 7
4
thì heä thoáng (4) voâ nghieäm.Do ñoù heä chæ coù hai nghieäm x = y = z =

1±
√

1+4a

2
.

TH: a = 7
4
:

TH: a > 7
4
: Heä coù hai nghieäm (p, q, r) = (−1

2
+

√

a − 7
4
,−1

2
− a −

√

a − 7
4
, 1 − a

2
−

a
√

a − 7
4
),

(−1
2
−

√

a − 7
4
,−1

2
− a +

√

a − 7
4
, 1 − a

2
+ a

√

a − 7
4
)

Töø ñoù : ta coù ñöôïc ba ñaïi löôïng ñoái xöùng. Tieáp tuïc duøng Viet ñaûo vaø giaûi ptr
baäc 3. Trong tröôøng hôïp thu ñöôïc caùc giaù trò phöùc hoaëc tröôøng hôïp p,q,r khoâng coù
nghieäm thöïc thì chuùng ta coù theå tìm ñöôïc nghieäm phöùc cuûa noù .

Nhöõng böôùc taùi cheá :







x2 = y + a

y2 = z + b

z2 = x + c
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Baøi 11 [quote name=’Karl Friedrich Gauss’ date=’Dec 11 2005, 10:47 PM’ post=’46922’]√
x + 3

√
x2 − 1 + 4

√
15 + x3 = x2 + 2 [/quote]

http://diendantoanhoc.net/forum/index.php?showtopic=9088
Ñaët t =

√
x ≥ 0

t + 3
√

t4 − 1 + 4
√

15 + t6 = t4 + 2
3
√

t4 − 1 + ( 4
√

15 + t6 − 2) = t4 − t
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Baøi 12

[quote name=’tropicalgarden’ date=’Nov 10 2005, 10:30 AM’ post=’41554’] Giaûi heä
:






x + y2 + z4 = 0
y + z2 + x4 = 0
z + x2 + y4 = 0

[/quote]

Tính solvable laø raát quan troïng . Tuy nhieân chuùng ta khoâng coù cô sôû naøo ñeà
khaúng ñònh hay baùc boû chuùng .
Gaùc vieäc giaûi heä ptr . Chuùng ta thöû khaùm phaù soá nghieäm cuûa heä treân . Caâu hoûi

naøy ñaõ giaûm nheï .Coù leõ seõ giaûi quyeát ñöôïc .
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