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_HOIDONG QUOC GIA
THAM DINH SACH GIAO KHOA

Moén: Toan - Lap 11

HovaTén Chic vu Héi déng

Ong LE MAU HAI Cha tich
Ba CAO THI HA Phé Chu tich
Ong PHAM DUC TAI Uy vién, Thu ki
Ong PHAM KHAC BAN Uy vién
Ong NGUYEN HAC HAI Uy vién
Ong NGUYEN DOAN PHU Uy vién
Ong NGUYEN CHIEN THANG Uy vién

Ba NGUYEN THIVINH THUYEN Uy vién
Ong DINH CAO THUONG Uy vién

Ba V0 THI NHU TRANG Uy vién
Ong PHAM DINHTUNG Uy vién
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LOI NOI PAU

Cac em hoc sinh, quy thay, c6 gido va phu huynh than mén!

Todn 11 - Cing khdm phd la mét su ti€p n6i cac cudn sach gido khoa Toan cung b6 da co
& cac I6p duéi, dugc bién soan nham dap Ung yéu cau déi méi néi dung va phuong phap
day - hoc, hudng téi muc tiéu chudn bi cho hoc sinh hoa nhap tét véi xa héi hém nay
va ngay mai. Sach dugc bién soan theo tinh than ké thira nhirng yéu té tich cuc cla
cac b6 sach gido khoa Viet Nam thai ki truée day, déng thai khai thac cé chon loc
kinh nghiém quéc té vé phat trién sach gido khoa hién dai va van dung nhirng li thuyét
day hoc dang duoc thira nhan rong rai trén thé gidi.

Thong qua cac muc Md ddu chuadng, Khdi dong, Hoat dong, Luyén tdp — Vdn dung hay
Em cé biét, sach giao khoa Todn 11 - Ciing khdam phd xay dung méi lién két gitra Toan hoc
véi cudc séng cling nhu cac mén hoc khéc, gitp dé va khuyén khich hoc sinh ing dung
kién thuc thu nhan dugc khong chi trong linh vuc Todn hoc ma con ca trong viéc giai
quyét nhiéu van dé ngoaiToan hoc. Cac hoat déng xuyén suét Todn 11 - Ciung khdm phd
vdGi phuang thic trinh bay da dang vira tao diéu kién dé hoc sinh trai nghiém, kham pha,
tu hoc, tu danh gia, vira thuan lgi cho gido vién té chic cac hoat déng day hoc, vira gitip
phu huynh kiém tra kién thiic cta cac em.

Pung nhu tén goi clia né, sach gido khoa Todn 11 - Ciing khdm phd giup cic em
kham pha kién thiric va c6 thé van dung dugc nhitng khai niém tudng ching nhu
triru tuong vao viéc giai quyét nhiéu van dé cta khoa hoc va thuc tién.

Ban bién soan mong rang b sach sé khai ggi niém vui va hiing thi cho cac em hoc sinh
trong qua trinh tim hiéu toan hoc. Chic cac em kham pha duogc nhiéu diéu thu vi clia
thé gidi va nhan ra su hién dién khap noi clia toan hoc trong cudc séng quanh ta.

Em hay gilf gin sach can than dé sir dung dugc lau dai nhé!
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HUGNG DAN SUDUNG SACH

Céac chuong, bai ctia Toan 11Tap 1 duoc trinh bay theo mét cu tric thdng nhat, gém cac muc:

1. M& dau chuong

Gidi thiéu chuong théng qua viéc thiét 1ap su lién hé gilra ch( dé cla
chuong vdi cac tinh huéng thuc tién. Muc tiéu hoc tip cling dugc

néu trong dé muc nay.
2. Cac bai hoc: Mai bai hoc thudng dugc thiét ké véi cac phan:

Thong qua trdi nghiém, kham pha, hoc sinh tham gia vao viéc hinh

thanh kién thiic mdi, nhan ra Ung dung cuda kién thdc dé trong
nhiing ngif canh cu thé.

HOAT DONG
) KIEN THUC TRONG TAM
vipu
VAN DUNG

BAITAP

3. On tap chuong

nhiing kién thic trong tam cta bai hoc.

Bugc dat trong khung mau véi biéu tugng béng dén, trinh bay

Cung cép vi du cé 1&i gidi @& minh hoa, gitp hoc sinh nhan thay
cac y tuéng hay lap luan toan hoc dugc dién dat ré rang va chinh

xac bang ngén ngif todn hoc nhu thé nao, kién thic vira hoc cé thé
dugc st dung ra sao.

Tao co héi cho hoc sinh stt dung kién thiic vira hoc vao viéc giai

quyét nhitng van dé cu thé cda toan hoc hay cda thuc tién, qua do

hinh thanh va phat trién cac ki nang gan vdi kién thitc dang ban dén.

G6ém moét hé théng bai tap tir don gian - ap dung truc tiép cac khai
niém toan hoc vira dugc nghién ctiu, dén nhing bai doéi héi viéc

van dung kién thicToan hoc & muc do cao hon vé lap luan, ki nang.

Nhiéu van dé thuc tien dugc dua vao, gitup hoc sinh nhan ra y nghia

clia kién thuic vira hoc.

Qua hé théng baitap 6n tap (tu ludn va trac nghiém), hoc sinh cé
thé kiém tra lai hiéu biét ciia minh vé cac khai niém va y tudng
quan trong duogc nghién cliu trong chuong, két néi ching véi
nhau trong viéc giai quyét nhitng van dé da dang.

Bén canh d6, trong cac bai cdn cé thém mét sé dé muc bé trg sau day:

@Ghichlﬁ /Luuy

Nhdn manh hoac mé
rong kién thic, cha thich
nhing théng tin quan
trong lién quan dén cac
khai niém cét 16i.

Nhac lai nhiing khai
niém hodc dinh nghia
ma hoc sinh da hoc
trusc do, tir dé tao méi
lien hé gilfa ching véi
cac chl dé dang duoc
nghién cuu.

®pTHAO LUAN
bat moét sé cau hoi
lién quan dén cic khai
niém ma hoc sinh dang
hoc nham thuc day su
tuong tac tich cuc, cha
déng gilta gido vién vdi
hoc sinh va gilia hoc
sinh v&i nhau.
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Gidi thiéu mét sé
cau chuyén thud vi
vé toan hoc, lich su
toan hoc va cac nha
toan hoc.
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Phan DAI SO

CHUONG 1

Ham sé lugng giac déng vai tro
quan trong trong viéc nghién cuu
nhiéu hién tuong trong thuc té
nhu thuy triéu, am thanh, vong
du quay,... Trong chuong nay,
ching ta sé tim hiéu nhing kién
thiic co ban vé ham sé lugng giac
va phuong trinh lugng giac, cung
v3i moét sé Ung dung clia chiing
trong thuc tién.

Ham s6 luong giac.
Phuong trinh
luong giac

¢

¢

Nhan biét ducc goc luong giac va gia tri
luong gidc cua goc luong giac;

M6 ta dugc quan hé gilta cac gia tri
luong giac, cac phép bién déiluong giac;

¢ Tim hiéu dugc ham sé luong giac va

¢
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do thi ctia chung;

Giai dugc cac phuong trinh lugng giac
cd ban;

Van dung duoc kién thdc vé ham sé
luong giac va phuong trinh luong giac
dé giadi quyét mét s6 van dé thuc tién.



ﬂ/
Trong hinh hoc, ta da quen thudc véi cac goc cé sé do thay déi tir 0° dén 180°. Vay cé tén tai cac goc
cé s6 do ndm ngoai khodng nay khéng? Chiing cé tén goi la gi?

o Khai niém goc luong giac
HOAT PONG 1

Trong méiHinh 1.1a, 1.1b, 1.1c va 1.1d, diém M di dong trén dudng tron tam O tir A dén B theo
chiéu mui tén.

B B
- B
’f DM
/ A
A
I\ 0 ; 0 (o] A
3 ’
Y 7
a) b) d

Hinh 1.1

a) V&imébiHinh 1.1a, 1.1b, 1.1cva 1.1d, cho biét diém M di dong trén dudng tron tir A dén B
theo chiéu quay cta kim déng hé hay ngugc véi chiéu quay ctia kim dong hé?

b) S6 vong quay khi diém M di déng trén dudng tron tir A dén B theo Hinh 1.1b va theo Hinh
1.1c 1an lugt nhiéu hon bao nhiéu vong so véi s6 vong quay khi diém M di déng trén
dudng tron tir A dén B theo Hinh 1.1a?

Pudng tron dinh hudng NN
Pudng tron dinh hudng la mét dudng tron trén dé ta da chon mét chiéu

chuyén déng goi la chiéu duong, chiéu nguoc lai la chiéu dm. Ta quy udc l_
chon chiéu nguoc véi chiéu quay ctia kim déng hé lam chiéu duong.

Hinh 1.2
Goc lugng giac B
Trén dudng tron dinh hudng, cho hai diém A va B. Mét diém M di déng trén N\
dudng tron dinh hudng ludn theo mét chiéu (duong hoac am) tir A dén B. M
Tia OM quay xung quanh géc O tii tia OA dén tia OB tao ra mét A
géc luong gidc cd tia dau 13 OA va tia cudi la OB. Géc lugng giac Hinh 1.3

dé duioc ki hiéu 1 (OA, OB).

Ngoai ra, diém M ciing tao ra mét cung luong gidc cé diém dau A va diém cudi B. Cung luong giac
d6 duoc ki hiéu a AB.

Luu y: V&i hai diém A va B trén dudng tron dinh hudng, ta cé vé s6 goc lugng giac tia dau OA va
tia cudi OB va cling cé v6 sé cung lugng giac cé diém dau A va diém cudi B.

Chuong 1-HAM SO LUQNG GIAC. PHUONG TRINH LUQNG GIAC
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0 S6 do cia goc luong giac
1. Po varadian

a) Pon viradian
Ta da biét don vi d6 dugc st dung dé do géc. Ngoai don vi dé, ngudi ta con dung don vi radian (doc la
"ra-di-an") dé do g6c va cung.

Trén dudng tron tuy y, cung c6 do dai bang ban kinh dugc goi r
A

la cung cé sé do 1 radian.

Géc & tam chan cung ¢é sé do 1 radian dugc goi la goc co
s6 do 1 radian.

Hinh 1.4
& Ghi chu: 1 radian dugc viét tat la 1 rad.

b) Quan hé giita do va radian

HOAT PONG 2

a) Trén moét dudng tron, cung nifa dudng tron ¢ sé do bang bao nhiéu radian? Goc & tam
chéan cung nira dudng tron cé sé do bang bao nhiéu radian?
b) Tu dé tim méi lién hé gitta don vi dé va don vi radian.

Theo Hoat dong 2, ta cé:

=)

S S _(180Y
1°= 180 radva'lrad—( - )
ViDl_l1

Da4i 20° va 160° ra radian.

Giai

o_ T A o_20m _ W N o_ 160w _ 81
Do 1°= 180 rad nén 20° = 180 = 9 rad va 160° = 180 ~ 9 rad.
D& 5 rad va % rad ra do.

Luu y: Khi viét s6 do clia mét géc (hay cung) theo don vi radian, ngudi ta thudng khéng viét chii rad

sau s6 do. Chang han géc c6 s6 do % dugc hiéu la géc ¢ s6 do % rad.

Bang chuyén dai théng dung
30°  45°  60°  90° 120° 135° 150° 180°

27 | 3® | ST

3 |2 |6 | T

I |
6

| T
4 | 3 2
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4

c) Do dai cia mot cung tron
HOAT DPONG 3

Trén dudng tron ban kinh r, hay tinh:
a) Do dai cia cung nifa dudng tron;
b) D6 dai clia cung c6 sé do a rad.

I
Ij Trén dudng tron ban kinh r, cung ¢6 sé do a rad c6 dé dail = ar. .

) Hinh 1.5
VIiDU 2

T Trén mét dudng tron c6 ban kinh 7,2 m, tim dé dai ctia cung c6 s6
2T
do 3
Giai

D6 dai cC l5:1=2%.7,2= 487 (m) r2m
O dal CUa cun a.l=—"/,£2=40T \M). .
| : g 3 Hinh 1.6

VAN DUNG

Mét buc tuong ciia mét ngdi nha cé dang nhu Hinh 1.7, trong do
cung ABla mét cung cia dudng trontam C, ban kinh AC. Tinh chu vi
cla buc tudng.

2. S6 do cuia goc luong giac

N D D

Hinh 1.8
Xét cung lugng giac AB trong Hinh 1.8a. Khi diém M di déng trén dudng tron theo chiéu duong tu
Adén Btao nén cung T dudng tron (cung nay c6 sé do %), sau dé M di ti€p mét vong tron nlia (thém 27).
= E-
2
9

3 "
Tuong ty, cung lugng giac AB trong Hinh 1.8b c6 s6 do la % +2m+ 21 = >

Xét cung lugng giac ac trong Hinh 1.8¢. Khi diém M di dong trén dudng tron theo chiéu am tir A dén C

s . Y- LT
Khi d6 ta ndi cung lugng giac AB cosé dola 5t 2n

tao nén cun 1 dudng tron (cung nay cé s6 do —1), sau dé M di tiép ba vong tron nita. Khi dé ta néi
: 93 g g hay 4 p g

cung lugng giac AC c6 58 do I %— 2n - 21— 21w = —Z?TTE-

Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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HOAT PONG 4

Hay xac dinh s6 do clia méi cung luong giac AB khi diém M di déngtrén dudng trontirAdén B
trong Hinh 1.1.

Sé do chia géc luong gidc (OA, OB), ki hiéu sd(OA, OB), la sé do cla cung lugng gidc AB

tuong ung.
vibpu3
T Tim s6 do ctia géc luong giéc (OA, OB) trong cac hinh sau:
a) b)
0] A
B
Hinh 1.9 Hinh 1.10
Giai
a) Cunglugng giécﬁ c6so dola % +2m+2n = %-Vafy sd(OA, OB) = %
I ~—h s I A T _ _ —_ 97{ A _ 9 L
b) Cung lugng giac AB c6 sé do la > 2 -2 = T-Vaysd(OA,OB)— -

Tim s6 do ctia méi géc luogng giac (OA, OB) trong Hinh 1.1.

Luu y:

- Méi géc lugng gidc dugc xac dinh béi tia dau, tia cudi va s6 do clia né.

- S6 do clia céc géc luong gidc ¢ cling tia dau va tia cudi sai khac nhau mét béi nguyén clia 2.
Ta viét: sd(OA, OB) =a + k27, k € Z, trong d6 « |a sé do cia mét géc lugng gidc tuy y c6 tia dau OA
va tia cudi OB.

- Néu dung don vi dé thi ta cé thé viét: sd(OA, OB) = a® +k360°, k € Z, trong d6 a° la s6 do clia mét
gécluogng giac tuy y co tia dau OA va tia cudi OB.

HOAT PONG 5 .
P .
Gia sif sd(OA, 0B) = Z-va sd(0B, 0 = - (Hinh 1.11). Xac dinh sd(OA, OQ).
Hinh 1.11
TOAN 11 5
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Téng quat, ngudi ta chitng minh dugc hé thic Chasles vé s6 do clia goc luong gidc sau day:

l'/ Néu OA, OB va OC la ba tia bat ki thi sd(OA, OB) + sd(0B, OC) = sd(0A, OC) + k2w, k € Z.

Tu hé thuc trén ta suy ra: Néu OA, OB va OC la ba tia bat ki thi
sd(OB, OC) = sd(0OA, OC) — sd(OA, OB) + k2m, k € 7.
ViDu 4
[ Chiing minh ring néu sd(OA, OB) = sd(0B, OC) = %th‘l sd(0A, 0C)=(1 -2k T, k € Z.
Giai
Ta c6: sd(OA, OB) + sd(0B, OC) =sd(0OA, OC) + k2m, k € Z.
Suy ra sd(OA, OC) = %+%—k2n =(1-2Km ke Z.

Néu géc lugng gidc (OA, OB) va (OA, OC) lan lugt c6 56 do la 7= va ™ thi géc lugng gidc

(OB, OC) cé s6 do bang bao nhiéu, biét rang 41 < sd(0B, OC) < 67?
3. Puong tron lugng giac
HOAT PONG 6

Trong mat phang toa dé Oxy, vé dudng tron tam O ban kinh R = 1 va tim giao diém cltia né véi
cac truc toa dé.

YA
DY : &
Trong mat phang toa dé Oxy, dudng tron dinh hudng tam O, ban o1 \ac0)
kinh R=1 va nhan A(1; 0) Iam diém géc duoc goi la dudng tron o >
lugng giac. KJ
Hinh 1.12

Luu y: Vi méi goc lugng gidc c6 s6 do @, ton tai duy nhat mot diém M trén dudng tron lugng gidc sao cho
sd(OA, OM) = . Ta goi M la diém biéu dién clia géc luong gidc dé.

ViDus
Trén dudng tron luong giac, tim diém biéu dién clia cac géc luong gidc c6 sé do sau:
a) 33“; b) -750°.

Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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G. 2. yl\
Ial337t e BO; 1)
a) 2 4 +4.27. M
« o T S S i s 337 |y 4oz
Vay diém biéu dién clia gocﬂg’ng giac cé sé do 2 la diém 21:0) Al;0)
chinh gitta M ctia cung nho AB (Hinh 1.13). o X
b) -750°=-30° + (-2).360°. N
Véy diém biéu dién cia géc luong gidc b s6 do-750° 1a diém o)
— —_— — ! 0; -1
N trén cung nhé AB’ sao cho AN = lAB' (Hinh 1.13).
3 .
' Hinh 1.13

Trén dudng tron luong giac, tim diém biéu dién clia cdc géc lugng giac c6 s6 do sau:

a) 13“; b) -1125°.

BAITAP

1.1. Déi s6 do chia cac goc sau day ra radian:
a) 36% b) -50°% c) 25°30.

1.2. Déiso6 do clia cac cung sau day ra do, phat, giay:

) X b) %: 0 -3.

1.3. Xac dinh s6 do cta géc lugng giac (OA, OD) trong Hinh 1.14 theo b N
don vi radian va theo don vi do, biét rang OD la tia phan giéc cua At
géc phan tu thu hai. kj

Hinh 1.14

1.4. Xac dinh s6 do cla cac goc luong giac (OA, OC) va (OA, OD) trong
Hinh 1.15 (diém C la diém chinh gitra cia cung nhé ﬁ, diéem D la
diém n3m trén cung nhd AB sao cho ﬁ_ﬁ=%ﬁ_§). Viét s6 do nay

theo don vi radian va theo don vi do.

Hinh 1.15

1.5. Trén dudng tron lugng giac, tim diém biéu dién clia cac goc luong gidc cé s6 do sau:

a) -5 b) 1% o 780% d) -405°.

TOAN 11 7
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- - > - -
@ GIATRI LUONG GIAC CUA GOC LUGNG GIAC
v .
G 16p 10, ta da biét cac gia tri luong gidc clia goc @, véi 0° < a < 180°. Cac gia tri luong giac clia mét
goc lugng giac cé dugc dinh nghia tuong tu nhu vay khéng?

o Gia tri luong giac ciia goc luong giac
1. Pinh nghia

HOAT PONG 1
le
B(0; 1)
M
: . e N A'-1;0) A(;0)
Trén dudng tron lugng giac, goi M va N lan lugt la diém biéu dién 5 x
cla goc luong giac cé sé do E{Tﬂ'— va —%-Tlm toa dé ciia Mva N. o
B'(0; -1)
Hinh 1.16

Cho géc lugng giadc cé sé do a rad (ta con goi tat la géc lugng giac a). Trén dudng tron luong giac,
goi M(x; y) 1a diém biéu dién clia géc luong giadc nay.

9

« Tagoiylasin cta a va ki hiéu la sin a:
sina=y.
« Ta goi xla césin chia a va ki hiéu la cos a:

cosa = X.
. . S AT ) T A
« Néu x # 0 thi ta goi ti 50 la tang ctia @ va ki hiéu la tan a: >
tanq =2 =S¢
cos a

« Néu y # 0thi ta goi ti s6 % la cétang chia a va ki hiéu la cot

= o SR Hinh 1.17
y  sina

Cac gia tri sina, cosa, tana, cota dudc goi la cac gia tri
lugng giac ctia goc lugng giac a.

Luu y: Ta cling goi truc tung la truc sin, con truc hoanh la truc césin.

- Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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ViDu 1

Tim cac gia tri luong giac clia goc %’T

Giai

Trén dudng tron lugng gidc, goi M la diém biéu dién clia géc A
lugng giac %r T x

Goi x va y lan lugt 1a hoanh dé va tung dé clla M. Ta c6 x < 0,

y<0.
Vi tam giac OHM \}f_l.long tai H va c6 goc MOH = 45° nén Hinh 118
OH = OMcos 45° = Y2
2
Vi tam giac OKM vuéng tai K va c6 goc MOK = 45° nén OK = OM cos 45° = g
Suv ey = o V2
uyra.x=y= T'
Y 57
Va sinS—KZ :—Q:COSS—E:X:—Q:tanS—TEZ 4 =1 vécots—nz 4 =1
AysSINTm =Y =77 4 2 4 51 4 . _5g
Cos 4~ sin—7-

LUYEN TAP 1

I Tim cac gia tri luong giac ctia goc 330°.

Luuy:
« VéimoiceR,-1 <sina<1va-1<cosa=1.
- Vi cac géc luong giac a va a + k2w, k € Z c6 cing diém biéu dién trén dudng tron luong giac nén:
sin(a+ k2n) = sina, Vk € Z;
cos(a+ k2m) = cos, Vk € Z.
« tana xac dinh khi va chi khi cosa # 0 hay a ;é%ﬂm(k € Z), con cota xac dinh khi va chi khi
sina # 0haya # kr, k € Z.
. Dau cua cac gia tri lugng giac clia géc lugng giac a phu thudc vao vi tri ctia diém biéu dién M clia
goc nay trén dudng tron lugng giac.

Ta c6 bang xéc dinh diu clia cac gia tri luong gidc nhu sau:

ylk
—_ Gécphantu 8
*mh‘h‘& I II I
Gia tri lugng giac
A cosal\A
-1 o[™~a 1 «x
sinay - - >4,
m v
Hinh 1.19
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2. Gia tri luong giac cila mét sé goc lugng giac dac biét
HOAT PONG 2

Hay viét lai bang cac gia tri luong gidc clia mét s6 gdc dac biét tir 0° dén 90° da hoc & 16p 10.

Tuong tu, ta ciing c6 bang cac gia tri lugng giac clia moét s6 goc dac biét tir 0 rad dén % rad nhu sau:

T
6
- 1 V2 V3
sina 0 2 5 = 1
) V3 V2 1
tana 0 VoY 1 V3 Khéng xac dinh
1
e teM Khéng xacdinh |+ 43 1 N 0
ViDl_lZ
1 . . 13w 13w 13w 137
Tinh sin 3 "cos—3 stan 3 r cot 3
Giai
. 13w _ . (T _ w43
5|nT—5|n(3 +47t)—5|n3 =5
13w _ s - T _1,
cosT—cos(3 +4rc)—cos 375
. 13w 131
13z SM737 . 13p 9573 1
tan—3= = —q3g TV3vacot 3= T g
cos—— sin——
3 3
LUYENT.@PZ

. . ( 35w _ 35w _ 357w _35m ).
[ Tmhsm( 3 )rcos( % ):tan( 6 )rcot( 6 )

3. St dung may tinh cam tay dé tinh cac gia tri luong giac ciia mét géc

Ta ¢6 thé st dung mdy tinh cam tay dé tinh (ddng hoédc gan ding) cac gia tri lugng gidc clia mét goc
lugng giéc bat ki.

ViDu 3

N St dung may tinh cam tay dé tinh: sin%r cos(—%)’tan(m“).

- Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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Giai Két qua:
SHIET

SHIFT | MODE
) (Jro
4 EEIL o@D c EDED -

Vay sin% ~ 0,38268344324.

SHIFT | MODE SHIFT
I (Jsto
4 EEEL @ ) o @DER -

Két qua:
" _L . '\’c_;l'ltﬂ FIX &
Vay cos( - ) = 0,9510565163. [003(—10)
0.9510565163
Két qua:

@ FIX &

tan(20)

SHIFT | MODE SHIFT | MENU SETUP
© 03O O [En - EaEy  [&s

Vay tan (20°) = 0,3639702343. 0.3639702343

Tinh sin315°, cos 1?’7[ +tan(—1689).
VAN DUNG
Mét canh tay robot dai 1 m dugc diéu khién dé gap mot vat 2257
tai diém C, rdi xoay theo chiéu duong mét géc 225° déthd 0 *O—=E ~C
vat tai diém D nhu Hinh 1.20. Chon hé truc toa dé Oxy sao cho / Im—
tam clia canh tay robot trung véi O va C cé toa do la (1; 0). Tim &
toa do clia vat tai diém D. D™
Hinh 1.20

0 Quan hé giira cac gia tri lugng giac
1. Cac hé thiic co ban giiia cac gia tri lugng giac

HOAT PONG 3

a) Tudinh nghia cla sin a va cos ¢, hay tinh: sin?a + cos?a.
b) T dinh nghia cia tan a va cot @, hay tinh: tan a.cot a.

Déi vai cac gid tri lugng gidc, ta cd cac hé thic sau:

D :

sina+cos’a=1,ae R 1+tan’a= 12 ra;é%Jrkﬂ',kEZ
cos’a
1+cot’a = Sinza:a;ék:rc,kez tan a.cota = ‘I,a?é%JrkmkEZv'aaaéimlEE

Page 17



ViDU 4

' a) ChOSinOl:%rVC'J'iTE‘(&ﬁg—x'TinhCOSOI.

2
b) Cho tanaz—%rvc'ﬁ%“r<a€2x.ﬁnh sin o va cos .
Giai
a4 a9 3, . 3
a) Tacocos‘a=1-sin“a==tlclacosa=-+<hoaccosa =—-—%-
25 5 5
Vit<a< % nén diém biéu dién clia goc a thudc goc phan tu th¢ IIL Do dé cos a < 0.
Vay cosaz—%-

b) Tacédcos’a= 1 =18 ticlacosa = % hoaccosa = -2

1+tan’a 25 5
Vi % <@ < 21 nén diém biéu dién clia géc a thudc géc phan tu thi IV. Do dé cosa > 0.

3 .
5

VéycosaZ%-Ttrdésinaztana.cosa :—%.%:

L

ViDus

L

2sina +cos’a + 1

S =3tan’a+2
cos’a

Choa # %Hm, k € Z.Chiing minh rang:
Giai

Via #%Jrk?t, k € Z nén cosa # 0, do d6 cd hai vé cla dang thic can chdng minh déu
c6 nghia.

, 2sin‘a+cos’a+1
Ta co: 5
cos?a

=2tan’a+1+ colza =2tan’a+1+1+tan’a = 3tan’a +2.

Cudng dé anh sang I di xuyén qua mét man loc anh sang  Nguén
sang

/
dugc tinh bdi cong thic: /=] -——"5—trongdo | _la Man
’ m 1+cot“a m loc

cudng doé anh sang da chiéu Ién man loc anh sang va a

la géc nhu trong Hinh 1.21 (nguén: https://www.vedantu.

com/iit-jee/malus-law). Ching minh rang:/ =1 _cos®a. Hinh 1.21

2. Quan hé giira cac gia tri lugng giac clia cac goc lugng giac co lién quan dac biét

a) Hai géc déi nhau:ava-a

HOAT PONG 4

a) Dua vao Hinh 1.22, hay so sanh cos (—a) va cos ¢; sin (—a) va sin .
b) Tu dé so sanh tan(—a) va tan «; cot (—a) va cot .

Hinh 1.22

12 Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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Déi véi hai goc doi nhau a va -, ta cé:

cos(—a) = cosa sin(—a) = —sina

tan(—a) =-tana cot(—a) = —cota
(gia thiét tan a va cota xac dinh).

b) Hai goc bunhau:ava (x - a)

HOAT DQNG 5 ‘
y
B
M’__“__ M
mT—a
a) Dua vao Hinh 1.23, hay so sanh sin(m—a) va sina; cos(t— a) A
va cosd. 0
b) Tu ddé so sanh tan (it — @) va tan a; cot(w — @) va cota.
BJ
Hinh 1.23
Déi véi hai goc bu nhau @ va (1 - ), ta cé:
sin(m—a) =sina cos(m—a) =—cosa
tan(r— a) = —tana cot(mr—a) =—cota
(gia thiét tan a va cota xac dinh).
¢) Haigéchonkémm: ava(a+m)
HOAT DQNG 6 1
B
% 2 - I - % . I +a I
a) Dua vao Hinh 1.24, hay so sanh sin(a+7) va sine; cos(a+m) A [H /] !
va cosa. H 0O H
1
b) Tu ddé so sanh tan(a + ) va tan a; cot(a + ) va cota. -
BJ’
Hinh 1.24
Déi véi hai géc a va (a + ), ta cé:
sin(a+ 1) = —sina cos(a + 1) = —cosa
tan(a+ ) =tana cot(a + 1) = cota
(gia thiét tan  va cot @ xac dinh).
TOAN 11
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Luu y: Tir tinh chat tan (e + ) = tan a va cot (a + ©) = cotq, ta suy ra:
tan(a+ kn)=tana, Vk € Z;
cot(a+ k) =cotw, Yk € Z;

(gia thiét tan a va cota xac dinh).

d) Hai goc phunhau:ava (%—a)
HOAT PONG 7

a) Dua vao Hinh 1.25, hay so sanh sin(%— O:)Vé cosq; cos(%— a) A

va sin a.

b) Tu ddé so sanh tan(%— a)vé cot a;cot(%— a)vé tana.

Déi véi hai géc phu nhau a va (%— a),ta co:

-7

|=

sin(

tan(

—(I):COSCI'. COS(
—a)=cota CDt(

(gia thiét tan a va cota xac dinh).

—a)zsina

(1R
STERNTE

—a)=tana

ViDU 6

s

—

Khéng diing mdy tinh cam tay, tinh cos(—

137y . (207 31n
2 )rsm(T):tan(T)-

Giai
cos(—wa) = cc:s.I::"Tﬁ"t = cos(37r+ %) - COS(TH— %) - —cos% = —%
5|n(23ﬂ = sm(?n—g): sin(ﬂ:—%)= sm% = g

1

. - oA _ (T 3r - TRy 37T _
Rut gon biéu thuc A =cos(w os)+5|n(2 a)+tan( > a)+cot( a)(glathlettan( > a)
va cot(-a) xac dinh).

Giai

A=—coso:+cosa+tan(7t+%—0:)—cota

=tan(%—a)—cota

=cota—cota =0.

- Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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Chitng minh gia tri ca biéu thiic sau khéng phu thuéc a:

B=sin%(a + )+ sinz(%— a)+ cos (—a) + cos (r — ).

BAITAP

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Khéng ding may tinh cam tay, tinh:

a) sin’ %Jr cos(—%);

b) tan?(30°) — cot’(240°);

« 3 10 .
c) sin E—cosSn,

11w
3

d) tan

- cot(-21%)

4

Tinh cac gia tri lugng giac clia géc a trong cac trudng hop sau:

a) cosa=%véo~<aé%:
-2 . 3m,
b) tana—12va7t<a< >

Giad sirsin @ =t, vGi % < a < 7. Tinh cac gia tri sau theo t:
a) sin(a+m)
b) sin(a-mx);

c) sin(%— a);

d) tan(3w+ ).

Chon hé truc toa d6 Oxy sao cho O triing vdi tdm clia déng hé trong
Hinh 1.26, tia Oy chi huéng 12 gi& va dau kim phdt ctia déng hé di
chuyén trén dudng tron lugng giac tam O. Ti d6, tim toa d6 cla dau
kim phat khi déng hé chi chinh xac 9 gi& 20 phat.

Hinh 1.26
Khi mét qué béng dugc dé 1én khéng trung tir mat dat, khodng cach x tir qua béng dé dén

dudng thang vudng goéc véi mat dat tai vi tri da lién hé vai chiéu cao y clia né theo céng thic:

2 .
y= —gx | xsina
2vicos’a  cosa

- ) A a ~ £l » r h r r 3 -
r trong d6 v, la van téc ban dau cta qua bong, a 14 géc da qua béng

so v&i phuong nam ngang va g la gia téc trong trudng (nquén: https://pressbooks.uiowa.edu/
2 2

clonedbook/chapter/projectile-motion/). Chiing minh rang: y = — g):ﬂ tana +xtana — gi;_, :
0 0
TOAN 11 15
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S

CAC PHEP BIEN POI LUONG GIAC

-

C6 thé biéu dién cos(a + b), sin(a + b) qua cac gia tri luong giac chia cdc géca

o Cong thic cong

va b khéng?

HOAT PONG 1
yl\
Cho hai géc a va b, v6i 0 < b <a <. Trén dudng trdn  p(cqs g: sin a) !
lugng giac, xét cac diém P (cos a; sina)va Q(cos b; sin b). "~ F ~ -\ Qlcos b; sin b)
a) Dung coéng thic tinh khodng cach gilta hai diém, 1 a 1~
giai thich vi sao: .l 5 b} >
PQ*=2-2cosacosb— 2sinasinb.
b) Dung dinh li césin, giai thich vi sao:
PQ*=2-2cos(a-b). -
¢) Tudo suyra:cos(a—b) = cosacosb +sinasinb. Hinh 1.27

Ngudi ta chitng minh dugc cac cdng thirc biéu dién cos(a + b), sin (a + b), tan (a + b) qua céc gia tri

lugng giac clia cac goc a va b nhu sau:

*j cosla+b)=cosacosb—-sinasinb

sin(a+ b) = sinacosb +cosasinb

tana+tanb tana—tanb
1—tanatanb 1+tanatanb

(gia thiét cac biéu thiic déu cé nghia).

tan(a+b) = tan(a—b) =

Céc cong thuc trén dugc goi la cac céng thic cong.

ViDU1
7 Tinh:
137 T, . 137 . w. T
a) cosﬁcos7+smvsm7, b) tan.|2
Giai
1830 o G 13T o  (13m T V3
a) cos 42 cos7+sm 47 SN cos( 22 7) cos¢ >
T T
7T _ ., my_ @ngttany 3
b) tan——tan(—+—)— = :
12 3 4 1—tan -~ T 1-43
tangtanz

Tinh gia tri chinh xac cta:
tan64° —tan19°
1+tan64°tan 19°

a) sin—;
12’

- Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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VAN DUNG 1

Mét dong dién xoay chiéu cé cudng dé dong dién i (ampe) tai thdi diém t (gidy) duoc tinh bai
céng thuc:

r'=4c05( 1317 t).

12
Tinh gia tri chinh xac clia cudng dd dong dién i tai thoi diém t = 1 (giay).

° Cong thuc goc nhan doi

HOAT PONG 2

Néu cho b = a trong céac céng thuc:
sin(a+ b) =sinacosb+cosasinb;
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb;

tana+tanb

tan(a +b) = 1-tanatanb

thi ta thu dugc cac cong thiic nao?

Ta co cac cong thiic goc nhan doéi sau:

sin2a=2sinacosa

cos2a = cos’a—sin‘a=2cos’a—1=1-2sin’a
2tana

1—tan’a

(gia thiét cac biéu thiic déu cé nghia).

tan 2a =

Luu y: T cac cong thiic géc nhan doi, ta suy ra cac céng thiic sau:

cosza=71+c§52a: Sinza=71_C2C)52G; tanza=7:;zg§§g
(gia thiét cac biéu thiic déu co6 nghia).
ViDu 2
' a) Biétsina= % valD<a< %-Tl’nh cos2a vasin 2a.
b) Tinh gia tri ctia sin g~
Giai

a) Tacé:cos’a=1-sin’a= %xtd’c lacosa = ihu::uiu:coscz: —%-Vio <a< %néncosa =%-

Vay cos2a = 1-2sin? a-ivasmza 25|nacosa—
1—cos— —2 2
inE > 0nénsin = /fsin2 T =4/ 2 2-V2
b) \ﬁ5|n8>0nen5|n8 \/sm 8 5

a) Chocosa= —% va % < @ < 1. Tinh sin 2a va tan 2a.

b) Khéng dung may tinh cam tay, tinh cos 112,5°.

TOAN 11 17
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VAN DUNG 2

Mét qua bong golf ké tir lic duge danh dén lic cham

mat dat da di chuyén dugc mét khoang cach d (m) :k—

vZsin 29 [ SR
e T

g e A ﬁf)'
trong doé v, (m/s) la van téc ban dau cla qua béng,

theo phuong nam ngang. Biét rang d =

g la gia toc trong trudng va 8 la géc danh qua béng so Hinh 1.28

vdi phuong nam ngang (nguén: https:/pressbooks.uiowa.edu/clonedbook/chapter/projectile-
motion/). Tinh gia tri ciia cos 20 va sin 0 khi v,=15m/s, d=12,5m,g=10m/s*va0° < 0 < 45°,

@ Cong thiic bién dai tich thanh tong, tong thanh tich
1. Cong thic bién doi tich thanh tong
HOAT PONG 3

Tir cac cong thiic cong, hay tinh:

a) cos(a—b)+cos(a+ b)theocosavacosb;
b) cos(a—b)—cos(a+ b)theosinavasinb;
c) sin{a—b)+sinla+ b)theo sina va cos b.

Tl Hoat déng 3, ta suy ra cac cong thic sau:

)

cosacosb = —~{cos(a-b)+cos(a+b)]

21

sinasinb = %[cos(a—b)—cos(aer)]

sinacosbZ%[sin(a—b)Jrsin(aer)]

Cac cbng thic trén duoc goi la cac cdng thiic bién déi tich thanh téng.

vibu3
T Khéng dung méy tinh cdm tay, tinh: 4cos 187, 5° cos 37,5°.
Giai
Ta cé: 4cos187,5° cos 37,5° = 2| cos(187,5° —37,5°) + cos(187,5° +37,5°) |
= 2(cos 150° + cos 225°) = ( £—£) -v3-v2.
177 .
Khéng dung may tinh cam tay, tinh sin—=- 12 Cos—5-
2. Cong thiic bién dai tong thanh tich
HOAT PONG 4
Néu datu = a—bvav =a+b trong cic cong thuc:
cosacosb = %[cos(a —b)+cos(a+b)] sinacosb = %[ sin(a—b) +sin(a+b)]

thi ta thu dugc cac céng thic nao theo u va v?

- Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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Ta goi cac cong thiic sau la cac cong thiic bién déi tong thanh tich:

cosu+cosv=2cos YV cos U=V cosu—cosv =—2sin Y=V gin U=V
2 2 2 2
sinu+sinv=2sin Y cos Y=Y sinu—sinv=2cos 41V sin Y-V
2 2 2 2
viDu 4
1 . . g . T 51 s
Chiing minh rang: sin = —sin—3— +sin—4-= 0.
9 9 9
Giai
2 (sin-& + sin25 ) = sin 2% = 25in 3% cos T — AT\ _ in 3T _ in AT _
Taco.(5|n9+55|n 9 ) 7’sm g =2sin—g ccns3 5|n(:rc 9 )—5|n g ~sin—g =0.
avsin & — sin 2% ST _
‘ Vaysm— sin=gy +sin 9 0.
cos K cos 12X
Chitng minh rang: 3]; 15711 %
COSW'FCOSF

BAITAP

1.11. Khéng duing may tinh cam tay, tinh:

a) sin ?g
b) cos(—ﬁ);

c) tan(-75°).

1.12. Biétcosa = —%vé:rc*: a< 327r:t|’nh:
a) cos(a
b) tan(a 4)
c) 5|n%

1.13. Khéng diing may tinh cam tay, tinh:

a) cosa—ﬁcosi— sinB—Tcsin x,
8 8 8 8’

b) sin15°sin75°%
c) cos(-15°)+ cos255°%;

cos2F — cos 4T
d 9 9
sin 2% — sin 4%
9 9
1.14. Cho tam giac c6 s6 do cac géc nhu Hinh 1.29.
Tinh cosA.
24
5cm
A
7cm
Hinh 1.29

1.15. Cho géc a nhu trong Hinh 1.30. Tinh tan .
C

5¢cm

3cm

A 10¢cm B
Hinh 1.30

1.16. M6t van ddéng vién ban siing nam trén
mat dat dé ngam ban cac muc tiéu khac
nhau trén mét bilic tudng thang ding.
Van déng vién ban tring mét muc tiéu
cach mat dat 20 m tai mét géc ngam (gdc
hop bai phuong ban véi phuong ngang).
Néu tdng géc ngdm dé 1én hai lan thi véan
ddéng vién ban trang mét muc tiéu cach
mat dat 45 m. Tinh khoang cach tir véan
déng vién dén bc tudng.

1.17. Chdng minh cac dang thic sau (gid st cac
biéu thiic déu c6 nghia):

a) cos*a—sin*a= cos2aq;
b) sin(a+b)sin(a—b) = cos’b - cos’q;

sina +sin 2a
o)

= tana.
1+cosa+cos2a

TOAN 11 19
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e’ - n = & -

BAI4 HAM SO LUONG GIACVA PO THI
-2

Gid su ti 1é dién tich cla Mat Trang dugc chiéu sang khi quan sat tu

Tréi Dat trong dém thi t cia mét thang am lich, goi la M(t), duoc tinh

i cona thite: M0 = L cos( EL )+ L.
bdi cong thuc: M(t) = 5 COS( 15 )+ 2

Theo cdng thuc trén, ti |é dién tich cia Mat Trang dugc chiéu sang
khi quan sat tu Trai Dat bang 100% vao dém nao ctia thang dé?

Hinh 1.31

o Ham s6 chan, ham so lé. Ham so6 tuan hoan
1. Ham s6 chan, hamso lé

HOAT PONG 1

Ham sé y = f(x) = x* c6 d6 thi nhu Hinh 1.32.
a) Sosanh f(-1) va (1), f(-2) va f(2), f(-x) va f(x).
b) D6 thi ctia ham sé nhéan truc nao lam truc déi xing?

Ham sé y = f(x) = x, véi x € [-2; 2], c6 d6 thi nhu Hinh 1.33.
a) So sanh f(-1) va f(1), f(-2) va f(2), f(-x) va f(x) khi x & [-2; 2]. T
b) Dé thi cia ham s6 nhan diém nao lam tam déi xing?

XY

e s NG
NS ) et e

Hinh 1.33

4—":?

I/ « Ham s6 y = f(x) véi tap xac dinh D goi la ham sé chan néu véi moi x € D thi —x € D va

fl-x) = f(x).

- Ham s6 y = f(x) véi tap xac dinh D goi la ham s6 |é néu véi moi x € D thi —x € D va

f—x) = —f(x).

Luuy:
- D6 thi cia mét ham s6 chan nhéan truc tung lam truc déi xdng.

- D6 thi ciia mét ham sé |& nhan géc toa dé lam tam déi xding.

Chuong 1+ HAM SO LUONG GIAC. PHUONG TRINH LUQNG GIAC
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ViDU 1
T a) Chdng minh hamsé y = f(x) =| x |1a ham s6 chén.
b) Ching minh hamsé y = f(x) = % la ham s6 1é.
Giai
a) Hams6 y = f(x) =| x| cé tap xac dinh 13 D = R. Ta cé: Véi moi x € Dthi—x € Dva
f(—x) =|—x| =] x| = f(x).
Vay ham sé y = f(x) = | x| 1a ham s& chén.

b) Ham s6 y = f(x) = — c6 tap xéc dinh la D = R\ {0}. Ta cé: Vi moi x € D thi—x € Dva

Flx) = _1—X =1 =,

1
X

Vay ham s6 y = f(x) = % la ham s6 &

Xac dinh ham s& chan, ham sé 1é trong cac ham s6 sau:
y=fx)=4x-3; y=gx) =2x* - 6; y=h(x)=x"-3x.

2. Ham so tuan hoan

HOAT PONG 2

Cho ham sé y = f(x) c6 dé thi nhu Hinh 1.34. y
a) Sosanh f(-4), f(0), f(4), f(8). 25
b) Timmotsé T # 0sao cho flx+ T) = f(x), véi "

X=_6!X=_2’X=2]'X=6' |IIII|IIII|IIIIOIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|:

-6 -4 =2 2 4 ] 8 0

c) Nhan xét do thi ciia ham sé trén cac doan
[-4; 0], [0; 4] va [4; 8]. Hinh 1.34

'/ Ham s6 y = f(x) c6 tap xac dinh D dugc goi la ham sé tuan hoan néu tén tai mét sé T # 0 sao
cho véi moi x € D, ta cé:
. x+TeDvax-TeD; - flx+T) = fx).

S6 duong T nhé nhat thoa man cac tinh chat trén dugc goi la chu ki ctia ham sé tuan hoan dé.

Luuy:

Muén vé dé thi clia ham sé tuan hoan c¢é chu ki T, ta vé dé thi ca ham sé nay trén [0; T1ND,
sau do lap lai phan do thi da vé dé trén [T; 2TIN D, [2T; 3T1ND,... va trén [-T; 01 N D, [-2T; -T1 N D,
[-3T; = 2TIND,... dé duoc toan bd dé thi clia ham sé.

TOAN 11
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vViDu2

L

1néuxeZ,

0néux e R\Z.

a) Tim tap xac dinh D cGia ham s6 trén.

b) Hay so sanh f(x + 1) va f(x) khi x |4 s6 nguyén va khi x khéng |a s6 nguyén.
c) Ham sé trén cé phaila ham s6 tuan hoan khéng?

Cho ham sé y = f(x) =‘{

Giai

a) Ham sé da cho cé tdp xac dinh laD =R.

b) KhixIasé nguyén thix+ 1clingla sé nguyén. Suy ra: f(x) = 1 va fix+ 1) = 1.Vay flx + 1) = f(x).
Khi x khéng la sé nguyén thi x + 1 cling khéng la sé nguyén. Suy ra: fix) =0 va fix + 1) = 0.
Vay f(x + 1) = f(x).

c) Vdimoix R, tacéx+ 1< Rva (theo b)): fix+ 1) = f(x).

Vay ham s6 da cho la ham sé tuan hoan.

Ham s6 hang y = fix) = ¢ (c|a hang s6) c6 phai la mét ham sé tuan hoan khéng? Vi sao?

o Ham s6 luong giac
1. Pinh nghia cacham s6 luong giac

Y\
B
_ M
) N . SINX[— =
O Bai 2, ta da biét v&i mdi s6 thuc x, c6 mét diém M duy nhét trén dudng I \x
tron lugng gidc sao cho sé do clia géc luong gidc (OA, OM) bang x (rad). x| >
Diém M c6 toa d6 hoan toan xac dinh, trong dé tung dé chinh la gia tri cosx JA X
sinx va hoanh dé chinh la gia tri cos x (Hinh 1.35).
Bf
Hinh 1.35

HOAT DONG 3

Tinh sin va césin clia géc lugng gidc b sé do radian bang x trong cac trudng hop sau:

ik —E:x=—1;x:x=—2,5.

'j - Véi méi sé thuc x, c& mot va chi mét gié tri sinx tuong Gng, vi vay ta cé mét ham sé.
Ham s6 nay dugc goi la ham sé sin, ki hiéu la y = sinx.

« Véi mdi s6 thuc x, c6 mét va chi mot gia tri cosx tuong Ung, vi vy ta ¢ mot ham sé.
Ham s6 nay dugc goi la ham sé césin, ki hiéu la y = cos x.

Luu y: Tap xac dinh cia ham s6 y = sinx vaham sé y = cosx la R.

22 Chueng 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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ViDu 3

L

a) Tinh gia tri clia ham sé y = sinx khix = %
b) Tinh gia tri clia ham sé y = cosx khix = —%-
Giai

e o sk i TH TR (o W\ [ T\ . T _ V2
a) Giatriciahamsoy =sinx khix= 2 lasin 2 5|n(27t 4) sm( 4) sin— 5
b) Giétricﬂahém56y=cosxkhix:—ilécos(—1)=cos£=£-

' 6 6 6 2

Tinh gia tri cla ham sé y = sinx va ham s y = cos x khi x = 327t:x=— 11TL;XZ—1§K'

VAN DUNG 1

Phuong trinh li d6 ctia métvatdao déng diéuhoa cé dang: x = -6 cos( Tt + %)rtrong déx(cm)la

li dé cta vat (hay d6 dai clia vat so vai vi tri cdn bang) tai thdi diém t (gidy). Tinh li dé cta vat

tai thai diém t = 3 giay.

HOAT PONG 4

Tinh tang va cétang clia géc lugng giac cd sé do radian bang x trong cac trudng hop sau:

_/m. _ _b5m. 117E;X:_3.

3!)(_ 4!)( 6

’j - Véi méi s6 thuc x # %Jr kr (k € Z) c6 mét va chi mét gia tri tanx tuong (ng, vi vay ta c6
mot ham s6. Ham sé nay dugc goi la ham sé tang, ki hiéu la y = tanx.

» V&i mdi s6 thuic x # krt (k € Z) c6 mot va chi mét gia tri cotx tuong ting, vi vay ta cé mét
ham s6. Ham sé nay dudgc goi la ham sé cétang, ki hiéu la y = cot x.

Luuy:
- Vicosx # 0khi va chi khi x # %ﬂ'm (k € Z) nén tap xac dinh cia ham sé y =tanxla
D=R\{Z +kr|keZ].

- Visinx # 0 khi va chikhi x # kr (k € Z) nén tap xac dinh ctia ham sé y = cotx |a
D=R\{kr | ke Z}.

TOAN 11 23
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ViDU 4

[ a) Tinh gia tri cia ham s y = tanx khi x = 1g7t-
b) Tinh gia tri ciia ham sé y = cotx khix——z?Tx-
Giai
cr e s Ls N . 177 s
a) Giatriclhahamséy=tanx kth=T la
171 _ _T_ _TN_ _ E—_ﬁ.
tan 6 —tan(37t tE.))—tan( 6)_ tan6— 3
b) Giétriclahamsé y = cotx khix——iﬂ*TT A
_ 25T _ ot =6 =) = cot(~E ) = —cot T = —
cot( 2 )—cot( 6T 4) cot( 4) cc:t4 1.

Tinh gia tri cla ham sé y = tanx va ham s y = cotx khi x =

2. Tinh chan, lé ctia cdcham sé luong giac
HOAT DONG 5

a) So sanh cac gia trisin x va sin(-x), cos x va cos (—x).
b) So sanh cac gia tri tanx va tan (—x) khi x # % + k7 (k € Z).

c) Sosanh cac gia tri cot x va cot(—x) khi x # kx (k € Z).

Tu Hoat déng 5, ta nhan thay:

>/ « Ham sé y = cosx la ham sé chan trén RR.
» Ham sé y = sinx la ham s6 & trén R.
» Ham sé y = tan x la ham s6 |é trén R\{%Jrkzt | k € Z}.

- Himsé y= cotxlahamsélétrén R\{kx |k Z}.

vVibus
T Xac dinh tinh chn, lé cia ham s6 y = f(x) =| sinx |cos x.

Giai

Ham s6 y = f(x) =| sin x |cos x c6 tap xac dinh la D = R.Ta c6 véi moi x € D thi—x € Dva

f(—x) = | sin(~x) | cos (—x) = | —sinx |cos x = | sinx |cos x = f(x).

Vay ham s6 y = f(x) =| sinx |cos x 1a ham s6 chan trén IR.

Xac dinh tinh chan, |& cla ham s6 y = f(x) = sinx —tanx.

Chuang 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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3. Tinh tuan hoan ciia cac ham sé lugng giac

HOAT PONG 6
Tim mét s6 T # 0sao cho fix + T) = f(x) véi moi x thudc tap xac dinh ciia méi ham sé sau:
a) f(x)=sinx; b) f(x) =cosx;
c) flx)=tanx; d) f(x) =cotx.

Ngudi ta ching minh dugc rang:

-

5
- Ham sé y = sinx |a ham s6 tuan hoan vdi chu ki 27.
» Ham sé y = cosx la ham sé tuan hoan vdi chu ki 27.
« Ham sé y = tan x 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki .
- Ham sé y = cotx la ham sé tuan hoan véi chu ki 7.

ViDU 6

q

Giai thich vi sao ham s6 y = f(x) = sinx + cos x la ham sé tuan hoan.

Giai

Ham sé y = f(x) = sinx + cosx c6 tap xac dinh 1a D = R. Ta c6 vdi moi x € D thi
x+2reD,x— 2wt € Dvaflx+2n) =sin(x + 27w) + cos(x + 27) = sinx + cos x = f(x).

Vay ham s6 y = f(x) = sin x + cos x |a ham sé tuan hoan.

Chitng minh ham sé y = f(x) = 1 — cotx la ham sé tuan hoan.

@ Khoang dong bién, nghich bién va do thi ciia ham s6 luong giac

Cac gia tri ctia ham sé y = sinx va y = cos x khi x nhan cac gia tri dac biét trong [0; 7] dugc mé ta trong
bang sau:

r ., £ T | 2r  3® @ 5T
o e 4 3 2 3 4 | & =
o | L2 B | B2 1],

2 | 2 | 2 2 | 2 | 2
ST S A S A

2 2 2 2 T T2

Cac gia tri clla ham sé y = tanx va y = cotx khi x nhén cac gia tri dac biét trong [0; t] dugc mé ta trong
bang sau:

s T i LL 2t 3® | 5m
0 6 4 3 2 3 4 6 x
o | B 1 | a0 |-B] |2 o
3 3
| E | | B e [-B]a|-E]
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1. Khoang déng bién, nghich bién va do6 thi ham sé y =sinx
HOAT DONG 7

= - A‘ s . - ~ . A . . 5 -
a) Xét cdc s6 thucx,, x,, sao cho 0 < x, <x, < 5 Goi M va N lan luot |a diém biéu dién cla géc

luong gidc c6 s6 do x, rad va x, rad. Hay so sanh tung d6 ctia M va N, tir d6 so sanh sinx, va sinx,.

b) Xét céc s6 thuc x,, x,, sao cho L S <X <X, < Goi P va Q lan lugt la diém biéu dién ctia géc

lugng giac 6 s6 do x, rad va x, rad. Hay so sanh tung d6 ctia P va Q, tir d6 so sanh sin x, va sin x,.

’ . 24
Ti Hoat dong 7, ta nhan thay ham sé y = sinx déng biéen L
T
trén khoang ( ; )va nghich bién trén khoang( 7']. -t 2 :
2 ' 0 T T x
Ham sé y = sinx la ham sé |é nén lay doi xitng do thiham s _ N\ Ry
trén doan [0; ] qua g6c toa dd O, ta dugc do thi ham sé trén -1

doan [-; 0]. B6 thi ham s6 y = sinx trén doan [-7; ] dudc Hinh 1.36
biéu dién trong Hinh 1.36.

Vi ham sé y = sinx la ham s6 tuan hoan chu ki 2t nén muén cé dé thi ham sé y = sin x trén toan bo
tap xac dinh R, ta lap lai phan dé thi trén doan [-7; 7] da vé trén cac doan [-37; — «], [-57; — 37],... va
cac doan [r; 37], [37; 57),... (Hinh 1.37).

Ly fix) =sin x

T d6 thi cia ham s6 y = sinx, ta nhan thay:

Y

- Tap gia tri cia ham sé y = sinx la doan [-1; 1].
- Ham s6 y = sinx déng bié'n trén mdi khoéng (—%H’QT:; % +k27r),k € Z va nghich bién
trén méi khodng ( o k27r >+ kor ), ke Z.

ViDu 7

L

a) Dua vao dé thiham sé y = sinx, xac dinh tat ca cac gid tri clia x € [-27; 27]sao cho sinx = 1.
b) Xacdinh cac khoang déng bién ctia ham s6 y = sinx trén doan [-27; 27,

Giai

a) Dua vao dé thi ham sé y = sinx trén doan [-27; 271], ta c6 sinx = 1 khix € { _?T; %}

b) Trén doan [-27; 27], ham sé y = sinx dong bién trén cac khoang (—27t;— 31 ),(—%;%

va (37 2TE)

Chuang 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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a) Dua vao dé thi ham sé y = sinx, xac dinh tat ca cac gia tri clia x € [-37; 37] sao chosinx = 0.

b) Xacdinh cac khoang nghich bién clia ham sé y = sinx trén doan [-37; 37l

2. Khoang déng bién, nghich bién va d6 thi ham sé y = cosx

HOAT PONG 8

Xét cac s6 thuc x,, x, sao cho 0 < x, < x, < m. Goi M va N lan lugt la diém biéu dién ctia goc lugng

giac 6 s6 do x, rad va x, rad. Hay so sénh hoanh dé ciia M va N, tir d6 so sanh cos x va cosx,.

Tit Hoat déng 8, ta nhan thay ham sé y = cos x nghich bién 1‘ y
trén (0; m). TTT T T TR TR T TT 7T
) ] ~ ] - 2/\2 T
Ham sé y = cosx |a ham sé chan nén lay déi xing dé thi L/ 0 \_:L X
ham sé trén doan [0; ] qua truc Oy, ta dugc dé thi ham s6 - - -=<-- - - - i) il - -
trén doan [—7; 0]. P& thi ham sé y = cosx trén doan [-r; ]
Hinh 1.38

duagc biéu dién trong Hinh 1.38.

Viham sé y = cos x la ham s6 tuan hoan chu ki 2z nén muén cé dé thi ham sé y = cos x trén toan bo
tap xac dinh R, ta 13p lai phan dé thi trén doan [-7; 7] da vé trén cac doan [-37; — 7], [-57; — 37],... va

cac doan [r; 3x], [37; 57],... (Hinh 1.39).

f(x) = cos x

Hinh 1.39

Tir d6 thi cla ham sé y = cos x, ta nhan thay:

)7

- Tap gia tri cia ham sé y = cosxla doan [-1; 1.

- Ham s6 y = cosx déng bién trén méi khodng (- + k27; k27 ), k € Z va nghich bién trén

méi khoang (k2w t+ k2x ), k € Z.

Luu y: D6 thi clla cac ham sé y = cosx, y = sin x dudc goi chung la cac dudng hinh sin.

vViDus

Giai

Page 33
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a) Dua vao d6 thi ham sé y = cos x trén doan [-27; 27, ta c6 cos x = 0 khi

b) Trén doan[-2m; 27], ham sé y = cos x déng bién trén cac khoang (- 0), (7; 27).

a) Dua vao do thi ham sé y = cos x, xac dinh tat ca céc gia tri clia x € [-27; 2] sao cho cosx = 0.
b) Xacdinh cac khoang déng bién clia ham s6 y = cos x trén doan [-27; 27].

TOAN 11

27



a) Dua vao do6 thi ham sé y = cosx, xac dinh tat ca cac gia tri cla x € [-3m 37] sao cho
cosx =—1.
b) Xac dinh cac khoang nghich bién ctia ham s6 y = cosx trén doan [-37; 37].

VAN DUNG 2

Gia st nhiét do bén trong mét ngéi nha sau t gid ké tur 12 gio trua, goi la T(t), duoc tinh bai

cong thuc: T(t) = 5C05(%—?)+ 25(°C), 0 <t <24.

a) Tim nhiét dé bén trong ngdi nha Itc 12 gid trua, 6 gid téi, 12 gid dém theo céng thic trén.
b) Theo cong thtic trén, nhiét dé cao nhat bén trong ngéi nha la bao nhiéu?

3. Khoang dong bién, nghich bién va dé thi ham sé y =tanx

HOAT PONG 9
a) Chép lai va hoan thanh bang sau:

- IR
S 6 4 @ 3

; T T, T

b) So sanh tan 6:tan 4 va tan 3
Ngudi ta chitng minh dugc rang ham sé y = tan x déng bién trén (O; %)
Ham sé y = tanx la ham s6 & nén lay déi xtiing dé thi ham sé trén nla

khoang [0; %)qua géc toa dé O, ta dugc dé thi ham sé trén nira khoang

—%;0]. Do thi ham sé y = tanx trén khoang (—%; %) dugc biéu dién
trong Hinh 1.40.

|
(S1E

Viham s y = tanx [a ham sé tuan hoan véi chu ki  nén muén cé doé thi

@]
ra| =
XY

hamsé y = tanx tréntoan bé tap xacdinh D = R\{%Jrkr: | ke Z},ta lap Hinh 1.40
inh 1.

A s lsn s T\ gxoxaa 2 2o (3T T,
lai phan do thi trén khoang( o) )da vé trén cac khoang ( 2773 )
(—52?1-;— 327t )rmvé cac khoang (% 377-) ( 3, 527-) ---(Hinh 1.41).

i | It |

1 | | 1

| | | |

1 | | |

| I | I

| I | |

37l T _TlI 0 I T 3Tl ;,

T 21 () o

| | | |

1 | | |

| I | I

1 I | |
Hinh 1.41
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Tir d6 thi cla ham sé y = tanx, ta nhan thay:

)

- Tap gia tricta ham sé y =tanx la R.

- Ham sé y = tanx déng bién trén mébi khoang (—%Jr kr; %Jr krc), ke Z.

vViDu9
Dua vao dé thi ham sé y = tanx, xac dinh tat ca cac gia tri ciia x € [-7; 7] sao cho tanx = 0.
Giai

Dua vao dé thi cia ham sé y = tanx trén [-7; 7] \ {—%; %}: tacéd tanx=0khix €{-m;0; r}.

. . ) < N S TP A (3T 3TN\ [_T T,
Xac dinh cac khoang dong bién ctia ham soy—tanxtren( 5779 )\{ > 2}

4. Khoang dong bién, nghich bién va d6 thi ham sé y = cotx
HOAT PONG 10

a) Chép lai va hoan thanh bang sau:

T T i T | 2 | 3m | 5T
- 6 4 3 2 3 4 6

cotx ? ?

-

b) So sanh cac gia tri ctia cot x trong bang trén.

Ngudi ta ching minh dugc rang ham sé y = cotx nghich bién trén (0; 7). D6 thi ham sé y = cotx trén
khodng (0; ) dugc biéu dién trong Hinh 1.42.
Viham sé y = cotx |a ham sé tuan hoan véi chu ki © nén mudn ¢ dé thi ham sé y = cotx trén toan bo
tap xacdinh D = R\ { kx| k € Z},ta lap lai phan d6 thitrén khoang (0; m) da vé trén cac khoang (-; 0),
(—27; —7),... va cac khoang (7; 2x), (27; 37),... (Hinh 1.43).

y.i

4

|

(Y
o

M|

—_ ___A3______.
w
A
—----cfF-----

=5
b

I |

|

! |

: I

|

! [

| |

0 ZN_ * x ST N
2 | |
| |

| |

| |

| |

Hinh 1.42 Hinh 1.43
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Tur d6 thi cla ham s y = cotx, ta nhan thay:

Y

« Tap gia tri cia ham s6 y = cotx la R.

+ Ham s8 y = cot x nghich bién trén méi khoang (kr; w+ kx ), k € Z.

ViDU 10

L

Dua vao dé thi ham sé y = cotx, xac dinh tat ca cac gia tri ctia x thudc tap xac dinh sao cho
cotx = 0.
Giai

Dua vao dé thi ctia ham sé y = cot x trén tap xac dinh, ta cé: cotx = 0 khi x = %Jr km, k € Z.

Xac dinh cac khoang nghich bién ctia ham sé y = cotx trén (-27; 2m) \ {-m; 0; 7 }.

BAITAP

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

Xac dinh tinh chan, 1& cila cdc ham s6 sau:

y=cos2x+1; y=|x+1|-|x-1} y=x"—x.
Giai thich vi sao cac ham s6 duéi day la cac ham sé tuan hoan:
a) y=cosx—sinx;

b) y=2tanx+ 1.

Tim tap xac dinh ctia cdc ham sé:
_ 1+sinx,
a) y=-_onX,
cosx
1+ cosx
b) y=,/+ COSX,
2—-sinx

Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhé nhat ciaham sé y = —3sinx + 4.

Li d6 cia mot vat dao ddng diéu hoa sau t (gidy) ké ti thai diém ban dau dugc xac dinh bai ham

s6 x = 8cos(2nt— ) (cm). Tim li dé cha vat tai théi diém t= % giay va li dé nhé nhat cla vat.

Gia st dd sau D(t) (m) cta nudc & mét cang bién sau t gid ké tir nta dém dugc tinh bdi
cong thic:

D(t) = 4cos(%t)+6(m), 0<t<24

a) Tim d6 sau Idn nhat va nhd nhét clia nudc & cdng nay theo cdng thic trén.
b) Mét chiéc thuyén chi di dudc vao cang khi dé sau ctia nudc khéng nhé hon 5 mét. Héi theo
céng thuc trén, chiéc thuyén nay cé thé vao cang lic 8 gid téi hay khéng?

Chuang 1-HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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@ PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN
-

Gid st dé cao H(t) so véi mat dat clla mét ca-bin banh xe du quay sau t gidy

tai mét khu vui choi dugc xac dinh badi cong thic:

H() = -8 cos(;‘—é)+ 9(m), 0 < t < 60.

Héi ca-bin nay dat d6 cao 15 mét sau bao nhiéu giay?

Hinh 1.44

o Phuong trinh tuong duong
1. Khai niém phuong trinh tuong duong

HOAT PONG 1
Tap nghiém ctia cac cap phuong trinh sau ¢é bang nhau khéng?
a) x2—x=0véx‘9’_x4+x=0. b) ¥X-1=0val-x=0.

[/ Hai phuang trinh dugc goi la tuang duong khi chiing c6 cling tap nghiém.

Ta dung ki hiéu "=" dé chi su tuong duong cla cac phuong trinh.
ViDU 1
Giai thich vi sao hai phuong trinh x> = 1 = 0va x*~ 1 = 0 tuong duong.
Giai
Hai phuong trinh x* = 1 =0 va x*~ 1 = 0 tuong duang vi chiing cé cung tap nghiém la {-1; 1.

Céc cap phuong trinh sau co6 tuong duong khéng? Vi sao?
a) X¥=4va|x|=2
b) x—3)(1+vx—-4)=0va3-x=0.

2. Mét s6 phép bién d6i tuong duong

Dé gidi mét phuong trinh, théng thudng ta bién déi phuong trinh d6 thanh mét phuong trinh
tugng duong don gidn hon. Cac phép bién déi nhu vay dugc goi la cac phép bién déi tuong duong.
Dinh li sau day néu |én mét sé phép bién déi tuong duong thudng st dung.

"/ Néu thuc hién cdc phép bién déi sau day trén mét phuong trinh ma khéng lam thay déi

diéu kién ctia né thi ta dugc mét phuong trinh mdi tuong duong:

a) Cong hoac trir hai vé véi cuing mét sé hoac cling mot biéu thic;

b) Nhan hoac chia hai vé véi cing mét s6 khac 0 hoac véi cing mét biéu thiic ludn cé gid tri
khac 0.
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Luu y: Chuyén vé va déi dau mét biéu thiic thuc chat Ia thuc hién phép cong hodc trir hai vé véi biéu
thurc do.

viDu 2
T Visao cac phuong trinh trong déy cic phép bién déi sau la tuong duong?

2x0+1) =5 -3x)(1 +x) 2 2x=5-3x=5x=5=x=1.

Giai
Hai phuong trinh 2x(x¢ + 1) = (5 — 3x)(1 + x%) va 2x = 5 — 3x tuong ducng vi ta chia hai vé clta
phuong trinh 2x(x* + 1) = (5 — 3x)(1 + x%) v&i cung biéu thiic 1 + x* luén c6 gia tri khac 0 ma
khéng lam thay déi diéu kién ctia phuong trinh.
Hai phuang trinh 2x = 5 — 3x va 5x = 5 tuong duong vi ta cong hai vé cla phuong trinh
2x =5 — 3x vdi cung biéu thiic 3x ma khéng lam thay déi diéu kién clia phuong trinh.
Hai phuong trinh 5x = 5 va x = 1 tuong duong vi ta chia hai vé clia phuong trinh 5x = 5 v&i cling
s6 5 ma khéng lam thay doi diéu kién ctia phuong trinh.

Cac phép bién déi sau c6 ding khéng? Vi sao?

1 1 1 1 1 1
= . — — + = — + =
x—2 2 x-2 7% %=2 "x—2 2 x-2 x-2°% 2

xX—

0 Phuong trinh lugng giac co ban

1. Phuong trinhsinx=m

HOAT PONG 2
Trong Hinh 1.45, xét dudng thang y = m (-1 < m < 1) va do thi ham sé y = sinx.
AV
I
=m m 2

RN A
08 ma N X

Hinh 1.45
a) Dua vao Hinh 1.45, cho biét trén doan [—%; %]: dé thi ham s6 y = sinx cat dudng thang
y = mtai di€ém c6 hoanh dé la gia tri nao.
b) Biéu dién hoanh dé cla tat ca cic giao diém cha dé thi ham sé y = sinx va dudng thang
y = m theo hoanh dé ctia giao diém trong cau a).

Ta nhan xét phuong trinh sinx = m vé nghiém khi |m| > 1 vi|sinx | < 1véi moi s6 thuc x.
Khi —1 < m < 1, ta thiy trong Hoat déng 2, hoanh dé ctia méi giao diém cta dé thi ham sé y = sinx
va dudng thang y = m la mét nghiém cia phuong trinh sinx = m. Goi ala géc lugng giac thuéc doan

T £ a
) ]thoa mansina=m.
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Khi dé, ta cé:

Luu y:

Phuong trinh sinx = m (-1 = m = 1) ¢6 cac nghiém la
x=a+tk2m kel
vax=n—atk2m k e Z.

« Tong quét, ngudi ta chitng minh dugc:

fx)=gx) +k2m, k e Z

sinf(x) = sing(x) fx) =m—gl) +k2m k € Z.

- Phuong trinh sinx = sin 3° ¢4 cac nghiém la

x=pB°+k360°, ke Z
va x = 180° — [° + k360°, k € Z.

« Cac truong hop dac biét:

Phuong trinh sinx =1 c6 cac nghiém la x = %Jr k2w, k e Z.

Phuong trinh sinx = —1 c6 cac nghiém la x = —%Jr k2r, k € Z.

Phuong trinh sinx =0 ¢ cac nghiém la x = km, k € Z.

ViDu 3

L

Giai cac phuang trinh sau:
V3, .3
a) sinx =5 b) sinx =7
Giai
a) Vi % = sin% nén phuong trinh sinx = % dugc viét thanh sinx = sin%-

Vay phuong trinh c6 cac nghiém la

x=%+k21r,keZvéXZR—%+k2nzsz+k2x,kEZ.

b) Goiala géc lugng giac thudc doan [—%; %]thoé man sina = %

Phuong trinh sinx = % dugc viét thanh sinx = sina.
Vay phuong trinh c6 cac nghiémlax=a+k2m, ke Zvax=n—-a+k2m k € Z.

Giai cac phuang trinh sau:

a) SiHXZ%? b) 5in2x=—%; c) sin(x+30°)=%-

ViDU 4

L

Giai phuong trinh sau: sin 3x = sin 2x.

Giai
3x=2x+k2m, ke Z
3x=n-2x+k2w, k € Z.

Vay phuong trinh cé cacnghiémla x=k2m, ke Zvax = %+ kgnrk eZ.

Tacd:sin3x=sin2x <

TOAN 11
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Giai phuong trinh: sin 4x = —sin (7 — x).

ViDus
T Gid st huyét ap clia mét ngudi A dugc xac dinh bdi cong thic p(t) = 115 + 25sin(1607t),
trong dé p(t) (don vi: mmHg) 1a huyét p clia ngudi dé tai thai diém t (don vi: phat). Xac dinh
tat ca cac thdi diém ngudi nay c6 huyét ap thap nhat theo céong thuc trén.

Giai

Ngudi nay c6 huyét ap thap nhat khisin(160xt) = -1.

Giai phuong trinh trén ta duoc: 1607t = —2-+ k2m, k € Zvak = 1(dot = 0)

2
_ 1 k .
hayt = 320+80:keZvak_1.
Vay ngudi nay c6 huyét ap thap nhatkhit = —3:12—04-%:.‘( eZvak=1.

VANDUNG 1
Gia st s6 lugng N cia mét loai huou sau t nam dugc xac dinh bdi cong thic
N = 30000 +20 000 sin ()

10
Xac dinh nam dau tién ma sé lugng cla loai huou nay bang 50 nghin con theo cong thic trén.

2. Phuong trinhcosx=m

HOAT PONG 3

Trong Hinh 1.46, xét dudng thangy = m (-1 < m < 1)vadé thiham sé y = cosx.
y

i T L — B —
N Lo NS S x

- T

Hinh 1.46
a) Dua vao Hinh 1.46, cho biét trén doan [0; 7], d6 thi ham s6 y = cos x cat dudng thang y=m
tai diém c6 hoanh dé la gia tri nao.
b) Biéu dién hoanh dé cua tat cd cic giao diém cla dé thi ham sé y = cosx va dudng thang
y = m theo hoanh dé cutia giao diém trong cau a).

Ta nhan xét phuong trinh cosx = m v6 nghiém khi |m| > 1 vi| cos x| < 1véi moi s6 thuc x.

Khi =1 < m < 1, ta thdy trong Hoat déng 3, hoanh dé clia méi giao diém ctia dé thi ham sé y = cosx
va dudng thang y = m 1a mét nghiém clia phuong trinh cos x = m. Goi a la géc luong giac thudc doan
[0; m]thod man cosa = m.

Khi dé, ta cé:

2

Phuong trinh cosx = m (=1 < m < 1) ¢6 cac nghiém la
x=a+k2m, kel
vax=-a+k2m k e L.
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Luu y:
- Téng quat, ngudi ta ching minh dugc:

cos flx) = cosg(x) « fod=g)+k2m, ke Z

fx) =—g(x) + k2w, k € Z.
- Phuong trinh cos x = cos §° c6 cac nghiém la
x=B° +k360°, ke Z
va x=—B° +k360°, k € Z.
« Cac truong hop dac biét:
Phuong trinh cosx = 1 cé cac nghiém la x = k2x, k € Z.
Phuong trinh cosx = —1 ¢6 cac nghiém la x = t + k2m, k € Z.

Phuong trinh cosx = 0 cé cadc nghiém la x = X vkm ke Z.

2
vibDueé
! Giai cac phuong trinh sau:
a) cosx = 2; b) cosx= 2.
2 7
Giai
a) Vi % = cos% nén phuaong trinh cosx = g dugc viét thanh cosx = cos%- Vay phuong
trinh c6 cac nghiém la x = :I:%+k27t, ke Z.
b) Goiala géc luong giac thudc doan [ 0; 7| thod man cosa = %
Phuong trinh cosx = % dugc viét thanh cos x= cosa.
Vay phuong trinh c6 cac nghiém lax=ta+ k2w, k € Z.
Giai cac phuang trinh sau:
a) COS2xX = cOs b) cos(x+£)=—'|' <) cos(x—45°)=£-
3 4 ! 2
vVibuz
! Giai phuong trinh: cos 3x = sinx.
Giai
3x = %—er k2r, k e Z
Ta c6: cos3x = sinx « cos3x = cos(%—x) e
3x=x-2+k2m k € Z.

2
Vay phuong trinh cé cac nghiém la

_ T,k N
x—8+2rkEZvax— 4+k7t,kez.

Giai phuong trinh sau: sin 5x = —cos (7 + x).

vibus
Mét vat dao dong diéu hoa theo phuong trinh x = 8COS(%) (t tinh bang gidy, x tinh bang

centimét). Xac dinh tat ca cac thoi diém vat ¢6 li dd 16n nhat (ké ti thdi diém ban dau).
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Giai
Vat c6 li d6 1én nhat 1a 8 cm khi cos( E ) 1.

Phuong trinh trén cé cac nghiém Ia =k2n, ke N (dot = 0) hay t =24k, k € N.
Vay cac thdi diém vat c6 li do 16n nhat Ia. t=24k k € N.

VANDUNG 2
Cudng dé dong dién i (ampe) qua mdt mach dién xoay chiéu dugc tinh bdi cong thiic
i =102 cos(100mt),
trong dé t |a thai gian tinh bang gidy. Xac dinh thai diém dau tién cudng dé dong dién bang
10 ampe.

3. Phuong trinhtanx=m
HOAT PONG 4

Trong Hinh 1.47, xét dud’ng thang y = mva dé thiham sé y = tanx.

. ) i y=m |

|l |I I
"3:rr |'TE |
|' |' |
|2 |2 :

> ¥

27 : - : 0O a a+m a+2w
I I
1 |
| |
1 |
Hinh 1.47
a) Dua vao Hinh 1.47, cho biét trén khoang (—%; %); dé thiham sé y = tan x cat duéng thang

y = mtai diém c6 hoanh dé la gia tri nao.
b) Biéu dién hoanh dé cua tat cd cac giao diém cla doé thi ham sé y = tanx va dudng thang
y = m theo hoanh dé ctia giao diém trong cau a.

Trong Hoat déng 4, hoanh dé ciia méi giao diém cla dé thi ham sé y = tanx va dch'mg thang y=m

la mot nghiém ctia phuong trinh tan x = m. Goi a la géc lugng giac thudc khoéng( )thoa man

2 2
tana=m.

Khi dé, ta cé:

Phuong trinh tan x = m c6 cac nghiém la
x=a+km kel

Luu y: Phuong trinh tan x = tan fi° c6 cac nghiém la x = ° + k180°, k € Z.

vViDu 9
! Giaicac phu’o’ng trinh sau:
257- b) tan2x=-3.
Giai
R _ 2T . . a1 _ 2T
a) Phuong trinh tanx = tan - 6 cac nghiém la x = ?Jrk?t, keZ.
36 Chuong 1+ HAM SO LUGNG GIAC. PHUGNG TRINH LUGNG GIAC
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b) Goiala géc luong giac thudéc khoang (—%;%)thoé man tana = —3.
Phuong trinh tan 2x = =3 dugc viét thanh tan 2x = tana.
Véy2x=a+k7nke§£hayx=%+ k;rkEZ.

Giai cac phuang trinh sau:

a) tan3x=1; b) tan4x=-1,5 ¢ tan(x+15°) = —v3.

ViDU 10

L

Khi mét vat chuyén déng déu trén mét dudng tron, géc nhon 0 tao béi
vat dé véi phuong thang diing (Hinh 1.48) dugc xac dinh bdi céng thiic

2
tan0 = r—g: trong dé r (m) la ban kinh clia dudng tron, v (m/s®) la téc do

cla vat dé va g la gia toc trong trudng (nguén: https./www.slideshare.
net/atobve/1-motion-in-a-circle-by-a-tobve). Xac dinh géc O khir=2,5m,
v=>5m/sva g=10m/s’. -
Giai Hinh 1.48

i = = 3 = 2 o' :v_zz 25 =
Khir=2,5m,v=5m/svag=10m/s’, tacd:tanb rg = 2,5.10 1.
Vay 0 = 45°.

VﬁNDl_]NG?p

Mét ngudi dan em gai ciia minh dén céng vién dé chaoi xich
du. Luc day theo phuong ngang F (N) ma ngudi dé dung dé
day em gai trong tro choi nay dugc xac dinh bdi céng thic PY 0
F=mgtanb, trong d6 m (kg) la khéi luong clia em géi, g la g

gia téc trong trudng va 0 la géc tao béi xich du khi bat dau “’

dugc day véi phuong thang ding (Hinh 1.49) (nguén: https:/
www.khanacademy.org/science/physics/centripetal-force-and-
gravitation/centripetal-forces/v/mass-swinging-in-a-horizontal-

circle). Xac dinh géc O khi F=400v3 N, m=40kg va g= 10 m/s’. Hinh 1.4
4. Phuong trinh cotx=m
HOAT PONG 5
Trong Hinh 1.50, xét dudng thang y = mva dé thi ham sé y = cotx.
0 : YA : .
I | | |
I | | |
I | | I
I | | |
:K a2x\ a-= a, a+m, .
21! 3 [T T lo = T L2
: T2 | : 2 | 2 1 : 2 1 :
| ! | ! l | ! |
FEI A | R
Hinh 1.50
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a) Dua vao Hinh 1.50, cho biét trén khoang (0; 7), d6 thi ham sé y = cotx cat dudng thang
y = m tai di€ém c6 hoanh dé la gia tri nao.

b) Biéu dién hoanh dé cuia tat ca cac giao diém ctia dé thi ham sé y = cotx va dudng thang
y = m theo hoanh dé cta giao diém trong cau a.

Trong Hoat déng 5, hoanh dé clia méi giao diém cla dé thi ham sé y = cotx va dudng thang y = m
la mét nghiém cta phuong trinh cotx = m. Goi a la goéc lugng giac thuéc khoang (0; ) thoa man
cota=m.

Khi dé, ta cé:

Phuaong trinh cotx = m c6 cac nghiém la

x=a+kmr ke ).

Luu y: Phuong trinh cotx = cot ° cé cac nghiém la
x=p°+k180° k € Z.
ViDU 11

Giai cac phuang trinh sau:
T

g b) cot3x=-5.

a) cotx =cot
Giai

a) Phuong trinh cotx = cot—

8
b) Goi ala géc lugng giac thudc khoang (0; ) thod man cota = 5.

cé cac nghiém la x = %Jr kr, k € Z.

Phuong trinh cot 3x = -5 dugc viét thanh cot 3x = cota.

Véy3x=a+krc,kEZhayx=%+k;crkEZ.

Giai cac phuang trinh sau:
a) cot2x=-1; b) cotéx=4; o cotlx—45°)=43.

m Giai phuang trinh lugng giac co ban bang may tinh cam tay

Ta 6 thé sir dung may tinh cam tay dé giai cac phuong trinh lugng gidc co ban. Tuy nhién, déi v&i méi
phuong trinh sin x = m, cosx = m, tanx = m, may tinh chi cho mét két qua vai don vi la radian (hoac dé).
Luc do ta dung cong thiic nghiém ctia phuaong trinh sinx = m, cosx = m, tanx = m da néu trong muc I
dé viét tat ca cdc nghiém ding hoédc gan dlng cia phuong trinh.
Luuy:

MODE

.
- Dé giadi phuong trinh véi két qua la radian, ta bam nhu sau:

MODE
- Dé& gidi phuong trinh vdi két qua 13 dé, ta baAm nhu sau: . . @'
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ViDU 12

Dung may tinh cam tay, tinh nghiém gan ding cta céc phuong trinh sau (két qua la radian,
lam tron dén hang phan nghin):

a) sinx=0,4; b) cosx= —%; c) tanx= V2.
Giai

Chuyén may tinh qua ché dé tinh theo radian: . . L4

a) Dé gidi phuong trinh sinx = 0,4, ta bam lién tiép Két qua:

&3 FIX

SHIFT

sin™!(0.4)

Of:» Iaeaes N & 04115165461

va dugc két qua lam tron dén hang phan nghin 13 0,412.
Vay phuong trinh sinx = 0,4 c6 cac nghiém la
x=0,412+k2m, k € Zvax=mn—-0,412+k2m, k € L.

b) D& gidi phuong trinh cosx = —%; ta bam lién tiép Két qua:

SHIFT

Of-[o]:an I3 | &

va duoc két qud lam trdn dén hang phan nghin 13 1,738.

.

Vay phuong trinh cosx = —% cé cac nghiém la x = £1,738 + k2m, k € Z.

c) Dé giai phuong trinh tanx = v2, ta bam lién tiép Két qua:

SHIFT ol FIX

tan'(v2)

O] 88 ) ED S

va dugc két qua lam tron dén hang phan nghin 1a 0,955.
Vay phuong trinh tan x = v2 ¢6 cac nghiém la x = 0,955 + kr, k € Z.

Dung may tinh cam tay, gidi cac phuong trinh sau (két qua la dé, lam tron dén hang phan nghin):

a) sinx=0,3; b) cos2x=—l;

> c) tanx=-3.

vibu 13
' Mét vat dao déng diéu hoa theo phuong trinh x = 4cos(%t) (t tinh bang gidy, x tinh bang
centimét). Xac dinh thai diém dau tién vat ¢ |i dé bang 3 cm (ké tu thai diém ban dau).
Giai
. s ol e L& " "I Tty E _ i.
Vivat co lidé bang 3cmnénx =3, ticla 4cos(?)— 3 hay cos( 6 )— 2
Vay & ~ 40,723 +h2, k € Z.

Thdi diém dau tién vat 6 li d6 bang 3 cm tuong Ung vdi %t ~ 0,723 hayt= @
=~ 1,38 (giay).
TOAN 11

Page 45



40

VAN DUNG 4

I

Giai bai toan néu & dau bai hoc.

BAITAP

1.24. Giai cac phuong trinh sau:

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

a) cos2x=1;
. T\_ ..
b) 5|n(x—I)— 1;
c) cos(4x—75°)=—§:

d) sin(3x—15°)=0.

Giai cac phuong trinh sau:
a) tan3x=-1;

b) cotix—7)=7;

) cot(2x—120°) =v3;

d) tan(i— 1 ): —%—

a) VGi nhitng gia tri nao clia x thi gia tri ciia cac ham s6 y = sin 3x va y = sin4x bang nhau?
b) V&i nhitng gia tri nao cla x thi gia tri ciia cac ham s6 y = —sin 5x va y = cos 2x bang nhau?

Mét vat dao déng diéu hoa theo phuong trinh x=-6 cos(%t %) (t tinh bang giay, x tinh
bang centimét).

a) Tim li d6 18n nhat ctia vat (con goi la bién dé dao ddng).

b) Xac dinh cac thai diém vat cé li dé bang 3 cm. Tir d6 xéc dinh thoi diém dau tién vat dat

li dé nay.
Huyét ap cla con ngudi thay déi lién tuc theo thai gian. Gid sit huyét dp tdm truong
(huyét ap trong déng mach khi tim nghi ngoi gifra hai lan co bép) ctia ngudi A trong mét

ngay dugc tinh bai cong thic B(t) = 80 + 6 sm(
(mmHg) la huyét ap tam truong.

12 ) trong doé tla sé gid ké tir nta dém va B(t)

a) Tim huyét ap tdm truong cla ngudi nay ltc 6 gid sang va 12 gid trua theo céng thic trén.

b) Theo céng thuic trén, ngudi nay cé huyét ap tam truong thap nhat vao thai diém nao
trong ngay?
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1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

BAITAP TU LUAN
Trén mét dudng tron c6 ban kinh 8 cm, tim dé dai clia cac cung <6 s6 do lan luct la:
T . o
a) 13" b) 108°.
Trén dudng tron lugng giac, tim diém biéu dién chia cac géc lugng giac cd sé do sau:
a) 35 b) -765°.
Giad sttcosa = m, vdi % < a < 2m. Tinh céc gia tri sau theo m:
a) cos(m—a); b) sin(a+x); c) sin(%+a); d) tan(3w—a).
Biét sina = —% var<a< 32nrt|'nh:
a) sin(a—%); b) cos2q; c) tan(%—a); d) cos(%)-
Chtrng minh cac dang thuc sau:
a) (cosa—sina)?=1-sin2a; b) cos(a+ b)cosla—b) = cos’a—sin’b;
sina+sin3a _ ,_. . . T 51 n _
) m—hlna(khl cos2a#-1); d) cos 9 + cos 9 + cos 9 0.

a) Ham sé y = cos2x c6 phaila ham sé chan khéng? Vi sao?

b) Hamsé y = sinx + cosx ¢ phai la ham sé |1& khéng? Vi sao?
T

5 )cc’n phai la ham sé tuan hoan khéng? Vi sao?

) Himséy= tan(x+

Dua vao dé thi ham sé y = cot x, tim cac gia tri clia x trén doan [—27r; %]dé’ ham sé dé:

a) Nhan gia tri bang -1; b) Nhan gia tri duong.

Giai cac phuong trinh sau:

a) cos'/'x:—%; b) sin(—x+%)=0;

c) tan(2x+1)=—4; d) cos3x—sin2x=0.

Mot vat dao déng diéu hoa theo phuong trinh x = -5 cos(%t) (t tinh bang gidy, x tinh

bang centimét). Xac dinh cac thai diém vat cé li dé bang 2 cm.

Gia s s6 miligam clia cac chat 6 nhiém trong mét mét khéi khéng khi trong mét thang tai

mdt thanh phé cdng nghiép dugc xac dinh bdi cong thirc P(t) = 38 + 12sin[ 2; (t—%)]r

trong do tla sé ngay ké tir ngay thi Bay ctia tuan dau tién.

a) Tinh sé miligam cla cac chat & nhiém trong mét mét khéi khéng khi vao cac ngay
thir Hai va thi Nam ctia tuan thu hai.

b) Ngay nao trong thang ma sé miligam cGa cac chat 6 nhiém trong mét mét khéi
khéng khi bang 50 mg?
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BAI TAP TRAC NGHIEM

1.39. Chor<a< % Khang dinh nao sau day la sai?

A. sina<0.

B. tana >0.

C. cosZ >0.

2
D. cot%<0.
x _ [1-cosx .
1.40. Tap xac dinh ctiacachamsoy =,/ T cosx la
A @
B. K.

C. R\{kew |keZ}
D. R\ir+k2r|keZ

1.41. Gia tri nhd nhat cllaham sé y = —4sin(x+2) - 3la

A 1.
B. -3.
C. -4
D. -7

1.42. Phuong trinh cotx = -1 ¢é sé nghiém thudc doan [0; 4x]la
A. 3.

B. 4.
C. 5.
D. 6

1.43. Phuong trinh sin x = cos x ¢ sé nghiém thudc doan [-; 7] |a
A. 2.

B. 4.
C. 5.
D. 6
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CHUONG 2

Trong thuc tién, chiing ta thudng géap day
hitu han hay v6 han céc s6. Chung cé thé
xuat hién ngau nhién hoac theo mot quy
luat nao do. Chang han, day sausé 1, 2, 6,
5,0, 9 trong mot dot quay x6 sé xuat hién
ngau nhién nhung day sé duong chan
2,4,6,8,... lamot day vo han cac so theo
mot quy luat.

Trong chuong nay, ching ta sé tim hiéu
khai niém "day so", mét khai niém co ban
clia toan hoc. Ngoai ra, hai day s6 dac
biét la cap s6 cong va cap so nhan ciing
sé dugc gidi thiéu cuing véi cac ing dung
cla chung trong sinh hocg, trong khao sat
vé gia tang dan s6 va mot so van dé thuc
tien khac.

Ao

Day s6. Cap s6 cong.
Cap so nhan

¢ Nhan biét dugc khai niém day so, mot
khai niém co ban ctia toan hoc, cac cach
cho day so va cac tinh chat clia day so;

¢ Kiém chiing dugc cac tinh chat cua day sé
trong cac truong hop don gian;

4 Nhan biét dugc hai day so dac biét la cap
s6 cong va cap so nhan cung véi mot so
Ung dung ctia chung.
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S #

DAY SO
e

Trong thuc tién, ta gap nhitng vi du dién hinh vé day sé. Chang han, mét bang liét ké diém trung binh
mon Toan (DTB) clia mét I1&p 11 theo s6 thi tu (STT) clia hoc sinh:

STT 1 2 3 4 5 6 7 8 ... 40 41 42 43 44 45
113 82 70 |64 |55 55,90 /80/49 ... 73|61 |49 |57 |80 95

Day s& la mét khai niém co ban cGia toan hoc ma chung ta sé tim hiéu trong bai hoc nay.

o Day so
HOAT DONG 1

a) Mot nha vua An D6 quyét dinh ban thudng cho ngudi phat minh ra
cd vua theo nguyén vong clia ngudi dé. Ong ta xin nha vua mét sé
théc dé mang tang nguai nghéo, s6 thoc duoc dat trén ban cd vua c6
64 6 da dugc danh so tir 1 dén 64 nhu sau: dat vao 6 sé mét mot hat,
6 s6 hai hai hat, & s6 ba bon hat,... C&t nhu vay, s6 hat théc & 6 sau
gap déi 6 lién trudc cho dén 6 cudi cling.

Néu goi u_la s6 hat thoc dugc dét vao 6 56 n, hay tim cac gid trictau_ Hinh 2.1
tuong Ung vd&i n da cho trong bang sau:

1 2 3 4 5 6 ... 64

.. HEERRENE

b) V&i mai sé6 nguyén duong n, ta goi v la s6 nghich ddo cta n. Hay tim cac gia tri ctia v,

tuong Ung vdi n da cho trong béng sau:
1 2 3 4 ... 100 ... n
? ? ? [ [RUURR I S IO B4
Nhan xét:

Tu phan a clia Hoat déng 1, ta c6 mét cach cho tuong (thng mot sé nguyén duong n ti 1 dén 64 véi
mot va chi mét sé thuc. Phan b ta cé mét cach cho tuong (ing mét sé nguyén duong n bat ki véi mét

va chi mét sé thuc.

- &
&

-/ - Mét ham s6 u = u(n) xac dinh trén tap cac sé nguyén duong N* dugc goi la mét day sé
v6 han (goi tat la day s6).
Ki hiéu u(n) =u_ va dayséla (u,).

« Mét ham s6 u = u(n) xac dinh trén tap M = {1; 2; 3;...; m}, vdi m € N* duoc goi 1a mét
day s6 hiiu han.
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Nhan xét:

- Day s6 (v ) thuong dugc viét dudi dang khaitriénu,, u,, u,,..., u ...
- n dugdc goi la chis6, u, la sé hang dau va u_la sé hang téng quat thif n ctia day sé (thudng dugc

goi tat la sé hang thi n).
« Dang khai trién clia day s6 hitu han la u,, u,, u,,...,u_,trong dé u, la sé hang dauvau_lasé hang cuoi.

ViDU 1

Cho (u,) la day s6 nguyén duong chan, nghia la u, la s6 nguyén duong chan thi n. Xac dinh u,,
u,vau,,.

Giai

Dang khai trién cta day sé nguyén duong chan la: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20,... trong d6
u,=2u,=8vau, =20.

Cho (p,) la déy s, trong dé p, la sé nguyén t6 thir n. Xac dinh p,, p, va p,.

o Cach cho mét day so

1. Day sé cho bang céng thtic ctia s6 hang tong quat

HOAT PONG 2
Cho day s6 (u ) dugc viét dudi dang khai trién Y/21_ ‘/35 ‘f f \/65 ’/76 Dy doan s6 hang

téng quat u_cta day sé trén.

Day s6 hay day s6 hiu han xac dinh bdi u, = u(n), trong dé u(n) la ham s6 véi bién sé n, véi
n € N* hodcn €{1;2; 3;...; m}, dugc goi la day s6 cho bang cong thic ctia sé hang tong quat.

Vipu 2

L

Cho déy s6 (u ) v6iu =3n"—1.

a) Hay viét bay sé6 hang dau cta day sé.

b) S62699 célamot sé hang clia day s6 (u ) hay khong?

Giai

a) Baysé hang dau chadaysélau,=31"-1=2,u,=32"-1=11,u,=26,u,=47, u,=74,
u,=107 va u,= 146.

b) Né&u 2699 la sé hang thi n cla day s6 thi sé nguyén duong n thod man 2 699 = 3n* — 1.
Giai phuong trinh nay, ta dugc n = 30. Vay 2 699 la s6 hang thd 30 cha day sé.

Tinh nam s6 hang dau cia day s6 (u ) véiu_= W

TOAN 11
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2. Daysa cho bang cach liétké

HOAT PONG 3

Viét day sé nguyén t6 trong pham vi ti 1 dén 50 theo thi tu tang dan.

1'/ Day s6 hitu han viét dudi dang khai trién con dugc goi la day sé dudc cho bang cach liét ké.

ViDu 3

Cho day s6 hitu han (u ) véiu_=(=1)".nl (1 <n < 10).Viét day s6 (u) bang cach liét ké.
Giai
(u ) dugc cho bang cach liét ké nhu sau:

-1, 2, —6, 24, —120, 720, —5 040, 40 320, —362 880, 3 628 800.

3. Day s6 duoc cho béi hé thic truy hoi

HOAT PONG 4

Cho day s6 (u ) dugc xac dinh bdi cac diéu kién sau:

<{t.|'1=1'\.nréu2=2

— 2
u =u,_ +, _)5Vn=3.

Hay viét sau s6 hang dau tién cha day sé (u ).

Hoat déng 4 cho thay day s6 c6 thé cho bidng mét céch khac, dugc goi la day sé cho bang hé thic
truy hoi.

Cho mét day s6 (u ) bang hé thic truy héi nghia la:
« Cho biét s6 hang dau hoac vai sé hang dau;
« Cho hé thuc biéu thi sé hang thi n qua s6 hang (hay vai s6 hang) ding trudc né.

ViDU 4

- r * ¥ Ay u - +u —_ ros ® - * Al
Cho day s6 (u,) duoc xac dinh béi:u, =1, u, =3 vau = % véi moi n > 3. Hay viét

tam sé hang dau cta day.
Giai

A . e ., u2+u1 u,+tu 5
Theo hé thic truy hoi, ta cé: u,= 5 —2,u4—T_5-

Tuong tu, ta dugc: u = %r U= %r u,= ?—7: Ug= ;—5

Day sé Fibonacci

Déy Fibonacci la day s6 (u ) dugc xac dinh bc’si:{

u=u,=1 ! )
v&i n = 3. Hay viét mudi s6

u=u_ tu

n n-1 n-2

hang dau ctia day Fibonacci.
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4, Day sé6 cho bang phuong phap mé ta

HOAT PONG 5

V2 =1,414213562... 12 mét s6 thap phan vé han khéng tuan hoan. Mét day s6 (u,) dugc xac
dinh nhu sau: "u_la sé gan ding cda V2 c6 dugc bing cach gitt lai phan nguyén va n chii s8
thap phan dau tién sau dau phay". Hay liét ké bay s6 hang dau ctia day s6 (u,).

Cho mét day s6 (u ) bang phuong phap moé ta la cho cac dac diém dé mé ta cach xac dinh
cac sé hang ctia no.

ViDus

L

Cho day s6 (u ) ma u_la s6 chan nhé nhéat 16n han hoac bang n. Hay viét tam sé hang dau cla
day so (u ).

Giai

S6 chan nhé nhat I6n hon hodc bang 1 1a 2, vay u, = 2. 56 chan nhé nhat I6n hon hodc bang 2
la 2, vay u, = 2. Lap luan tuong tu, ta co:

= 3,14159263589... la s6 thap phan v6 han khéng tuan hoan. Mét day s6 (u ) dugc xac dinh
nhusau:"u_lasé gan dung clia m cé dugc bang cach gl lai phan nguyén va 2n chirsé thap phan
dau tién sau dau phay". Hay liét ké nam s6 hang dau cta day s6 (u).

@ Day so tang, day s6 giam va day s6 bi chan

1. Day sé tang, day sé giam

HOAT PONG 6

Cho haiday s6 (u) va (v) mau, =1 +%vé v, =2 —1; (n 1a s6 nguyén duong).
a) Sosanhu, vau.

b) Sosanhv  vav.
n+1 n

Tit Hoat dong 6, cé nhitng day sé vé han ma sé hang clia né ¢6 gia tri tang dan hoac gidm dan.

Day s6 (u ) dugc goila day s6 tang néuu_<u_ ., véi moi so nguyén duaong n.

Day s6 (u,) dudc goi la day sé giam néuu_ . <u, véi moi s6 nguyén ducng n.

TOAN 11
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viDueé
‘ a) Cho day sé (u ) véi u};%:
b) Chitng minh rang day sé (v ) véiv = 47” la day sé tang.

Giai

vn € N¥*. Chiing minh rang déy s6 (u ) la day s6 gidm.

a) Céch 1:S6 hang tong quat u_ c6 thé viétlailau = 14_21_”, vn e N*

2
suyrau,—u, . =(3 25 )~ (3 3 ) =2l et )0

Vayu >u_ ., Vne N*Suyra (u)la day sé giam.

n+1f

Cach2:Viu = 3n+1
n 2hn

u, 3n+1 2(n+1) _ 6n*+8n+2

u 2n 3(n+1)+1  6n’+8n

n+1

>0,vne N*néntalaptiséd

= 1.

Vayu >u ., Vne N* Suyra(u )la diy s6 giam.

n+17

LV
b) Vimoisé hang ctia day s6 (v) déu duong nén ta xét ti s6 t’;—*'
Vv 4n+1 n 4n . ) n
—nt1 . * * *
vl 4" i >1,vneN*Vi4n>n+1).Vayv . >v vne N~

Suy ra day s6 (v ) la day s6 téng.

2 vne N*la mot day s6 tang.

Chitng minh rang day s6 (v ) cho béi u = L

2. Day sé bi chan

HOAT PONG 7

Cho day so (u) véiu = S

a) Sosanhn+1va2yn.

b) Suyra:u = %, vai moi s6 nguyén duong n.

&

« Day s6 (u,) dugc goi la bi chan trén néu tén tai mét s6 thuc M sao cho:
u_ < M, véi moi s6 nguyén duong n.
« Day 56 (u ) dugc goila bi chan dudi néu tén tai mét sé thuc m sao cho:
u_ = m,véi moi s6 nguyén duong n.
» Day s6 (u,) duoc goi la bi chan néu né vita bi chan trén vira bi chan dudi, nghia la tén tai
cac s6 thuc m, M sao cho:
m < u_<= M, véi moi sé nguyén ducng n.

ViDu7

a) Ching minh déy sé (u ), véiu_= n;?f1 bi chan trén.

b) Chodaysé(v), vdiv = % Ching minh rang day s6 (v) bi chan.
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L

Giai

a) Tacd:n’+1-2n=(n—-1?=0,vne N* Suyran’+1>=2n,vn € N*
2n
n*+1
b) Vin>=1néno0 {:%S 1,vn e N* Suyra0 <v_ <1,Vn e N*Vay daysé (v ) bi chan.

Vayu, = < 1,Vn & N* Suyra daysé (u,) bi chan trén.

Luuy:

- Néu day s6 (u ) giam thiné bichantrén.Vi...u <u _

s < M
,<...<u.Vayu <u,Vne N

« Néu déy s6 (u,) tang thiné bi chan duéi.Viu, <u,< ... <u <...Vayu, = u,Vn e N*

Cho day s6 (u ) véiu = : ;121 véi n la sé nguyén duong.

a) Chitng minh rang day s6 (u ) tang.
b) Ching minh rang day sé (u ) bi chan.

VAN DUNG

Trong mét tro choi ctia tré em, cac em nhé dung cac vién bi dé xép thanh cac hinh tam giac F .
Déy cac hinh xép (F ) tuan theo mét quy ludt dugc mé ta trong Hinh 2.2. Trong dé F, chicé 1 vién
bi, thém 2 vién bi dé dugc tam giac déu la hinh F,, thém 3 vién bi thing hang va song song véi

mot canh cla F, dé dugc tam gidc déu F,... o
Goi (u ) la day s6é mau_lasé vién bi candung ° °o o
dé xép dugc hinh F (n € N*). Chang han: ’ v cee

_ _ _ n o [+] o] &) [+] o] 9] [+] 9] [
l."‘1 _1":'"‘2_3"'{3_6""' o o o o o @ © © © © © © © 0 ©°
a) Viétsausé hang dautiéncladaysé(u,). F, F, F, F, F,
b) Du doan cong thiic truy hoi dé tinhu . Hinh 2.2

BAITAP

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

Viét sau s6 hang dau tién cua cac day s6 (u ) cd sé hang tong quat cho béi:

2 u = nvn . =1)"

" n+1’ n

7 Q) un=(1+l)n-

n

b) u =

uI=1;u2=3
u=u__+2u
n

n-1 n-2'

Viét bon s hang dau ctia day s6 (u ) cho bdl:{ vn> 3.

V5 12 56 thap phan vé han khéng tuan hoan. Mét day sé (u ) dugc xac dinh nhu sau: "u_la s6
gan ding ctia V5 ¢4 dugc biing cach giit lai phan nguyén va 2n chii sé thap phan dau tién sau
dau phay". Hay viét su s6 hang dau tién ctia day s6 (u ).

Xét tinh tang, giam cla cac day s6 (u,), biét:
R _n->5. —(=1)"n!
a) u=-4 Y b) U, =" c) un—( 1)"nl.
Chiing minh rang cac day s6 (v ) cho bdi cac cong thiic sau day bi chan:
1 1

a) u,=2+—; b) U= 1) Q) u,=sin(n) +cos(n).

TOAN 11
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@ CAP SO CONG
y -

Dé dam bdo tinh can déi, tham mi ciia mét mai nha, sé lugng cac

vién ngdi tdng dan tu trén dinh xudng, vdi sé ngdi tang thém &
moi hang |a hidng sé so véi hang truéc do6, chang han: 10, 12, 14,
16, 18,... Pay la vi du vé mot khai niém todn hoc ma chiing ta tim

hiéu trong phén nay, dé la cap s6 céng. Hinh 2.3

o Pinh nghia

HOAT PONG 1

Ché ngéi trong mét giang dudng dugc xép thanh cac day theo
dang hinh quat tron (Hinh 2.4). Sé ché ngéi clia day sau tang thém
6 so vdi day trudc. Néu gidng dudng cé 10 day ghé thi sé chd ngoi
cla day cuéi cting la bao nhiéu va gidng dudng cé tat ca bao nhiéu
chd ngdi, biét day dau tién ¢ 10 ché ngdi?

&
&

o Cap s6 cong la mét day sé (hiru han hoac vé han), trong dé ké tir s6 hang thi hai, méi sé
hang déu bang s6 hang diing ngay trudc né cong véi mét hang sé d, nghialau, .. =u +d,
Vi moi s6 nguyén duong n.
S6é d dugc goi la cdng sai clia cap s6 cong.

Nhan xét: Néu céng sai d = 0 thi moi sé hang clia cap sé cong déu bang nhau. Khi d6, cap sé céng
la mét day s6 khéng déi.

ViDU 1
T Xac dinh xem cac day sé sau day cé la cap s6 cdng hay khéng. Néu chiing la cap s6 céng, hay
xac dinh sé hang dau va céng sai.

a) (un): -2,-5,-8,-11,-14; b) (vn), vOi v.=3n+1; c) (zn),vc'fizn=n2+‘|.

Giai

a) (u)lacdpso6cénghituhanvéiu, =-2vad=-3.

b) Tacév,, ,=3(n+1)+1=3n+1+3=v +3néndayso (v,)lacapsé cong véi cong sai d =3
vav,=4.

c) Tacéd:z,=2,2z,=52,=10.Viz,=z +3vaz=z+5néndaysé (z) khong la cap s6 cong.

Viét mudi s6 hang dau clia mét cap s6 cdng c6 céng sai bang 5 va sé hang thit nam la 6.
0 S6 hang tong quat cia mét cap sé cong

HOAT PONG 2

Cho mét cap s6 cong (u,) 6 s6 hang dau u, va cong sai d.
a) Biéudiénu, u, u, u, theou vad.
b) Hay du doan cong thuctinhu, ,u  theou vad.
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Néu cap s6 cong (u,) c6 s6 hang dau la u, va cong sai d thi s6 hang téng quét u_dugc cho bai:
u=u+({n- 1)d, v&in = 2.

viDu 2
Tinh 56 hang thit 15 cGia cap s6 céng (u ): 3, -2, -7,...
Giai
Viu,=3vau,=-2néncoéngsaid=-2-3=-5.
S6 hang thi 15 lau,, = u, + 14d = 3 + 14.(-5) = -67.

vipu3s

L

Theo sé liéu ctia Téng cuc Théng ké, dan sé cla Viét Nam vao nam 2018 la 96 triéu ngudi. Néu
thuc hién tét ké hoach hoa gia dinh thi binh quan méi nam, dan sé nudc tatang 1 triéu nguai.
Gia st chuong trinh ké hoach hoa gia dinh dugc duy tri tét va 6n dinh trong nhiéu nam, hay
tinh dan s6 cla nudc ta vao nam 2030.
Giai
Theo gia thiét, ta c6 muic ting dan s6 hang ndm 6n dinh 1 triéu ngudi. Do vay, tinh tlr ndm 2018
thi dan s6 hang nam lap thanh cap s6 céng vdi cong sai d = 1 triéu (ngudi).
Dén s6 nam 2018 la u, = 96 triéu, dan s6 nam 2030 la s6 hang thir 13 clia cdp 56 cong nén:

u,, =u, + 12d = 96 triéu + 12 triéu = 108 triéu (ngudi).

Kién vang la loai kién c6 lgi trong néng hoc, sinh hoc. N6
giup nha néng ngan ngua cén tring, giam s dung cac
loai thudc trir sdu. G déng bang séng Clru Long, nha néng
thudng tach dan kién sang cy trong khac dé bao vé cay.
Giad sir mét dan kién vang c¢6 4 000 con vao dau thang 6
nam 2018, moi thang dan kién tang thém 900 con. Mét nha
néng mudn tach dan khi dan kién dat khodng 20 000 con.
Dén thai diém nao ngudi dé c6 thé tach dan? Hinh 2.5

® Téng n s6 hang dau cila mét cap s6 cong

HOAT PONG 3

Cho cap s6 cong (u) cOu, =4 vad=3.

a) Viét13 s6 hang dau tién cta (u,).

b) GoiSlaténg 13 s6 hang clia cap s6 cong. Ta viét S bang hai cach:
S=4+7+10+13+16+ 19+ 22+ 25+ 28+ 31 + 34 + 37 + 40;
S=40+37+34+31+28+25+22+19+16+13+10+7+4.

TUnhan xét4+40=37 +7 =10+ 34 = ... =40 + 4, hay suy ra dang th&cS=M-

2

af o~ ”~ 3 Y . " a ~ at ~ . k]
Cho cép s6 cong (u) c6 congsaid. Pat S =u, +u, + ... +u_laténg n s6 hang dau tién cla

J’_
cap s6 cong (u ), khido SfM-
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Nhan xét:
n2u +(n-1)d]
5 .
. Trong mbdt cap sé céng hitu han, t6ng hai sé hang cach déu hai dau déu bang nhau.
+u

u
%v@i moi k > 2.

« Thayu =u,+(n-1)d,tacé S, =

~ A A ~ r
- Trong mét cap sé cong (u,), tacé: u, =

ViDU 4

L

Cho cap s6 céng 2,4, 6, 8,...
a) Tim s6 hang th( 100 cua cap sé céng.
b) Tinh téng 100 sé hang dau tién clia cap sé cdng.

Giai
a) Capsécong da cho cé cong said=2.Tacod u,, =2+ 99.2 = 200.
b) Ta céSmO:M:m 100.

Tinh téng cac s6 nguyén duong lé va c6 ba chir sé.

VAN DUNG

M6t céng ty X cho nguai lao dong tré, cé trinh dé ki thuat cao dugc tu chon phuong an khi ki
hop déng lao déng cé thai han 10 nam vdi cdng ty. C6 hai phuang an dé chon:

Phuong an 1:

N&m dau tién nhan luang 100 triéu déng, méi ndm tiép theo tang thém 12 triéu déng.
Phuong an 2:

Quy dau tién nhan 30 triéu déng, méi quy tiép theo sé tang thém 2,5 triéu déng.

Gia str anh An quyét dinh ki hop déng dé lam viéc cho céng ty X trong 10 ndm. Anh nén chon
phuong an nao dé téng tién luong nhan dugc trong 10 nam la Ién hon?

BAITAP

2.6. Cho capso6codng6,17,28,...
a) Tim sé hang thdr 20 clia cip s6 cong.
b) Tim téng 30 sé hang dau tién cla cap sé cdng.

2.7. Cho cap s6 cong (u ) c6 u, = 6 va u, = 48. Tim s6 hang dau tién va cng sai ctia cap s6 cong.

2.8. Trén Mat Trang, khi mét vat dugc tha roi tu do, & giay dau tién né di dugc mot doan dai
80,772 cm. Méi gidy sau né di dugc mdt doan nhiéu han doan dudng di trong gidy ngay trudc
dd 161,554 cm. Tim doé dai ctia doan dudng da di dugc trong 10 gidy clia mot vat roi tu do trén
Mat Trang.

2.9. Nhahatbacdéchinhtron dadugcxay dung tirthdila Ma. i o
Cac day ché ng6i duoc xép theo hinh cung tronma sé ché M " NN
ngoi tang dan tir trong ra ngoai. Mét nha hat nhu thé c6 W,

-.-.
=
s6 ché ngbi & cac day tinh tirtrong ra ngoai lap thanh cap o

s6 cdng 12, 16, 20,... S6 chd ngdi clia day cudi cling la 72.
Tinh téng s6 ché ngdi trong nha hat. Hinh 2.6

52 Chuong 2 - DAY SO. CAP SO CONG. CAP SO NHAN

Page 58



@ CAP SO NHAN _
-

Néu dat vao 6 thr nhat clia ban c¢& vua mét hat théc, 6 thit hai R
hai hat, & thi ba bén hat, c(r thé gap déi lén cho dén 6 th(r 64 3
thi s6 hat théc trong cac 6 theo thétutir 1 dén 64 13: 1, 2, 2%, 2%,

2% ..., 2%.Day la mot day s dac biét ma ta goi la cip s6 nhan.

o Pinh nghia

HOAT PONG 1

Hinh 2.7

Cacday s6 (u ) va (v,) dudi day dugc cho bang cach liét ké:
- (u)1,3,9 27 81,243,...
YA B I N N
* (VI'I)' 21’ 1!’ 2 ’ 4 8
a) Hay du doan quy luat hinh thanh cac sé hang clia cac day sé trén.
b) Hay viét ba sé hang tiép theo cltia cac day sé trén.

o-

Cap s6 nhén la mét day sé (hiru han hodc vé han), trong dé ké ti sé hang thu hai,
moi s6 hang déu la tich cGa s6 hang ding ngay trudc ndé véi mét hang sé g, nghia la
u ., =u_.q, véi moi sé nguyén duong n.

Sé q dugc goi la céng béi chia cap s6 nhan.

Nhén xét: Néu g = 1 thi cdp sé nhén la day s6 khéng déi:u ,u , u,,...

vibu1
Tim s6 hang cuéi clia cap s6 nhan hiiu han: 2, 5, 2—;: 125 2,
Giai
Tacdu, =2vau,=5=u.gnén =2,
1 2 9 =73
Vay s6 hang cubi ctia cédp sé nhan lau.=u,.q = 125 5 _62
‘ ’ s~ d774 2778

Tim s6 hang thir tu va sé hang th ndm clia cap sé nhan 16, 24,...
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0 S6 hang tong quat cia mét cap sé nhan

HOAT PONG 2
2

Mbt qua béng dugc ném xudng tir dé cao 3 m. D6 cao ma qua béng ‘e

7 ~ 2 - - - s ~ > ~ > a 3 I; '”‘
nay lén bang % do cao trudc do (Hinh 2.8). Tinh do cao ctia lan nay lén ™ e

I1" 1 f“\ '
tha nhat, tha hai, tha ba, thé nam. LY
Hinh 2.8

Néu cap s6 nhéan (u ) c6 s6 hang dau u, va céng béi g thi s6 hang téng quét u_dugc cho bdi:
u =u.q""',véin=2.

ViDu 2

Tim s6 hang thit chin clia cdp s6 nhan 8, 12, 18,...
Giai

Ta c6 cdng bdi clia cap sé nhanlag = 1? = %
$6 hang thu chin clia cdpsé nhan lau, = u,.q° =

vipu3s

L

Mét tinh A cé dan sé vao dau nam 2001 1a 1,5 triéu ngudi, ti |é tang dan sé hang nam cla tinh
6n dinh 1a 1,1%. Dén dau nam 2010, dan sé clia tinh A la bao nhiéu?
Giai

Goi u, la dan s6 cta tinh A vao dau nam 2001 va u, la dan s6 cta tinh A vao dau nam 2002.
s et 1A 2 s s C N 11, _ 101,
Vitilé tang dan sé hang nam la 1,1% nén u,=u_ + 760Y= "T00 Y-
Tuong tu, néu u,, u,,..., u,, la déan sé cla tinh A vao dau cac nam 2003, 2004,.. ., 2010 thi day s6
(u) (1 =n=10)lacép s6 nhan hitu han ma céng bdig = %61—

R U R T T T R . 101,1? e
Dén s6 cla tinh & dau ndm 2010 lau, = u,.q°=1500 000‘( 100 )=1655 205 (ngudi).

Mét nudc c6 dan sé 25 triéu ngudi vao dau nam 2021. Néu ti lé tang dan sé hang nam én dinh
[a 0,5%, tinh dan sé cla nudc dé vao dau nam 2040.

@ Tong n s6 hang dau ctia mét cap s6 nhan

HOAT PONG 3

Cho cap s6 nhan (u ). Bat S _la tong n sé hang dau tién clia cap sé nhan, nghia la:
S, =u tu,tu +..+u.
TinhqS_vags -S.

Chuong 2 - DAY SO. CAP SO CONG. CAP SO NHAN
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=)/

u,(1-9"

Cho cap s6 nhan (u ) véicong boiq # 1.DatS =u, +u,+... +u ,khidé S = -

Nhan xét:

« Néu g =1 thi cap s6 nhan la day s6 khéng doi:u,, u,,..., u,,..., khid6 S =nu,.

« Trong moét cap s6 nhan hitu han, tich hai sé hang cach déu hai dau luén bang nhau.

« Néuu

s ~ P . » » Py ~ a ~ 2
i1+ U U, . labaséhanglién tiép cia mét cdp sé nhanthiu, ,.u, ., =u’.

ViDU 4

L

Ngudi ta thiét ké mét toa thap cé 9 tang, tang thirnhit cé dién tich 1000 m? méi tang tiép theo

dién tich bang % dién tich cda tang trudc dé. Tinh téng dién tich cac tang cla thap. Lam tron

dén hang don vi (m?).

Giai

Dién tich cac tang ctia thap lap thanh cdp s6 nhan hitu han c6 9 56 hang véiu, = 1000va g =
9

o131

2

-3

wlrn

~2921,9 = 2922 (m?).

Tong dién tich cac tang cta thap la: S, =

Trong bai todn néu ra & dau bai hoc, tinh téng sé hat théc dugc déat vao 10 é dau tién cla
ban cd vua.

VAN DUNG

Méi nam, mét nhan vién van phdng mua mét déi giay méi. Gia ciia mét déi giay ngudi dé mua
& nam dau tién la 500 000 déng. Nhitng nam tiép theo, gia mét déi giay cung loai tang 20% so
vdi gia clia nam trudc dé. Tinh téng s6 tién ngudi dé da mua giay trong 10 nam.

BAITAP

2.10. Tim ba sé hang tiép theo clia cac cap s6 nhan sau:

2.13.

2.14.

a) 8,16,32,...;
b) 4,-2,...

. Mét tdng bang khéi lugng 1 tan dang tan chay. C méi gid, tdng bang mat di % khéi luong

cta né.Tinh khéi luong con lai clia tAng bang sau 6 gid.

. lodine =131 la mét déng vi phéng xa dugc st dung trong chan doan y té. Chu ki banra chané

la tdém ngay. Nghia la sau tdm ngay, khéi lugng ctia né chi con mét nira. Tinh khéi lugng con lai
cla 160 mg lodine —131 sau 64 ngay. Lam tron két qua dén hang don vi (mg).

Mét tinh B ¢4 dan s6 1 500 000 ngudi vao nam 2014. Gia su ti [é tang dan s6 khéng déi 1a
1,25%/nam. Tinh déan s6 cdia tinh d6 vao nam 2025. Lam tron két qua dén hang chuc.

Vao thang 4/2022, gia thué mét can hé la 4 triéu déng/thang. Sau mét quy thi gia thué tang
thém 5%/théng so vdi gia clia quy trudc doé. Tinh gia thué can ho dé vao thang 01/2025.

TOAN 11
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BAI TAP TU LUAN

u =3 u,=7
2.15. Cho day s6 (u,) dugc xac dinh bang cong thuc truy hoi: u _+3u
u,= %-’ Yhn = 3.
Tim céc sé hang u,, u,va u,.
. . e 3n—1
2.16. Cho day sé (u ) xacdinh bdiu_ = e
a) Viét nam s6 hang dau tién cla day sé.
b) Ching minh réang day (u ) tang va bi chan.

2.17. Xéttinh tang, giam cla cac day s6 (u ), biét:

a) u =3—£;
n n
b) u =1+L;
n 2"
O u = n+5
n2n—-1"
d) un=(—'l)”. nl.

2.18. Tim téng cac s6 nguyén duong cé ba chi sé va chia hét cho 3.

2.19. Truc khuan E. Coli 1a loai vi khuan sinh séng trong dudng tiéu hoa cia ngudi. N6 ¢6 lgi
ich nhu ngan chan su tdn céng cla vi khuan vao dudng tiéu hda, kich thich hé mién
dich ctia co thé va mét sé |gi ich khac, nhung cling la tdc nhan gay bénh tiéu chay. N6
sinh san theo hinh thiic phan bao. Trong diéu kién thich hgp thi cit 20 phut, sé té bao
E. Colitang gap d6i. Néu ban dau ¢ 1 000 té bao E. Coli, trong diéu kién thich hop thi
sau 5 gid' s té bao E. Coli la bao nhiéu?

2.20. Trong mét nha hang, mét ban vuéng ngédi duoc 4 ngudi, néu ndéi hai ban vuéng lai
thi ngdi duogc 6 ngudi, néi ba ban ngdi dugc 8 ngudi,... Néu ndi n ban vudng lai theo
mét hang ngang thi ngéi dugc bao nhiéu nguai?

& a A
A e q
v TY

Hinh 2.9

56 Chuong 2 - DAY SO. CAP SO CONG. CAP SO NHAN
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2.21.

2.22.

2.23.

2.24,

2.25.

2.26.

2.27.

BAI TAP TRAC NGHIEM

u =15u. =
Déy s6 (u ) xac dinh bé&'i:][ 1 ? .S6 hang thi sau cta day sé la
u . =u-u ,Vnz1
A. 0. B. 6.
C. 3. D. o
Day sé (u,) nao c6 cong thic dudi day la day s6 tang?
5 n+1
A. u,=—, 1. B. u"_3n+2‘
C. u,=n+sin’n. D. un=i-
Vn
(u)lacapsécongmau,=15vau, =39.Giatriclau, la
A. 3. B. 4.
C. 1. D. -3.
Cap s6 céng hitu han 2, 5, 8,..., 86 c6 bao nhiéu sé hang?
A. 27 B. 28.
C. 29. D. 30.
Mét cap s6 nhan hitu han ¢6 5 sé hang, s6 hang dau la 2 va s& hang cudi la 162.
Téng cac s6 hang ctia cap sé nhan dé la
A. 80. B. 162.
C. 242 hoac122. D. 268.
Cho a, b, ¢, d, e |a mét cap sé nhéan hiu han theo thi tu d6. Néu ace = 125 thi gia tri

cliacla

A. 15. B. 25.
C. 50. D. 5.
Mét cip s6 nhan hitu han cé 10 sé hang va céng bdig = %—Té'ng cac s6 hang cla

cép s6 nhan la 511,5. S& hang dau chia cdp s6 nhan la
A. 512. B. 256.
C. 128 D. 64.

TOAN 11
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CHUONG 3

Nhiéu khai niém toan hoc ra dai dé giai
quyét nhing van dé thuc tién. Déi khi
chung cling bat nguén ti nhiing lap luan
tu mau thuan vé mat logic, hoac dan
dén mot két ludn khéng thé chap nhan
duogc, thuong ducc goi la "nghich [i".
Nghich li n6i tiéng nhat cé tén "Achilles
va rua", con dugc goi la nghich li Zenon.
Trong than thoai Hy Lap, Achilles 1a mét
chién binh vi dai. Tuy nhién, trong cudc
chay thi vai rua, néu rua dugc chay trudc
thi Achilles khéng thé bat kip rua. That
vay, néu rua chay trudc thi khi Achilles
dén ché rua dang diing, rua da di thém
mot doan nla va Achilles lai mat thém
thai gian chay dén vi tri mai. Cu nhu thé,
Achilles du c6 stic manh phi thudng cling
khéng bao gid bat kip rua.

Khai niém "gidi han" cho phép giai quyét
nhiéu bai toan ctia khoa hoc va thuc tién
lien quan dén su vo han.

Gioi han.
Ham so lién tuc

¢
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Nhan biét dugc khai niém gidi han cta
day s6 va mot so gidi han co ban;

Van dung dugc cac phép toan ve gidi
han day s6 dé tim gidi han clia moét sé
day so;

Nhan biét dugc khai niém gigi han hu
han ctia ham s6, gii han mét phia cta
ham sé tai moét diém va gidi han hiu
han cia ham s6 & vo cuc;

Van dung dugc cac phép toan trén gidi
han ctia ham so6;

Nhan dang duoc ham sé lién tuc va tinh
lien tuc cla mot s6 ham s6 sa cap caban.



@ GIG1 HAN CUA DAY SO
e

Ta da biét cach tinhténg S =1 +%+%+ +%a vdi n |a sé nguyén duong tuy y. Vay tdng vé han
S=1 +%+%+ +%+ ... €O ton tai hay khong va néu cé thi dugc tinh nhu thé nao?

o Gidi han hitu han cta day sé
1. Day s6 ¢6 gidi han bang 0

HOAT PONG 1

Cho day s6 (u,) xac dinh béiu_ = %
a) Tinhgiatrichau,, u, u, u, u,, vabiéu dién ching trén truc s6 thuc dudi day:

X ~ - X
* - - 7
0 1 1
2
b) Khi n tang thi khoang céch gilra u_va 0 thay d6i thé nao? Biéu dé thé hién thé nao trén

truc s&?
c) Batdau tir s6 hang thit may thi khodng cach tiru_dén 0 nhé hon 0,01? Cau héi tuong tu
vdi 0,001; 0,00001.

@ Ghi chi: Khodng cach trmoétséu (trong Hoatdong 1) trén trucsé dén0la | u ‘ Ngugi ta chiing
minh duoc rang | u, ‘ = % c6 thé nhé hon mét sé duong nho tuy y ké tir mét sé hang nao dé
tr& di, nghia la I unlcé thé nhé bao nhiéu ciing dudc, néu chon n du 16n. Ta néi rang day (u ) vSi

u = % c6 gi6i han 1a 0 khi n dan téi duong vé cuc.

Téng quat, ta cé dinh nghia:

) :

Ta ndi day s6 (u ) c6 gidi han bang 0 khi n dan téi dudng vé cuc néu |un| c6 thé nhoé hon
mot sé duong nhé tuy y, ké tir mét sé hang nao dé tré di, ki hiéu limu =0hoacu_ — 0khi
. . - 3 n—steg N - n

h — +oo.

ViDU 1
L (_-'I)ﬂ

Cho day s6 (u ) véiu = pe +Chding minh limu, = 0.

Giai
Gia stra la mét s6 duong nho tuy y cho trudc. Ta ¢é ‘ u | < a khi va chi khi ‘% <a.
1 1
Hay n*>—-Suyran>—:
y a y Ja
TOAN 11
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Vay néu chon n_1a s6 nguyén duong thoa diéu kién n > 1 thi (_”; "=
va n,
Vi moi s6 nguyén ducngn > n taco|u |— <nL<a Vay Ilmu =0.
0
2 s 1
Chang han, a =0,01 thi chon n, > =10,chonn,=11;
g he Mo”0 01 on n,
. 1
a =0,00005 thi chonn, > ———
© % 40,00005

= 141,42, chon n,=142.

Cho déay s6 (u ), v8iu_= (%)ﬂ

a) Viét nam s6 hang dau cda day sé da cho.
b) Khi gia tri ciia n cang 16n thi khoang cach gidta u_va 0 thay déi thé nao?
Luu y: Nguai ta chiing minh dugc cac gidi han sau:
« lim 1 0;
n
s . _
. nlL'PmF = 0vGi k la s6 nguyén duaong;

. nllrpmq”ZO(néu|q|< 1).
2. Day sé ¢6 gidi han hitu han
HOAT DPONG 2

Cho day s6 (u) véiu = 3nn 1. xét day s6 (v ) véi v = u_ - 3.Viét cong thic tinh s6 hang

téng quatv vatim limv .
n n—+co N

Ta néi day s6 (u,) c6 gidi han la s6 a khi n dan t&i duong v cuc néu lim (u, —a) = 0, ki hiéu
limu =ahodcu — akhin — +oo.

n—+oo

Nhéan xét: Néuu =, Vn € N*(cla hing so) thi limu =c.
" n—+oo N

vibu 2

[ cho day s6 (u) véiu = Snn L -Chiting minh rang I|mu =5.
Giai
Tacéu, - 5= Sn+l =%.Suyranli_r+nm(un—5) I|m(%)=0.

Vay nljmm u =5.

—4n?

. . L .
Chiing minh rang lim-
Chuong 3 - GIGI HAN. HAM SG LIEN TUC
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3. Dinh li vé gi6i han hiiu han
HOAT PONG 3

6n2:1 6.

a) Chiing minhrang lim

+oo

6n°+1

b) Sosanh lim
n—+oo

Ngudi ta chitng minh dugc céc tinh chat sau:

L).
n3

3 v'a( limé6+ lim
n n—-+oo n—-+oo

-,/
a) Néu limu =ava limv = bthi:
n—-+too N n—+oo N
o« limu +v)=a+b
n—+coc N n
. ,,ILer(“n"’n) =a.b
. nlmgﬂ(un—vn)=a—b

U g
« lim—2=-"-néub#0

n—+te Vn b

Luu y: T day ta viét limu_thay cho limu .
n—+oso N

vibus
' . 3n+4
a) Timlim on—1
. 2"—4
b) Timlim 1397
Giai :
3+4-—
a) Taco30t4 _ o.
n

1

2
s 2"-4 1
Vaylim3—357 =3
Timlim 87" v lim 3.1 26",
2n*+9 6"+ 4"

Iim(Z—F)ZZ—OZ 2.Vaylimu_

b) Vi2">0,Vn € N*nén ta cé thé viét lai 12

mnm3=&nm4=¢mw%=o@nm2=2naﬂm(3+¢

3

2

_4_

b) Néuu_ = 0, vSi moisénguyénduongnva limu =athia=0va lim.u =+a.
n * N—+oc N n—-+oo n

1

—)=3+40=3va
n)

1ogr_1-4(5)
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TG

Vi Iim(l)ﬂ =0nén Iim['l —4(17)n] = 1va Iim[(%)n—3]= -3.

TOAN 11



4. Tong cta cap s6 nhan lui vé han

HOAT PONG 4

1. Ching minh rang cac day s6 (u, ) va (v,) vdi cong thic tinh sé hang tong quat lan luot la
u = (17)" vav = 2(—%)ﬂ la céc cap s6 nhan ma cdng bdi clia chidng c6 gia tri tuyét déi
nhé hon 1.

2. Cho cap s6 nhén (u)) c6 cong boi g (|q]<1).

a) Viét cong thic tinh téng S_cta n s6 hang dau tién cla (u ) theo u, va q.
b) NéuquyudcS=u +u,+...+u+...=lim$S , haytinh S theou vaq.

- C8p s6 nhan vé han (u ) c6 céng béi g véi| q | < 1duac goi la cap s6 nhan i vé han.
. Téng ctia mét cdp s6 nhan Ui vo han (u)) véi cdng bdi g, ki hiéu 13 S = u, +u,+...+u_+...,
dugc cho béi cong thic:

5=
=
viDu 4
! 4 - k] A 4 3 L] ~ _ l l L
TlnhtongcuacapsonhanIulvohan5—2+2+8 35 F -
Giai
S la tong clia cdp s6 nhan |ui v6 han 6 s6 hang dau u, = 2 va céng béi g = lr—
VayS=—1 -2 _8
' 1-g .1 3
4
Tl’nhté"ngcﬂacé’psc‘inhénlﬂivc’:hanS:‘I+%+%+...+%+...

o Gidi han vo cuc

HOAT PONG 5

Cho day 56 chinh phuong (u ) véiu = n?.
a) Viétcacso hang tuong Ung cua day s6 (u,) trong bang sau:

b) Tirkét quéd cé duoc, nhan xét gi vé gia tri clia u_khi n tang lén vo han?
c) Tl sé hang thir may thi moi sé hang u, déu thoa man u, > 10 000 000 000?

- Chuong 3 - GIGI HAN. HAM SO LIEN TUC
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Ghi chi: Ta ciing ching minh dugc rang u, = n” c6 thé |dn hon mét sé duong bat ki, ké tu
mét sé hang nao dé tra di.

> &
*

'/ » Ta noéi day s6 (u,) c6 gidi han +oo khi n dan téi +oo, néu u, c6 thé 16n hon mét sé duong
bat ki, ké tif mot s6 hang nao do tré di, ki hiéulimu, = +oo hodcu, — +oo khin — +oc.

- Ta néi day s6 (u ) c6 gidi han —oc khi n dan tdi +oo, néulim(-u ) = +oo, ki hiéulimu =-oo
hodcu, — —cckhin — +oc.

ViDU5

L

Cho day s6 (u) mau =2".

a) Tu sé hang thit may tré di thi moi sé hang clia day sé déu Ién hon 1 000?

b) Tirsé hang thi may trd di thi moi sé hang ctia day sé déu lén hon 100 0007

Giai

a) Tacoéu,=512 u,=1024,u, =2048,... Vay tir s6 hang thi mudi tré di, moi s6 hang ctia
day sé déu 1n hon 1 000.

b) Tacéu, =65536,u_=131072,u, =262 144,... Vay tl s6 hang thi mudgi bay trg di, moi
s6 hang ctia day sé déu Ién hon 100 000.

Nhan xét:
« limn* = +oo, véi k 4 s6 nguyén duaong.
« limg" = +oo, véig > 1.
viDue
Timlim(-n®).
Giai
Vilim(n®) = +co nénlim(-n*) = .

Timlim(2".3".4").

Nhan xét:

4 - » - 3 - - - u
« Néeulimu, =avalimv, =+cohoaclimv, =—co thi I|mv— =0.

n

« Néulim u =a>0va lim v, = +oo thi Iim(un.vn) = +oo0.

' = - b3 roe * . * u
« Néulimu,=a>0,limv_=0vav, > 0vdi moi nth|l|mv—”=+co.
n

4 - - A ,o. . * . u
« Néu limu, =a>0,limv,=0vav, <0vdimoin thi I|mv—= —00.
n
« Néu limu, =a<0valimv, =+cothilim(u, v, )= —co.

TOAN 11

Page 69



64

VAN DUNG

3.1.

3.2.

3.3.

Mét nha thau nhan dugc hop déng son mau trang tri mét bic
tudng hinh vudng mau trang kich thudc 4 m x 4 m clia mot truéng

mau gido. Hai diéu kién ctia hop déng nhu sau:

a) Cac hinh vuéng can son mau nhu Hinh 3.1. Hinh vuéng Ién .
nhat c6 dién tich bang mét phan tu dién tich bic tudng dugc
son mau tuy y khac mau trdng. Méi hinh vuéng tiép theo cé

dién tich bang mét phéan tu dién tich hinh vuéng trudc né,

Hinh 3.1

dugc son mau khac véi hinh vuéng trudc dé va khdc mau tréng;

b) Mét phan ba btic tudng phai dugc son mau.
Sau khi xem céc diéu kién cia hop déng, nha thau da tir chéi vi cho rang ho khéng thé thuc

hién theo yéu cau cta nha trudng. Hay giai thich li do vi sao ho tir chéi hgp déng.

BAITAP

Tim cac gidi han:

. 3n+2,
a) lim o
. 5n*+2n-1.,
b) llm—2n2+n+1’
) Iim—n2+4n+2'
3n—-1 '
.. n+7.
d) I|m4+n2,
2"
e) I|m5,,+1-

Tim cac gidi han:
a) lim(n®-n*+2n);

b) lim(Wn%*+4 +n);

. 5"+2
o lim5—=5

3"+2
Tinh téng clia cac cap s6 nhan |ui vé han:

Q) S=3+1+4+ 4

3 9
=3 424, .
b) T_2 1+3 9+n-u

¢ U=0,2+0,02+0,002+0,0002+...

Chuong 3 - GIGI HAN. HAM SO LIEN TUC

3.4. Ngudi ta tha mét vién bi lan trong moét khe

3.5.
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thang trén mat phang. Vién bi lan cham dan.

Gidy dau tién né di dugc 2 mét. Méi gidy

sau do né di dugc mét doan bang % doan

dudng di dugc trong gidy lién trudc dé.

a) Tinh doan dudng vién bi di dugc trong
5 giay dau tién.

b) Gia st chuyén déng ctia vién bi khéng
bao gid cham duit, vién bi cé thé cach
xa vi tri ban dau 8 mét hay khéong?

Mét khinh khi cau (Hinh 3.2) bay cao 200 m
& phut dau tién sau khi dugc tha. Méi phat
tiép theo, né bay cao thém dé cao bang
mét ndia d6 cao bay dugc & phut trudc dé.
Khinh khi cdu cé thé dat d6 cao 400 m
hay khéng?

Hinh 3.2



@ GIG1 HAN CUAHAM SO
"

Hams6f(x) = ——— khong xac dinh tai x = 1. Khi cho x mét sé gia tri rat gan 1, ta thay gia tri tuong Uing

clia ham sé rat gan 2:

x 1,01  1,0001 @ 1,0000001 @ 1,0000000001

f(x) 2,01 | 2,0001 | 2,0000001 | 2,0000000001

Ngudi ta néi ham sé cé gidi han bang 2 khix dan dén 1.
o Gidi han cia ham sé tai mét diém
1. Gigi han hitu han ctia ham s6 tai mét diém
HOAT DONG 1

Cho day s6 (x,) véix,= 1+ Xét ham 56 fx) =x* - 2x.

a) Tinhf(x) theo n.
b) Tim limx_ va lim f(x ).

Luu y: Cho cac sé thuc g, b (a < b), ta viét khoang K thay cho mét trong céc khoang (g; b), (—oc; a),
(a; +o0) hodc (—oc; +ox).

Cho diém x_ thudc khoang K va ham s6 y = f(x) xac dinh trén K hoac K\ {x_}. Ta néi ham s6
= f(x) c6 gidi han la s6 L khi x dan dén x, néu véi moi day s6 (x ), x_& K\ {x }valimx_ =x,
thilimf(x,) = L, ki hiéu lim f(x) = L hoac f(x) — Lkhi x — x,.

Vibu1
Cho ham s6 f(x) = 3 - Chitng minh rang I|m flx) =
Giai
f(x) xdc dinh trén R\ {1}.
V&i moiday (x )ma x_# 1,valimx =1, tacé:
3x “-3 3x -1 +1
lim f(x ) = lim Xn 1 =lim X, xni()‘l(n ) =lim3(x_+1)=6.
Vay limf(x) =
Cho ham s f(x) = ﬂ Tim linm f(x).

Nhan xét: limx = x_va limc = ¢ (cla hang sd).
. X=X 0 X=X,
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2. Pinh li vé gidi han hitu han cia ham sé
HOAT PONG 2
a) Chung minh rang !{ig})(z =4valim(x+1)=3.
b) Tim !(im(x2+x+ 1)va Lig}xz()ﬁ 1).

Ta thtria nhan dinh li sau:

'/ a) Choy=f(x) vay=g(x)la cic ham sé xac dinh trén K\ )
Néu lim f(x) = A va limg(x) = B, trong dé A va B la cic s6 thuc thi:

« lim[fO)+gb)]=A+B « lim[f(x)g(x) |=AB
- lim[ ) g ] =A~B + lim L= G néuB £0

b) N&uf(x) > 0,vx e K\ix}valimfix) =LthiL > 0va limfx) = VL.

vipu2

[ Tim lim (c* = 2x).

Giai

Ham sé f(x) = x*— 2x xac dinh trén R.
Vi Limxz 4, Lim2 =2nén

. 2 - IS I . BT . — _ —
le(x 2x) Lm(x) ym(k) LI_I:TJX.LID}X ymz.bmx 44-24=8.

ViDUu3

l Tim |im—x2+4x_ 12,
X—2 X—2

Giai

2 _
%xéc dinh trén R\ {2}.
Vi Limz&— 2) = 0 nén ta chua ap dung duogc dinh li trén.

xX*+4x-12 _ (x—2)(x+6) _
Xx—2 X—2

Ham sé f(x) =

Véi x # 2, ta co: x+6.

2
s X HAXx-12 _ . _
Vay lim*~ 212 < fm(c-6) = 8
3 2 2
. XX Ex+1 .. x+\/2—x
T fim et Mg
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3. Gidi han vo cuc
HOAT PONG 3

Cho ham sé f(x) = %vé day s6 (x ) malimx = 0.Timlimf(x ).

'j Cho diém x thuéc khoang K va ham sé y = f(x) xac dinh trén K hoac K\ {x }. Ta n6i ham s6
y = f{x) c6 gidi han la +oo (hodc —oo) khi x dan dén x néu véi moi day s6 (x ), x, € K\ {x } ma
limx, =x,,ta déu colimf(x,) = +oo (hodclim flx ) = —oc), ki hiéu )!Lrp f(x) = oo hoac f(x) — +oo
khi x — x, (tuong ty, lim f(x) = —cc hodc f(x) — —ockhix — x,).

ViDU 4

Timlim————
X=0 Yx2+1 -1
Giai

V&i moi déy (x ) malimx =0, tacd:y/x *+1—1>0(vix, #0) vélim(qixn2+1 -1)=0.
1 _ . 1
1 VI T

Vilim1=1nénlim

Tim lim

N S
=02 —y/x2+4
0 Gidi han mot phia

HOAT PONG 4

x+2néux=1 1

Cho ham s6 f(x) ={ va hai daysé (u), (v,) véiu_=1 +%;v =1-—-

Xx—4néux<1
a) Sosanhu,v véilvatimlimu, limv,.

b) Tinh f(un) va f(vn) theo n.
c) Timlim f(un) va lim f(vnj.

&

» Cho ham s y = f(x) xac dinh trén khoang (x ; b). S6 L dugc goi la gidi han bén phai cua
ham s6 y = f(x) khi x dan dén x, néu véi moi day sé (x) sao cho x, < x_< b, véi moi s6
nguyén duong n valimx = Xx_ ta déu célimf(x ) =L, ki hiéu xlirpf(x) =L

- Cho hams6y =f(x) xac dinh trén khoéng (a; x). 56 L dugc goi Iéngidi han bén trai ca ham
56 y = fix) khi x dan dén x_ néu véi moi day s6 (x ) sao cho a < x_< x,, véi moi s6 nguyén
duong nvalimx_ =x, tadéu colimflx ) =L, ki hiéu ,JLT f(x) = L.

TOAN 11 67
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ViDus
. , x+1 néux>1 _ )
Cho ham sé f(x) = { . .Tim limf(x)va limf(x).
—X+4néux =1 x=1 x=1
Giai
Gia str (x ) la mét day sé bat kimax >1valimx =1,tacéfix)=x +1.
Vay limf(x )=1+1=2.Suyra limf(x) = 2
x—17
Gia st (x ) la mot day s6 bat kima x <1valimx =1,taco fix ) =-x +4.

Vay lim f(x ) =-1+4=3. Suyra XILrP flx)=3

x*+1 néux> -1

Chohamséflx) =9 x2—1 . .Tim lim f(x)va lim_ f(x).
1 neux < — x—=—1" x—-1

Luu y: Cac dinh li vé gidi han hitu han cia ham sé tai mét diém ciing diing véi gidi han hitu han mét
phia tai moét diém.

Ta thira nhan dinh li sau:

l'/)l(imf(x) L khi va chikhi limf(x) = limf(x) =

x_.x X—~X

viDue
Ix|
Cho hamséy =f(x) =

2x—1néux=0

néu x <0 )
.Tim Lim f(x) (néu co).

Giai
Ta cod I|mf(x)— I|m| I— I|m ~ X —_1; I|mf(x)— lim@2x—-1)=-

x—-0°

Vi I|n{;1f(x) = xlljp_ f(x) nén ham sé fix) cé gidi han khi x dan dén 0 va !Jm flx) = —

2ax+6 néux = -2

Cho hamséf(x) =1 x*-4 .Tim g, biét rang ton tai Jlrpzf(x).

néu x < —2

Luu y: Tuong tu dinh nghia gigi han hitu han bén trai hodc bén phai ctia ham s6 y = fix) khi x dan dén x,,
ta c6 thé dinh nghia gidi han vé cuc bén tréi (hoac bén phai) khi x dan dén x,.
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HOAT PONG 5

D6 thi cia ham sé y = fix) = ﬁ duoc cho trong
Hinh 3.3.
a) Néu M(x; f(x)) la mét diém trén do thi, hay du

doan gia tri ciia f(x) khi x dan dén 2 theo phia phai,
theo phia trai.

b) (x)la mot day s6 bat kima x, < 2va limx_ = 2.
Tinh f(x ) va tim lim f(x ).

Hinh 3.3

Tathira nhan dinh li sau:

=)/

0 1 b
= +oo va I|m—a = —oo, VGi moi sé thuc a.
X—da

lim

x—a’

ViDu7

Tim lim va lim .
x—5 X—5 x—=-1" X+ 1

Giai

. R ;e 1 s 1
Theo dinh li trén, ta c6 lim =-cova lim = +o0.
' x—5 x—05 x—-1" X+ 1

1
Tim Jim 58 i
® Gidi han ctia ham s6 tai vo cuc

1. GiGi han hiiu han ctia ham sé tai vé cuc
HOAT PONG 6

Cho ham sé y = f(x) = %
a) Tim tap xac dinh cGia ham sé.
b) Tinh gia tri ciia ham sé tai cac diém trong bang gia tri sau:

X -0 -10° -10° -10* -10 0 10 1000 100000

10°

+oo

y = f(x) I

c) Nhan xét gi vé gia tri cGa f(x) khi x dan dén +oo? Khi x dan dén —oc?

Page 75
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"/ a) Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (a; +oc).
Ta néi f(x) c6 gidi han la s6 L khi xdan dén +oc néu véimoiday s (x ), a <x va limx = +oo,
ta déu célimf(x ) = L, ki hiéu Xummfb() = L hoac f(x) — L khi x — +cc.

b) Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (—oc; a).
Ta ndi f(x) c gidi hanla s6 L khix dan dén —oc néu véi moi day s6 (x ), x <avalimx = —cc,
ta déu colimf(x ) = L, ki hiéu Jlim f(x) = Lhodc f(x) — L khi x — —cc.

viDus

[ Choham ss i) = X2 Tim lim f0) va fim (1)

Giai

Ham s6 c6 tap xac dinh la (—oc; 1)U (1;+00).

- Gia st (x ) la mot day so6 bat ki, thod manx_ < 1valimx_ = —o.

2
- x2St
Ta cé:limf(x ) = lim —= = lim n_=_3
n _Xn+‘| _1 +i
X

n

Vay lim f(x) = 3.

« Gid sl (x ) la mét day s6 bat ki, thod manx > 1valimx = +oc.
2
+_
3x +2 3 X

Tacéd:limflx ) = lim—= = lim o =-3
n _XJ'T+1 _1 +L

n

Vay lim f(x) = -3.

Cho ham s6 f0) =X "1 Tim lim f(va lim f0x)

Nhan xét:
« Véiclahang s, tacod: limc=cva limc=c.
X—+oo X—~—c0

. Véi cla hiing sé va k |a s& nguyén duong, ta cé: lim - =0va lim <5 =0.
X—=+too X—"o0 N
Luu y: Dinh li vé giéi han hiiu han cta ham sé tai mét diém van dung véi gidi han hitu han cta

ham s6 tai vo cuc.

vVibu9
[ 3 A2
Tim |im)"3ﬁ-
x—to 4x7—x
Giai R )
Ham sé f(x) Z)ﬁﬁcétép xac dinh la R\{—l; l;0}-
4x° —x 5
Xm0 T x e
Ta cé: lim ——=—= |lim—————"—
x—+e  4x°—x X—+co 4_l
2
X
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—

. .2 . 1 . T n
Vilim1=1,lim==0, im—5=0, lim4=4va lim—=0nén
X—+oo X—+oo X X—+oo y X—+oo X—+0

X
X*=2*+1_1-0+0 _ 1.

A, a*-x  4-0 4
2

. . X —4

Tlmxllr]go 5

2. Gi6ihan vo cuc ciia ham s6 tai vo cuc

HOAT PONG 7

Cho ham s6 f(x) =x* vaday s6 (x ) véix =n+ 1.
a) Timlimx .
b) Tinh f(x ) theo nva tim lim f(x ).

'/ a) Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; +oc).

Ta néi fix) c6 gidi han |a +oo khix dan dén +oc néu véi moi day sé (x, ), x, > avalimx, = +oo,
ta déu cé lim f(x ) = +oo, ki hiéu lim f(x) = +oo hodc f(x) — +oo khi x — +co.

b) Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (—oc; a).
Ta ndi f(x) c6 gidi han la +oo khix dan dén—oc néu véi moi day sé (x ), x <avalimx = —oo,
ta déu célimf(x,) = +oo, ki hiéu lim f(x) = +oo hodc f(x) — +oc khi x — —co.

Tu hai dinh nghia trén, ta cé dinh nghia f(x) — —oco khi x — +oc (hay x — —oc) nhu sau:

c) xﬁrpmf(x) = —oo khi va chi khi xljrpm[—fb()] = +og;

d) _lim f(x) = —co khi va chikhi lim [-f(x)] = +ce.

vibu 10
" 2
Tim lim X=X 1,
x—to X — 1
Giai ,
Ham s& f(x) = Xx_f1+1 :X+x1'l c6 tap xac dinh 1a (—oc; 1) U(1;+00).

T . . 1 . 1
= + = + = + .
Vix ), x,> Tvalimx, = +oc, tacolimflx ) I|m(xn X 1 ) I|mxn[‘l X (- 1)]

V‘llimxn(xn—1)=+mnén|imﬁ=0.5uyralim 1+ﬁ =1
- . 1 an i L
=+ +— = Y oIt
Vilimx, = +oovalim| 1 x x 1) Tnénlimx, |1 X o = 1) oo,
2_
Vay lim X=XV _
et x— 1
2
Tim lim X1

TOAN 11
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Nhan xét:
. k_ - n

. leﬁmmxk—Jroo, vcf!knguy?n duong.

» Jlim x* = oo, vdi k nguyén duong Ie.“

« lim x* = +oo, Véi k nguyén duong chan.
X——00

3. Quy tac tim gidi han cua tich va thuong tai vé cuc
HOAT PONG 8
S x _x—1
Cho céc ham so f(x) = T
a) Tim lim fx)va lim g(x).
b) 'I'imxllrpm[f(x) g0 |.

vag(x)=x+1.

Dinh li vé gidi han clia téng, hiéu, tich va thuong ctia hai ham s6 chi ap dung dugc khi tat cd cac ham s
dugc xét o gidi han hiru han. Ngudi ta da chiing minh dugc cac quy tac sau day vé gidi han tai vé cuc
cua tich va thuong ctia hai ham sé:

« Gidi han cua tich

lim g(x) = +oc lim [fl)g() ] = +oo

limfo=t>0 | 7
lim g(x) = —oo lim [f0)g () ]= oo
lim g(x) = +oo lim [fl)g() ] =—oo
Xli'llﬂX) =L <0

Jlimg0)=—co | lim[f()g0d]=+oc

« Gidi han cta thuong

lim f0) =L lim g(x) = +oo im T _
X—+oo X —+oo X 4o g(x)
lim g(x) =0vaglx)>0 lim f9 .
X X X—+oo g()()
limf)=L>0
lim g(x) = 0vag(x) <0 lim 9 _
T2 X—=+oo g(X)
Jim g(x) =0vag(x)>0 lim f—(’(;))z—oo
Jim o)=L <0 I
limg(x)=0vagx)<0 lim 9,
x=eo A g k)

Luu y:
Cac quy tac trén van diing cho cac trudng hgp gidi han ctia ham s6 tai x, hodc gigi han mét phia tai x,.
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ViDu 11
[ Tim lim(2x*—x*)va lim3X=2.
X—too x—-3" X —

Giai

. Ta C6:2X4—X3=X4(2—%)-

Vi lim x* = +oo va Iim(2—l)=2>0nén lim(2x*-x3) = Iimx“(Z—l)=+oo.
X—tco X— oo X— oo X— oo X

X
» Taco: lIm(3x—-5)=9-5=4.
X—=3
. oY o . s A - 3X—5 _
[im(x-3)=3-3=0vax—-3>0,Vx>3nénlim =40
x—=3" x=3" X—3
Tim lim ———
x=0" 4/ x?+ 2x
V@NDUNG

bang bang cho néi dung dé déc téc dé dudng dai.

> Ay

15

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 X

Hinh 3.4

x+10
Hay kiém tra xem ham sé y = f(x) c6 thod man cac diéu kién dudi day hay khéng:
a) C6 do6thiqua diém (0; 15);
b) Gidm trén]|0;+o00);

c) Cangraxa (x cang Ién), d6 thi clla ham sé cang gan truc Ox véi khoang cach nhé tuy y.

BAITAP

3.6. Dung dinh nghia dé tim cac gidi han sau:

. 1—-2x.
a) !clm x+3 "'

b lim X1,

Xx—-e ¥+ 3

TOAN 11
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Trong mét cude thi cdc mén thé thao trén tuyét, ngudi ta mudn thiét ké mét dudng truot

Van déng vién sé xuat phat tir vi tri (0; 15) cao 15 m so véi mat dat (truc Ox). Pudng trugt
phai thod man yéu cau la cang ra xa thi cang gan mat dat dé tiét kiém lugng tuyét nhan tao.

Mét nha thiét ké dé nghi sir dung dudng cong la dé thi ham sé y = f(x) = 150 vsi x> 0.
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3.7. Tim cac gidi han sau:

. x?*+3x+5,
lim=——=—

a r
) X—0 x+1
2
. Xx"+x—6
b) ||m27:
x=2 x"—4

Vvx+11 -3,

¥

<) JLrTJ2 x+2
I 3x2+x+ 10,
x—to x?—1

. 5x*+9,
e
9) |im7‘4’(2+1.

X—=—o X

d)

e)

3.8. Tim cac gidi han sau:

o oxXPx+1,
LU
b) lim-—=>—%;
A
2
. X
J M3
x =1 .
] x<1
39. Chohamséy=f)={ x=1 """ " Tim limf(va limf(.
x—17 X—

X*+2x—1néux=>1

3.10. Mét thau kinh hoi tu c6 tiéu cu f = 30 cm. Trong VAt Ii, ta biét rang néu dat vat that AB céch
quang tdm cta thau kinh mét khodng d (cm) > 30 (cm) thi dugc dnh that A'B’ cach quang tam
ctia thau kinh mét khoang d’ (em) (Hinh 3.5). Nguoc lai, néu 0 < d < 30, ta c6 dnh &o. Céng thtic

1o thig kinh 1y e 1= 1
cta thau kinh Iad+d’ 30

A

B :““““3‘Q “““ R >

i EFJ AJ

1A E 0

e d___ | < —— e
Y P

Hinh 3.5

a) Tu cong thic cha thau kinh, hay tim biéu thic xac dinh ham sé d’ = h(d).
b) Tim cac gidi han dlir;r}h(d); dlirarg_h(d) va alirll,h (d). S dung cac két qua nay dé giai thich
y hghia da biét trong Vat li.
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@ HAM SO LIEN TUC
-

Dé thuan tién cho luu théng dudng thuy lan dudng bé, nhiéu cay cau trén
thé gidi dugc thiét ké dé c6 thé dong hoac ma. Khi cau ma dé tau thuyén
qua lai, nhin tir xa, hinh dang cau [a mét duéng khéng lién tuc.

Hinh 3.6
o Ham s6 lién tuc tai mot diém va lién tuc trén mét khodng

1. Ham sé lién tuc tai mot diém
HOAT DONG 1

Dong 1 cltia bang dudi day cho biét biéu thic ciia mét ham sé. Dong 2 cho biét do thi cla
ham sé da cho. Trd |&i cac cau héi & dong 3 va 4.

_[x+1néux<i _J[X+2 néu x =1
g(x)_{B—xné'u x> 1 h) = x+1néux<1
y
2 3 y=hix)
T b
/ )
1 : y=g(x)
: 1
N\ s
Ao I N 4
0 1 2
« g()=7? « h(1) =2
« limgx)=? » limh(x) =?
x—1 x—1
. Iirp_g(X)=? + limh() =7

Ton tai g(1) va limg() hay Tén tai h(1) va limh(x) hay
khong? Néu cé, hay so sanh khong? Néu cé, hay so sanh
g(1)valimg(x). h(1) va lim h (x).

Cho ham 56 y = f(x) xac dinh trén khodng K chitta x . Ham s6 y = f(x) dugc goi la lién tuc tai x,
néu lim fq = f(x,).

Luu y: Ham s6 khong lién tuc tai x, dugc goi la gian doan tai diém do.
ViDu 1

[ Xét tinh lién tuc clia hémsc’if(x)=x21 tai diém x = 2.
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Giai
Ham s6 f(x) 6 tap xac dinh (—o0;=1)U(=1;1)U(1;+00) vax, € (1;+00).

Ta cé: f(2) = %

i - i 1 :L:l:
imf = lim o7 =37 3 -2
Vay ham s6 f(x) lién tuc tai x = 2.
X’=x—6
———=— néux # -2 -
# . Xét tinh lién tuc ctia ham s6 tai x = -2.

Cho ham sé f(x) = Xx+2
-6 néux=-2

2. Ham sé lién tuc trén moétkhoang

HOAT DONG 2

Xét tinh lién tuc cta ham sé fix) = x* + 1 tai diém x_ bat ki thuoc R.

&

a) Ham sé y = f(x) duoc goi la lién tuc trén mét khodng néu né lién tuc tai moi diém thudc
khoang doé.

b) Ham s y = f(x) dugc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu nd lién tuc trén khoang (a; b) va

lim f(x) = f(a); JLT fx) = f(b).

x—a

Ay
Nhan xét:
- V& mat hinh hoc, d6 thi mét ham sé lién tuc trén mét khoang la fla) \

| c

duéng lién trén khodng dé. N
« Néu ham s8 y = fix) lién tuc trén [q; b] va f(a).f(b) < 0 thi tén tai it nhat of a \_' X

mot diém ¢ thudc (a; b) sao cho f(c) = 0. N6i cach khéc, phuong trinh fib) f-----------3 '

f(x) = 0 c6 it nhat mét nghiém trén (g; b) (Hinh 3.7). Hinh 3.7

Luu y: Khai niém ham s6 lién tuc trén (g; bl; [a; b); [ a;+oc ) va (—oc;a] dugc dinh nghia tuong tu.

viDu 2

T Xéttinh lién tuc ctia ham s y = f(x) = Vx— 1 trén[ 1;+oc ).

Giai

Ham s6 c6 tap xac dinh [a[ 1;+00).

Véi moix > 1,ta cé ;.!Ln;‘ flx) = J!Lrpm = Jx,— 1 = f(x ). Vay ham s6 lién tuc tai moi diém x> 1,
néi cach khac, ham sé lién tuc trén ( 1;+o0o ).

Taco Iin1'1f(x) = Iirn\fx— = 0= f(1). Suy ra f(x) lién tuc trén [ 1;+cc ).

2_
Xét tinh lién tuc ctia ham sé f(x) = "; 11 trén (1;+oo ).

76 Chuong 3 - GIGI HAN. HAM SO LIEN TUC

Page 82



) Vst s dinhlicoban
HOAT DONG 3
Cac ham s6 f(x) = x* - 3x + 2 va g(x) = sinx xac dinh trén (—oc;+c0) cé dé thi nhu sau:

y =f(x) y=gx)

y

Dua vao d6 thi, hay du doan tinh lién tuc clia cac ham s6 y = f(x) va y = g(x) trén (—co; +oo).

Ta thta nhan dinh li sau day:
1. Pinhli1

DY :

a) Céacham da thurc, y = sinx, y = cosx lién tuc trén ( —oc;+oo ).

b) Cac ham sé phan thuc hitu ti (thuong cda hai da thiic), ham sé y = tanx, y = cot x lién tuc
trén tiing khodng cua tap xac dinh ctia chung.
c) Hamsé y = vx liéntuctrén|[0;+cc ).

vipu3
' x*-6x+5 .
——_c heux#5 oo R S
Chohamséf(x) = X—=5 . Xét tinh lién tuc ctia ham sé trén tap xac dinh cta né.
4 néux=>5
Giai

Téap xac dinh cila ham sé 1a R.
« Trén tap hop (—oc;5) U(5;+00), ham s6 f(x) = % la phan thic hitu ti xac dinh trén
cac khodng (—oc;5) va (5;+00 ) nén lién tuc trén cac khodng nay.
« Khix=5,tacé f(5)=4.
im0 = im X~ 85 — i D5~ iy 1) = 4= 15).
Vay ham s6 f(x) lién tuc tai x = 5.
Suy ra ham s6 da cho lién tuc tai moi diém thudc tap xac dinh cia no, nghia la lién tuc trén RR.
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xX>+x-2

, néu x # 1
Xéttinh lién tuc ciahamsé f(x) =1y x—1 7

trén R.
2 néux=1

2. Pinhli2
HOAT DONG 4

Cho ham sé f(x) = x*va g(x) = %
a) Xét tinh lién tuc clia y = f(x) va y = g(x) tai x,=1.
b) Xét tinh lién tuc cia ham sé y = f(x) + g(x) tai x, = 1.

J a) Gidsty=f(x) vay=g(x)lacac ham sé lién tuc tai diém x . Khi dé:
» Cacham sé y = f(x) + g(x), y = f(x) - g(x), y = f(x).g(x) lién tuc tai diém x ;

s X)) s . -
« Homso y = 900 lién tuc tai x, néu g(x ) # 0.

b) Gid sy = f(x) lién tuc trén khodng Kva f(x) = 0, vx € K.Khi d6 ham sé y = Vf(x) lién tuc

trén K.
vipu 4
Xét tinh lién tuc cha ham s6 y = vx* — 4x + 3. g
Giai
Ham s& xac dinh khi va chi khix*—4x+3 > 0. \
Tap xé4c dinh clia ham sé la (—oc; 1]U[ 3; 400 ). 53 >
Ham s6 h(x) = x> - 4x + 3 la ham s6 da thiic nén lién tuc trén
(—oo; 1] va[3;+c0). Hinh 3.8
Ngoaira,vix?—4x+3 = 0, Vx € (—oo; 1 |U[ 3;+00)nény = vh(x) liéntuctrén(—oc; 1] va[3;+o0).

Nhan xét: S& dung phan mém toan hoc GeoGebra, d6 thi ham sé y = vx*>—4x+ 3 cho béi Hinh 3.8.
Dé thi | dudng lién trén (—oo; 1] va [ 3;+0c ).

Tim cac khodng trén d6 ham sé sau day lalién tuc: y = x+tanx.

VAN DUNG

1 x+1néux<0

Cho ham sé f(x) =4 ax+ b néu 0 < x < 2, trong dé a va b 14 hai sé thuc. Tim a va b dé ham sé
4-x néu2 <x

y = f(x) lién tuc trén R.
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BAITAP

3.11. Xét tinh lién tuc clia cac ham s6 sau day tai diém x = 3:

X =3x"
————néu x#3
a) flgy={ x-3 #
9 néu x = 3;
-x+1néux<3
b f(x)=<{ ,
) x*—4x+3 néux=3.
3.12. Hay xac dinh cac khoang ma trén dé méi ham sé sau day la lién tuc:
x2+x
a) flx) =——"=—
) 0 x'—x—6

b) g(x) =x++vx*-9x;
) hx) =x*+cotx;

d) t0) =(x+2Vx)(x-2vVx);

_ Sin2x
ux) N

e)

3.13. Trong Vat i, ti sé gitta téc do ¢ ctia anh sang trong chan khéng va téc dé v clia anh séng trong
mdt mdi trudng dugc goi 1a chiét sudt cia mdi trudng dé. Chiét sudt cia mot madi trudng
déng nhat la khéng déi. Ngay nay, vdi cdng nghé nano, ngudi ta tao ra dudc cac ban thuy tinh
ma chiét suat ctia né thay déi theo mét phuong nao do. Xét su truyén cta dnh sang vao ban
thuy tinh doc theo truc Ox nhu Hinh 3.9. Biét chiét suat ctia ban thuy tinh nay thay déi theo

hoanh dé x cho bdi: n(x) = afx vGi 0 < x < d, trong dé a la mét hang sé 6 gia tri [6n hon
bé day d ctia ban thuy tinh.

chan khéng d chan khéng

o X
chan khéng chan khéng
Hinh 3.9

c néux<0
a) Ching minh rdng téc dé chia anh sang cho bdi: v(x) = c(‘l —%) néu0<x<d

c héu x>d.
b) Xét tinh lién tuc cia ham s6 y = v(x) trén (—oc; +00 ).
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BAITAP TU LUAN
3.14. Tim cac gidi han sau:
a) limon*3; b) li (”2511_)g2;?;2_+21”)j1);
J Iim%; d) lim 261‘2

3.15. Vi tri ban dau cila mét chat diém trén truc Ox cach géc toa dé 50 cm vé phia phai.
N6 bat dau chuyén dong trén truc Ox theo hudng duong. Giay dau tién né di chuyén
duagc 40 cm, gidy th hai dugc 20 ecm..., ci mdi gidy tiép theo nd di chuyén mét doan
bang % doan duong di dugc trong gidy ngay trudc do.

a) Tinh khoang cach tir géc O dén chat diém sau 5 giay.
b) Taithsi diém nao ké tir lic bat dau chuyén déng, chat diém cach O mét khoang
135 cm? Gia thiét rang chuyén dong cta chat diém khéng bao gid cham dit.

3.16. Tinh téng cla cac cap s6 nhan Ui vé han sau:

1
16

) —f_3+3_3
+..3 b) T=6 3+2 4+...

a) S=4+1+ +
3.17. Tim cac gidi han:

2
. oxT—x—-12.
3 lIm=a "y o) lim

XXt
0 tm s .

3.18. Tim cac gidi han:

[x=1]

. 2x+1
a) lim ;
) x2—1

. 2x+1
; ; I .
x—2" X—2  lim

o) Jim

3.19. Xéttinh lién tuc ctia cac ham s6 sau day tai diém x;;:
(X*—3x+2
ﬁ néeu x > 1
a) f(x) =+ taix =1;
—% néu x < 1

2

- X
X—2
b) fld=] -3 néux=2taix =2.

[ 1—-2x néux>2

néu x <2

- Chuong 3 - GIGI HAN. HAM SO LIEN TUC

Page 86



BAI TAP TRAC NGHIEM

3

-1 .
. néu x # 1 . i . .
3.20. Chohamsoéy=f(x) =9 x—1 # .Ham s6 y = f(x) lién tuc tai x, = 1 khi
anéux=1
A a=1. B. a=2.
C. a=3. D. a=-1.
3.21. lIm ¥~ 4
x=2 X—2
A. 4. B. -4.
C. +oc. D. —c.
_ 2
3.22. lim 27573
A, —oo. B. +oc.
C. 0. D. 1

3.23. Téng cla cap s6 nhan Ui v6 han (u ) 1a 5. Néu cong béi clia cap s6 nhén la g = % thi

s6 hang dau la

_ 5
A u=3 B. u, =3
_4 _7
c u‘|_§' D U.l_?'
- . _1+2+,_,+n_£] % 4 s \
3.24. Déy s6 (u) véi Uu,=—"-75— "3 vn € N* ¢6 gidi han I3
_1. 1.
A -5 B. 35
c. -1 D. 1
. 4"—5" .
3.25. | |
im—5—5-la
A. +oo. B. —co.
5
C 3 D. o.
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Phan HINH HOC

|

Pudngthangvamatphang
trong khong gian.
Quan hé song song

CHUONG 4

Trudc day, ching ta da nghién clu 4 Nhan biét cac quan hé lién thudc co ban

tinh chat ctia nhitng hinh nam trong
mat phang nhu tam giac, dudng tron,
vecto... Tuy nhién, xung quanh chung
ta con cé nhing hinh khéng nam trong
mat phang nhu qua béng, bé ca, quyén
sach, hép phan... Trong chuong nay,
ching ta sé tim hiéu cac khai niém vé
hinh hoc trong khéng gian, quan hé
song song trong khéng gian.

gitta diém, dudng thang, mat phang trong
khéng gian, cac cach xac dinh mat phang,
hinh chop, hinh t dién;

Nhan biét duoc vi tri tuong déi cua hai
duong thang, giai thich dugc tinh chat hai
dudng thang song song;

Gidi thich duoc diéu kién dé duong thang
song song mat phang, diéu kién dé hai mat
phang song song, dinh liThalés trong khéng
gian, tinh chat hinh lang tru, hinh hop;
Nhan biét dugc khai niém, tinh chat phép
chiéu song song, vé duoc hinh biéu dién
trudng hop don gian;

Van dung quan hé song song dé mé ta mot
s6 hinh anh trong thuc tién.
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@ PUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN
-

0 Cac khai niém mé dau
1. Matphang

HOAT PONG 1

e

Pay la hinh anh bén trong mét phong hoc. Hay chira cacvat
c6 bé mat phang, nhén.

Hinh 4.1

Mat bang, mat ban, mat nudc hé tinh lang cho ta hinh anh mét phan clia mat phang. Mat phang
khéng cé bé day va khéng cé gidi han.

"

Dé biéu dién mat phang, ta thudng dung hinh binh hanh hay mét mién géc va ghi tén ctia
mat phang vao mét géc cua hinh biéu dién. Ta thudng ki hiéu mat phang bang chir céi in
hoa hodc chir cai Hy Lap dat trong dau ngoac (): mat phang (P), mat phang (@) hoac viét tat
mp (P), mp (@) hoac (P), (a),...

a4

Hinh 4.2

ViDU 1

Hay chira mét vai hinh anh mét phan mat phang trong Hinh 4.3a, Hinh 4.3b, Hinh 4.3c.

—————

Hinh 4.3a

Hinh 4.3¢
Thang Long

Giai

& Hinh 4.3a, méat hé nudc yén tinh la hinh anh mét phan mat phang.

& Hinh 4.3b, bé mat ngoai clia tudng thanh la hinh anh mét phan mat phang.
& Hinh 4.3¢c, man hinh tivi, bic tudng la hinh anh mot phan mét phang.
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LUYENTAP 1
I Hay tim nhitng dé vat xung quanh ta la hinh anh mét phan mat phang.

2. Piém thuéc matphang

'/ Cho trudc mét diém A va mat phang (P). Ta ¢ hai trudng hop xay ra:

« Khi diém A thudéc mat phang (P), ta n6i A nam trén (P), hay (P) chita A hay (P) di qua A va
ki hiéu A & (P);

« Khi diém A khéng thudéc mat phang (P), ta néi A nam ngoai (P) hay (P) khong chira A va
ki hiéu A & (P).

ViDu 2

[ Quan st Hinh 4.4, xem mat ban la mét phan clia mat

phang (P), xét cacdiém A, B,C, D, E, F, G, H, I, K, L.Hay cho
biét nhitng diém nao thuéc mat phang (P) va nhiing
diém nao khéng thudéc mat phang (P).

Giai

Ta c6 cac diém A, B, C thuéc mat phang (P), con cac

diém D, E, F, G, H, I, K, L khéng thuéc mat phéng (P). H l
Hinh 4.4

LUYEN TAP 2

Hinh 4.5 1a anh chup mét thiing cac-téng dung hang héa cé
dang hinh hép chit nhat. Xem bé mat day trén (nap thung) la
mot phan cla mat phéng (P). Trong cac diém dugc danh dau &
cac dinh hinh hép chr nhat gém A, B, C, D, E, F, G, nhiing diém
nao thudéc mat phang (P)?

F
! Hinh 4.5

3. Hinh biéu dien cia mét hinh khéng gian

DPé nghién cttu hinh hoc khéng gian, ngudi ta thudng vé cac hinh khéng gian 1én bang, |én giay.
Ta goi hinh vé d6 Ia hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian.

QUY TAC VE HiNH BIEU DIEN CUA MOT HINH TRONG KHONG GIAN

»/ » Hinh biéu dién cta dudng thang la dudng thang, clia doan thang la doan thang.
« Hinh biéu dién cta hai dudng thang song song la hai duong thang song song, ctia hai
dudng thang cat nhau l1a hai dudng thang cét nhau.
» Hinh biéu dién phai git nguyén quan hé thudc gilra diém va duéng thang.
- Dlng nét lién dé biéu dién cho dudng nhin thay va nét dut doan biéu dién cho dudng bi
che khuat.

@ Ghi chu: Cac quy tac khac sé dugc hoc & phan sau.
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Chang han, mét khéi rubik thudng gap cé hinh dang la hinh lap phuong (Hinh 4.6) va c6 thé dugc vé
biéu dién nhu Hinh 4.7. Ngoai ra, con cé cac khéi rubik hinh chép tam gidc déu (Hinh 4.8) va c6 thé
duoc vé biéu dién nhu Hinh 4.9.

Hinh 4.6 Hinh 4.7 Hinh 4.8 Hinh 4.9

@ Cac tinh chat thira nhan

1. Cac tinh chat

HOAT PONG 2

Trong hinh hoc phéang, qua hai diém phan biét c6 thé xac dinh dugc bao nhiéu dudng thang?

TiNH CHAT 1

I/ Cé mét va chi mét dudng thang di qua hai diém phan biét.

Hinh 4.10 minh hoa qua hai diém A, B c6 duy nhat mét dudng thang.

Mét sé dé vat cé ba chan khi dat trén mat dat khéng bi cap kénh.
Dudi day la mét s& hinh minh hoa:

Hinh 4.10

I
. k

Hinh 4.11. Cdu dinh & Hinh 4.12. Gid d& ba chén Hinh 4.13.
Hoang Thanh, Hué mdy quay phim Kiéng ba chdn
TiNH CHAT 2

[J C6 mét va chi mét mat phang di qua ba diém khéng thang hang cho trudc.

TOAN 11

Page 91

85



86

hang A, B, C la mat phang (ABC) hodc mp (ABC) hoac (ABC).

Luu y: M6t mat phang hoan toan xac dinh néu biét né di qua ba diém A C
khong thang hang. Ta ki hiéu mat phang qua ba diém khéng thang ‘q’
B

Hinh 4.14
HOAT PONG 3

a) Haysrdungmétgidybiaciling, vé vacatthanh
hinh mét tam giac déu ABC nhu Hinh 4.15. A=B=C
L4y céc diém M, N, P lan luat |4 trung diém
cla AB, BC, CA, sau dé gap lai theo cac dudng
nét dut MN, NP, PM va dan cac mép véi nhau M P
bang biang dinh dé dugc mét mé hinh cé hinh N
biéu dién nhu Hinh 4.16. Hinh 4.15 Hinh 4.16

b) Su dung thém mét tdm bia cling phang (H), cd thé dat (H) cham déng thai vao bén vi tri
tuong Ung v&i bon diém A, M, N, P hay khéng?

TINH CHAT 3

Ij Tén tai bén diém khéng cling thuéc mét mat phang.

Luu y: Mét tap hop diém cung thudéc mét mat phang duocc goi la cac diém déng phang. Néu khéng
c6 mat phang nao chita tap hop diém doé thi ta néi chang khéng déng phang.

HOAT DONG 4

Vi sao ngudi thg xay thudng dung cay goé thang dai ré trén E
bé mét san sau khi dé bé téng? Vi sao ngudi tha méc thusng ré
thudc thang trén mat ban sau khi bao nhan mat ban (Hinh 4.17)?

Hinh 4.17

TINH CHAT 4

Néu mét dudng thang cé hai diém phan biét thuéc mét mat phang thi moi diém cta
dudng thang déu thuéc mat phang dé.

Néu moi diém ctia dudng thang d déu thuéc mat phang (P) thi ta néi dudng thang d nam trong (P)
hoéc (P) chira d, ki hiéu: d C (P) hoac (P) D d.
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ViDu 3 A

[ Cho tam gi4c ABC. Goi D 3 diém nim trén dudng thing chia
canh BC sao cho BD = 2BC. Biém D c6 thudc mat phéng (ABC)

khéng? Budng thang AD cé nam trong mat phang (ABC) khéng? B C D

Giai Hinh 4.18
Do B € (ABC), C € (ABC), ma D nam trén dudng thang BC nén theo Tinh chét 4, ta cé D € (ABC).
Do A € (ABC)va D € (ABC) nén dudng thang AD nam trong (ABC).

Cho hinh binh hanh ABCD. Goi O |a giao diém cla hai dudng chéo AC, BD. Khi d6, O va D cé
thudc mat phang (ABC) khéng?

HOAT DONG 5

a) Quan sat trong I6p hoc, xem mat tudng (cé chiia bang xanh) va san nha la hinh anh cta
hai mat phang phan biét (Hinh 4.19). Hay chi ra mét s6 diém chung chia hai mat phang nay.

b) Dat quyén sach thang diing trén mat ban va mé ra thanh hai ntra (Hinh 4.20). Xem hai
trang gidy trudc mat la hinh anh clia hai mat phang phan biét (P), (Q). Hay chi ra it nhat ba
diém viia thudc (P) vira thudc (Q) va nhan xét vé vi tri ctia cic diém nay.

TiNH CHAT 5

Néu hai mat phang phan biét c6 mét diém chung thi ching cé mét dudng thang chung
duy nhét chua tat ca cac diém chung ctia hai mat phang dé. Pudng thang chung d ctia hai
mat phang phan biét (P) va (Q) dugc goi la giao tuyén cda (P) va (Q). Ki hiéud = (P) N (Q) hoac
(PN(Q) =d.

/

N
B/\@
Hinh 4.21
Luu y: Néu ta tim dugc hai diém chung A va B cGia hai mat phéng phan biét (P) va (Q) thi (P) N (Q) = AB.
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ViDU 4

Trong mat phang (P), cho hinh binh hanh ABCD. Lay mét diém S nam ngoai mat phang (P).
Hay xac dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAC) va (SBD).

Giai

R6 rang S la mét diém chung ctia (SAC) va (SBD).
Goi O la giao diém ctia hai dudng chéo AC, BD
ctia hinh binh hanh ABCD. Ta c6 O thuéc AC va
AC C (SAC) nén O thuéc (SAC). Tuong tu O thudc
BDvaBD c (SBD) nén O thuéc (SBD). Suy ra, O cling
la mét diém chung cua (SAC) va (SBD).

Vay, giao tuyén ctia (SAC) va (SBD) la dudng thang
SO, hay SO = (SAQ) N (SBD). Hinh 4.22

Luu y: Dé chira O la diém chung ctia (SAC) va (SBD), ngudi ta cé thé viét O € (SAC) n (SBD).

B

Ban Nam cam mét miéng bia hinh tam giac véi 3 dinh la A, B, C
(Hinh 4.23) dua 1én khéng qua cao so v&i mat ban va khang dinh
rang: "Néu ta dat cac thanh thudc dai doc theo cac canh AB, BC, S
CA dé céac thanh thudc nay cham vao mat ban lan luot tai cac
vi tri danh dau la diém D, E, F thi ba diém nay thang hang". Ban Mai
khéng dong y va khang dinh: "D, E, F khéng thang hang dugc vi
A, B, Ckhéng thidng hang". Hay cho biét ai dting, ai sai. Vi sao?

TiNH CHAT 6

I/ Trén mbi mat phang, cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu diang.

2. Cach xac dinh mét mat phang
HOAT DONG 6

a) Cho badiém A, B, C khéng thang hang, mét dudng thiang d di qua hai diém B, C. Hay xac
dinh mét mat phang chita ca diém A va dudng thang d.

b) Cho hai dudng thang a, b cat nhau tai diém /. Trén cac dudng thang g, b lan luct lay cac
diém A va B khéng tring I. Cac dudng thang a, b cé nam trong mat phang (AB]) hay khéng?

TuTinh chat 2 va Hoat dong 6, ta c6 ba cach xac dinh mat phang sau day: A ¢
. . B
Mat phang dugc hoan toan xac dinh khi biét né di qua ba diém Hinh 4.24. Ba diém A, B, C
khéng thang hang. khéng thang hang xdc dinh
mét mdt phdng
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Mat phang duoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua mét diém va chita mét dudng thang
khéng di qua diém do.

Hinh 4.25. Hinh minh hoa mdt phang chia mét diém va dudng thang

Cho dudng thang a va diém A khéng thuéc a. Khi dé diém A va dudng thang a xac dinh mét mat
phang, ki hiéu la mp (A, a) hay (A, a) hoac mp (a, A) hay (a, A) (Hinh 4.25).

r/ Mat phang dugc hoan toan xac dinh khi biét né chira hai duong thang cat nhau.

a b

T

Hinh 4.26. Hinh minh hoa mat phang chira hai dudng thang cat nhau

Cho hai dudng thang cat nhau a va b. Khi d6, hai dudng thang a va b xac dinh mét mat phang, ki hiéu
la mp (a, b) hay (a, b) hoac mp (b, a) (Hinh 4.26).

Luu y: TU tinh chat nay, ta suy ra trong khéng gian, diéu kién can dé hai dudng thang cét nhau la
ching phai nam trong cing mét mat phang.

ViDU5

Trong méat phang (P), cho t giac ABCD. Lay diém S khong thuéc mat phang (P). Cé hay khéng

mot mat phdng chira ca hai dudng thang SD va BC?

Giai

Gid st tén tai mat phéng (Q) chira ca hai dudng thang SD

va BC. Khi d¢, S, D, B, C cung thuéc mat phang (Q). Ta cé

(Q) cling chinh la mat phang (BCD). Suy ra S thuéc (BCD),

mau thuan véi gia thiét S khéng thuéc (ABCD). Vay khéng ¢co

mat phang nao chia ca hai dudng thang SD va BC. /(
P

‘ Hinh 4.27

Trong mat phang (P), cho tam giac ABC. Lay S la diém khong thuéc mat phang (P). C6 hay
khéng mét mat phang chia ca hai dudng thang SA va BQ?
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VAN DUNG 1

L

Cho hai dudng thang a va b cat nhau va hai diém M, N khéng ndm trong mat phang (a, b).
Biét rang dudng thang MN va mat phang (g, b) luén c6 mét diém chung. Mét mat phang (@)
thay ddi luén luén chdia MN va () cé diém chung véi hai dudng thang a, b lan luot |a A, B.
Chiing minh rang dudng thang AB luén di qua mét diém cé dinh khi (@) thay déi.

@ Hinh chop va hinh tu dién

1. Hinh chop

Cac kim tu thap Ai Cap la céng trinh kién tric hung vi da dugc xay dung cach day hon 4 000 nam
(Hinh 4.28). Chiing gém nhiéu hinh chép. Sau day, ching ta sé tim hiéu vé hinh chép va céc tinh chat
clia né.

Hinh 4.28. Kim tu thdp Ai Cap

HOAT DONG 7

Banh it 1a gai la mét dac san cia ngudi mién Trung, c6 dang la mét hinh chép td gidc nhu
Hinh 4.29a. Trong khéng gian, hinh anh banh it 13 gai c6 thé biéu dién bdi Hinh 4.29b. Hay goi
tén cac tam giac va td giac & Hinh 4.29b tuong (ing vdi cac bé mat dugc géi la cia mét chiéc
banh it.

Hinh 4.29

Trong mét phang (P), cho da giac 16i AA,...A . Lay diém S nam ngoai (P). Lan lugt néi S véi cac dinh
Al,Az,..., An, ta dugc ntam giac SA A SA2A3,.. - SAnA1.

12
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’/ Hinh gom da giac AA,...A va n tam gidc SAA, SAA,,..., SA A dudc goi la hinh chop,

kihieula:S.AA....A .

- S dugc goi la dinh, da gidc AA....A dugc goi la mat day va canh clia da gidc nay goi la
canh day.

- Cactam giac SA A, SAA,..., SA A duoc goi la cac mat bén.

- Cacdoan SA,SA,,..., SA_duoc goi la cac canh bén.

Luuy:
Khi néi dén da giac, ta cé thé hiéu la tap hop cac diém thudc céc canh hodc cling ¢ thé hiéu la tap hop
cac diém thudc cac canh va cac diém trong cla da giac dé.

s Pinh— s

Canh bén

A C
M3t déy

B Canh day
Hinh 4.30
Ghi chu: Hinh chép c6 day la tam giac, tu giac, ng giac,... tuagng ting goi la hinh chép tam giac,
hinh chép ta giac, hinh chop ngti giac,...

ViDU6

[ Chohinh chép S.ABCD c6 déy la hinh binh hanh ABCD. Goi H, I, K lan lugt 1a trung diém ctia BC,
CD, SA.Tim giao diém ctia mat phang (HIK) vdi cac canh ctia hinh chép va giao tuyén ctia mat
phang (HIK) vGi cac méat ctia hinh chop.
Giai
Pudng thang HI cat dudng thang AB va AD
lan luot tai E, F.
Goi N la giao diém ctia KE va SB, M la giao
diém cta KF va SD.
Ta c6 giao diém cha (HIK) véi cac canh SB,
SA, SD lan lugt la N, K, M. Tir d6 suy ra:

(HIK) N (ABCD) = IH;

(HIK) N (SBC) = HN;

(HIK) N (SAB) = NK;

(HIK) N (SAD) = KM;

(HIK) N (SCD) = MI.
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Cho hinh chép S.ABCD véi hai dudng thang AB va CD cat nhau. Goi M la mét diém thudc SA
(khac S va A). Hay tim céc giao tuyén clia mat phang (MCD) véi cac méat phang (ABCD), (SAB),
(SCD), (SBC), (SAD).

2. Hinh ti dién
HOAT PONG 8

Trong hod hoc, ta da biét phan ti khi methane (CH,) c6 mét nguyén ti

carbon (C) lién két véi bén nguyén tir hydrogen (H) va cac nguyén td Q
nay khéng cling nam trong mét mat phang. Néu xem bén nguyén t ’

hydrogen la bén diém A, B, C, D thi ta c6 bao nhiéu tam gidc khac nhau

tao ti bén diém nay? (Nguén: https:/chem.libretexts.org/Bookshelves/
Organic_Chemistry/Organic_Chemistry_(LibreTexts)/01%3A_Structure_ Hinh 4.32
and_Bonding/1.06%3A_sp_Hybrid_Orbitals_and_the_Structure_of Methane)

Cho bén diém A, B, C, D khéng déng phang. Hinh gém bén tam gidc ABC, BCD, ABD, ACD
goi la hinh tr dién (goi tat la ti dién), ki hiéu la ABCD.

Cac diém A, B, C, D goi la dinh clia tir dién. Cac doan AB, BC, CD, DA, AC, BD

goi la cac canh clia tu dién. Cac tam giac ABC, BCD, ABD, ACD goi la cac A
mat cua tu dién.

Hai canh khéng di qua mét dinh goi la hai canh déi dién. Ta cé cac cap

canh déi dién la: AB va CD, BC va AD, AC va BD.

Dinh kh6ng nam trén mét mat goi la dinh déi dién véi mat dé. B D
Hinh t& dién c6 bén mat la cac tam giac déu goi la hinh t& dién déu.

Luuy: C

. Td dién déu cd sau canh bang nhau. Hinh 4.33

- Mot ta dién ABCD cé thé coi la hinh chép tam giac, cu thé la hinh chép A.BCD, B.ACD, C.ABD, D.ABC.
ViDu7

Cho hinh t& dién ABCD. Goi M |a trung diém clia

ABva N la diém thudc canh AD sao cho AN = 2ND.

Xac dinh giao tuyén cla cac cdp mat phang sau:

a) (ABC)va (ACD); b) (MNC) va (BCD).

Giai

a) A va C cing thuéc hai mat phang (ABQC) va
(ACD) nén giao tuyén hai mat phang nay Hinh 4.34
chinh la dudng thang AC.

b) Trong mat phang (ACD), vi % + % nén dudng thang MN va BD cat nhau tai mét diém,
goi diém do la K. Vi K va C cung thudc hai mat phang (MNC) va (BCD) nén (MNC) N (BCD) = CK.
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Cho hinh chép S.ABCD v&i ABCD la hinh thang cé day |8n 1a AB. Goi M |4 trung diém ctia SD.
Hay xac dinh giao tuyén clia cac cdp mat phang: (SAD) va (SBC), (MBC) va (SAD).

vViDus

L

L

Luu y:

Trong méat phang (P), cho tt gidc ABCD. Lay diém S nam ngoai mat phang (P). Goi M a trung diém
cta SC. Tim giao diém ctia dudng thang AM va mat phang (SBD).
S

Hinh 5.35
Giai
Trong méat phang (ABCD), goi O la giao diém ctia AC va BD.
Trong méat phang (SAQ), ta c6 dudng thang AM va SO cat nhau tai mét diém, goi diém dé la /.
I 50

Ta co:
aco {so  (SBD)

= | € (SBD) va hién nhién | € AM. Vay I la giao diém cta AM va (SBD).

« D& tim giao diém clia mét dudng thang va mot mat phang, ta c6 thé dua vé viéc tim giao diém clia

dudng thang dé véi mét dudng thang nam trong mat phang da cho.
« Néu/la giao diém clia dudng thang d va mat phang (@) thita con ki hiéula/= dn (@) hodcd N (a) = 1.

Trong mat phang (Q), cho hinh thang ABCD c6 day 16n 1a AD. Lay diém S nam ngoai mat phang (Q).
Goi M la trung diém cta SB. Tim giao diém cla dudng thang AM va mat phang (SCD).

VAN DUNG 2

s

Cat mdét miéng bia thanh nta hinh tron tdam O, dudng kinh AA'. A 0 A’
Trén cung AA’, lay hai diém B, C bat ki (khac A, A’). Dung kéo

cat theo cdc dudng AB, BC, CA’, sau d6 gap gidy theo cac dudng

OB, OC va dan hai mép OA, OA’ lai vdi nhau. Khi do, ta dugc mot B
mo hinh ctia hinh chép (khong cé mat day).

a) Hinh chép nay cé tén goi la gi?

C
Hinh 4.36

b) Bang cach lam nay, muén c¢é mét hinh chép luc giac (khéng déy) thi ta can lay bao nhiéu
diém trén cung AA"?
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4.1.

4.2,

4.3.

4.4,

4.5,

4.6.

Tha diéu la mdt trong nhitng tré choi dan gian dugc nhiéu ban nhé yéu thich. Dé tu thiét ké
mot canh diéu tir gidy va thanh tre c6 nhiéu cach khac nhau, nhung trong truéng hgp don
gian nhat, ngudi ta thudng dung hai thanh tre nep vao gidy va budc nat that nhu Hinh 4.37.
Hai thanh tre nay cé tac dung gi?

Hai thanh tre

Hinh 4.37

Trong mat phang (P), cho hinh binh hanh ABCD. Lay S nam ngoai mat phang (P). Lay M, N

lan lugt la cac diém nam trén céc canh SA, SC.

a) Chitng minh rdng dudng thang MN nam trong mat phang (SAC).

b) Gid sit MN va AC cat nhau tai |, chéing minh Ila diém chung ctia hai mat phang (BMN) va
(ABQ), tir d6 suy ra giao tuyén ctia hai mat phang (BMN) va (ABC).

Cho bén diém khéng dong phang A, B, C, D. Goi M, N |an luot 14 trung diém clia cac doan thang

AB, CD.

a) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (ABN) va (MCD).

b) Goilva Klan lugt la diém trén doan thang AC va AD. Tim giao tuyén cta hai mét phang
(MCD) va (BIK).

Trong mat phang (P), cho t& gidc ABCD. Goi S |a diém khéng thuéc mat phang (P). Lay M, N

lan lugt 1a trung diém clia cac doan thang SA, SC.

a) Xacdinh giao diém K clia dudng thang SD va mat phang (BMN).

b) Goi P la giao diém culia hai dudng thang MK va AD, Q la giao diém cla hai dudng thang
NK va CD. Chiing minh rang ba diém P, Q, B thang hang.

Cé tén tai hay khéng mét hinh chép c6 s6 canh (gém ca canh bén va canh day) cia né la sé 1é2
Visao?

Cho hinh chop 5.ABCD c6 day la hinh binh hanh ABCD. Goi G la trong tam cua tam giac SCD.
a) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SBG) va (SAC).
b) Tim giao diém cGa dudng thang BG va mat phang (SAC).
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@ HAIDUONG THANG SONG SONG
> :

o Vi tri tuong doi ctia hai duong thang trong khong gian

HOAT PONG 1

Pay la anh chup mét géc bén trong can phong. Xem cac SR
mép tudng (canh tudng) la hinh anh cla dudng thang. Hay VL

» ﬂ.\,__
Hmh 4.38

chi ra mét sé cap dudng thang ciing nam trong mat phang
va moét s6 cap dudng thang khéng thé cing nam trong mét
mat phang.

Cho hai dudng thang a va b trong khdng gian. Chi cé thé xdy ra mét trong hai trudng hop sau:
Trudng hop 1. C6 mét mat phang chita a va b. Khi dé ta néi a va b dong phang.
Trong trudng hop nay, ta da biét Ia cé ba kha nang trong bang sau day:

Hinh minh hoa S6 diém chung Vi tri tuong doi

b
%/ Khéng cé diém chung | ava b song song véi nhau a/b

anb=M

a
// / Vé s6 diém chung a va b trung nhau a
a

Nhu vay, ta cé:

- 7 anb={M}
>< Chicé 1 diém chung = ava b cat nhau tai diém M hoac
a

I
o

Hai dudng thang song song la hai duéng thang cling nam trong mét mat phang va khéng
c6 diém chung.

Trudng hop 2. Khong cé mat phang nao chira ca a va b. Khi dé ta néia va b khéng déng phang hoac
a va b chéo nhau hay a chéo véi b. Nhu vay, ta cé:

r/ Hai dudng thang chéo nhau la hai dudng thang khéng déng phang.
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a

1/

;b
;

Hinh 4.39. Minh hoa hai dudng thang chéo nhau  Hinh 4.40. Hai mép khéng cting ndm trong mét mat
cua vién gach la hinh anh hai dudng chéo nhau

ViDU 1

L

Cho hinh chép S.ABCD <6 day ABCD la hinh thang vaéi day I6n la AB. Xét vi tri tuong doi cla

cac cap dudng thang sau day:

a) ABva(CD;

b) AD va BC;

c) SAvaBC.

Giai

a) Dudng thang AB va CD song song do cling nam trong
mat phang (ABCD) va khéng cé diém chung (tinh chat
hinh thang). D C

b) Pudng thang AD va BC cat nhau do cling ndam trong Hinh 4.41
mat phang (ABCD) va la hai canh bén cta hinh thang.

c) Dudngthang SA va BC chéo nhau do ching khéng dong phéng. Thét vay, gia st SA va BC
cung nam trong mét mat phang, suy ra S thuéc mat phang (ABC) hay S thudéc mat phang
(ABCD), diéu nay mau thuan véi gia thiét S.ABCD la hinh chép.

S

A B

Cho tu dién ABCD. Goi M, N 1an luot |a trung diém ctia AB va AD. Chithg minh dudng thang MN
song song vdi dudng thang BD va dudng thang AB chéo vdi dudng thang CD. Hay chi ra thém
mot cdp dudng thang chéo nhau khéc cla ta dién nay.

o Tinh chat hai duong thang song song trong khdong gian

HOAT PONG 2

Cho dudng thang d va diém M khong thuéc d. Vé dudng thang d’ qua M va song song vdi d.
a) Pudngthang d’ cé nam trong mat phang (M, d) khéng?
b) Cé thé vé duoc bao nhiéu dudng thang d’ nhu vay? Vi sao?

DINHLI1 .

] N M alJ
Trong khéng gian, qua mét diém khéng nam trén dudng 4
thang cho trudc, cé6 mét va chi mét dudng thang song song A
vé@i duong thang da cho. Hinh 4.42
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Nhan xét: Cho hai dudng thang song song a va b. C6 duy nhat mét

mat phang chita hai dudng thang do, ki hiéu l1a mp (a, b) (Hinh 4.43). %
B

Hinh 4.43
HOAT PONG 3

Cho hai méat phang (a) va () cat nhau theo giao tuyén c. Mét mat phang (v) cat (a) va (B) lan luot
theo cac giao tuyén a va b.

a) Khiava b cat nhau tai I thi / c6 thuéc c khong?

b) Khiava b song song véi nhau thi a cé thé cit dudng thing c khéng?

PINH Li 2 (DINH Li VE GIAO TUYEN CUA BA MAT PHANG)

Néu ba mat phang phan biét déi mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao
tuyén ay hoac déng quy hoac déi mét song song vdi nhau.

HE Qu‘i Hinh 4.44

Néu hai mat phang phén biét lan luot chira hai duéng thang song song thi giao tuyén
ctia ching (néu co) cling song song véi hai dudng thang dé hoac trung véi mét trong hai
dudng thang dé.

. Hinh 4.45
vipu 2 "
s
[ Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Xac dinh '
giao tuyén clia cdc mat phang (SAB) va (SCD). d
Giai
Cac mat phang (SAB) va (SCD) cé diém chung la S va lan luct chia b
hai dudng thang song song la AB va CD nén giao tuyén ctia chung g A
‘ la duong thang d di qua S va song song véi AB, CD (Hinh 4.46). Hinh 4.46
TOAN 11
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Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang (AB // CD). Goi M 1a mét diém thudc doan SA
(M khac S va A). Xac dinh giao tuyén clia cac mat phang (SAB) va (MCD).

ViDu 3

Cho t dién ABCD. Goi cac diém M, N, P lan luot la trung diém cta AC, BC va BD. Goi Q la
giao diém ctia AD va mat phang (MNP). Xét vi tri tuong dbi cia ba dudng thang MQ, NP, CD.
A

Giai
Tacé: MQ= (MNP)n (ACD);

NP = (MNP) N (BCD);

CD = (ACD) n (BCD).
Theo Dinh li 2, ta c6 MQ, NP, CD hoac déi mét song song hoac
déng quy. Mat khac, NP / CD (NP la dudng trung binh cua
tam giac BCD) nén ta c6 MQ, NP, CD d6i mét song song nhau.

Hinh 4.47

Cho hinh chép S.ABC. Goi I va J lan lugt |a trung diém ctia AB va AC. (P) la mat phang chira U
va cat SB, SC lan luat tai K, L. Chirng minh rang IJLK |14 hinh thang. Néu K |a trung diém SB thi
t giac LK |3 hinh gi?

HOAT PONG 4

Quan sat hinh moét canh ctra. Khung clra [a mot hinh chit nhat va
d, d, la hai dudng thang chiia hai canh hinh chir nhat, mép ctra la
hinh anh dudng thang A (Hinh 4.48). Khi canh ctia xoay, hay nhan xét
vé vi tri tuong déi gitta A véi d,?

Tong quat, trong khong gian, ngudi ta chiing minh duoc dinh li sau day:
DINH Li3

L]

Hai dudng thang phan biét cing song song véi duong thang
th ba thi song song véi nhau.

Khi hai dudng thang a, b ciing song song vdi dudng thang ¢, ta ki hiéu
a / b / cva goila ba dudng thang song song.

Hinh 4.49
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ViDU 4

Cho tut dién ABCD. Goi M, N, P, Q, Rva Slan luct la trung diém cuia cac doan thang AC, BD, AB, CD,
AD va BC. Chiing minh rang cac doan thang MN, PQ, RS déng quy tai trung diém ctia méi doan.

Hinh 4.50

Giai
Ta cé: PR la duong trung binh ctia tam giac ABD, suy ra PR / BD va PR = %BD (1).
QS la dudng trung binh ctia tam giac BCD, suy raQS # BDva QS = %BD (2).

T (1) va (2) suy ra PR / QS va PR = QS, suy ra PRQS la hinh binh hanh va do dé hai dudng thang
PQ va RS cat nhau tai trung diém G cia méi dudng.

Tuong tu, MRNS la hinh binh hanh nén RS cat MN tai trung diém G.

Vay ba dudng thang MN, PQ, RS déng quy tai G.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la ti giac ABCD. Goi M, N, P, Q lan lugt la trung diém clia cac
doan thang AB, AD, SD, SB. Chitng minh rang MNPQ 14 hinh binh hanh.

VAN DUNG

a) Hinh4.511a métloaithang nhém chir A dugc két hop tirhai nhanh
la hai thang don. Hay chi ra hinh anh mét s6 cap dudng thang
song song & mbi nhanh cla thang. Cac bac thang & hai nhanh
khac nhau cé song song véi nhau khong? Vi sao?

b) Hay néuthém mdtsé dé vat xung quanh 6 hinh dnh la cac dudng
thang song song.

. Hinh 4.51
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4.7.

4.8.

4 .9.

4.10.

4.11.

Cho t& dién ABCD. Goi M, N 1a hai diém phén biét cing thudéc dudng thang AD va P, Q la hai
diém phan biét cing thudc dudng thang BC. Xét vi tri tuong déi clia hai dudng thang MQ, NP
va vi tri tuong déi ctia hai dudng thang MP, NQ.

Gian gido la thiét bi chuyén dung dugc strdung tai hau hét cac cong trinh xay dung (Hinh 4.52a).
Cé nhiéu loai gian gido khac nhau, trong d6 phé bién nhat |a loai gian gido khung (gian gido H)
(Hinh 4.52b). Hay chi ra mét s6 hinh anh ctia nhitng dudng thang song song, chéo nhau va cat
nhau trén moét gian gido khung.

>i

a) Gian gido trong céng trinh b) Gian giao khung (gian gido H)
Hinh 4.52

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh ABCD. Goi M |a mét diém di déng trén canh SC.

a) Tim giao diém N ctia SD va mat phang (ABM).

b) Goi I la giao diém cua hai dudng thang BM va AN. Ching minh rang I ndm trén mét
dudng thang cé dinh khi M di déng trén canh SC.

Cho t dién ABCD. Goi M, N lan luct la trung diém clia cac canh AB, CD va G la trung diém clia

doan MN.

a) Tim giao diém A’ clia dudng thang AG va mat phang (BCD).

b) Qua M, ké dudng thang Mx song song vé&i AA’ va Mx cét (BCD) tai M'. Chiing minh B, M’, A’
thang hang vaBM' = M'A’ = A'N.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la ti gidc ABCD. Goi M, N lan lugt la trong tam clia cac tam giac
SAB, SAD. Lay I la trung diém ctia doan BC.

a) Chidng minh rang MN // BD.

b) Goi L, Hlan lugt la giao diém ctia SB, SD v&i mat phang (MNI). Chiing minh rang LH // BD.
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@ PUONG THANG VA MAT PHANG SONG SONG
2 .
o Pudng thang va mat phang song song trong khéng gian

HOAT PONG 1

Hinh 4.53 la ké khung sat, xem cac thanh sat xung quanh 1a hinh &nh
ctia nhitng dudng thang va bé méat tang trén cling ctia ké (bang gé) la
mot phan ciia mat phang (P). Bé trang tri ké sach nay, Nam té mau dé
nhitng duéng thang cé diém chung vdi (P), t6 mau xanh nhitng duéng
thang khéng c6 diém chung véi (P) dé guii cho thg san. Hay chiranhing
thanh sat nao can té mau do, nhitng thanh sat nao can té mau xanh.

Hinh 4.53

[/ Budng thang va mat phang dugc goi la song song véi nhau néu ching khéng cé diém chung.

ViDu 1

Quan sat mét quyén sach (tir dién), xem cac mép bia, mép gay
sach la hinh &nh ctia nhiing dudng thang (Hinh 4.54) va mat bia
duéi quyén sach la mét phan ctia mat phang (P). Hay chi ra cac
dudng thang song song vdi (P).

Giai

Cac duong thang song song véi mat phang (P)gémd,, d, vad,. Hinh 4.54

Cho dudng thang d va mat phang (a). Tuy theo s6 diém chung ctia d va (), ta cé ba vi tri tuong doi
sau day:

Khong c6 d song song vdi (@) d / (a)
/ / diém chun ] ]
@ g (a) song song vdi d (@) #/ d
N 0
< Chi o6 o . dnl =i,
I~ . d va (@) cat nhau tai / Ta thudng viét
& N 1 diém chung
N dna) =1

Ax(’/—?/ cotu2 d:lenm d ném trong (a) hay (@) chira d Jelm

chung tré lén hay (a) > d
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Luu y: Trong Vidu 1, dudng thang d, nam trong (P), con hai dudng thang d, va d, cdt mat phang (P).

Trong phong hoc, quan sat ban hoc sinh, xem mat ban la mét
phan ctia mat phang (P), néu mét s6 hinh dnh ctia dudng thang
song song v&i mat phang (P). L

Hinh 4.55

o Piéu kién va tinh chat cia dudng thang va mat phang song song

HOAT PONG 2

Cho hai dudng thang d va d’ song song véi nhau va mét mat phang (a) chia d' nhung khéng
chia d. Goi () 1a mat phang chia d va d'.

a) Xac dinh giao tuyén cta (a) va (B).

b) dva (@) cé diém chung hay khéng? Vi sao?

PINH L 1 (PIEU KIEN DE PUONG THANG SONG SONG VG1 MAT PHANG)

Néu dudng thang d khéng nam trong mat phang (@) va d song song véi dusng thang d’
nam trong (a) thi d song song véi ().

B

Hinh 4.56
ViDU 2

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh ABCD. Goi
O la giao diém cla hai dudng chéo AC va BD, lay diém M
la trung diém clia SA. Chiing minh rang dudng thang OM
song song v&i mat phang (SCD).

Giai

Ta c6 OM khong chira trong (SCD), OM song song véi SC
(OM la dudng trung binh clia tam giac SAC) va SC C (SCD),
suy raOM // (SCD).

Hinh 4.57
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Cho té dién ABCD. Goi M, N, P lan luot la trung diém ctia AB, AC, AD. Cac dudng thang MN, NP, PM
cé song song véi mat phang (BCD) khéng? Vi sao?

HOAT PONG 3

Cho dudng thang a song song véi mat phang (@). Goi () la méat phang chira a va () cat () theo
giao tuyén b. Héi b va a cé thé cé diém chung hay khéng? Vi sao?

DINH LI 2

Cho dudng thang a song song vdi mat phang (@). Néu mat phang () cha a va cat (o) theo
giao tuyén b thi b song song véi a.

Hinh 4.58

ViDu 3

L

Cho tu dién ABCD. Lay M thudéc doan thang BC sao cho BM = 2MC. Goi (a) la mat phang qua M
va song song vdi cac dudng thang AB va CD. Xac dinh giao tuyén cia mat phang (@) vdi cac
mat phang (ABC), (ACD), (BCD), (ABD).

Giai

Mat phang (a) di qua M va song song véi AB nén (@) cat
mat phang (ABC) (chita AB) theo giao tuyén d di qua M va
song song vdi AB. Goi Q la giao diém clia d véi AC.

Tuong tu, (@) song song véi CD nén (a) cit (ACD) va (BCD) (la
cac mat phang chia CD) theo cac giao tuyén QP va MN cling
song song v&i CD(P € AD, N € BD).

Vay (@) N (ABD) = NP.

A

Hinh 4.59

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 déy ABCD la hinh binh hanh. Lay [ 1a diém thudc canh BC (I khéc B
va C). Goi (@) 1a mat phang qua I va song song véi cac dudng thang AB va SD. Tim giao diém
cla cac dudng thang AD, SA, SB véi mat phang ().
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Tu Binh li 2, ta c6 hé qua sau:

B =

Néu hai mat phang phan biét cing song song véi mét dudng thang

thi giao tuyén ctia chiing (néu cd) cling song song vdi dudng thang dé.

G Hinh 4.60,(a) 7/ d,(B) # dvala)n () =d’,suyrad / d'.

Hinh 4.60

HOAT PONG 4

Cho hai dudng thang chéo nhau a va b. Lay diém M bat ki

thuéc a. Qua M ké dudng thang b’ song song véi b. Goi (@) |a M b
mat phang xac dinh bdi a va b’. Hay nhan xét vé vitrituong /) \J
déi cta bva(a)?

Hinh 4.61

PINHLI 3

Cho hai dudng thang chéo nhau, cé6 duy nhat mét mat phang chia dudng thang nay va
song song vdi dudng thang kia.

ViDU 4

| Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD |a hinh binh hanh. Goi M la trung diém cta doan AD.
Xac dinh mat phang chita SD va song song véi BM.

Giai

Goi N la trung diém cia BC, tac6 MD / BN vaMD = BN = %BC nén MBND la hinh binh hanh.
Suy ra BM /#/ ND, ma ND c (SDN) nén BM // (SDN).

Vay (SDN) la mat phang chira SD va song song véi BM.

Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh thang ABCD, AD song song BC va AD = 2BC. Xac dinh
mat phang chita SB va song song véi CD.
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VAN DUNG

Trong gi& ra chai, khi thdo ludn vé hinh hoc khéng gian, ban An khdng dinh rang: “Hai dudng
thang phan biét cing song song véi mét mat phang thi chung song song vdéi nhau”. Ban Mai
cho rang day la mét khang dinh sai, Mai muén tim cac hinh anh vé dudng thang va mat phang
trong thuc té dé minh hoa cho y kién clia minh. Dua vao cac dé vat xung quanh phéng hoc,
hay giap Mai chi ra mét vi du dé thay khang dinh clia An |a sai.

BAITAP

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

Cho mat phang (P) va hai dudng thang song song a, b. Ménh dé nao dung trong cac ménh dé
sau day:

a) Né&u (P) song song vdi a thi (P) cling song song vdi b;

b) Né&u (P) song song vdi a thi (P) song song vdi b hodc chiia b;

c) N&u (P) song song vdi a thi (P) chita b;

d) Né&u (P) cat a thi (P) cling cat b;

e) NE&u (P) cat a thi (P) c6 thé song song vdi b;

g) NE&u (P) chira a thi (P) song song véi b.

Cho t& dién ABCD. Goi G, G’ lan lugt la trong tdm cua tam giac ABC, ACD. Ching minh rang
dudng thing GG’ song song vai hai mat phang (ABD) va (BCD).

Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cung nam trong mét mat phang.

a) Goi Ova O’ lan lugt Ia tam cha cac hinh binh hanh ABCD va ABEF. Chiing minh rang dudng
thang OO’ song song vdi cdc mat phang (ADF) va (BCE).

b) Goi M va N lan lugt la trong tdm clia hai tam gidc ABD va ABE. Chiing minh rang dudng
thang MN song song v8i mat phang (CEF).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la mét t& giac 16i. Goi O la giao diém cuta hai dudng chéo
AC va BD. Mat phang () di qua O, (@) song song vdi AB va SC. Xac dinh giao diém clia (a) véi cac
duéng thang SA, AD, BC.

Trong gid hoc béng d4, khi hai ban Nam va Mai lai gan khung thanh tha mén, ban Nam khang
dinh thanh ngang trén cling ctia khung thanh va béng ctia né |a hinh anh cda hai dudng thang
song song. Ban Mai cho rang hai dudng thang nay chua chac song song vi con phu thudc vao
hudng ctia anh sang Mat Trdi nita. Hay cho biét ai dung, ai sai. Vi sao? Biét rang, Mat Trdi cach
xa Trai Dat nén cac tia sdng cé thé xem la nhitng dudng thang song song.

%ﬁl'.llll:lllllillll II: I|Ii|,||'II j{i

IT]- II| II ]| li |I|i|}| !Il[llljll =| |I =I -[.
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Hinh 4.63
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4

- 2
ill HAI MAT PHANG SONG SONG

v .
& cac trung tam thuong mai, siéu thi I6n, san bay,... ta thudng thay cac thang cuén. Ching chuyén
déng dang bang tai di chuyén |én trén hay xuéng dudi, cac bac thang chuyén déng an khép véi nhau
theo quy dao la mét vong khép kin. Diém chu y la khi di chuyén, cac bac thang luén tao ra nhing
bé mat bang phang gitip con ngudi diing vitng. Cac bac thang nay la hinh anh ctia nhitng mat phang
song song trong khéng gian.

Hinh 4.64 Hinh 4.65

0 Hai mat phang song song trong khéng gian
HOAT PONG 1
Xét hai bac thang lién ti€p ctia mét cau thang & Hinh 4.66. Xem

hai bé mat bac thang la hinh anh cta hai mat phéng (B, (P):
Hay nhéan xét vé s6 diém chung ctia mat phang (P,) va (P,).

Hinh 4.66

I/ Hai mat phang dugc goi la song song vai nhau néu ching khéng ¢é diém chung.

Néu hai mat phang (@) va (B) song song véi nhau, ta ki hiéu la (@) 7 (B) hay (B) / (a).

L/
L/

Hinh 4.67. Hinh biéu dién hai mdt phdng song song | Hinh 4.68
G Hinh 4.68, cac dai tdm quang dién clia hé théng dién mat trai [a hinh anh cGia nhitng mat phéng
song song.
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Cho hai mat phang (@) va (). Tuy theo s6 diém chung cua (@) va (§), ta c6 ba vi tri tuong déi sau day:
Hinh minh hoa S6 diém chung Vi tri tuong doéi

/( () song song vdi () (a) 7 ()
- Khong coé diém chung hay hay
A( (B) song song véi (a) B) 7 (a)

C6 vo so diém chung

thdng hang (@) cat (B) theo giao tuyénd | (a) N ([) =d

B &

Cé it nhat 3 diém chun
Khona thing h: : (@) trung vai (B) (@) = (P)
@ =@ ong thang hang

ViDU 1

T Cho hai mat phang song song (@) va (). Pudng thang d nam
trong (). Héi d va () cé diém chung khéng? /N /
Giai .
Gid s d va () 6 diém chung la M, suyraMe (f) va M ed.
Mat khac, d c (@) nén Me (a), tr d6 ta c6 Me (a)n(P), / /
diéu nay mau thuan gia thiét (a) / (B). Vay d va (8) khéng co /B
diém chung. Hinh 4.69

Luuy: Néu (@) 7 (B)vad c (a) thid // (B).

Khang dinh sau day dung hay sai? Vi sao?
"Néu hai mat phang (P) va (Q) song song vd&i nhau thi moi dudng thang nam trong (P) déu
song song hoac chéo véi moi dudng thang nam trong (Q)."

0 Tinh chat ca hai mat phang song song trong khéng gian
HOAT PONG 2

Cho hai mat phang (@) va (). Biét rang hai dudng thang a va b ndm trong (e) sao cho a // (3) va
b // (B).

a) Visao (@) va(B)la hai mat phang phén biét?

b) Néu (a) cat (B) theo giao tuyén c thi ¢ cé song song véi a va b hay khéng?

c) Néu a cat b tai M thi (@) va (P) cé thé cé diém chung hay khéng?

PINH Li 1 (PIEU KIEN DE HAI MAT PHANG SONG SONG)

Néu mat phang (@) chua hai duong thang cét nhau a, b va g, b cung song song vdi
mat phang (f) thi (@) song song véi ([).
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vibu2
[ Chotu dién ABCD. Goi G,, G,, G, lan lugt |a trong tédm clia céc
tam giac ABC, ACD, ABD. Chiing minh mat phang (G,G,G)
song song véi mat phang (BCD).

Giai

Goi M, N, P1an luat la trung diém ctia BC, CD, DB (Hinh 4.70).

_2.
31

TachMe AG. va i1 _ 2.y AG, v 5 A6,
ach:Me VaAM TNe AN

AG

A
AF =5 Dodé ="t

AG, AG
ViMN c (BCD)nén G, G, # (BCD). Tuong tu, 7+ AM AP ,suyraG G, / MP.
ViMP C (BCD)nén G, G, / (BCD). Vay (G,G,G,) / (BCD).

suyraG, G, / MN. Hinh 4.70

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P |an lugt Ia trung diém cua
SA, SB, SC. Chirng minh rang mat phang (MNP) song song véi mat phang (ABCD).

HOAT PONG 3

Cho diém A nam ngoai mét mat phang (). Trong (), lay hai
dudng thang cat nhau a va b.Vé cac dusng thang d,, d, qua A va
lan luot song song véi a, b. Goi () la mét phang xac dinh béi d,
va d,. Mat phang (a) va (B) cé diém chung khéng? Vi sao?

a
DINH LI 2
Qua mét diém nam ngoai mét mat phang cho trudc, cé mét va B
chi mot mat phang song song véi mat phang da cho.

Hinh 4.71

ViDu3 A

Cho tr dién ABCD. Xac dinh mat phang qua trung diém / ctia doan

AB va song song véi mat phang (BCD). / N
Giai

Trong tam gidc ABC, vé dudng thang qua / va song song véi BC,
cat AC tai M (tic IM 1a dudng trung binh clia tam gidac ABC),
suyralM / (BCD)(1).

Tuong tu, trong tam giac ABD, vé dudng thang qua /, song song C

v&i BD va cadt AD tai N, tacé IN / (BCD) (2). Hinh 4.72
Tu (1) va (2) suy ra (IM, IN) # (BCD), do d6 mat phang (IMN) la mat phang can tim.

B D
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Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh binh hanh ABCD. Lay M la trung diém ctia doan AD.
Goi (a) la mat phang qua M va song song véi mat phang (SAC). Xac dinh giao tuyén clia (a) vdi
cac mat ctia hinh chép da cho.

Tu Binh i 2, ta c6 hé qua sau:

HE QUA

>/-Né'u dudng thang d song song vdi mat p
phang (a) thi qua d c6 duy nhat mot mat // /%
B B\

phang song song vai ().

- Hai mat phang phan biét cing song song vdi

mat phang thi ba thi song song véi nhau.

« Cho diém A khéng nam trén mat phang (a).
Moi dudng thang di qua A va song song véi 4

(@) déu ndm trong mat phang (B) di qua Ava

song song vdi (a). Hinh 4.73 Hinh 4.74

ViDU 4

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 déy la hinh binh hanh ABCD.
a) Xacdinh cacgiao tuyén d,, d, clia cac cap mat phang (SAB) va (SCD), (SAD) va (SBQ).
b) Goi E la dinh thif tu cta hinh binh hanh SACE. Chiing minh rang ba dudng thang d, d, va
SE dong phang.
Giai
a) Hai mat phang (SAB), (SCD) cé diém chung la S va lan luot
chia hai dudng thang song song la ABva CD nén
(SAB)N (SCD) =d,,véid, quaSvad, 7/ AB / CD.
Tuong tu, (SAD) N (SBC) = d,, véid,qua Svad, / AD // BC.
b) Tacé SE // AC = SE // (ABCD).
d. / AB=d, // (ABCD).
d, / AD = d, // (ABCD).
Ba dudng thang d,, d, va SE cung di qua diém S va cing song song vdi mat phang (ABCD)

nén theo Hé qua ctia Pinh |i 2, ching déng phang.

Hinh 4.75

Cho hinh chép S.ABC. Goi M la trung diém clia SA. Mét dudng thang d di qua M va song song vdi

mat phang (ABC) nhung khéng song song véi BC. Xac dinh giao diém ctia d véi mat phang (SBQ).

HOAT PONG 4

Cho mat phang (Y) cat hai mat phang song song (@) va (B) lan lugt theo hai giao tuyén a va b.
Héi a va b cé diém chung hay khéng? Vi sao?
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PINHLI 3

Cho hai mat phang song song. Néu mét mat phang cat
mat phang nay thi ciing cat mat phang kia va hai giao tuyén
song song vdi nhau.

G Hinh 4.76,ta c6: Néu (Y) N (@) = a thi (Y) N (B) = b, hon nitaa / b.
viDus

L

Cho tirdién ABCD. Goi M, N, P1an luct la trung diém ctia AB, AC, AD.
Lay /, K |a hai diém bat ki lan luot trén MN, MP. Hai dudng thang Al, Hinh 4.76
AK lan lugt cat BC, BD tail’, K'. Chiing minh rang IK / I'K’.

Giai

Taco MN / BC (duang trung binh ctia tam giac ABC), ma BC ¢ (BCD)
nén MN / (BCD).

Tuong tu, ta c6 MP // BD (dudng trung binh tam gidc ABD), nén
MP /7 (BCD).

Tir do suy ra (MNP) // (BCD).

Mat khac, mat phang (AI'K’) cat hai mat phang (MNP) va (BCD)
lan luct theo hai giao tuyén la IKval'K' néntacd IK / I'K'.

Cho hinh chép 5.ABCD cé day la hinh thang ABCD véi day I6n AD = 2BC. Goi /, K lan lugt la

trung diém ctia AD va SD.

a) Chung minh rang (SAB) / (CIK).

b) Goi O la giao diém cua hai dudng chéo AC, BD. Lay M la diém bat ki trén doan CD,
dudng thang OM cat Cl, AB lan luot tai N, P va SM cat CK tai Q. Chiing minh rang SP # NQ.

D oinhliThales

HOAT DONG 5

Ak
Cho ba mat phang déi mét song song (P), (Q), (R) cat hai dudng <

théng d, d’ 1an luct tai A, B, Cva A’, B', C'. Goi B, |a giao diém cla /B LAB/\B
dudng thang AC' va mat phang (Q). Tim mai lién hé gitia cac ti sé I : \‘\'\

AB . AB, AB . AB, AB . AB 4( c—— N¢

Tva BICFIB;C;\Ia BICHT\@W' !' \

Hinh 4.78
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DINH Li 4 (DINH Li THALES)

Ba mat phang d6i mét song song chan trén hai cat tuyén bat ki nhitng doan thang tuong ting
tilé.

Néu d, d’ 1a hai cat tuyén bat ki cat ba mat phang song song (P), (Q), (R) lan luot tai cac diém A, B, C

TR . AB _ BC _ CA .
va A, B, C" (Hinh 4.78) thi B CBC - CA

ViDU 6

s

Hinh 4.79 |a ké sach gb c6 bén mat ké, véi thanh gé ding (xem nhu dudng thang d,) va thanh
g0 xién (xem nhu dudng thang d)). Gia d& cac mat ké xuat hien & cac vitri A, B, C, D, E, F, G, H.
Biét rang EF =32 cm va cac diém A, B, C, D cach déu nhau. Cac mat ké dat song song véi mat dat.
Tinh dé dai HE.

Giai

Cac mat ké sach dat song song v&i mat dat nén 1a hinh anh cta
cac mat phang song song nhau, ta ki hiéu cdc mat phang tur day
ké sach |én trén lan luot Ia (P), (P), (P,), (P). Ap dung dinh li Thalés
cho ba mit phang (P), (P,), (P, véi hai cat tuyén (d)), (d,) ta co:
FG _ GH FG _ BC FG _ BC _

T_ cD hay GH _CD méBC=CDnénm—ﬁ— 1.
Suy ra FG = GH.
Tuong ty, ap dung dinh li Thalés cho ba mat phang (P), (P)), (P,)
vdi hai cat tuyén (d), (d,), ta c6 EF = FG. et
TudésuyraGH=FG =EF=32cm.
Vay EH = EF + FG + GH =96 cm.
Hinh 4.79
Cac ké trong ngan mat cla ta lanh cé thé xem la hinh " : ) *—;
anh ctia cac méat phang (Hinh 4.80). Théong tin tir nha S / Ké ta
san xuat la cac ké nay duoc lap song song véi nhau. g —
B& mat bén trai va bén phai cla tu lanh co cac gia dé = : -a_\Gié ds
bén dudi cac ké. Néu cac gia d& & mat bén trai cdch déu U A _i\
nhau mét khoang 15 cm thi cac gia dé & mat bén phai —
cach nhau bao nhiéu? Visao? /
Hinh 4.80
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@ Hinh lang tru va hinh hop

Trong Vat li, lang kinh 1a mét dung cu quang hoc, cau tao tir mét khéi chat trong suét, déng chat (nhua,
thuy tinh...) dugc dung dé khuc xa, phan xa va tan xa anh sdng sang cac mau quang phé. Lang kinh
thudng cé dang la mot hinh lang tru tam giac (Hinh 4.81).

-

Hinh 4.81
1. Hinh lang tru

HOAT PONG 6

Cho hai mat phang song song (@) va (a’). Trén (), lay tam gidc ABC. Qua céc dinh A, B, C, ta vé
cac dudng thang song song vai nhau va cat (a') lan luot tai A, B, C'. Cac ti giac ABB'A’, BCC'B/,
ACC'A’ 1a hinh gi? Hay nhan xét vé hai tam gidc ABC va AB'C'.

5,

Cho hai mat phéng song song («) va (a). Trén (a), cho da gidc 16i A A, ...A . Qua cac dinh
A,A,...,A tavécacdudngthing song song vdinhauva cat(e)lanluottaiA,', A),.., A ",
HinhgémhaidagiacA A,...A , A A ...A 'vacichinhbinhhanhA A 'AA A AJAA, ...
A A'A’A, dugcgoila hinh lang tru va dugc ki hiéula A A, ... A .A'A)..A

@ Ghi cha:
+ Haidagidc A A,...A vaA A’ .. A’ dugcgoilahai mat day
ctia hinh Iang tru. Hai mat day cua hinh lang tru c6 cac canh A ‘ W o
tuong Ung song song va bang nhau.
» CacdoanthangA A AzAZ, AnAn' duoc goila cac canh bén
ctia hinh lang tru. Cac canh bén ctia hinh lang tru bang nhau va

song song v&i nhau.
- Cac hinh binh hanh A, A'A/A, ALAJAJA, .., A A'A’A, Az u l,an

dugc goi la cac mat bén ctia hinh lang tru. \
« Cacdinh ctia hai mat day dugc goi la cac dinh ctia hinh lang tru.
+ Cac canh clia hai mat day dugc goi la cac canh day cta hinh

lang tru.
Hinh 4.82. Minh hoa dinh nghia

vdin=5
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Ngudi ta goi tén ctia hinh lang tru dua vao tén da gidc day, chdng han hinh lang tru c6 day la tam giac,
tu giac, luc giac thi tuong (ng dugc goi la hinh lang tru tam giac, hinh lang tru tu giac, hinh lang tru

luc giac (Hinh 4.83).

Hinhlang trutam gidc ~ Hinh lang tru tur giac Hinh lang tru luc giac
Hinh 4.83
vibu7

L

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C". Goi M va M’ lan lugt la trung diém clia cac canh ABva A'B'.
Chiing minh rang CM song song véi CM'.

Giai

Xét & giac MBB'M’,taco6 MB / M'B'vaMB = M'B’ = %AB nén MBB'M’
la hinh binh hanh, suy ra MM’ song song BB'.

Mat khac, BB' song song CC’ nén ta c6 MM’ song song CC’ va do do
M, C,C', M’ déng phang.Mat phang (MCC'M’) c&t hai mat phang (ABC)
va (A'B'C’) lan luot theo hai giao tuyén CM va C'M’, ma mat phang
(ABC) va (A'B'C’) song song vdi nhau nén CM song song véi CM'.

Cho hinh lang tru t gidc ABCD.A'B'C'D’. Goi O la giao diém ctia ACva BD, O’ la giao diém clia
A'C' va B'D'. Ching minh rang AO song song A'O'.

2. Hinh hop

I/ Hinh lang tru c6 day la hinh binh hanh dugc goi la hinh hop.

Ghi cha:

» Hinh hép c6 sdu mat (bén mat bén va hai mat ddy) déu la nhing hinh
binh hanh. Méi mat cé mét mat song song vdi né, hai mat nhu thé
goi la hai mat déi dién.

« Hinh hép cé tam dinh, hai dinh cia hinh hép goi la hai dinh déi dién
néu ching khéng cling nam trén mét mat nao. Poan thang néi hai
dinh déi dién goi la dudng chéo clia hinh hop. Hinh 4.85
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vipus A

Cho hinh hép ABCD.A’B'C’D’. Chiing minh rang hai mat phang ”
B)

(AB'D’) va (C'BD) song song vai nhau.

Giai D
ABCD.A'B'C'D' |a hinh hép nén ta cé BB' // DD’ (ciing song song CC')

va BB’ = DD’ (cing bang CC"). B C

Suy ra BDD'B’ |a hinh binh hanh, do dé BD / B'D'. Hinh 4.86

Mat khac, B'D’  (AB'D’), suy ra BD /# (AB'D’) (1).

Chung minh tuong ty, ta cd AD / B'C’ va AD = B'C’, suy ra ADC'B’ la hinh binh hanh.
Tudé, tacd DC' #/ AB', ma AB’ c (AB'D')nén DC" // (AB'D’) (2).

T (1) va (2) suyra (C'BD) // (AB'D’).

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chiing minh rang bén dudng chéo clia hinh hép cat nhau tai

trung diém ctia méi dudng.

BAITAP

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

Cho hinh choép S.ABCD c6 déy la hinh thang ABCD véi day I6n la AD, AD = 2BC. Goi I, K, L
lan lugt la trung diém cha doan AD, SA, SD. Ching minh rang (SAB) / (ILC) va (SCD) // (BIK).
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N lan luot |a trung diém
ctia SA va SD.

a) Chdng minh rang (OMN) / (SBQ).

b) Goi P, Qlan lugt la trung diém cia AB, ON. Chiing minh réng PQ # (SBQ).

Sau khi gan ké treo tudng bing gé (Hinh 4.87), ban Nam
chuan bi dat do trang tri Ién nhung lai lo lang ké bi nghiéng,
cac d6 dac sé bi roi va. Ban Binh dé xuat véi ban Nam: "Chi can

dung moét vién bi dat [én vai vi tri trén ké, néu vién bi ding ¥
yén thi yén tam, néu vién bi ldn xudng thi phai chinh lai ké". mg—

Xem mat ké va mat dat lan luct |a hinh anh ctia mat phang (P)
va (Q). V&i cach lam chia ban Binh, néu vién bi lan xuéng dat Hinh 4.87
thi (P) va (Q) c6 song song véi nhau khéng? Visao?

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’. Goi M, M’ lan lugt la trung diém clia cac canh BC, B'C'.

a) Tim giao diém clia mét phang (AB'C’) véi dudng thang AM.

b) Tim giao tuyén d cGia hai mat phang (AB'C’) va (BA'C').

¢) Tim giao diém G clia dudng thiang d véi mat phang (AM’M). Chiding minh G la trong tdm cla
tam giac AB'C".

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chitng minh rang:

a) Hai mat phang (BDA') va (B'D’C) song song vdi nhau.

b) Pudng chéo AC" di qua cac trong tém G, va G, ctia hai tam giac BDA' va B'D'C.

) G,vaG,chiadoan AC' thanh ba phan bang nhau.
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@ PHEP CHIEU SONG SONG
~

Ban An trong rau cdi mam trén mdt manh dat hinh
chit nhat va quyét dinh lam mai che cho rau. Ban
dung bén cdy coc & bén géc manh dat, réi giang
mot tdm ludi che trén bén dinh coc nhu Hinh 4.88.
Visao luc 9 gio 30 phut sang, béng ram ctia luéi che
lai khéng phu toan bé rau ma léch sang mot bén?

Hinh 4.88

o Phép chiéu song song
HOAT PONG 1

Cho mdt phang (@) va dudng thang A cét (a). Ly M 1a diém bat ki trong khéng gian. Qua M,
vé dudng thang d song song véi A. Héi d va (a) c6 diém chung hay khéng?

&

Cho mat phang () va dudng thang A cat(a). Véi méi diém M trong khéng gian, dudng thang
di qua M va song song hoac tring vdi A sé cat (@) tai diém M’ xac dinh. Diém M’ dugc goi la
hinh chiéu song song (hoac anh) ctia diém M trén mat phang (@) theo phuong A.

Phép dat tuang ting méi diém M trong khéng gian vai hinh chiéu M’ ctia né trén mat phang
(@) dugc goi la phép chiéu song song 1én (@) theo phuong A.

Néu H la mét hinh nao dé thi tdp hop H' céc anh M’ clia tat cd nhirng diém M thuéc H duoc
goi la hinh chiéu song song (hoac anh) ciia H qua phép chiéu song song noi trén.

Mat phéng (@) goi la mat phang chiéu. Phuong A goi la phuong chiéu.

A \M
/1/ NoNM

Hinh 4.89
Luu y: Néu mét dudng thang ¢d phuong triung véi phuong chiéu thi hinh chiéu ctia dudng thang dé
la mot diém. Sau day, khi néi dén hinh chiéu clia dudng thang, ta chi xét cac hinh chiéu cia nhiing
dudng thang cé phuong khéng tring véi phuong chiéu.
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ViDU 1

| Cho hinh chép S.ABCD. Goi M la trung diém ctia SA. Tim hinh chiéu
song song cla diém M trén mat phang (ABCD) theo phuong cua

dudng thang SC.

Giai

Goi M’ la trung diém clia doan AC, ta c6 MM’ la dudng trung binh

clia tam giac SACnén MM’ // SC.Ta lai c6 MM’ cat (ABCD) tai M’, suy ra Hinh 4.90

M’ |a hinh chi€u song song ctia M trén mat phang (ABCD) theo phuong SC.

Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Goi O la giao diém hai dudng chéo AC va BD. Tim hinh chiéu
song song cla diém O trén mat phang (A'B'C’'D’) theo phuong AA'.

0 Tinh chat ctia phép chiéu song song
HOAT PONG 2
Cho hinh lang tru tam giac ABCA'B'C’. Lay M la trung diém cha AB va G la trong tam cla tam
giac ABC. Goi M, G’ lan luat 1a hinh chiéu song song clia M va G trén mat phang (A'B'C’) theo

phuong AA". Hay nhan xét vé vi tri tuong déi clia ba diem M, G, C'?

PINH Li

>)/ a) Phép chiéu song song bién ba diém thang hang thanh ba
diém thang hang va khéng lam thay déi tha tu ba diém dé.
b) Phép chiéu song song bién dudng thang thanh dudng
thang, bién tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thang.

c) Phép chiéu song song bién hai duong thang song song
thanh hai duéng thang song song hoac triing nhau.

d) Phép chiéu song song khéng lam thay déi ti s6 dé dai cta hai
doan thang nam trén hai dudng thang song song hoéc cling A
nam trén mét dudng thang.

BJ’
Hinh 4.92

fr-Tm ;H AB_A'B AB :ﬂ
Fc J o O CD " S
N\ A B B A B C D

Hinh 4.93 Hinh 4.94 Hinh 4.95
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vibu2

| Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan lugt la trung diém clia cac

doan thang AD, BC. Lay P, Q lan lugt la hai diém trén canh SB, SA sao cho % ===

a) Tim anh cla cac doan thang MN, PQ va tam giac MNP qua phép chiéu song song lén
mat phang (SCD) theo phuong AD.

b) Hay nhan xét vé vi tri tuong déi ctia dnh hai dudng thang MN, PQ qua phép chiéu trén.

Giai

a) Anh clia M va N qua phép chiéu song song lén mat phang
(SCD) theo phuong AD lan lugt 1a C va D nén anh ciia MN
qua phép chiéu nay la CD.
Trong (SAD) vé QQ’ song song AD (Q" & SD), trong (SBC)
vé PP’ song song BC (P’ & SC). Ta cé anh ctia P, Q qua phép

chiéu song song lén mat phang (SCD) theo phuong AD lan
luot 1a P’, @', do d6 dnh clia PQ qua phép chiéu nay la P'Q'.

Ta c6 cling ¢ anh clia tam giac MNP la tam gidac DCP'.

b) Tacé:s_"y:i:A,S_Or=&=£,suyra5_P=5_G=£,suyraP’Q’/!/CD.
SC SBT3 SD SA 3 SC SD 3

a) Hinh chiéu song song ctia mét hinh vudng c6 thé 13 hinh . /W\ c
binh hanh khéng? Hay cho mét vi du minh hoa . W
b) Hinh 4.97 c6 thé la hinh chiéu song song ctia hinh luc giac

déu duoc khéng? Vi sao? Hinh 4.97

m Hinh bi€u dién cia mét hinh khéng gian trén mat phang

HOAT PONG 3

[P [R——

Trong cac hinh bén, hinh nao biéu dién cho
hinh lap phuong? ‘. ,'

a) b) )
Hinh 4.98

Hinh biéu dién clia mét hinh H trong khéng gian la hinh chiéu song song clia hinh H trén
mot mat phang theo mét phuang chiéu nao dé hoac hinh déng dang véi hinh chiéu dé.
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Hinh biéu dién ctia cac hinh thudng gép:

a) Tamgiac
Mét tam gidc bat ki bao gid ciing c6 thé xem la hinh biéu dién ctla mét tam giac cé dang tuy y cho trudc
(c6 thé Ia tam gidc déu, tam gidc can, tam gidc vudng,..
Hinh 4.99
b) Hinh binh hanh
Mét hinh binh hanh bat ki bao gi& cling c6 thé xem la hinh biéu dién ctia mét hinh binh hanh tuy y cho
trudc (c6 thé 1a hinh binh hanh, hinh vuéng, hinh chir nhat...)
Hinh 4.100
c) Hinhthang
Mét hinh thang bat ki bao gid cling cé thé coi la
hinh biéu dién cia mét hinh thang tuy y cho trudc,
mién la ti s6 dé dai hai day c(a hinh biéu dién phai
bang ti s& d6 dai hai day cta hinh thang ban dau.
d) Hinh tron
Vi hinh chiéu song song cia mét hinh tron & mét
hinh elip hoac mét hinh tron, hoac dac biét cé thé la
mét doan thang nén ngudi ta thudng dung hinh elip
dé biéu dién cho hinh tron.
Luuy: 1 ‘ 1 Hinh 4.101
Mét hinh cé thé cé nhiéu hinh biéu dién khac
nhau (bdi vi ta cé thé chiéu [én mdt mat phang
theo nhitng phuong khéc nhau hoac ta <6 thé '
chiéu |én nhitng mat phang khac nhau). Nhung khi
nghién ctiu mét hinh H nao d¢, ta can chon nhiing
hinh biéu dién "tét" ctia H bang cach chon nhing T
phuong chiéu thich hop (chang han phuong chiéu

khéng song song v&i mét canh hay mét mat nao do
cta hinh H). Hinh 4.102 |a hinh biéu dién "t6t" cla
hinh hop va hinh tu dién.

Hinh 4.102
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vibu3s

LUYENTAP 3

M6t kién hang gém hai thung hang hinh hép c6 cung
kich thudc dugc dat ké nhau (Hinh 4.103). V& hinh biéu dién
hinh anh cac thung hang nay.
Giai
Buac @ Vé hinh hop ABCD.A'B'C’D’ (Hinh 4.104).
Budc € Tuong tu, vé mét hinh hép CDEFC'D'EF
c6 chung mat bén CDD'C’ v6i hinh hép .
& Budc 1 (Hinh 4.105) ta duoc hinh biéu
dién can xac dinh (chu y rang hai dudng
thang CD, DD’ can dugc stia lai thanh
nét dut vi bi che khuat). Hinh 4.104

Hinh 4.103

AP . .

Nha kinh trong rau ctia anh A dugc thiét ké c6 dang la mét
hinh hép va phan mai bén trén la mét hinh lang tru c6 day
la tam gidc can dat nam ngang (Hinh 4.106). Hay vé hinh
bi€u dién ctia hinh anh gém hinh lang tru va hinh hép nay.

Hinh 4.106

BAITAP

4.22,

4.23.

4.24.

4.25.

Trong cac phat biéu sau, phat biéu nao dung?

a) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau c6 thé trung nhau;

b) Hinh chiéu song song cla hai dudng thing chéo nhau thi cat nhau;

c) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau cé thé song song véi nhau;

d) Hinh chiéu song song cla hai duéng thang chéo nhau cé thé cat nhau, tring nhau,
song song vdi nhau.

Trong cac phat biéu sau, phat biéu nao dung?

a) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang cit nhau cé thé song song véi nhau;

b) Hinh chiéu song song cla hai dudng thang cat nhau cé thé cat nhau;

c) Hinh chiéu song song clia hai dudng thang cét nhau cé thé trung nhau;

d) Mét duang thang cé thé song song véi hinh chiéu song song ctia né;

e) Mot dudng thang luén cat hinh chiéu song song ctia né;

g) Mét dudng thang cé thé tring vai hinh chiéu song song clia né.

Tam giac ABC c6 hinh chiéu song song la tam giac A'B'C’. Chiding minh

rang trong tam tam giac ABC cé hinh chiéu song song la trong tam

tam giac AB'C'.

Mot dé choi cdu tao gém hai hinh tru dat chéng l1én nhau nhu

Hinh 4.107, hinh tru & trén c6 ban kinh bang mét nira ban kinh cua

hinh tru & dudi va chiéu cao gap déi chiéu cao cla hinh tru & dudi.

V& hinh biéu dién ctia hai hinh tru tuong tng véi dé chai nay. Hinh 4.107
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HOAT PONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

w .
o Vé hinh biéu dién ctia hinh luc giac déu
Van dé:

Cac bu l6ng-6c¢ vit trong may méc va cac d6 dung hiang ngay thudng c6 dang bé mat la nhitng hinh
luc gidc déu (Hinh 4.108). Hay vé hinh biéu dién ciia mét hinh luc giac déu trong trudng hop tong quat.

Yéu cau chuan bi: Gidy, compa, but, thudc ké. - W

T6 chiic hoat déng: :

1. S dung compa va thudc, vé trén gidy mét hinh luc giac déu
ABCDEF tam O.

2. Cénhén xét gi vé tinh chat cda tu giac OABC?

3. Cénhén xét givé vitricac diém D, E, Fsovéi A, B, C? ke

4, Hay suy ra cach vé hinh biéu dién cta luc giac déu ABCDEF. o " Hinh 4.108

0 St dung phan mém GeoGebra 3D dung hinh chép, giao diém, giao tuyén

Muc tiéu: S dung phan mém GeoGebra 3D trén mdy tinh (may tinh béng, dién thoai théng minh) dé:

+ Dung hinh chép c6 day la hinh binh hanh;

- Dung mit phang di qua mét diém va song song véi hai dudng thang chéo nhau cho trudc.

Yéu cau va chuan bi:

« Phdn mém GeoGebra 3D, ban cai dat trén may tinh tai dia chi: https:/www.geogebra.org/download
hoac st dung truc tuyén trén trinh duyét tai dia chi: https./www.geogebra.org/3d.

- Hoc sinh cling cé thé dling ting dung GeoGebra 3D trén dién thoai théng minh, may tinh badng bang
cach tim kiém va cai dat (ing dung GeoGebra 3D Calculator trén Play Store (di vSi hé diéu hanh An-
droid) va App Store (d6i véi hé diéu hanh iOS).

- Cac natlénh va thao tac can thiét dé thuc hién néi dung nay:

Nut Iénh/Cong cu Cach dung
Piém mdi .
— e . ) Chon nut [énh nay va bam chon vao
A Vé mét diéem trong khéng gian. | 7 T o
® ’ vi tri (hoac doi tugng) can vé diem.

Giao diém ctia 2 déi tuong  Tim giao diém cla hai déi tugng
(dudng thang va dudng thang,
dudng thang va mat phang,...).

Chon natlénh nay, sau dé bam chuét
vao vi tri giao ctia hai déi tugng.

X

Pudng thang qua 2 diém Chon nut Iénh nay, sau do lan luct

% Vé dudng thang di qua hai diém. | bam vao hai diém can vé dudng thang
di qua.

Poan thang Chon nat Iénh nay, sau dé lan luot

N Vé doan thang di qua hai diém. | bam vao hai diém can vé doan thang
_— di qua.
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budng song song Vé duong thang di qua mét | Chon nuat lénh nay, sau dé bam
: diém va song song vdi dudng chon diém di qua réi bam chon vao
thang cho trudc. dudng thang song song.

Chon nut 1énh nay, sau dé bam chon cac
Hinh chép diém la dinh ctia da giac day hinh chép.
Vé hinh chép. Tiép theo, gilt chuét vao phan mat

phang roi kéo lén phia trén so véi vai

mat phéng dé dugc dinh hinh chop.

Thao tac slra tén mot déi tuong: Nhan chudt phéi vao doi tuong va chon

2 ’ L
Poi tén, sau d6 dodi tén mdi. Dim A(-3.39, 2.47, 0)
Bai toan: Spherical Coordinates
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi E s 7
la diém nam trén doan thang BO (E khac B, 0). Mét mat phang (@) di qua & Hili i ci vtk chugin
diém E va song song véi hai dudng thang SB, AC. Xac dinh giao diém cuia [ oéiten
() véi tat ca cac canh cha hinh chop da cho. B Xa
T6 chiic hoat dong: K ik e
Hinh 4.109
HOAT PONG

Budc €@ Dung hinh binh hanh ABCD. Khéi déng GeoGebra 3D ta duoc giao dién nhu Hinh 4.110.
Ching ta cé thé an céc truc toa dé bang cach nhan chudt phai vao viing lam viéc va chon
Hién thi hé truc toa dd nhu Hinh 4.111.

Hinh 4.110 Hinh 4.111

St dung nat lénh Diém mai va vé ba diém bat ki A, B, C khong thang hang trén mat phang.
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Srdung nat [énh Doan thang dé vé doan thang AB va BC.

Thanh céng cu

Sy

. .|| . .
T o e b (B s h sac =
¥ Pt 4

Tl «~ Duritng thing qua 2 diém
]

b o Buan thiing
£) <" Boan thilng wii @) dal of dinh - -

0 o~ Tia i qua 2 dém

" Vot qua 2 mém

L <27 Chon vibe: 1o tir Gm

St dung nut lénh Puéng song song dé vé dudng thang qua A song song BC va
dudng thang qua C song song AB.

Thanh céng cu Vung lam viéc

I3 |,"“,.f" o > @l b G L X e L

D Brrdrng vudng gbc
+ _,'_P— Enrérng song song
:." Enrérng phén gléc

L Cde tiép tuydn

. Buréng gl eyc hodc duing kinh kéo dal

Dung nut [énh Giao diém chia 2 d6i tugng dé vé diém D |a giao diém cla hai dudng thang
vira dung.

Thanh cong cu

|
T A e i

)y pdm thude af) trong

i) D Giao didm cla 2 8 tigng

. £ " "
L Trung diam hodc tam

" Dinfhity dén diém

-

An tat ca céc doan thing (dudng thang), ta dugc
bon dinh A, B, C, D cdia hinh binh hanh ABCD.

Budc @ Dung hinh chép S.ABCD. PR
St dung nat [énh Hinh chép dé vé mét hinh
chép véi day la bén diém A, B, C, D.Sau khi bam
chuét vao bén diém A, B, C, D thi nhan gilr chudt
tai mét vi tri bat ki & mién trong ti gidc ABCD réi ré chudt 1én phia trén so véi mat phang dé
tao dugc dinh S (théng thudng phan mém tao diém nay la diém E, hay déi chir E thanh chii S).

Thanh céng cu Vung lam viéc
@ £ X =
& Hine chip
15§ prism

473 i hinh lang iy hade: hinh 1
£y Hinn nan

s Hinn

i Tetrahagrmn 3 B
151 i g g

M poet

T Surtoce of Revoiution
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Budc € Dung thém céc diém trong gia thiét.

Dling cac nut lénh Poan thing , Giao diém 2 déi tuong dé vé doan thang AC,
BD va tam O cta hinh binh hanh.

Dung nit|énh Diém méi dé lay diém E trén doan BO.

Budc @ Dung mat phing (@).

Ta cé: (@) qua E va song song vdi SB nén (&) cat mat phang (SBD) theo giao tuyén la
dudng thang Ex song song SB.

St dung nut lénh Pudng song song dé vé dudng thang qua E va song song véi SB.
Pudng thdng nay cat SO tai / va SD tai Q (dung nut lénh Giao diém 2 déi tuong dé
xac dinh).

Hinh 4.112

Mat phang (@) qua E va song song AC nén (@) cat (ABCD) theo giao tuyén la dudng thang
di qua E va song song vai AC.

Tiép tuc st dung cac nut léenh Puéng song song, Giao diém 2 déi tuong va Pudng thang
qua 2 diém dé vé dudng thdng d qua E va song song vai AC cat AB va BC lan lugt tai M, N, d
cat hai dudng thang AD, CD tai F, G. QF cét SA tai R, QG cit SCtai P (Hinh 4.113).

Hinh 4.113

Vay (@) cat cac canh SA, SC, SD lan luot tai R, P, Q va cat cac canh AB, BC, CD, DA lan luot tai M,
N, G, F.
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ONTAP CHUONG 4

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

BAI TAP TU LUAN

Cho tam gidc BCD va diém A khéng thuéc mat phang (BCD). Goi [ 1a trung diém cla
doan AB va G la trong tdm clia tam giac ACD. Tim giao diém ctia dudng thang /G va
mat phang (BCD).

Cho hinh chép tam giac S.ABC. Goi M va I lan lugt la trung diém ctia SC va BC. Xac dinh
giao tuyén ctia hai mét phang (ABM) va (SAI).

Cho hinh chép S.ABC. Goi M, N lan luot la trung diém ctia SA, SC. Lay K la mot diém trén
canh SB.Budng thing BM cat AK tai E va BN cat CK tai F. Chiing minh rang dudng thang EF
song song véi mat phang (ABC).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang ABCD véi AD la day lon. Goi M, E
lan lugt Ia trung diém cdia CD, SB.

a) Xacdinh giao tuyén clia (SAD) va (SBC).

b) Ching minhrang EM / (SAD).

Cho hinh chép S.ABC. Goi G, K, H lan luot Ia trong tdm clia cac tam gidc SAB, SBC, ABC.
a) Chung minh GK / (ABQ).
b) Tim giao tuyén clia (BGK) va (ABC).

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Goi M, N, P lan lugt la cac diém nam trén AA’, AB, DC
AM _ AN _DP _ 1.

AA" T AB T DC " 3

a) Chung minh mat phang (MNP) song song vdi (ABC).

b) GoiQ la giao diém ctia AC’ v&i (MNP). Xét vi tri tuong déi ciia MQ va A'C.

sao cho

BAITAP TRAC NGHIEM
Hinh chép ¢é 18 canh (bao gom ca canh day va canh bén) thi cé bao nhiéu mat?
A o B. 10.
C. 18. D. 19.
Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh ABCD. Goi M la trung diém cta SC. Goi |
la giao diém ctia dudng thang AM va mat phang (SBD). Ménh dé nao sau day ding?
A. IA=3IM. B. IM=3IA.
C. IM=2IA. D. IA=2IM.

Chuang4-BUUNGTHﬂNGVAﬂﬂﬁ[PHﬂNGTRONGKHGNG(ﬂAN.QUANHESONGSONG
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4.34. Cho t dién ABCD. Goi G la trong tdm culia tam giac BCD va M la trung diém cha AD.
Giao diém cta duong thang MG va mat phang (ABC) la

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

A.

B.
C.
D.

Giao diém ctia MG va BC.
Giao diém ciia MG va AC.
Giao diém ctia MG va AB.
Giao diém ctia MG va AN véi N a trung diém ctia BC.

Khang dinh nao sau day dung?

A.

Néu hai mat phiang phan biét lan lugt chia hai dudng thang song song thi
giao tuyén ctia chiing (néu cd) cling song song véi hai dudng thang do6 hodc tring
véi mét trong hai dudng thang dé.

Néu hai mat phang phan biét cing song song véi mat phang thd ba thi ching
song song nhau.

Néu hai dudng thang phan biét cing song song véi mét mat phang thi ching
song song nhau.

Néu mét dudng thang cit mét trong hai mat phang song song vdi nhau thi sé cat
mat phang con lai.

Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh binh hanh. Goi /, J 1an luot |a trung diém cta AB
va CB. Giao tuyén ctia hai mat phang (SAB) va (SCD) la dudng thang song song vdi

A.

B.
C.
D.

Pusng thang AD.
Pudng thang BJ.
Pusng thang BI.
Pusng thang 1.

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Goi 0=ACNBD va O' =A'C' NB'D". Goi M, N lan luct
la trung diém cta AB va CD. Anh clia tam giac C’MN qua phép chiéu song song trén
mat phang (ABCD) theo phuong AO’ la

>

oONw

DPoan thang MN.
Tam giac OBC.
Tam giac CMN.
Poan thang BD.

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi G la trong tdm ctia tam giac ABC. Giao tuyén

cla mat phang (GA'C’) véi mat phang (ABC) la dudng thang song song vai dudng thang

A.

B.
C.
D.

AB.
BC.
AC.
AA".

TOAN 11
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, Phan ’
THONG KE va XAC SUAT

CHUONG 5 Cac s6 diac trung do

Xu thé trung tam cua
Ta da biét cach tinh cac tham sé do »
5 n AN gen V4 V4
xu thé trung tam ctia mau sé lieu  Mau so lieu ghep nhom
[ ]

khéng ghép nhom va da nghién ctu
vai tro cta ching trong phan tich
s6 liéu. Doi véi viéc phan tich cac

¢ Tim hiéu cach xac dinh cac tham s6 dac
trung do xu thé trung tam (sé trung binh,

mau s6 lieu ghép nhom, lam thé nao trung vi, t phan vi, mét) cia moét mau
dé xac dinh cac tham sé nay va co thé 56 liéu ghép nhom;
st dung ching nhu thé nao? 4 SU dung cac tham s6 nay vao viéc phan

tich mot sé mau s6 liéu don gian trong
thuc tién, tu dé co thé rat ra nhing
két luan co6 y nghia.
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D MAU $6 LIEU GHEP NHOM
- )
Ta da tiing gap nhitng mau sé liéu ghép nhém. Vay, Igi ich dau tién cla viéc thiét lap mot mau sé liéu
ghép nhém la gi? Khi phan tich mét mau sé liéu ghép nhém, trudc hét ta nén quan sat nhiing yéu té nao?

o Mau sé liéu ghép nhém
HOAT DONG 1

Nhém chia Lan dugc giao nhiém vu thu hoach va lap bao céo trinh bay két qua cha thi nghiém
trong ca rot ma I8p da thuc hién trong vuan trudng. Két qua thi nghiém dugc danh gia qua
khoi lugng céc ch ca rét. Ca rét dugce xép theo khéi lugng véi cac muc:

« Mtic Ién: Nang tur 65 g (gam) trd lén;

« Mtic trung binh: Nang tir 50 g dén duéi 65 g;
- Mtic nhé: Nang tir 35 g dén dudi 50 g;

- Muc rat nho: Nang dudi 35 g.

Nhém chia Lan cén timng cu ca rét thu hoach dugc va sap xép theo khéi lugng nhu sau:

25 33 42 42 50 55 56 58 60 62
62 62 62 64 64 64 67 68 69 69
70 72 72 74 76 76 76 78 79 79

Hay gitip nhém cuia Lan lap bang thong ké dé bao cao két qua thi nghiém.

G Hoat déng 1, ta nén lap mét bang théng ké ma trong doé sé liéu dudc phan thanh bén nhém
tuong ung véi bén mic phan loai ca rot. Cach lam nay gitip thu gon mau sé liéu va thuéan tién cho
viéc phan tich két qua thi nghiém tréng ca rét.

R :

/ Trong mau sé liéu ghép nhém, méi nhém gém nhiing sé liéu dugc nhém theo mét tiéu chi
xac dinh. Nhém dé thudng duoc ki hiéu la nita khoang dang [a; b). Cac s6 a va b tuong ting
duoc goi la dau mat trai va dau mut phai ctia nhém. Hiéu b - a duoc goi la dé dai cia nhém.

S6 56 liéu thudéc mdi nhom dugc goi la tan sé cia nhom.

Bang phén bé tan sé ghép nhém (goi tat la bang tan sé ghép nhém) cé dang nhu Bdng 5.1.

Bang 5.1
_ Nhom | Tanss
[a,;a) n,
[a2; a3 nl
[ak; ak+ 1 ) nk
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Luuy:

+ N chinh la ¢& cia mau sé liéu.

- Khi ghép nhém sé liéu, ngudi ta thudng chon cadc nhém la nhitng nira khodng cé dé dai bang nhau.
Nhém dau tién chia sé liéu nhé nhat, nhém cudi cling chidia sé liéu I&n nhat ciia mau. Trong Bdng 5.1,
nhém cudi cling cling c6 thé ldy la doan [a,; a, _ ..

- Ngusi ta cé thé lap bang tan sé ghép nhém & dang chuyén 2 cét clia Bang 5.1 thanh 2 dong: Déng
th nhat viét cac nhém, dong thi hai viét tan sé clia cdc nhém.

vibu1

T Mét trudng phé théng ki hop déng mua déng phuc thé duc Bdng 5.2
v&i cong ty may M. Cong ty thiét k& mau dong phuc thé duc
theo cac kich c& (size) khac nhau, méi kich c¢& danh cho nhitng [150; 157) 34
ngudi cé chiéu cao va can nang trong mét khoang nao doé. [157: 164) 102
Dé quyét dinh s6 lugng déng phuc dat mua cho méi kich ¢, [164: 171) 93
nha trudng tién hanh diéu tra chiéu cao mét sé hoc sinh lay ti [171: 178) 55
céc khéi lép khédc nhau. Luc nay, viéc cung cép cho cong ty M [178; 185] 26
s6 do cua tirng ngudi la khéng can thiét, nén sau khi tham N =310

khao tiéu chuan chiéu cao Ung véi méi kich ¢& quén 4o, nha

trudng théng ké két qua do theo Bdng 5.2.

V&i Bdng 5.2, s6 liéu da duoc ghép thanh 5 nhom.

Nhom thi nhat gém nhiing sé do thudc nira khoang [150; 157). Tan sé ctia nhém [150; 157)
la 34, nghia la ¢é 34 hoc sinh cao tir 150 cm dén dudi 157 cm.

Tuong tu, nhin vao Bdng 5.2, ta chi ra dugc cac nhém con lai va tan sé clia méi nhém.

Néu tap hap 310 hoc sinh ¢é thé dai dién cho toan trudng thi can ci vao Bdng 5.2, nha trudng
sé xac dinh dugc sé lugng quan do can may & méi kich cé.

Vidu 1lién quan dén hoat déng do dac. Khi do dac, takhéng thé dua ra duoc s6 do chinh xac ma chiviét
mot gia tri gan dung clia né. Matkhac, khé ma c6 dugc hai déi tuong cé s6 do chinh xac giéng hét nhau.
Viéc nghién cttu tan s6 clia tirng gia tri lic nay khéng co nhiéu y nghia. Nhung néu nhém cac gia tri theo
tiing khodng thi ta c6 thé can ctvao sé gia tri trong méi khoang dé dua ra nhirng két luan thoa dang.
Tr& lai véi cau hoi trong phan Khai dong: Viéc ghép nhém sé liéu (theo mét tiéu chi nao doé) gidp ta
trinh bay mau sé liéu dugc gon gang, suc tich, nhat |a khi cé nhiéu sé liéu, hay khi viéc phan biét cac
s6 liéu gan bang nhau la khéng can thiét. Lic quan sat mau sé liéu ghép nhém, théng tin vé tan sé
moi nhém 14 yéu té dau tién can dugc luu y.

Bdng 5.3 trinh bay két qua do can nang cla 30 hoc sinh trong mét I1&p hoc.
Bang 5.3

- Cinnangkg |

54 42 53 63 58 54 63 70 59 49
73 49 66 60 55 48 65 63 56 51
61 57 69 67 63 52 50 56 49 44
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Hay thu gon di liéu bang cach lap bang tan sé ghép nhom vai cac nhém ghép la [40; 50),
[50; 60), [60; 70), [70; 80).

0 Tan sé tich luy
HOAT DONG 2

Két qua diéu tra thai gian chd kham (don vi: phit) ctia bénh nhén tai mét phong kham thuodc
bénh vién X dugc cho trong Bdng 5.4.
Hay xac dinh: Béng 5.4

« S6 ngudi chd & phong khdam trong khoang thai gian Thai gian (phut)

dudi 25 phut;

- S& ngudi cha & phong khdam trong khoédng thai gian [20; 25) 4

dudi 30 phut; [25; 30) 5

« S6 ngudi cho & phong khéam trong khodng thai gian [30; 35) 8

duéi 35 phut. (35; 40) 3
N=20

Giai thich cach tim cau tra |&i.

Trong Hoat déng 2, dé tim sé ngudi chd khdm dudi 35 phut, ta da phai ldy téng 4 + 5 = 9, trong d6
4 1a s6 ngudi chd dudi 25 phdt va 5 [a sé ngudi chd tir 25 dén dudi 30 phit. Nhu vy, s6 9 tim duoc
bang céch lay tong tan sé cia hai nhém [20; 25) va [25; 30). Nguai ta goi 9 la tan so tich luy ctia nhém
[25; 30).

Tuong tu, 17 ngudi cé thai gian chd dudi 35 phit. S6 17 thu dugc bang céch ldy téng 4 + 5 + 8, hay
9 + 8.Ta goi 17 |a tan sé tich luy ciia nhém [30; 35).

Cang nhuthé, tan sé tich luy ctia nhém [35; 40) |a20=4 + 5+ 8 + 3 hay 17 + 3. N6 cho biét c6 20 nguidi
ch& dudi 40 phut.

Tan s6 tich luy cia méi nhém bang tan sé cia nhém dé céng véi tan sé clia cdc nhém
phia trudc.

Tir bdng phén bé tan s6 5.1, ta lap dugc bang tan sé tich luy nhu sau:

Bang tan sé tich luy

| Nhém | Tansé | Tansdtichluy

[n:'.'1 ; az) n, n,

la,;a,) n, n,+n,

[03;04) n, n+n,+n,
la,;a,.,,) n, n+n,+..+n,
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Bang 5.5

vVipy2

T Mét cong ty tim hi€u tham nién céng tac (s6 nam da lam viéc) 2: 4) 15
cla nhan vién va théng ké két qua diéu tra bdi bang tan sé [4i 6 3
ghép nhém bén (Bdng 5.5). Hay lap bang tan sé tich luy ing vdi :

. ‘rin  am [6; 8) 17
bang so liéu da cho.
[8; 10) 15
Giai ' N =280
Viéc tinh toan dé lap bang tan sé tich luy dugc mé ta nhu sau:
Bdng 5.5a. Bdng tan sé tich luy vé thadm nién céng tdc
Thai gian (nam) |
[2;4) 15 ——> 15 15+ 33 =48
[4; 6) 3B ——, 48 8417 — 6
+ =
[6; 8) 17 —— % 65
8; 10) | 15 4: 80 65+ 15=80

Théng ké luong ngudi va sé tién (don vi: triéu déng) Bdng 5.6. S6 tién rat tir mdy ATM
ma mobi ngudi rut ra & mot may ATM (may rut tién $6 tién » v
tu déng) trong mét budi sang, ngan hang X lap dugc (triéu dong)
bang tan s6 ghép nhém bén (Bdng 5.6). [0; 1) 6
a) Lap bang tan so tich luy tuong tng véi méau sé [1; 2) 12

liéu da cho. [2; 3) 15
b) Bao nhiéu ngudi da rat tién & may vao budi sang 3: 4) 8

hém dé? [4; 5] 4

c) Bao nhiéu ngudi rit sé tién it hon 3 triéu dong?

BAITAP
5.1. Cho mau sé liéu ghép nhém & Bdng 5.7.
Bdng 5.7
I 50.60) | [60;70) | [70;80) | [80;90) | [90;100]

8 5 12 22 5

a) Mau sé liéu da cho cé bao nhiéu gia tri thuéc nhém [60; 70)? Thudc nhém [70; 80)?
b) Lap bang tan sé tich luy ctia mau sé liéu.

5.2. Dé dinh hudng lua chon san pham cho quy ké tiép, céng ty dich vu thuong mai Z st dung
k&t qua diéu tra do mét nha phan phéi thuc hién vé tuéi tho clia 50 may mat-xa da qua st dung
trén thi trudng. Két qua diéu tra dudc biéu dién bdi Bdng 5.8.
Bang 5.8

Tudi tho (ham) [2;5) [5; 8) [8; 11) [11; 14) [14; 17)

a) Lap bang tan sé tich luy ctia mau sé liéu.

b) Bao nhiéu may c6 tudi tho dudi 8 nam? Dua vao dau dé tim ciu tra 15i?
c) S& may cé tudi tho dudi 14 nam chiém bao nhiéu phan tram? Hay giai thich cach tinh.
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D 56 TRUNG BINH CUA MAU S6 LIEU GHEP NHOM
-

Mét nha thuc vat hoc do dé dai (don vi: mm) clia 40 chiéc 13 18y ti mét cay trong dé nghién ctu chiéu
dai trung binh cla 14 cdy. Ban dau, chiéu dai cac la dugc nha thuc vat hoc ghi lai trong bang dudi day:
Bdng 5.9a. Chiéu dai cua ld
40 46 45 59 43 52 49 43
59 53 70 42 60 37 55 43
51 56 61 57 32 63 46 56
60 42 46 66 39 50 33 45

Sau dé, nha thuc vat hoc dung mét bang tan sé ghép nhém dé ghi lai di liéu (Bdng 5.9b).
Bdng 5.9b. Bdng tan sé ghép nhém chiéu dai cia ld
Chiéu dai [30; 40) [40; 50) [50; 60) [60; 70]

4 12 10 6

0, dirliéu
duoc tém tat trong
Bang 5.9b gon hon nhiéu.

Nhung néu chi nhén duoc
Bang 5.9b va khéng ¢6 ddy du di liéu
ban déu thi ngudi ta lam thé nao dé
tinh chiéu dai trung binh cta cdc ld cdy
da khao sat?

HOAT PONG

Nham tim hiéu tinh hinh hoc sinh rén luyén stic khoé qua mén bai 16i, nha trugng dé nghi moi
I6p trudng théng ké thai gian cac ban trong 16p danh cho mén thé thao nay hang tuan.

Dau tién, Hung - 18p trudng I6p 11A1 - diéu tra va ghi lai thai gian tap luyén boi 16i ctia méi ban.
Nhung sau d6, Hung da téng hop sé liéu trong bang dudi day (Bang 5.10):

Béing 5.10. Thoi gian danh cho mén bai 16i
Thai gian (phuit) [30; 60) [60; 90) [90; 120) [120; 150) | [150; 180]

séhocsinh [ 8 12 3 5

a) Tinh thai gian tap luyén trung binh cGa 4 ban (ng vSi nhém ghép th nhat, biét rang
so liéu Hung ghi chép vé 4 ban nay la 40; 35; 45; 55 (phat).

30+ 60
2

b) Néu chi dua vao Bdng 5.10 ma khéng cé day da cac s6 liéu lic dau, hay thir dua ra mét cach
udc tinh thoi gian boi 16i trung binh hang tuan cua cac ban 1&p 11A1. Giai thich cach tinh.

Patc, = -C6 nhan xét gi vé su chénh léch gitra két qua tim duoc véi ¢?

TOAN 11
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S6 ¢, trong Hoat dong trén dugc goi la gia tri dai dién clia nhom [30; 60).

V&i mbi nhom, trung binh céng cia dau mt trai va dau mut phéi dugce goi la gia tri dai dién
cta nhom doé.

Théng qua gia tri dai dién ctia cdc nhém ghép, ta udc tinh dugc trung binh ctia méau sé liéu ghép nhém.
Dé tién tinh toan, ta bo sung vao Bang 5.10 cot "Gia tri dai dién" va lap bang sau:

Bdng 5.10a. Thai gian danh cho mén boi 16i

Thai gian Gia tri Tan <8
(phut) dai dién anse

[30; 60) 45 4
[60; 90) 75 8
[90; 120) 105 12
[120; 150) 135

[150; 180] 165 5

Dua vao bang nay, ta udc tinh dugc gia tri trung binh ctia mau sé liéu.

Céng thic tinh sé trung binh véi bang tan sé ghép nhém

Déi véi mot mau sé liéu ghép nhém, do khéng biét tirng sé liéu cu thé nén ta khéng tinh dugc gia tri

chinh xac ctia sé trung binh. Nhung bang cach st dung gia tri dai dién cla cdc nhém, ta cé thé

udc tinh gan didng sé trung binh ctia mau.

>)/ Gia st mau sé liéu kich thudce N dugc cho dudi dang bang tan sé ghép nhém, trong dé céc
5O liéu dugc chia thanh k nhém. Goi n, va c lan luot la tan sé va gia tri dai dién cia nhom
th(i,1 =i < k.Khi dé:

Sé trung binh cong (hay trung binh) x cia mau sé liéu ghép nhém dugtc tinh theo cong thic:

_1
x=le,n +c,n,+...+¢n)

ViDu

L

Ti gia gitia dong tién mébi nudc vai dong Do la My (USD) la mét chi sé quan trong cla kinh té.
Mét nha kinh doanh da theo déi trong 25 ngay lién tiép ti gia gilia déng EUR (déng tién chung
ctia nhiéu quéc gia trong Lién minh chiu Au) va déng USD vao dau gid lam viéc mbi ngay.
Do su bién déng ti gia gitta hai ngay lién nhau thudng khéng nhiéu nén nha kinh doanh dé da
ghép nhom sé liéu thu dugce va biéu dién qua Bdng 5.11.

Bang 5.11. Ti gid EUR/USD
TGO [1;1,04) | [1,04;1,08) | [1,08;1,12) | [112;116) | [1,16;1,2)

Tinh ti gia trung binh clia dong EUR/USD trong 25 ngay ma nha kinh doanh theo dbi.
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Giai
Dé ngén gon, ta trinh bay cach tinh trung binh cia mau sé liéu ghép nhém qua bang sau:

[1;1,04) 1,02 2,04
[1,04;1,08) 1,06 4 4,24
[1,08; 1,12) 1,10 12 13,20
[1,12;1,16) 114 4 4,56
[1,16;1,2) 1,18 3 3,54
N =25 27,58
S6 trung binh ctia mau sé liéu cho trong Bdng 5.11 la:
_ 27,58 _
X=""%5 = 1,103.

Nhu vay, ti gid EUR/USD trung binh cia 25 ngay ma nha kinh doanh theo déi xap xi bang 1,103.

Y nghia ctia s6 trung binh ctia mau sé liéu ghép nhém

S6 trung binh ctia mau sé liéu ghép nhém Ia gia tri trung binh xap xi cla cac sé liéu trong mau.
NG ¢ thé dugce xem nhu gia tri trung tdm cia mau va nhiéu khi dugc ding lam mét dai dién cho mau.
Chang han, trong vi du trén, nha kinh doanh cé thé ndi rang trong 25 ngay da theo déi, gia tri
trung tam cda ti gia déng EUR/USD |3 1,103.

Xét tinh huéng da néu & dau bai hoc.

a) Tinh chiéu dai trung binh cla cac 1 cay dugc khao sat trong mau sé liéu & Bdng 5.9a.

b) Udc tinh chiéu dai trung binh ctia |4 cay thédng qua mau sé liéu ghép nhém trong Bdng 5.96.
Da6i chiéu vdi két qua tim dugc dugc & cau a), cd nhan xét gi?

BAITAP

5.3. Bdng 5.12 théng ké két qua diéu tra thoi gian st dung Internet trong mot tuan cia 32 nhan vién
van phong. Udc tinh thdi gian st dung Internet trung binh clia 32 nqudi dugc diéu tra.

Bdng 5.12. Thai gian st dung Internet

[0; 5) 5100 | [10;15 | [1520) | [20;25)

Tan s (s6 nguai) 2 12 7 7 4 N=32

5.4. Bdng 5.13 trinh bay di liéu lién quan dén quang dudng clia 160 chuyén xe ma mot tai xé taxi da
hoan thanh trong mét thang. Xac dinh quang dudng trung binh clia cac chuyén xe ma tai xé
nay da thuc hién trong thang dé.

Bang 5.13. Quang dudng di cua 160 chuyén xe

OIEDLEIERTPEIONE 0=x<6 | 6=x<12 | 12=x<18 18=<x<24 24=x=30
Tan s6 (s6 chuyén xe) 24 56 40 28 12
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5.5. Ngudi ta tién hanh khao sat tudi tho cia mét s6 may chay thé duc do hai céng ty A va B
san xuat. Két qua duogc tém tat trong Bdng 5.14. Udc tinh tudi tho trung binh clia cdc may chay
thé duc duoc san xuat bdi moi cdng ty. C6 thé du doan 1a sdn phadm clia cédng ty nao cé dé bén
cao han?

Béng 5.14. Tudi tho ctia mdy chay thé duc

Tudithot

AN (<( 2 2<t<4 4<t<6|6<t<8 8<t<10
(nam)

$3 may ct

congty A

Sé may cia
cong ty B

3 8 15 15 9 N =50

5.6. M@t vién nghién clru nudi tréng thuy san trién khai nudi thi diém giéng cd méi & hai co s&
A, B theo hai phuong phap khac nhau. Sau ba thang, méi co sé kiém tra khéi luong clia mét sé ca.
S6 ligu dudi day da dugc glri vé vién nghién cuu.

Bdng 5.15a. Can ndng cua cd nuéi 6 cas6 A

Can nang (g)

[50; 60) 7
[60; 70) 20
[70; 80) 25
[80; 90) 30
[90; 100) 13
N =95

Badng 5.15b. Can ndng ctia cd nuéi & co' sé B

Can ning (@

[40; 60) 43
[60; 80) 34
[80; 100) 12
[100; 120) 8
[120; 140) 3
N=100

Hay udc tinh khéi lugng trung binh clia ca nudi 8 mdi co s&. Nha nghién ciu cé thé dua ra
k&t ludn gi vé hiéu qua cda hai phuong phap nuéi ca?
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& cAcTU PHAN VI CUA MAU S6 LIEU GHEP NHOM
-

Cling giéng nhu sé trung binh, khi dir liéu d& dugc ghép nhom thi ta khéng tinh dugc gid tri chinh xac
clia cac td phén vi. Vay lam thé nao dé udc tinh gan ding cac gia tri nay?

o Nhom chira trung vi

HOAT PONG 1

Bdng 5.16. Chiéu cao ctia 50 hoc sinh

Bang 5.16 1a bang tan sé ghép nhém vé chiéu cao cla Chiéu cao (cm) | Tin sé&
50 hoc sinh. [149: 152) 2
a) Néu mau di liéu ltc chua ghép nhém duoc sap xép [152; 155) 2
thanh day khong giam, ki hiéu la u,, u,,..., u_, thi [155; 158) 15
trung vi dugc tinh nhu thé nao? -
b) Xac dinh nhém dau tién c6 tan sé tich luy 16n hon [158; 161) 16
hoicbing V., véi N1a c& mau. Hay chiing minh ring 161; 164) 2
2 [164; 167] 4
trung vi thuéc nhom ghép nay. N =50

Nhém chira trung vi ctia mau sé liéu ghép nhém la nhém dau tién cé tan sé tich luy [6n hon

hoac bang %,trong dé N la c& mau.

Vibu1
trung vi cia mau sé liéu vé diém thi da cho.
Bang 5.17

OO ©2 | 24 [4; 6) [6: 8)
2 3 12 25

[8; 10]

3

Diém kiém tra mén Toan clia hoc sinh mét [8p dugc théng ké trong Bdng 5.17. Tim nhém chia

N =45

Giai

[0; 2) 2 2
[2; 4) 3 5
[4; 6) 12 17
[6; 8) 25 42
[8; 10] 3 45

2
Vay nhém chita trung vi ciia mau sé liéu da cho la [6; 8).
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Ta lap bang tan s6 tich luy cho mau sé liéu ghép nhém & trén.

Ta cé N._ 22,5.Nhém dau tién cé tan sé tich luy 16n hon hodc bang 22,5 la nhém [6; 8).
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LUYEN TAP 1

L

Trong cudc van dong st dung xe dap lam phuong tién giao théng dé nang cao stic khoé va
gép phan bao vé méi trudng, nha trudng da tim hiéu thai gian di xe dap trong mét théang cua
mot sé hoc sinh. Két qua diéu tra dugc biéu dién bai Bang 5.18.Hay xac dinh nhém chira trung vi
clia mau sé liéu.

Bang 5.18
Th&i.?ian Sé hoc sinh ‘ Thé‘i.g‘;ian §6 hoc sinh
(gi) i (gid) .
[2: 4) 20 [10; 12) 22
[4; 6) 43 [12; 14) 12
[6: 8) 30 [14; 16) 10
8; 10) 12 [16; 18] 11

o Cong thic tinh trung vi cila mau s6 liéu ghép nhém
HOAT PONG 2

Xét mau sé liéu ghép nhém cho béi Bdng 5.16 trong Hoat déng 1.
a) Lap bang tan sé tich luy ctia mau sé liéu da cho.
b) Goi M, latrung vi clia mau s6 liéu. Tim nhém chia trung viM, . Goi hla dé dai clia nhém dé.
Tim h.
c) Xacdinhsé so liéu:
« Nhé hon 158;
« Thuécnhom [158; 161);
» Nho hon hodc bang M_;
« Thuoc doan [158; M_1.

Hinh 5.1 biéu dién céc két qua tim dugc trong Hoat déng 2:

16 56 liéu thudc [158; 161)
h=161-158=3

21 s6 liéu p A \
nhé hon 158 158 x M, 161
- 0 &
. I J
Y

25 58 liéu nhd hon

o 4 56 lieu thudc [158;M,]
hoac bang M,

Hinh 5.1

Gia dinh la cac s6 liéu nam cach déu nhau trong nhém chia trung vi. T hinh trén, ta c6 dang thuc:
3 M,-158

1 4
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Suy ra:
4

M, = 158+ﬁ'3 =158,75. (%

Nhu vay, ta tinh dugc trung vi cia mau sé liéu da cho la M,= 158,75 (cm).
Dudi day, ta phan tich cac thanh phan ctia biéu thc (*) tim dugc & trén:
N

DAau mut trai ctia 2 Tan s tich luy ca nhom trudc

nhém chita trung vi \ x / nhom chita trung vi

25-21 . D6 daiclia
M,=158+x=158+=="""3 nhém chia trung vi

N\

Tan sé cda
nhém chia trung vi

Téng quat, ta cé:

.j .

Céng thtic tinh sé trung vi cia mau s6 liéu ghép nhom:

Ll

M,=L_+ 2

-h

n
m

Trong d6: Nla cé mau;
L_,n_vahlanluot la dau mit tréi, tan s6 va dé dai clia nhém chifa trung vi;
Tla tan sé tich luy ciia nhém ngay trudc nhém chira trung vi;
Trong truéng hop nhém chira trung vi la nhém dau tién clia mau sé lidu, ngudita
quy udc T=0.

Luu y rang trong lap luén trén, ta da gia dinh 1a cac s6 liéu nam cach déu nhau trong nhém chita
trung vi. Nhung thuc té cé thé khéng phai nhu vay, nén céng thic trén chua han da cho gia tri
chinh xac ma chi mang lai mét gia tri gan ding cua trung vi.

viDu2
T Mét cdu lac bé thé duc thé thao da ghi lai s6 gid cac thanh vién ctia minh sir dung co s&
vat chat cla cau lac bd dé tap luyén trong mét thang. Ho t6 chic dir liéu thu dugc vao
Bang 5.19:

Bdng 5.19

[1; 5) 59 | [913) | 013;17) | (721 | [21;25)

Tan s6 (sé ngudi) 10 14 31 2 5 23

Hay tinh (lam tron két qua dén hang phan mudi):

a) Trung vicla mau sé liéu;

b) Trung binh cia mau sé liéu. Trong trudng hgp nay thi trung binh hay trung vi dai dién
tét hon cho mau sé liéu?
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Giai

a)

b)

e i Bdng 5.19a
Lap bang tan sé tich luy. — —
N 85 e  Thai gian s Tanso
3 5 7 42,5.Nhém dau tién co tan sé tich luy
I&n hon hodc bang 42,5 1a nhém [9; 13). Vay day [1: 5) 10 10
la nhém chira trung vi. Tir dé ta xac dinh duoc: [5; 9) 14 24
- Dau mut trai cia nhom chda trung vi: L =9; [9; 13) 31 55
« Tan 56 clia nhém chia trung vi:n_=31; [13: 17) 2 57
« D6 dai cia nhém chira trung vi:h=13-9=4; [17: 21) 5 62
- Tan sé “tl’Ch luy ctia nhém trudc nhém chira [21: 25) 2 g5
trung vila T=24.
Ap dung céng thic trén, ta c6 trung vi clla mau sé liéu la:
M=9+223-2% 42114,
Cac tinh toan dé xac dinh trung binh clia mau sé liéu dugc thé hién qua Bdng 5.19b:
Bdng 5.19b
e e Gia tri
Thai gian dai diér; :

[1;5) 3 10 30

[5;9) 7 14 98

[9;13) 1 31 341

[13;17) 15 2 30

[17; 27) 19 5 95

[21; 25) 23 23 529

N =285 1123

Trung binh cGla mau sé liéu la x = % ~ 13,2

Nhu vay, trung binh thuéc nhém [13; 17). Bdng 5.19a cho th3y trong 85 sé liéu, da cé it nhat
55 56 lieu nho hon trung binh x. Suy ra, trong trudng hop nay thi trung vi la sé dai dién tét
hon cho mau s6 liéu.

Y nghia cia trung vi cia mau sé liéu ghép nhém

Trung vi cGia mau sé liéu ghép nhém la gié tri xap xi cho trung vi clla mau sé liéu va cé thé sir dung

lam gia tri dai dién cho mau sé liéu.

Xac dinh sé trung vi ciia mau sé liéu ghép nhém cho trong Luyén tap 1.

® Cong thirc tinh cac td phan vi ca mau sé liéu ghép nhém

Ta da biét: T phanviclamauséliéulabasé Q , Q,, Q,, trong dé Q, = M_dugc goi la tif phan vi thi hai,
Q, latrung vi cia nhém dudi M_ (nhém gom nhiing gia tri clia mau s6 liéu, khong vugt qua M), dugc
goi la t phan vi thir nhat (hay ti phan vi dudi), Q, la trung vi ctia nhém trén M, (gém nhiing gia tri cla
mau s6 liéu, khong nhé hon M,), dugc goi la ti phan vi thit ba (hay ti phan vi trén).
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HOAT PONG 3

Bdng 5.20 cho biét phan phéi vé khéi luong ctia mét nhém 32 hoc sinh.
Bdng 5.20
LU TGOGEC) [30;35) | [35;40) | [40;45) | [45;50) | [50;55) | [55;60) | [60;65)

s 6 | 7 | 5 | 4 | 3 2

a) Xac dinh nhém chifa trung vi M, cia mau sé liéu da cho. Tim M...

b) Kihiéuu,,u,,..., u,, la cac gia tri cia mau s6 liéu dugc sap xép theo thit tu khong giam.
Nhom dudi M, c6 bao nhiéu gia tri? Nhém trén M, c6 bao nhiéu gia tri?

c) Hay gidithich visao Bdng 5.20a va Bdng 5.20b tuong (ing la bdng phan bé tan sé ctia nhém
dudi va bang phan bé tan sé ctia nhém trén.

Bdng 5.20a
[30;35) | [35;40) | [40; 45)
5 6 5

Bdng 5.20b

LCEHTETEICEIN (40;45) | [45;50) | [50;55) | [55;60) | [60;65)
2 N R 2

d) Tinh cac ti phan vi thir nhat Q, (trung vi cia nhom dudi) va t phan vi th ba Q, (trung vi
clia nhém trén) clia mau sé liéu cho & Bdng 5.20.

-

'/ Céng thuc tinh cac td phan vi Q,, Q,, Q, ciia mau s6 liéu ghép nhém:
N

Nhom chira Q, (7 = 1; 2; 3) la nhom dau tién c6 tan s6 tich luy I6n hon hoac bang ’TVé
it
Q,= LﬁrT- h
Trong dé: N la cd mau; '
L, n vahlan luot la dau mat tréi, tan s6 va dé dai cha nhom chira Q;
T la tan sé tich luy cia nhom truéc nhém chira Q,. Trong trudng hop nhom chira

Q, la nhém dau tién ctia mau s6 liéu, ngudi ta quy uéc T, = 0.

Luu y: Trong trudng hop cac nhém cé dd dai bang nhau thi h giéng nhau v&i moi nhém.

Y nghia ciia cac td phan vi cia mau sé liéu ghép nhém

. T phan vi cia mau sé liéu ghép nhém la gié tri xap xi cia td phén vi ctia mau sé liéu.

« CactuphanviQ,, Q,, Q, chia mausé liéu ghép nhém thanh bén phan c6 s6 s6 liéu bang nhau. Cac
t’ phan vi cho ta mét hinh dnh vé su phéan bé clia mau sé liéu. Dua vao céc ti phén vi, ta c6 thé biét
s6 liéu tap trung it hay nhiéu quanh trung vi.

vibu3s
T Trungtdm ngoai nglrthéng ké trong Bdng 5.21 két qué kiém tra (thang diém 100) mén tiéng Anh
ctia mot khoa hoc. Béng 5.21

I [(0;20) | [20;40) | [40;60) | [60;80) | [80;100]

a) Hay xac dinh cac ti phén vi cia mau s6 liéu.
b) Két qua tim dugc cho biét théng tin gi?
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Giai ' ' . Tanso
a) Trudc hét, ta lap bang tan sé tich luy. Tanso tich luy

Tacc'>N=146:»%236,5::%=73vé%=109,5. [0: 20) 10 10
Tur d6, ta xac dinh dugc cac nhém chia Q,,Q,, Q, | [20; 40) 30 40
lan luot 14 [20; 40), [40; 60), [60; 80). [40; 60) 55 95
Do dai cac nhém ghép déu la h = 20. [60; 80) 42 137
Ap dung céng thiic tinh cac ti phan vi, ta cé: [80; 100) 9 146
N
_ _ oooa-h o 365-10
L,=20;n,=30;T =10.S5uyraQ, =L, + n -h —20+T.20 ~ 37,67.
N_
. T _ 2 73-40 .
L,=40;n,=55T,=40.SuyraQ,=L,+ ) -h—4O+T-2O—42.
N,
_ _ B "L, 1095-95 _
L3=60,n3=42,T3=95. Suy ra03 —L3+n—'h—60+T‘20—66,9.

3
b) Né&u lam tron s6, ta c6 thé ldy Q, = 38; Q, = 42; Q, = 67.Day la cac gia tri uSc lugng cho cac

t& phan vi cia mau s6 liéu da cho.

Theo y nghia ctia cac tu phan vi thi:

- Cé it nhat 25% hoc vién dat diém khéng vugt quéa 38. Clng nhu vay, khodng 50% hoc
vién dat diém khéng vugt qua 42; khoang 75% hoc vién dat diém khong vuot qua 67 va
khodng 25% hoc vién c6 diém tur 67 tré 1én.

- D8I vdi 50% hoc vién ¢ diém & trung tam ctia d{t liéu thi dau mat trai cha khoang diém
la 38 va ddu mut phai cia khoang diém la 67. Hinh 5.2 cho thay diém s6 ctia hoc vién tap
trung nhiéu trong [38; 42].

25% 259? 25% 25% )
0 Q=38 Q,=4 Q=67 100

J

50% s6 liéu khéng nhé hon Q,
va khéng I6n hon Q,

‘ Hinh 5.2

Bdng 5.22 biéu dién két qua diéu tra do Ban Chap hanh Céng Bdng 5.22

doan mét xi nghiép may thuc hién vé luong hang thang ctia

604 cong nhan va can bé lanh dao. (triéu déng) | céng nhan

a) Ban Chap hanh Céng doan muén dé nghi trg cap cho [4; 6) 56
nhém 25% s6 cong nhan ¢ muc luong thap nhat trong [6; 8) 187
cong ty. Hay udc tinh mic luong cao nhat ciia nhém céng [8: 10) 202
nhan nay (lam tron két qua dén hai chir sé thap phan). [10; 12) 65

b) Dé cothém théng tin nham hoach dinh van dé luong thudng [12: 14) =3
cho ¢dng nhan nam tdi, Ban gidam déc can cr vao 50% cong [14: 16) Y
nhan cé luong nam & trung tam ctia mau sé liéu. Hay xac -
dinh mic luong thap nhat va mic luong cao nhat ctia nhém E:Z’ ;2)) j

c6ng nhan nay (Iam tron két qua dén hai chirsé thap phan).
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BAITAP Béng 5.23

5.7. Bdng 5.23 biéu dién két qua thong ké vé thdi gian can Thai gian (phut)

thiét dé thuc hién cac cudc chay marathon da dugc [120; 135) 1
tS chiic 8 mét dia phuong. [135; 150) 5
a) Xac dinh cac td phan vi cia mau sé liéu. [150; 165) 4
b) Xét nhém gém 50% s6 cudc thicéd thai gian ngén hon [165; 180) 4
da dugc t6 chiic: Thai gian t6i da clia cac cudc thi [180; 195) 6
trong nhom nay la bao nhiéu? [195: 210) 3
“ s & om 8 [210; 225) 5
Ny @ i [225; 240] 4
-‘ o o N=32
e 28 —__
- L X Bcin9524
5.8. TUE)I cu? mot sof lao déng nam dugc

théng ké trong Bdng 5.24.

a) Xacdinh cact phén vi ciia mau sé liéu. [20; 25) [40; 45)

b) Két qua tim dugc cho biét théng tin gi [25; 30) 42 [45; 50) 28
vé do tudi cta cac lao déng nam duoc [30; 35) 90 [50; 55) 22
diéu tra? (35; 40) 36 [55; 60) 30

Bdng 5.25

5.9. 'Iir;ﬁhafnr:1 If‘haokt“rzflhg hffiS:/iWW‘l"fgso:go‘;ng Dién tich T&n & Dién tich Tan <&
,alt or:mg é ‘|gn t[c ﬁtron'g ui':x r?:ilm (nghin ha) (nghin ha)

ctia 63 tinh thanh va to chic di liéu trong

Bang 5.25 [0; 30) [150; 180) 4

a) Xac dinh cic ti phan vi clla mau [30; 60) 18 [180; 210) 3
56 lieu [60; 90) 9 [210; 240) 3

b) Két qua tim dugc cho biét théng tin gi [90; 120) 9 [240; 270) 2
vé dién tich tréng lua nam 2019? [120; 150) 5 [270; 300] 3

5.10. Lan tim hiéu ham lugng vitamin C trong mét s loai rau cl qua va théng ké dit liéu trong
Bdng 5.26. Lan muén phan nhiing loai rau ci qud ma minh tim hiéu thanh 4 nhém tuy theo
ham lugng vitamin C cta ching: Nhém I géom khodng 25% loai rau ci qué c¢6 ham lugng
vitamin C thap; nhém II gém khoang 50% loai rau cti qua cé ham lugng vitamin C trung binh;
nhém IIT gém khoang 25% loai rau ci qua c6 ham lugng vitamin C cao.

Hay xac dinh: Bdng 5.26
a) DPau mut phdi cta khoang biéu thi Ham lugng Ham luong Tin

ham lugng vitamin C cGla nhom I; (mg/100 g) (mg/100 g)
b) Pau mut phai va dau mut trdi cla [10; 20) 2 [60; 70)

khodng biéu thi ham lugng vitamin C [20: 30) 7 [70; 80) 6

cta nhém I, [30; 40) 7 | [80;90) 10
c) Dau mut trdi cta khodng biéu thi [40; 50) 4 [90: 100) 4

ham lugng vitamin C ctia nhém IIL : ;

am lugng vitamin C ctia nhém (50 60) s [100; 110) 3
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MOT CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM
-

Ta da biét rang mét clia mét mau sé liéu la gia tri xuat hién nhiéu nhat trong mau va cling la mét
tham s& do xu thé trung tdm clia mau.

Trong khi sé trung binh, trung vi, t& phan vi chi pht hop véi mau di liéu dinh lugng thi mét cé thé
dung dé phan tich cd mau d liéu dinh tinh 1an dinh lugng. Tuy nhién, khi xét cac mau sé liéu ghép
nhém thi ta chi néi vé dit liéu dinh luong.

M6t ciia mét mau sé liéu ghép nhém la gi va dugc xac dinh nhu thé nao?
o Nhom chira mét

HOAT PONG 1

Béng 5.27 phan loai can nang ciia mot s6 hoc sinh. Nhém nao chita nhiéu sé liéu nhat?
Bdng 5.27

YL ILE [30;35) | [35;40) | [40;45) | [45;50) | [50;55) | [S5; 60]
5 12 16 18 25 14

<)
[/ Trong mo6t mau sé liéu ghép nhém, nhém ¢é tan s6 I6n nhat duoc goi la nhém chira mét.

ViDu 1

Bdng 5.28 biéu dién két qua doc dugc tir chiéc camera ma canh sat giao théong da dat dé
theo déi téc d6 cac xe & t6 luu théng trén mét quang dudng cao toc. Cho biét nhém nao la
nhom chita mét ciia mau sé liéu.
Bdng 5.28
[70;80) | [80;90) | [90; 100) | [100; 110) | [110; 120]

30 35 50 40 15 | N=170

Giai

Quan sat dong tan sé trong Bang 5.28, ta thay 50 la sé Ién nhat. Nhom cé tan sé nay la [90; 100).
Vay day la nhém chira mét clia mau sé liéu. N6 cho ta biét rang trong khodng thi gian camera
theo déi, loai xe chay véi téc dé tir 90 (km/h) dén dudi 100 (km/h) trén quang dudng nay
chiém sé luong nhiéu nhat.

Bédng 5.29 do ngudi chi mét co s& cho thué xe dap lap nén sau khi diéu tra 50 khach thué xe
trong hai ngay cudi tuan vé chiéu dai qudng dudng ma méi ngudi da thuc hién. Hay chi ra
nhém chida mét ctia mau sé liéu. .
’ Bang 5.29
Chiéu dai quang dudng (km) [0; 10) [10; 20) [20; 30) [30;40) @ [40; 50)
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0 Cdng thirc tinh mét ciia mau sé liéu ghép nhém
HOAT PONG 2

Xét mau s6 liéu ghép nhom vé can nang ctia hoc sinh cho trong Hoat dong 1 (Bdng 5.27). Ta da

xac dinh dugc nhém chira mét la [50; 55) va tan s6 ciia nhém nay la 25.

a) Xac dinh nhém lién ké trudc, nhém lién ké sau clia nhém chira mét va tan sé clia méi
nhom nay.

b) Goi a va b tuong tng la hiéu giia tdn sé ca nhém chita mét véi tan sé cdc nhém lién ké
trudc va nhom lién ké sau. Tim a va b.

c) Xacdinh chiéu dai h cia nhém chita mét.

Vi nhitng két qua trén, lam thé nao dé xac dinh mét M, clia mau s6 liéu ghép nhom da cho?

ViM, € [50; 55)nén M, =50 + xv6i0 < x < 5,trong d6 h =5 la d6 dai cia nhém chita mét (Hinh 5.3).

® ® - * - >
45 50 M 55 60

Hinh 5.3

Bang nhiing lap luan dua trén phan phéi ctia mau sé liéu, cac nha Théng ké hoc di dén quy udc tinh x
. W a
theo cong thic x = P h.

Trong trudng hgp mau sé liéu trén thi x = 7+7,|,| -5. Nhu vay, mét cla mau s6 liéu da cho la
M, =50+ 71'5.” ~ 51,94. Néu lam tron dén hang don vi thi M = 52 (kg).

j Mot clia mau so liéu ghép nhom dugc tinh theo céng thuc:

— a .
Mo—f_m+a+b h

Trong do: L_la dau mat trai cia nhém chia mét;
h la dé dai cia nhém chida mét;
a=n,-n,;b=n -n,véin,n,, n, tuong ling latan s6 ciia nhém chifa mét,
nhém lién ké trudc va nhém lién ké sau nhém chidia mét.

Luu y:
« Néu nhém chifa mot la nhom dau tién thi n, = 0. Néu nhém chifa mét la nhom cuéi ciing thin, =0.
- Néu hai nhém ké nhau déu cé cluing tan sé Ién nhat thi ngudi ta két hop ching dé tao thanh
mot nhém va viéc tinh todn mét van dugc thuc hién theo cong thirc trén.
+ Néu c6 hai nhém ¢é cling tan sé I6n nhat, nhung khéng lién ké nhau, thi mau sé liéu cé 2 mét.
Mét thudc méi nhém dugc tinh toan déc lap va van theo céng thuc trén.
vibu2
Tim m6t clia mau sé liéu cho & Vi du 1 (Bang 5.28). Hay cho biét trong céc xe dugc quan sat,
loai xe chay vdi téc dé nao chiém sé lugng nhiéu nhat.
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Giai

bé tién theo doi, ta viét lai & day Bdng 5.28.Can cti vao bang, R ELECCXUGTL)] ‘ Tansé

ta da néi rang nhém chiia mét la nhém [90; 100). [70; 80) 30

Nhu vay: [80; 90) 35

f.m=90;h=100—90=10. [90; 100) 50

n,=50; n, = 35; n,=40. [100; 110) 40

=a=50-35=15b=50-40=10. [110; 120) 15

Ap dung céng thic trén, ta tinh dugc:

M, =90 +—=">~-10=9.

Theo két qua tim dudc, ta c6 thé ndi trong s6 nhitng xe 6 té dudc quan sat thi loai xe chay vdi
| t6c do xap xi 96 km/h chiém sé lugng nhiéu nhat.

Y nghia cia mét cia mau sé liéu ghép nhém
M6t cia mét mau sé liéu ghép nhém cho biét rang nhiing gia tri xap xi véi mot xuat hién nhiéu nhat
trong mau. N6 cling thé hién xu thé tap trung clia mau sé liéu.

Xac dinh mét clia mau sé liéu cho trong Luyén tap 1 (Bdng 5.29). Khoang céch dai xap xi
bao nhiéu km dugc nhiéu khach thué xe thuc hién nhat?

VAN DUNG
T Bdng 5.30 do ngudi quan li mét ctra hang thuc pham lap dugc sau khi théng ké luong hoa qua
(don vi: kg) ban ra hang ngay trong mét thang.

Bdng 5.30

Khoi |u’¢_:l‘ng (kg) [30; 35) | [35;40) @ [40;45) @ [45;50) | [50;55) @ [55; 60)

Xac dinh s6 kilogam hoa qua (lam tron dén hang don vi) c6 thé xem la lugng ma nhiéu ngay
ban duoc nhat.

¥’ EM CO BIET

Cé nhém chidia mét khéng 6 nghia la mau sé liéu da cho c6 mét | Tansé
(vi c6 thé trong nhém chifa mét cé rat nhiéu gia tri cia mau sé liéu,

nhung khong cé gia tri nao cé tan sé 16n) hoac néu cé thi cling chua

hdn da thuéc nhém chita mét (cé thé gia tri xuat hién nhiéu nhat M
-4 . & k] - - - e * b A - ‘0 >
trong mau lai nam & nhém ghép khéac). Mét tim dugc bang cong thic Ll >
N ; 'm m+1
da cho chi la quy udc va gia tri tim dugc chila gia tri gan dung). Hinh 5.4

Vi la quy udc nén nguaoi ta con

dua ra mét cach udc tinh khdc don giagn hon. Theo  cach

udc tinh nay, néu nhém chitamétla[L , L ) thi mét dugc lay la dai dién ctia nhém dé, ngha la
= # Nhu vay, néu mau sé liéu duogc cho béi biéu doé tan s6 ghép nhém thi dé xac dinh

mot, ta chi viéc tim hoanh dé trung diém canh ndm ngang cta hinh chit nhat cao nhat (Hinh 5.4).
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5.11. Hay xac dinh mét ctia mau sé liéu cho béi bang tan s6 ghép nhéom dudi day:
Bang 5.31

Nhom ghép [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12) [12; 14) [14; 16]
3 8 18 11 12 8

5.12. Diéu tra quang dudng ma maéi xe buyt cac tuyén ndi thanh thuc hién vao mét ngay lam viéc
binh thudng trong tuan, Trung tdm Quaén li giao théng céng céng lap dugc Bdng 5.32:

Badng 5.32
[80; 90) 2
[90; 100) 8
[100; 110) 6
[110; 120) 13
[120; 130) 8
[130; 140) 13
[140; 150)
[150; 160)
[160; 170)
N =60

Nam va Lan cung phéan tich bang di liéu dé tim quang dudng di phé bién cla cac xe buyt.
Theo Nam, quing dudng xap xi 116 km la quéang dudng dugc nhiéu xe thuc hién nhat.
Lan khéng déng y, cho rang quang dudng dai xap xi 134 km méi la quang dudng dugc nhiéu
xe thuc hién nhat. C6 hay khéng diém bat hop li trong y kién cia méi ban Nam, Lan? Giai thich
vi sao.

5.13. Bdng 5.33 biéu dién két qua tim hiéu vé chi tiéu hang thang cho nha & cia cong nhén lam viéc
trong mot khu céng nghiép:
Bdng 5.33

Tién chi tiéu [15:2) [2:2,5) [2,5:3) (3;3,5) 3,5; 4]

(triéu dong/thang)

6 10 48 2 12

Mdic chitiéu phé bién (mic chi ctia nhiéu ngudi nhit) cho nha & clia cdc cdng nhan xap xi bang
bao nhiéu?
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€D HOATPONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM
-

Chung ta té chuic thai gian sinh hoat da hop li chua?
Muc tiéu: Van dung kién thic théng ké dé giai quyét mét van dé thuc té ma & doé phai thuc hién cac
budc clia qua trinh diéu tra: Thu thap dit liéu; t6 chiic va biéu dién dii liéu; phan tich xu thé trung tam
clia dit liéu. Tir két qua nghién cuiu, hoc sinh c6 thé tu dat cho minh cau héi vé viéc té chiic thai gian
sinh hoat hang ngay ctia ca nhan.
Van dé dat ra: Méi tuin, em va cac ban thudng danh bao nhiéu thai gian cho viéc tu hoc va viéc
rén luyén sic khoé? Khoang thai gian t6t nhat danh cho viéc tu hoc va rén luyén stic khde nén la
bao nhiéu? Phén bé thai gian clia em cho hai viéc nay da hgp li chua?
Chuan bi:
« Néu diéu kién cho phép, c6 thé dung may vi tinh dé trinh chiéu;
- Néu khéng cé6 may vi tinh hay may chiéu, chuan bi gidy A0 dé trinh bay bao céo.
T6 chiic hoat dong: LSp hoc duoc chia thanh hai doi, déi Cham hoc va déi Stic khoé. Doi Cham hoc tim
hiéu thai gian ma mét sé hoc sinh trung hoc phé théng danh cho viéc tu hoc hang tuan. Béi Stic khoé
tim hiéu thai gian ma hang tuan méi hoc sinh danh cho hoat déng thé thao nédng cao stic khoé.
Hoat déng 1: Xac dinh r6 van dé can giai quyét
Théo ludn trong néi bé mbi déi dé xac dinh ré:
- Van dé can giai quyét (thu thap cau tra 161 ciia mét sé hoc sinh vé thai gian ma méi ngudi danh cho
viéc tu hoc hang tuan déi vai déi Cham hoc, vé thai gian rén luyén sic khoé déi véi doi Stic khoé);
- Céch té chirc dir liéu: Du kién phan dir liéu sé thu thap duoc thanh nhitng nhém ghép nao?
« Nén dung phuong phap diéu tra nao dé thu thap dit lieu?
Néu chon phuong én diéu tra bang phiéu hdi: Soan phiéu héi;
Néu chon phuong an phéng van truc tiép: Lap bang ghi chép dit liéu khi phéng van.
Hoat dong 2: Thu thap va té chuc ditliéu
- Méi déi cé thé chia thanh cdc nhém nhd, mdi nhém duoc giao diéu tra mét 18p trong trudng hoac
mét s6 hoc sinh bac trung hoc phé théng & dia phuong minh sinh séng.
- Co thé sir dung mét hay vai phuong phap khac nhau da xac dinh & trén.
. Cac nhém tién hanh thu thap ngoai gid |én I8p, sau dé 1ap mét bang téng hop dir liéu & dang
bang tan sé ghép nhém (theo cac nhém ghép da du kién trong Hoat dong 1).
- Sao y bang téng hap clia nhém du dé chia sé théng tin cho cdc nhém khac trong ciing dbi.
Hoat dong 3: Tong hop va phan tich dirliéu toan doi thu dugc
- M&i nhém can cl vao két qua diéu tra clia tat cad cac nhom trong doi dé 1ap bang tong két sé liéu
do toan déi thu dugc.
« Phan tich mau sé liéu cla toan déi: Trung binh, trung vi, cac t& phan vi, mét cia mau sé liéu?
Nhan xét vé xu thé tap trung clia mau s6 liéu.
- Nhan xét vé thdi gian hang tuan ma cac ban hoc sinh danh cho viéc hoc (d6i véi d6i Cham hoc) hay
viéc rén luyén stic khoé (d6i véi doi Stic khod).
Hoat ddng 4: Bao cao va dua ra nhan xét
« M&i déi cir mét nhém dai dién béo cao két qua lam viéc cia doéi.
- Thdo luan I&p: Nhin chung, thi gian phan bé cho hailoai hoat déng (tu hoc va rén luyén siic khoé)
clia cac ban hoc sinh dugc diéu tra da hop li chua?
- M&i ca nhén tu doi chiéu thai gian minh danh cho hai hoat déng nay xem da hop li hay chua.
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5.14. Vi va Tam déu theo déi thanh tich cia cac van dong vién nam trong mét cudc thi
boi tu do dai 50 m. Va ghi lai thai gian bai (don vi: gidy) ciia méi van dong vién, con
Tam lap bang phan bé tan s6 ghép I6p dé biéu dién két qua.
Béang 5.34a. Thdi gian boi (gidy) do Vi ghi  Bdng 5.34b. Thai gian boi do Tam ghi

29,50 | 29,74 | 31,62 Thai gian boi (giay)

32,62 | 32,84 3390 [24; 26) 2
27,17 27,87 28,12 [26; 28) 6
28,55 | 28,60 29,17 (28; 30) 6
2411 25,63 | 26,00 [30; 32) 1
26,11 26,27 | 27,05 [32;34) 3

a) Véisé liéu do Vi cung cap, hay tinh thanh tich trung binh ctia cdc van déng vién.

b) V&i bang tan sé ghép nhém ctia Tam thi thanh tich trung binh ctia cac van déng
vién la bao nhiéu?

¢) Gidi thich vi sao ¢6 su khac nhau gitra hai két qua tim duoc.

5.15. Mét du hoc sinh & nudc ngoai da tim hiéu muc luong cla nhan vién thudc
mét céng ty va thu duoc Bdng 5.35 dudi day. Néu xét vé luong thi cé hay khéng
su bat binh dang gilta nam gidi va nir gidi lam viéc & céng ty nay? Giai thich cau
trd 1&i bang cach dua vao cac tham sé do xu thé trung tam (trung binh, trung vi, mét)
chia mau s liéu.

Bdng 5.35

Luong (USD/h) [4:12) [12; 20) [20; 28) [28; 36)
12 32 15 2
| Nhan vien nic  [IRE 28 17 1

5.16. Tudi tho cla I6p xe 6 t6 dugc tinh theo quang dudng ma 16p dugc sif dung cho dén

khi bat dau xay ra su cé vé |6p, goi la "quang dudng lan banh". Dudi day la bang
théng ké quang dudng lan banh ciia mét s6 [6p xe do hang X san xuat:

Bdng 5.36

SRR (30.40) | 140:50) | [50;60) | [60;70) | [70;80) | [80;90) | [90; 100]
(nghin km)

0 | 26 | 5 | 6 | 105 | 35 30 |N=320

a) Tinh quang dudng lan banh trung binh ctia 18p xe do hang X san xuat.

b) Chiém sé lugng nhiéu nhat 13 loai |6p xe cé6 quang dudng lan banh xap xi
bao nhiéu km?
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5.17. Dé chuan bi cho dé an tét nghiép, mét sinh vién y khoa da khao sat huyét ap téi da
clia mot sé bénh nhan va lap dugc bang tan sé ghép nhém sau:

Bang 5.37 77 EM CO BIET

Huyét ap la mét trong nhiing
[90; 110) 6 théng sé don gian nhat dé
[110; 130) 20 danh gia tinh trang stic khée
[130; 150) 35 con ngudi. C6 hai chi sé vé
[150; 170) 45 huyét &p la huyét 4p t6i da

[170; 190) 30 va huyét ap téi thiéu.
[190; 210) 16 Huyét ap téi da cho biét
ap luc cia mau lén déng
a) Xacdinh trung binh, trung vi va mét ctia mau mach khi tim co bép. Con s8
s6 liéu. nay thé hién kha néng bom
b) Hay giai thich vi sao trong truong hop nay, méu cltia tim dé cung cdp

ca ba gia tri tim dugc déu dai dién tét cho dén cac co quan.

huyét ap cia nhiing bénh nhéan dugc khao sét.

5.18. Maitim hiéu lugng ham lugng chat béo (don vi: g) ¢ trong 100 g méi loai thuc pham.
Sau khi thu thap di liéu vé 60 loai thuc pham, Mai lap duoc bang théng ké 5.38.

Bang 5.38

[2;6) [6; 10) | [10;14) | [14;18) | [18;22) | [22;26]
chatbéo (g)

2 6 10 13 16 13

a) Xac dinh trung binh, trung vi, mét cia mau sé liéu.

b) Tu cac gia tri tim duoc, hay phan tich sé liéu vé ham lugng chat béo clia nhing
loai thuc pham ma Mai da tim hiéu.

5.19. Mét cong ty gidng cay trong da cho trong thir nghiém hai giéng lua vu déng xuan &
moét sé dia phuong, véi diéu kién thé nhudng va ché do cham séc nhu nhau. Cuéi vy,
cbéng ty tim hiéu nang sudt mai giéng lda trén nhiing thira ruéng da trong thi diém
va thu duogc dir liéu & bang sau:

Bang 5.39

Nang suat (ta/ha) [50; 55) [55; 60) [60; 65) [65; 70) [70; 75)
DIENREd R Giong lia A 2 5 8 1 6
(ha) Giéng lua B 6 8 13 5 4

Trong vai nha nghién ctu, hday phan tich dir liéu vé nang suat méi giéng laa va
quyét dinh nén trién khai tréng dai tra gidéng lta nao. Gidi thich su lua chon dé.

148 Chuong 5 - CAC SO DAC TRUNG PO XU THE TRUNG TAM CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM

Page 154



5.20. Dudi day la mét mau so liéu cho & dang bang tan sé ghép nhém:

Nhom ghép Nhom ghép

5.21.

5.22.

[62,5; 67,5)
[67,5; 72,5)
[72,5;77,5)
[77,5; 82,5)

BAI TAP TRAC NGHIEM

Béng 5.40
[82,5; 87,5)
7 [87,5;: 92,5)
10 [92,5;97,5)
26 [97,5; 102,5)

Trung vi M_ cia mau s6 liéu la mét s6 thoa man diéu kién
A. 77,5 <M, <82,5.

C.

Dudi day |a mét mau sé liéu cho & dang bang tan sé ghép nhém:

87,5=M,<925.

Nhom ghép [0; 50)
e

Trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhém la
A.
C.

Xét mau s6 liéu vé Igi nhuan hang ngay ciia mét clfa hang trong quang thai gian

x=112,8.
x = 102,5.

60 ngay.

A.

B.
C.
D

Lgi nhuan
(triéu dong)

Tan sé tich luy

Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao sai?

(5;

B. 82,5<M, <875
D. 92,5< M, <97,5.

Bang 5.41
[50; 100) | [100; 150) | [150; 200)
8 7
B. x=107,8.
D. x = 85,5.

6

Bang 5.42
10) [10; 15) [15; 20)
5 8 20
5 13 33

Q, thuéc nhém [20; 25).
Nhém chia trung vi la nhom [15; 20).

Q, thuéc nhém [10; 15).
. Q,, Q,déu thudéc nhom

[15; 20).

Page 155

5
10
16

[200; 250)

[20; 25)

N=29

[25; 30)
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sU DUNG PHAN MEM GEOGEBRA DE
XACDINH CACTU PHAN V]

-

(BAI DOC THEM)

L ]

Bang tan so tich luy ctia mét mau sé liéu cé thé duoc biéu dién bang dudng tan sé tich luy. Phan mém
GeoGebra sé gilp ta vé dudng tan sé tich luy va sau dé dung né dé xac dinh cac t& phan vi cla

mau s6 liéu.

vibu
T Mét trung tdm Anh ngir théng ké két qua kiém tra gitta khoa ctia hoc vién qua bang sau:
G (30;40) | [40;50) | [50;60) | [60;70) | [70;80) | [80;90) | [90; 100]

Xac dinh cac td phan vi ciia mau sé liéu da cho.

Budc @ Mé& phan mém va thiét lap budc dau

M& phan mém GeoGebra va vao ché dé Graphing.

- Dé& con tré vao vung mat phang toa dé, nhap chuét phai, chon "Vung lam viéc" (Hinh 5.5a).

~

- Tai thé TrucHoanh, dat tén truc |a "Diém s&" va nhap chuét trai vao 6 "Chi huéng duong"

(Hinh 5.5b).
- TaithéTrucTung, dattén trucla "Tan sé tich luy" va nhap chudt trai vao 6 "Chi hudéng duang"
(Hinh 5.5¢).
3
Viing lam viéc
i 1. Hénthihétryctoads
; :FF Hign th i o Canban TrucHoanh TrucTung Lurdi Canban TrucHoanh TrucTung  Luwdi

Thanh diéu hudng Hign thj truc hoanh Hidn thi truc tung

Hién thi cac s8

Chi huéng duang

Hién thi céc s&
TrucHoanh : TrucTung 4

¢ Chi hwrdng d
E Hié'n thi tél ca cdc dal trong D Ti |& khoang céch - |:| Ti |& khoang céch
]
#f Goc nhin méc dinh Déu chon: |~ Dlncgr (1| *
-3 £ Vinglam vigc ...

Hinh 5.5b

Hinh 5.5a Hinh 5.5¢

Budc € Vé dudng tan sé tich luy

+ V& céc diém A (30; 0), A (40; 4), A (50; 11), A,(60; 23), A (70; 37), A (80; 46), A (90; 54), A (100; 58).
— Vé diém A (30; 0): Tai 6 Nhap Iénh, nhan "A_1» = (30, 0)" r6i nhan Enter.
— Thuc hién tuong tu dé vé cac diémA,,..., A
Luu y:
Hoanh dé clia cac diém trén (bd sé {30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100} chinh Ia cdc dau mat trai
va dau mut phai ctia cdc nhém ghép. Tung dé clia diém dau tién (A)) bang 0. Tung d6 clia
cac diém tiép theo lan luot 1a tan sé tich luy cla cac nhém ghép, ti nhém dau tién dén

8"

nhém cudi cung.
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- Vé dudng tan sé tich luy: Tai 6 Nhap [énh, nhap "LineGraph ({30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100},
{0,4,11,23,37,46,54,58})" (Hinh 5.6a) r6i nhan Enter, man hinh sé hién dudng tan sé tich luy
(Hinh 5.6b).

O  f(x) = LineGraph({30,40,50,60,70,80,90, 100}, {0, 4, 11,23, 37, 46, 54, 58})

Hinh 5.6a
, Tan 6 tioh luy HEH'S »
0 Ag ,/’/jr“.-
40 Ar}/ 1
30 A,
N ""3/’/‘r
10 1
rAJ.--E" f Diém s6
o 10 20 30 40 50 60 70 L) 80 100 110
Hinh 5.6b
Budc € Xac dinh cac ti phan vi
ViN=58nen: & 1458 20, 3N _ 435 :mmh i 15 =
. V& ba dudng vudng goéc véi truc tung va . //;}
lan luot cat truc tung tai diém c6 tung d6 . 1/
bang 14,5; 29 va 43,5: Nhap vao 6 Nhap lénh :zn ﬁ‘
"y = 14.5" réi nhan Enter. Tuong tu cho hai  « a7
duding con lai. Man hinh hién nhu & Hinh 5.7. SR8 ARSI RSK . 0 RN ER SRS ERY ST 771
« S dung " pémméi d€ vé diém cat ctia ba dudng Bueng thing
thdng y=14,5;y = 29;y = 43,5 véi dudng tdn s6 : J; ;:
tich luy: Dua con trd chuét lai vi tri giao diém oy ans
va nhap chuét trai. Khi dé ta dugc ba giao diém )
Hinh 5.7

A, B, C (Hinh 5.8).
« Cho hiénthitoa dé clia ba diém A, B, C: Nhap chuét trai vao tiing diém.Tai thé Can ban, chon
ki€u Hién thi tén "Tén & Gia tri" (Hinh 5.9).

Tan sé tich luy A i Cinbén Mauséc Kéu Nangcao Dais8
/
% A, =8
7~ k
50 J'-\a // _
.[- Dirk rgh
40 F\; // C= l::.".-’.22‘ .-13_5) GiaoBadmif, g. (5291667, 14.5))
'. Tiéu o8
30 A 4 L
h 4'"' B =(64.29, 20) [[] Use text as caption
20 7
g9 / Hiin thi g8 tuang
A i ‘A O
10 ’&'2 3" A= (52.92, 14'5) [ Hidn thi gl vt khi di chuyiin
A ¥ -
.1' Diém s6 | Hin thi tén: e o ,]
0 10 20 30 40 50 B0 70 80 80 100 110

Hinh 5.8 Hinh 5.9

- Két ludn cac t& phan vi cia mau sé liéu:
T phén vi thi nhat Q, 1a hoanh dé diém A va xap xi 52,92;
T phan vi thit hai Q, la hoanh dé diém B va xap xi 64,29;
T phan vi thi ba Q, 1a hoanh dé diém Cva xap xi 77,22.
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Béng tan sé tich luy 129 Géc cé sé6 do 1 radian 3

Canh bén cta hinh chép 91 Go6c lugng giac 2

Canh bén ctia hinh lang tru 112 Hai dinh déi dién ctia hinh hép 113
Canh déy cta hinh chép 91 Hai duéng thang chéo nhau 95
Canh déay cta hinh lang tru 112 Hai duéng thang song song 95
Canh déi dién ctia tu dién 92 Hai mat day ctia hinh hép 113
Cép s6 cong 50 Hai mat déi dién ctia hinh hép 113
Cép s6 nhan 53 Hai mat phang song song 106
Cép s6 nhan lui vé han 62 Ham sé chan 20
Chu ki 21 Ham sé cosin 22
Céng bbi 53 Ham sé cétang 23
Céng sai 50 Ham s6 gian doan tai mot diém 75
Cung cé s6 do 1 radian 3 Ham sé |é 20
Day sé 44 Ham s6 lién tuc tai mét diém 75
Day sé bi chan 48 Ham s6 lién tuc trén moét khoang 76
Day sé bi chan dudi 48 Ham sé sin 22
Day sé bi chan trén 48 Ham s6 tang 23
Day sé co gidi han —oo 63 Ham s6 tuan hoan 21

Day s6 cé gidi han +co 63 Hinh biéu dién cia mét hinh khéng gian | 84
Day s6 ¢ giGi han hiiu han 60 Hinh chiéu song song ctia mot diém 115
Day sé giam 47 Hinh chop 91

Day sé hlu han 44 Hinh hop 113
Day sé tang 47 Hinh lang tru 112
Dau mut trdi, dau mat phai cia nhém | 127 Hinh tu dién 92
Binh hinh chép 91 Hinh tu dién déu 92
Dinh hinh lang tru 112 Khéng dong phang 86
Déng phing 86 Mat bén ctia hinh chop 91

Budng chéo ctia hinh hop 113 Mat bén cua hinh lang tru 112
Pudng thang va mét phang song song | 101 Mat day hinh chép 91

DPudng tron luong giac 6 Mat phang chiéu 115
Gia tri dai dién ctia nhém 132 Mot clia mau so liéu ghép nhém 143
Gia tri lugng giac clia goc luong giac 8 Nhom chita mot 142
Giao tuyén 87 Nhém chia trung vi 135
Gidi han bén phai ctia ham s khix — x, | 67 Nhoém chia Q, 139
Gidi han bén trai ctia ham sé khix — x, | 67 Phép chiéu song song 115
Gigi han hiiu han cCia ham sé tai mét diém | 65 Phuong chiéu 115
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S6 do cutia goéc lugng giac 5 Trung binh ctia mau sé liéu ghép nhom | 132
Tan s6 ctla nhém ghép 127 Trung vi clia mau s6 liéu ghép nhom 137
Tan s6 tich luy cia nhém 129 T& phan vi cila mau s6 liéu ghép nhém | 139
Tong clia cap sé nhan [bi vo han 62

BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngir

Giai thich

Canh bén ctia hinh chép

La caccanh SA, SA,,..., SA trong hinh chép S.AA,...A .

Canh bén cta hinh lang tru

Lacaccanh A A,AA),...,A A ciahinhlangtruA A,.. A .AA. A"

2

Canh day cta hinh chop

La cac canh cta mat day hinh chép.

Canh day cda hinh lang tru

La cac canh day ctia hai méat day hinh lang tru.

Canh déi dién cda ti dién

La cac cap canh: ABva CD, BC va AD, AC va BD ctia t( dién ABCD.

Cap s6 nhan lui vé han

La cap s6 nhan c6 cong bdi g thda méan|g| < 1.

Chu ki

La s6 duong T nhd nhat thod man fix + T) = f(x).

Cung c6 sé do 1 radian

La cung cé dé dai bang ban kinh trén dudng tron tuy .

Day s6

Day s6 (u ) la mét ham s6 f cd mién xac dinh la tap hgp cac sé nguyén
duong, trong dé u = f(n).

Day s6 bi chan

Néu ton tai s6 thuc m, Msao chom < u_ < M, v&i moi sé nguyén duong n.

Day sé bi chan duéi

Néu tén tai s6 thuc m sao cho u, = m, vi moi sé nguyén ducng n.

Day sé bi chan trén

Néu tén tai s6 thuc M sao chou < M, véi moi s6 nguyén duang n.

Déy 56 c6 gidi han hiru han

La day s6 (u ) théa méanu, — L khin — +co.

Day s6 giam

La day s6 (v ) théa man u, > u_ ., véi moi s6 nguyén duong n.

n+1'

Day sé hitu han

La mot ham s6 fco mién xac dinh la {nnguyén /1 < n < m}, trong d6
m la mét s6 nguyén duong.

Day sé tang

La déy s6 (v ) thod manu <u_ ., v6i moisénguyén duong n.

Pinh hinh chép

La diém S trong hinh chép S.AA....A .

Pinh hinh lang tru

La cac dinh cta hai mat day hinh lang tru.

Pong phéng

Cac diém déng phang la céc di€m cing nam trén mét mat phang.

Pudng chéo ctia hinh hop

La doan thang ndi hai dinh déi dién hinh hép.

Pudng thang va mat
phang song song

La dudng thang va mat phang trong khéng gian khéng cé diém chung.

Puong tron lugng giac

Trong mat phang toa dé Oxy, dudng tron dinh hudng tam O ban kinh
R =1 nhan A(1; 0) lam diém géc dugc goi la dudng tron luong giac.

Gia tri lugng giac cta
goc luong giac

Cécgiatri sing, cosa, tan @, cota la cac gia tri lugng giac ctia géc lugng
giaca.

Giao tuyén

Giao tuyén ctia hai mat phang phéan biét 1a dudng thang duy nhat chia
tat ca cac diém chung ctia hai mat phang dé.
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Gidi han bén phai ctia
ham s6 khi x — x_

Gidi han bén trai cla
ham sé khi x — x,

Gidi han hitu han cda
ham s6 tai moét diém

Goéc ¢6 s6 do 1 radian
Goc luong giac

Hai dinh déi dién cda
hinh hop

Hai duéng thang
chéo nhau

Hai dudng thang
song song

Hai mat déi dién cda
hinh hop

Hai mat phang
song song

Hai mat day cia hinh
lang tru

Hai dinh déi dién cda
hinh hop

Ham sé chan

Ham so cosin

Ham sé cétang

Ham sé lién tuc tai
mot diém

Ham s6 gian doan tai
mot diém

Hamsé lé

Ham sé lién tuc trén
mot khoang

Ham s6 sin

Ham s6 tang

Néu fix ) — L khi x — x,, v&i moi day s6 (x ) thuéc mién xac dinh ctia ham
sOvax >x.
Néu fix ) — L khi x — x, vi moi day s6 (x ) thuéc mién xac dinh clia ham
s6vax <X,.

Néu f(x ) — L khix — x_, véi moi day s6 (x ) thuéc mién xac dinh ctia ham sé.

Géc & tdm chén cung c6 sé do 1 radian dugc goi la géc cé sé do 1 radian.

Trén dudng tron dinh hudng, cho hai diém A va B. Mét diém M di déng
trén dudng tron dinh hudng luén theo mét chiéu (duong hodc am) tir A
dén B.Tia OM quay xung quanh géc O tir tia OA dén tia OB tao ra mét goc
luwong giac cé tia dau 1a OA va tia cudi la OB.

La hai dinh ctia hinh hop khéng cing nam trén mét mat nao.

Hai dudng thang a va b goi la chéo nhau néu khéng cé mat phang nao
chua ca hai dudng thang nay.

La hai dudng thing cing nam trong mét mat phang va khong cé diém
chung.

La cap mét bén hoac mat day song song nhau.

La hai mat phang khéng co6 diém chung.

LahaidagiacA,A,..A vaA A .. A ciahinhlangtruA A,..A .A'A)..A

La cap mat bén hoac mat day song song nhau.

La ham sé y = f(x) véi tap xac dinh D thoa man vdi moi x € Dthi-x € D va
fl—x) = f(x).

La ham s6 cho tuong ting mét va chi mét gia tri cosx véi méi sé thuc x.

La ham sé cho tuong (ng mét va chi mét gia tri cotx véi méi sé thuc x # kn
(k € Z).

Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang K chita x,. Ham s6 y = f(x) dugc goi
la lién tuc tai x néu lim f(x) = f(x,).

La ham sé khéng lién tuc tai diém dé.

La ham sé y = f(x) vdi tap xac dinh D thoa man véi moi x € D thi—-x € D va
fl~x) = —f(x).

La ham sé lién tuc tai moi diém ctia khodng dé.
La ham sé cho tuong ting mét va chi mét gia tri sinx véi méi sé thuc x.

La ham s6 cho tuong tng mot va chi mét gia tri tanx véi méi sé thuc
x;&%ﬂm(k e 7).
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Ham s6 tuan hoan

Hinh biéu dién cta
mét hinh khéng gian

Hinh chiéu song song
cha mot diém

Hinh chop

Hinh hép

Hinh lang tru

Hinh tu dién
Hinh t( dién déu
Khéng déng phang

Mat bén cta hinh
chop

Mat bén ctia hinh
lang tru

Mat day hinh chép

Mat phang chiéu
Phép chiéu song song

Phuang chiéu
56 do clia géc luong
giac

Téng cha céap sé
nhan lui vé han

La ham sé y = f(x) c6 tap xac dinh D thod méan ton tai moét s6 T#0
saochovéimoix e D, tacd: x+Te Dvax—Te<D; fix+T)=fx).

L& hinh chiéu song song ctia hinh khéng gian trén mét mat phang theo
mét phuong chiéu nao dé hoac hinh déng dang véi hinh chiéu dé.

DPiém M’ goi la hinh chiéu song song clia diém M trén mat phang () theo
phuong A néu dudng thang d qua M va song song vdi A cat (a) tai M.

Hinh gém da giacAA,...A vantam giacSA A, SA/A,,..., SA A, véiSla diém
nam ngoai mat phang (A A,...A).

Hinh gém bén tam gidc ABC, BCD, ABD, ACD cé dugc tir bén diém khéng
déng phang A, B, C, D.

La hinh t& dién cé bén mat 1a cac tam giac déu.
Cac diém khéng dong phang khi khéng ton tai mét mat phang nao chia
tat ca cac diém dé.

La cactam giac SA A

17

SAA,....SA A tronghinhchépS.AA,...A.

La cac hinh binh hanh A.A'AJA,, AJAJAA, ... A A’A'A, cta hinh
langtruA A, LA A'A . A"

LadagiacAA,...A trong hinhchép SAA....A

L4 mat phing (a) trong phép chiéu song song I1én mat phang (a) theo
phuong A.

La phép dat tuong ting mdi diém M trong khéng gian véi hinh chiéu
song song M’ cia né trén mat phang (o) theo phuong A.

La dudng thang A trong phép chiéu song song 1én mat phang (@) theo
phuong A.

Sé do cha 9_9’5 luong giac (OA, OB), ki hiéu sd(OA, OB), 1a sé do ctia cung
luong giac AB tuong Ung.

u‘l
S=u,tu,t+...=——

» trong d6 u_la mét cap s6 nhan c6 cong bdi g
thod man|q|<1.
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