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Câu I (3,0 điểm).
1). Giải hệ phương trình 
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2). Giải phương trình 
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Câu II (3,0 điểm). 
1). Chứng minh rằng không tồn tại các bộ ba số nguyên 
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 thỏa mãn            đẳng thức 
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2). Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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Câu III (3,0 điểm). Cho hình bình hành 
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 với 
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. Đường phân giác của góc 
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 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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. Kẻ đường thẳng 
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. Đường thẳng 
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 lần lượt cắt các đường thẳng 
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1). Chứng minh rằng 
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2). Chứng minh rằng 
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 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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3). Gọi giao điểm của 
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 và 
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 là 
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, chứng minh rằng 
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Câu IV (1,0 điểm). Với 
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 là những số thực dương, tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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Câu I.
1). Hệ phương trình tương đương với 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image29.wmf](
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+) Nếu 
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 (mâu thuẫn).

+) Nếu 
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Đáp số: 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng kỹ thuật đánh giá theo miền nghiệm khi đoán trước được nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Cho hai biểu thức 
[image: image41.wmf](

)

;

fxy

 và 
[image: image42.wmf](

)

;

gxy

, trong đó 
[image: image43.wmf](

)

;0

gxy

>

. 
Xét biểu thức: 
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Có hai trường hợp sau xảy ra đó là  
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· Kỹ thuật nhẩm nghiệm.

Ý tưởng: Bài toán này không phải là một hệ phương trình đồng bậc, nếu là đồng bậc hai thì ta có thể giải quyết bằng cách đưa về hệ số bất định. Nhưng một điều đáng lưu ý ở bài toán này đó chính là các biểu thức 
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 được gắn với hai đại lượng không âm. Nên nhiều khả năng sẽ xảy ra 
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 là nghiệm duy nhất của hệ phương trình. Hoặc ta có thể sử dụng kỹ thuật nhẩm nghiệm như sau, đó là giả sử 
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, bây giờ ta sẽ thay thử các giá trị của 
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 nguyên và đẹp. Và cũng cho ta được nghiệm 
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Vì thế ta tách hệ phương trình ban đầu, và nhóm nhân tử như sau:

· Hệ phương trình đã cho 
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· Đến đây, ta sẽ đánh giá miền nghiệm: 
TH1. Nếu 
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Hệ bất phương trình này vô nghiệm.
TH2. Nếu 
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Hệ bất phương trình vô nghiệm

· Vậy 
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 là nghiệm duy nhất của hệ phương trình.

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Giải hệ phương trình 
[image: image59.wmf](

)

(

)

2

2

214

32

xyxy

yxyx

ì

ï

-++=

ï

ï

í

ï

-+=+

ï

ï

î

.

Đáp số: 
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2). Điều kiện 
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Phương trình tương đương 
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Chia hai vế cho 
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+ Giải 
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+ Giải 
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Đáp số 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp ẩn phụ không hoàn toàn, sau đó nâng lũy thừa tìm nghiệm của phương trình ban đầu.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn: xét một phương trình bậc hai có dạng 
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 là ẩn phụ được biểu diễn dưới dạng 
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 bắt buộc là một số chính phương. Nên ta tìm được nghiệm của (*) đó là
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· Cách giải phương trình 
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Ý tưởng: Trước hết, ta cần quy đồng mẫu số bài toán, như vậy ta sẽ được phương trình có dạng 
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 và nếu nâng lũy thừa hai vế, ta sẽ thu được một phương trình bậc 5. Và phương trình bậc 5 nếu không có nghiệm nguyên thì sẽ rất khó để giải quyết. Vậy nên ta cần nghĩ đến hướng tư duy khác, đó là bài toán xuất hiện căn thức 
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 để có thể đưa về phương trình bậc hai, sau đó đặt 
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 để sử dụng phương pháp ẩn phụ không hoàn toàn. Tức là sẽ chia cả hai vế của phương trình, ta được: 

· Ta có 
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· Đặt 
[image: image84.wmf]3

0

tx

x

=+>

, khi đó ta có (*)
[image: image85.wmf]2

14

210

tt

xx

æö

÷

ç

Û-++=

÷

ç

÷

ç

÷

èø

.

Có 
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 nên suy ra được
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· Giải (
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· Giải (
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), ta có (
[image: image92.wmf]ii

)
[image: image93.wmf]3

2

34

3401

xxxx

x

x

Û+=Û+-=Û=

.

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Giải phương trình: 
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Câu II.
1). Giả sử tồn tại các số nguyên 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf](1)
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Mâu thuẫn với (1). 
Vậy không tồn tại 
[image: image104.wmf](
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Nhận xét. Để giải bài toán trên cần sử dụng phương pháp phản chứng: “Giả sử xảy rồi biến đổi thấy điều mâu thuẫn với giả sử”. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Thêm cùng một lượng vào hai vế của đẳng thức ta được một đẳng thức mới tương đương với đẳng thức ban đầu
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· Lũy thừa bậc bốn của một số nguyên khi chia cho 8 dư 0 hoặc 1 tức là 
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· Hai vế của một đẳng thức có số dư khi chia cho cùng một số nhận được số dư khác nhau thì đẳng thức này không thể tồn tại.

Ta thấy 
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 chia 8 dư 5 do đó không thể tồn tại đẳng thức 
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Vậy không tồn tại các bộ ba số nguyên 
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2). Phương trình tương đương với 
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+) Nếu 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image120.wmf]và 
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Vậy 
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là nghiệm duy nhất.

Nhận xét. Để giải bài toán trên cần sử dụng phương pháp biến đổi tương đương đưa về xét khoảng giá trị của nghiệm. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hằng đẳng thức 
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· Hằng đẳng thức 
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Khi đó phương trình đã cho tương đương với phương trình 
[image: image131.wmf]33
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Giải phương trình nghiệm nguyên bằng cách xét khoảng giá trị của nghiệm

· Không tồn tại lũy thừa bậc ba nào giữa hai lập phương (lũy thừa bậc ba) liên tiếp.

+) Nếu 
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(mâu thuẫn vì 
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 nguyên và 
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(mâu thuẫn vì 
[image: image138.wmf]y

 nguyên và 
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+) Nếu 
[image: image141.wmf]00

xy

=Þ=

 (thỏa mãn).
Vậy 
[image: image142.wmf]0
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 là nghiệm duy nhất.
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Câu III

1). Tứ giác 
[image: image143.wmf]OBCD

 nội tiếp và 
[image: image144.wmf]CO

 là phân giác góc 
[image: image145.wmf]·

BCD

, suy ra 
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, nên tam giác 
[image: image147.wmf]OBD
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 cân tại 
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, do đó 
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Tứ giác 
[image: image150.wmf]OBCD

 nội tiếp 
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) (2).

Trong tam giác 
[image: image153.wmf]CEF
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 có 
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 vừa là đường cao vừa là đường phân giác nên tam giác 
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Do 
[image: image157.wmf]·

·

·

ABCFAEBAFCEAB

Þ==

P

, suy ra tam giác 
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Từ (1), (2) và (3), suy ra 
[image: image162.wmf]OBEODC

D=D

 (c – g – c).

Nhận xét. Có ba trường hợp bằng nhau cơ bản của hai tam giác. Ở bài này, chúng ta sử dụng trường hợp bằng nhau “cạnh-góc-cạnh” từ đó ta sẽ đi tìm ra các cạnh và góc bằng nhau.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hai góc nội tiếp cùng chắn một cung của một đường tròn thì bằng nhau.
+ 
[image: image163.wmf]·

·

BCOODB
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image164.wmf]»
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 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image165.wmf]BCD
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).
+ 
[image: image166.wmf]·
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OCDCBD
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image167.wmf]¼

DO

 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image168.wmf]BCD
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Mà 
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 (vì 
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 là tia phân giác của 
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BCD

), suy ra 
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· Tam giác có hai góc bằng nhau là tam giác cân.
Tam giác 
[image: image173.wmf]OBD

D

 có 
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 (chứng minh trên) nên 
[image: image175.wmf]OBD
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 cân tại 
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· Tam giác cân có hai cạnh bên bằng nhau.
Tam giác 
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 cân tại 
[image: image178.wmf]O

 suy ra 
[image: image179.wmf]OBOD
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.
· Tứ giác nội tiếp có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong tại đỉnh không kề với nó.
Tứ giác 
[image: image180.wmf]BCDO

 nội tiếp đường tròn ngoại tiếp 
[image: image181.wmf]BCD

D

 có 
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 là góc ngoài tại đỉnh 
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 và 
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 là góc trong tại đỉnh 
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 không kề 
[image: image186.wmf]B

 suy ra 
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· Tam giác có đường cao cũng là đường phân giác thì tam giác đó cân.
Tam giác 
[image: image188.wmf]CEF

D

 có 
[image: image189.wmf]CO

 vừa là đường cao vừa là đường phân giác nên tam giác 
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 cân tại 
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.
· Tam giác cân có hai góc kề cạnh đáy bằng nhau.
Tam giác 
[image: image192.wmf]CFE
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 cân tại 
[image: image193.wmf]C

, suy ra 
[image: image194.wmf]·
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 hay 
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· Một đường thẳng cắt hai đường thẳng song song tạo ra hai góc ở vị trí đồng vị bằng nhau.

[image: image196.wmf]·
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AFCEAB
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 (hai góc ở vị trí đồng vị của
[image: image197.wmf]ABFC
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), suy ra 
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, nên 
[image: image199.wmf]EBA

D

 cân tại 
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 (tam giác có hai góc bằng nhau), do đó 
[image: image201.wmf]BEBA
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 mà 
[image: image202.wmf]ABCD

 là hình bình hành nên 
[image: image203.wmf]ABCD
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 suy ra 
[image: image204.wmf]BECD
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.
Xét 
[image: image205.wmf]OBE
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 và 
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 có: 
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[image: image208.wmf]·

·

EBDCDO

=

; 
[image: image209.wmf]BECD

=

 suy ra 
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2). Từ 
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Mà 
[image: image212.wmf]CO

 là đường cao tam giác cân 
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, suy ra 
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Từ đó 
[image: image215.wmf]OEOCOF
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, vậy 
[image: image216.wmf]O

 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image217.wmf]CEF
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Nhận xét. Đường tròn ngoại tiếp tam giác cách đều ba đỉnh của tam giác do đó ta chứng minh điểm 
[image: image218.wmf]O

 cách đều các điểm 
[image: image219.wmf]E

; 
[image: image220.wmf]C
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 hay 
[image: image222.wmf]OEOCOF
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Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hai tam giác bằng nhau có các cặp cạnh và cặp góc tương ứng bằng nhau.

[image: image223.wmf]OBEODCOEOC
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· Tam giác cân có đường cao cũng là đường trung trực của cạnh tương ứng


[image: image224.wmf]CO

 là đường cao của tam giác cân 
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 nên 
[image: image226.wmf]CO

 là đường trung trực của 
[image: image227.wmf]FE

.
· Một điểm thuộc trung trực của một đoạn thẳng thì cách đều hai mút của đoạn thẳng.
Điểm 
[image: image228.wmf]O

 thuộc đường trung trực 
[image: image229.wmf]CO

 của đoạn thẳng 
[image: image230.wmf]FE

 nên 
[image: image231.wmf]OEOF
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, suy ra 
[image: image232.wmf]OEOCOF
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.
· Điểm cách đều ba đỉnh của một tam giác là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đó.
Ta có 
[image: image233.wmf]OEOCOF
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 suy ra 
[image: image234.wmf]O

 là tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image235.wmf]CEF
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3). Theo trên, ta có 
[image: image236.wmf]BECD
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 mà 
[image: image237.wmf]CECFBCDF
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Ta có 
[image: image238.wmf]CI

 là đường phân giác góc 
[image: image239.wmf]·

BCD

, nên 
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Mà 
[image: image241.wmf]CO

 là trung trực 
[image: image242.wmf]EF

 và 
[image: image243.wmf]ICO

Î

, suy ra 
[image: image244.wmf]IEIF
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.

Từ hai đẳng thức trên, suy ra 
[image: image245.wmf]....

IBBEEIIDDFFI

=

.

Nhận xét. Chứng minh một đẳng thức ta kết hợp các đẳng thức đã cho, đã chứng minh được để ghép vào đẳng thức cần chứng minh.  

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

Ta có 
[image: image246.wmf]BECD

=

 (chứng minh trên) và 
[image: image247.wmf]CECF

=

 (
[image: image248.wmf]ECF

D

 cân tại 
[image: image249.wmf]C

) suy ra 
[image: image250.wmf]CEBECFCDBCDF
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 suy ra 
[image: image251.wmf]CBDF

CDBE
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.
· Đường phân giác trong của một tam giác chia cạnh dối diện thành hai đoạn thẳng có tỷ số bằng với tỷ số hai cạnh tương ứng của tam giác.
Ta có 
[image: image252.wmf]CI

 là phân giác của góc trong 
[image: image253.wmf]·

BCD

 của tam giác 
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 nên 
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, suy ra ta được 
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· Nhắc lại kiến thức.
Ta có 
[image: image257.wmf]I

 nằm trên trung trực 
[image: image258.wmf]CO

 của đoạn thẳng 
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 nên suy ra 
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 nhân vế theo vế với đẳng thức 
[image: image261.wmf]..
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 ta được 
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Câu IV.  Ta  chứng minh 
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Ta chứng minh  
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Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image278.wmf]1
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image279.wmf]xy
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.

Vậy 
[image: image280.wmf]min
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P
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.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp dự đoán điểm rơi, từ đó phát hiện tư duy bất đẳng thức phụ cần thiết để tìm giá trị nhỏ nhất của bài toán. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp: 

· Bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương 
[image: image281.wmf]2
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+³

.

· Hệ quả của bất đẳng thức Cosi, đó là: 
[image: image282.wmf](
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Ý tưởng: Đây là một bài toán chứa các biểu thức đồng bậc, nên điểm rơi của bài toán sẽ có dạng 
[image: image283.wmf]xky
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. Từ đó thay ngược lại biểu thức 
[image: image284.wmf]P

, ta có:
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Các biểu thức 
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 đều xuất hiện trong căn, nên ta mong muốn nó là một số phương trình và bằng nhau, do đó 
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 và 
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. Tức là điểm rơi của bài toán tại 
[image: image290.wmf]xy
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 và giá trị nhỏ nhất của 
[image: image291.wmf]P

 là 
[image: image292.wmf]1

. Việc dự đoán điểm rơi này là cần thiết, nó giúp ta có nhiều sự lựa chọn hơn trong các việc đánh giá như 
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. Với điểm rơi đó, hai mẫu số trong đã bằng nhau 
[image: image295.wmf]P

 nên nếu có đánh giá 
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Nhưng điều này chưa hoàn toàn đúng, vì cần phải có điều kiện 
[image: image303.wmf]yx

³

, vậy nên hướng tư duy như trên chưa đúng. Tức là ta sẽ lựa chọn biểu thức 
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· Với 
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, với hướng tư duy tương tự, chúng ta sẽ có: 
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Điều này luôn đúng do theo bất đẳng thức Cosi, ta có:
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Cho 
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 là hai số thực dương thỏa mãn 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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2. Cho 
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_1506022603.unknown

_1506970460.unknown

_1506580751.unknown

_1505976406.unknown

_1506022592.unknown

_1505976405.unknown

_1505976109.unknown

_1505975992.unknown

_1505975999.unknown

_1505975974.unknown

_1505975877.unknown

_1505975897.unknown

_1505975918.unknown

_1505975882.unknown

_1505975862.unknown

_1505975869.unknown

_1505975835.unknown

_1505250570.unknown

_1505250621.unknown

_1505250769.unknown

_1505250814.unknown

_1505250910.unknown

_1505250909.unknown

_1505250777.unknown

_1505250782.unknown

_1505250681.unknown

_1505250747.unknown

_1505250759.unknown

_1505250716.unknown

_1505250650.unknown

_1505250600.unknown

_1505250608.unknown

_1505250581.unknown

_1505250498.unknown

_1505250537.unknown

_1505250550.unknown

_1505250513.unknown

_1505250367.unknown

_1505250490.unknown

_1505250363.unknown

_1505249823.unknown

_1505250102.unknown

_1505250247.unknown

_1505250284.unknown

_1505250326.unknown

_1505250338.unknown

_1505250318.unknown

_1505250256.unknown

_1505250115.unknown

_1505250177.unknown

_1505250231.unknown

_1505250113.unknown

_1505250022.unknown

_1505250049.unknown

_1505250051.unknown

_1505250034.unknown

_1505249884.unknown

_1505250003.unknown

_1505249854.unknown

_1505249643.unknown

_1505249669.unknown

_1505249797.unknown

_1505249812.unknown

_1505249773.unknown

_1505249661.unknown

_1505249664.unknown

_1505249648.unknown

_1505249544.unknown

_1505249612.unknown

_1505249638.unknown

_1505249574.unknown

_1505249457.unknown

_1505249494.unknown

_1505249432.unknown

_1505249068.unknown

_1505249102.unknown

_1505249139.unknown

_1505249311.unknown

_1505249403.unknown

_1505249415.unknown

_1505249389.unknown

_1505249177.unknown

_1505249227.unknown

_1505249292.unknown

_1505249217.unknown

_1505249189.unknown

_1505249147.unknown

_1505249152.unknown

_1505249143.unknown

_1505249118.unknown

_1505249131.unknown

_1505249135.unknown

_1505249127.unknown

_1505249110.unknown

_1505249114.unknown

_1505249106.unknown

_1505249085.unknown

_1505249093.unknown

_1505249098.unknown

_1505249089.unknown

_1505249077.unknown

_1505249081.unknown

_1505249073.unknown

_1505248985.unknown

_1505249052.unknown

_1505249060.unknown

_1505249064.unknown

_1505249056.unknown

_1505249027.unknown

_1505249048.unknown

_1505248989.unknown

_1505248960.unknown

_1505248968.unknown

_1505248972.unknown

_1505248964.unknown

_1505248952.unknown

_1505248956.unknown

_1505248947.unknown

_1505248810.unknown

_1505248877.unknown

_1505248910.unknown

_1505248927.unknown

_1505248935.unknown

_1505248939.unknown

_1505248931.unknown

_1505248918.unknown

_1505248922.unknown

_1505248914.unknown

_1505248893.unknown

_1505248902.unknown

_1505248906.unknown

_1505248897.unknown

_1505248885.unknown

_1505248889.unknown

_1505248881.unknown

_1505248843.unknown

_1505248860.unknown

_1505248868.unknown

_1505248873.unknown

_1505248864.unknown

_1505248852.unknown

_1505248856.unknown

_1505248848.unknown

_1505248827.unknown

_1505248835.unknown

_1505248839.unknown

_1505248831.unknown

_1505248819.unknown

_1505248823.unknown

_1505248814.unknown

_1505248739.unknown

_1505248777.unknown

_1505248793.unknown

_1505248802.unknown

_1505248806.unknown

_1505248798.unknown

_1505248785.unknown

_1505248789.unknown

_1505248781.unknown

_1505248760.unknown

_1505248768.unknown

_1505248773.unknown

_1505248764.unknown

_1505248752.unknown

_1505248756.unknown

_1505248743.unknown

_1505248706.unknown

_1505248723.unknown

_1505248731.unknown

_1505248735.unknown

_1505248727.unknown

_1505248714.unknown

_1505248718.unknown

_1505248710.unknown

_1505248685.unknown

_1505248698.unknown

_1505248702.unknown

_1505248689.unknown

_1505248677.unknown

_1505248681.unknown

_1505248673.unknown

_1505248364.unknown

_1505248535.unknown

_1505248602.unknown

_1505248635.unknown

_1505248652.unknown

_1505248660.unknown

_1505248664.unknown

_1505248656.unknown

_1505248644.unknown

_1505248648.unknown

_1505248639.unknown

_1505248619.unknown

_1505248627.unknown

_1505248631.unknown

_1505248623.unknown

_1505248610.unknown

_1505248614.unknown

_1505248606.unknown

_1505248568.unknown

_1505248585.unknown

_1505248594.unknown

_1505248598.unknown

_1505248589.unknown

_1505248577.unknown

_1505248581.unknown

_1505248573.unknown

_1505248552.unknown

_1505248560.unknown

_1505248564.unknown

_1505248556.unknown

_1505248543.unknown

_1505248548.unknown

_1505248539.unknown

_1505248464.unknown

_1505248497.unknown

_1505248514.unknown

_1505248522.unknown

_1505248531.unknown

_1505248518.unknown

_1505248506.unknown

_1505248510.unknown

_1505248502.unknown

_1505248481.unknown

_1505248489.unknown

_1505248493.unknown

_1505248485.unknown

_1505248472.unknown

_1505248477.unknown

_1505248468.unknown

_1505248406.unknown

_1505248431.unknown

_1505248448.unknown

_1505248460.unknown

_1505248443.unknown

_1505248414.unknown

_1505248418.unknown

_1505248410.unknown

_1505248389.unknown

_1505248398.unknown

_1505248402.unknown

_1505248393.unknown

_1505248373.unknown

_1505248385.unknown

_1505248368.unknown

_1505248127.unknown

_1505248260.unknown

_1505248294.unknown

_1505248323.unknown

_1505248331.unknown

_1505248335.unknown

_1505248327.unknown

_1505248310.unknown

_1505248314.unknown

_1505248306.unknown

_1505248277.unknown

_1505248285.unknown

_1505248289.unknown

_1505248281.unknown

_1505248269.unknown

_1505248273.unknown

_1505248264.unknown

_1505248198.unknown

_1505248214.unknown

_1505248231.unknown

_1505248256.unknown

_1505248223.unknown

_1505248206.unknown

_1505248210.unknown

_1505248202.unknown

_1505248177.unknown

_1505248189.unknown

_1505248193.unknown

_1505248181.unknown

_1505248169.unknown

_1505248173.unknown

_1505248152.unknown

_1505248019.unknown

_1505248089.unknown

_1505248106.unknown

_1505248114.unknown

_1505248118.unknown

_1505248110.unknown

_1505248098.unknown

_1505248102.unknown

_1505248093.unknown

_1505248064.unknown

_1505248077.unknown

_1505248081.unknown

_1505248073.unknown

_1505248027.unknown

_1505248060.unknown

_1505248023.unknown

_1505247948.unknown

_1505247990.unknown

_1505248010.unknown

_1505248014.unknown

_1505248006.unknown

_1505247960.unknown

_1505247969.unknown

_1505247956.unknown

_1505247915.unknown

_1505247927.unknown

_1505247944.unknown

_1505247923.unknown

_1505247902.unknown

_1505247910.unknown

_1505247894.unknown

