ch­¬ng 4 (  sè phøc
[image: image618.wmf]A.  KiÕn thøc cÇn nhí

I.  Sè phøc
1. kh¸i niÖm sè phøc

§Þnh nghÜa 1
[image: image619.wmf]Mét sè phøc lµ mét biÓu thøc d¹ng a + bi trong ®ã a, b lµ c¸c sè thùc vµ sè i tháa m·n i2 = (1. KÝ hiÖu sè phøc ®ã lµ z vµ viÕt z = a + bi. 
i ®­îc gäi lµ ®¬n vÞ ¶o, a ®­îc gäi lµ phÇn thùc vµ b ®­îc gäi lµ phÇn ¶o cña sè phøc z = a + bi.

TËp hîp c¸c sè phøc ®­îc kÝ hiÖu lµ 
[image: image1.wmf]£

.


 Chó ý: 

1. Sè phøc z = a + 0i cã phÇn ¶o b»ng 0 ®­îc coi lµ sè thùc vµ viÕt lµ:
a + 0i = a,  a ( 
[image: image2.wmf]¡



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3.wmf]Ì

£
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2. Sè phøc cã phÇn thùc b»ng 0 ®­îc gäi lµ sè ¶o (cßn gäi lµ thuÇn ¶o): 
z = 0 + bi = bi (b(
[image: image4.wmf]¡

); i = 0 + 1i = 1i.

3. Sè 0 = 0 + 0i = 0i võa lµ sè thùc võa lµ sè ¶o.

§Þnh nghÜa 2
[image: image620.wmf]Hai sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image5.wmf]¡

), z' = a' + b'i (a', b'(
[image: image6.wmf]¡

) b»ng nhau nÕu vµ chØ nÕu: 

a = a',  b = b'.

Khi ®ã, ta viÕt z = z'.

2. biÓu diÔn h×nh häc sè phøc

Mçi sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image7.wmf]¡

) ®­îc biÓu diÔn bëi ®iÓm M(a; b). Khi ®ã, ta th­êng viÕt M(a + bi) hay M(z). Gèc O biÓu diÔn sè 0.
MÆt ph¼ng täa ®é víi viÖc biÓu diÔn sè phøc ®­îc gäi lµ mÆt ph¼ng phøc.

· Trôc Ox gäi lµ trôc thùc.

· Trôc Oy gäi lµ trôc ¶o.

3. phÐp céng vµ phÐp trõ sè phøc

§Þnh nghÜa 3
Tæng cña hai sè phøc z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i (a1, b1, a2, b2(
[image: image8.wmf]¡

) lµ sè phøc 

z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i. 

Nh­ vËy, ®Ó céng hai sè phøc, ta c«ng c¸c phÇn thùc víi nhau, céng c¸c phÇn ¶o víi nhau.

TÝnh chÊt cña phÐp céng sè phøc
1. TÝnh chÊt kÕt hîp: 
(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) víi mäi z1, z2, z3 ( 
[image: image9.wmf]£

.
2. TÝnh chÊt giao ho¸n:
z1 + z2 = z2 + z1 víi mäi z1, z2 ( 
[image: image10.wmf]£

.

3. Céng víi 0: 
z + 0 = 0 + z = z víi mäi z ( 
[image: image11.wmf]£

.

4. Víi mçi sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image12.wmf]¡

), nÕu kÝ hiÖu sè phøc (a ( bi lµ (z th× ta cã: 

z + ((z) =  (z + z  = 0.
Sè (z ®­îc gäi lµ ​sè ®èi cña sè phøc z.

§Þnh nghÜa 4
HiÖu cña hai sè phøc z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i (a1, b1, a2, b2(
[image: image13.wmf]¡

) lµ tæng cña z1 víi (z2, tøc lµ: 
z1 ( z2 = z1 + ((z2) = (a1 ( a2) + (b1 ( b2)i. 

ý nghÜa h×nh häc cña phÐp céng vµ phÐp trõ sè phøc
Mçi sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image14.wmf]¡

) ®­îc biÓu diÔn bëi ®iÓm M(a; b) còng cã nghÜa lµ vect¬ 
[image: image15.wmf]OM
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.
Khi ®ã, nÕu 
[image: image16.wmf]1
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[image: image17.wmf]2
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 theo thø tù biÓu diÔn sè phøc z1, z2 th×:
· 
[image: image18.wmf]1
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 + 
[image: image19.wmf]2
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 biÓu diÔn sè phøc z1 + z2.

· 
[image: image20.wmf]1
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 ( 
[image: image21.wmf]2
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 biÓu diÔn sè phøc z1 ( z2.

4. phÐp nh©n sè phøc

§Þnh nghÜa 5
TÝch cña hai sè phøc z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i (a1, b1, a2, b2(
[image: image22.wmf]¡

) lµ sè phøc 

z1.z2 = a1a2 ( b1b2 + (a1b2 ( a2b1)i. 


 NhËn xÐt: Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã:

· Víi mäi sè thùc k, vµ mäi sè phøc a + bi (a, b(
[image: image23.wmf]¡

) ta cã k(a + bi) = ka + kbi.
· 0z = 0 víi mäi sè phøc z.

TÝnh chÊt cña phÐp nh©n sè phøc
1. TÝnh chÊt giao ho¸n:
z1z2 = z2z1 víi mäi z1, z2 ( 
[image: image24.wmf]£

.

2. TÝnh chÊt kÕt hîp: 
(z1z2)z3 = z1(z2z3) víi mäi z1, z2, z3 ( 
[image: image25.wmf]£

.
3. Nh©n víi 1:
1.z = z.1 = z víi mäi z ( 
[image: image26.wmf]£

.

4. TÝnh chÊt ph©n phèi (cña phÐp nh©n ®èi víi phÐp céng): 
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 víi mäi z1, z2, z3 ( 
[image: image27.wmf]£

.

5. sè phøc liªn hîp vµ m«dun cña sè phøc

§Þnh nghÜa 6
Sè phøc liªn hîp cña z = a + bi (a, b(
[image: image28.wmf]¡

) lµ a ( bi vµ ®­îc kÝ hiÖu  bëi 
[image: image29.wmf]z

.
Nh­ vËy, ta cã:


[image: image30.wmf]z

 = 
[image: image31.wmf]abi

+

 = a ( bi.


 NhËn xÐt: Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy:

1. Sè phøc liªn hîp cña 
[image: image32.wmf]z

 l¹i lµ z, tøc lµ 
[image: image33.wmf]z

 = z. V× thÕ ng­êi ta cßn nãi z vµ 
[image: image34.wmf]z

 lµ hai sè phøc liªn hîp víi nhau.
2. Sè phøc liªn hîp khi vµ chØ khi c¸c ®iÓm biÓu diÔn cña chóng ®èi xøng nhau qua trôc Ox.
TÝnh chÊt
1. Víi mäi z1, z2 ( 
[image: image35.wmf]£

 ta cã:


[image: image36.wmf]1212
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;  
[image: image37.wmf]1212
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2. Víi mäi sè phøc z, sè z.
[image: image38.wmf]z

 lu«n lµ mét sè thùc, vµ nÕu z = a + bi (a, b(
[image: image39.wmf]¡

) th×:
z.
[image: image40.wmf]z

 = a2 + b2.
§Þnh nghÜa 7
M«®un cña sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image41.wmf]¡

) lµ sè thùc kh«ng ©m 
[image: image42.wmf]22
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 vµ ®­îc kÝ lµ (z(.
Nh­ vËy, nÕu z = a + bi (a, b(
[image: image43.wmf]¡

) th×:

(z( = 
[image: image44.wmf]zz

 = 
[image: image45.wmf]22
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.


 NhËn xÐt: 
1. NÕu z lµ sè thùc th× m«®un cña z lµ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc ®ã.
2. z = 0 khi vµ chØ khi (z( = 0.
6. phÐp chia cho sè phøc kh¸c 0

§Þnh nghÜa 8
Sè nghÞch ®¶o cña sè phøc z kh¸c 0 lµ sè z(1 = 
[image: image46.wmf]2
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.
Th­¬ng 
[image: image48.wmf]z'

z

 cña phÐp chia sè phøc z' cho sè phøc z kh¸c 0 lµ tÝch cña z' víi sè phøc nghÞch ®¶o cña z, tøc lµ 
[image: image49.wmf]z'

z

 = z'.z(1.


 NhËn xÐt: Nh­ vËy, nÕu z ≠ 0 th× 
[image: image50.wmf]z'

z

 = 
[image: image51.wmf]2

z'.z

|z|

.


 Chó ý: Cã thÓ viÕt 
[image: image52.wmf]z'

z

 = 
[image: image53.wmf]2
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 = 
[image: image54.wmf]z'.z

z.z

 nªn ®Ó tÝnh 
[image: image55.wmf]z'

z

 ta chØ viÖc nh©n c¶ tö vµ mÉu sè víi 
[image: image56.wmf]z

 vµ ®Ó ý r»ng z
[image: image57.wmf]z

 = (z(2.

NhËn xÐt: 1.  Víi z ≠ 0, ta cã 
[image: image58.wmf]1

z

 = 1.z(1 = z(1.
2.  Th­¬ng 
[image: image59.wmf]z'

z

 lµ sè phøc w sao cho zw = z'. Tõ ®ã, cã thÓ nãi phÐp chia (cho sè phøc kh¸c 0) lµ phÐp to¸n ng­îc cña phÐp nh©n.
II.  C¨n bËc hai cña sè phøc ( ph­¬ng tr×nh bËc hai
7. c¨n bËc hai cña sè phøc
§Þnh nghÜa 1
Cho sè phøc w. Mçi sè phøc z tháa m·n z2 = w ®­îc gäi lµ mét c¨n bËc hai cña w. 

Níi c¸ch kh¸c, mçi c¨n bËc hai cña w lµ mét nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh:

z2 ( w = 0 (víi Èn z).

 Chó ý 1: §Ó t×m c¨n bËc hai cña sè phøc w, ta cã hai tr­êng hîp:

Tr­êng hîp 1: NÕu w lµ sè thùc (tøc lµ w = a):

· Víi a > 0 th× w cã hai c¨n bËc hai lµ (
[image: image60.wmf]a

.

· Víi a < 0 th× w cã hai c¨n bËc hai lµ (i
[image: image61.wmf]a

-

.

Tr­êng hîp 2: NÕu w = a + bi (a, b(
[image: image62.wmf]¡

 vµ b ≠ 0) th× z = x + yi (x, y(
[image: image63.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña w khi vµ chØ khi:

z2 = w ( (x + yi)2 = a + bi

( (x2 ( y2) + 2xyi = a + bi ( 
[image: image64.wmf]22

xya

2xyb

ì

-=

í

=

î

.
Ghi nhí vÒ c¨n bËc hai cña sè phøc w:

· w = 0 cã ®óng mét c¨n bËc hai lµ z = 0.

· w ≠ 0 cã ®óng hai c¨n bËc hai lµ hai sè ®èi nhau (kh¸c 0).
§Æc biÖt:

· Sè thùc d­¬ng a cã hai c¨n bËc hai lµ (
[image: image65.wmf]a

.

· Sè thùc ©m a cã hai c¨n bËc hai lµ (i
[image: image66.wmf]a

-

.

8. ph­¬ng tr×nh bËc hai
Cho ph­¬ng tr×nh:

Ax2 + Bx + C = 0, víi A, B, C lµ nh÷ng sè phøc vµ A ≠ 0.
XÐt biÖt thøc ( = B2 ( 4AC, ta cã c¸c tr­êng hîp:
Tr­êng hîp 1: NÕu ( ≠ 0 th× ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm:

z1 = 
[image: image67.wmf]B
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 vµ z2 = 
[image: image68.wmf]B
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trong ®ã ( lµ mét c¨n bËc hai cña (.
§Æc biÖt: 

· NÕu ( lµ sè thùc d­¬ng th× ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm:

z1 = 
[image: image69.wmf]B
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 vµ z2 = 
[image: image70.wmf]B
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.
· NÕu ( lµ sè thùc ©m th× ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm:

z1 = 
[image: image71.wmf]Bi

2A

-+-D

 vµ z2 = 
[image: image72.wmf]Bi
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---D

.
Tr­êng hîp 2: NÕu ( = 0 th× ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm kÐp z1 = z2 = 
[image: image73.wmf]B

2A

-

.


 Chó ý 2:  1.  Mäi ph­¬ng tr×nh bËc hai (víi hÖ sè phøc) cã hai nghiÖm phøc (cã thÓ trïng nhau).

2.  Mäi ph­¬ng tr×nh bËc n: 

A0zn + A1zn ( 1 + ... + An ( 1z + An = 0

trong ®ã A0, A1, ..., An lµ n + 1 sè phøc cho tr­íc, A0 ≠ 0 vµ n lµ mét sè nguyªn d­¬ng lu«n cã n nghiÖm phøc (kh«ng nhÊt thiÕt ph©n biÖt).

III.  d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc ( øng dông
9. sè phøc d­íi d¹ng l­îng gi¸c

§Þnh nghÜa 1
(Acgumen cña sè phøc z ≠ 0): Cho sè phøc z ≠ 0. Gäi M lµ ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn sè z. Sè ®o (radian) cña mçi gãc l­îng gi¸c tia ®Çu Ox, tia cuèi OM ®­îc gäi lµ mét acgumen cña z.

 Chó ý: 

1. NÕu ( lµ mét acgumen cña z th× mäi acgumen cña z cã d¹ng ( + 2k(, k(
[image: image74.wmf]Z

.
2. Hai sè phøc z vµ lz (víi z ≠ 0 vµ l lµ sè thùc d­¬ng) cã cïng acgumen.
§Þnh nghÜa 2

(D¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc): D¹ng z = r(cos( + i.sin(), trong ®ã r > 0 ®­îc gäi lµ d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc z ≠ 0. Cßn d¹ng z = a + bi (a, b(
[image: image75.wmf]¡

) ®­îc gäi lµ d¹ng ®¹i sè cña sè phøc z.

 NhËn xÐt: §Ó t×m d¹ng l­îng gi¸c r(cos( + i.sin() cña sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image76.wmf]¡

) kh¸c 0 cho tr­íc, ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc:
B­íc 1:   T×m r: ®ã lµ m«dun cña z, r = 
[image: image77.wmf]22

ab
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; sè r ®ã còng lµ kho¶ng c¸ch tõ gèc O ®Õn ®iÓm M biÓu diÔn sè z trong mÆt ph¼ng phøc.

B­íc 2: T×m (: ®ã lµ acgumen cña z, ( lµ sè thùc sao cho       cos( = 
[image: image78.wmf]a

r

 vµ sin( = 
[image: image79.wmf]b

r

; sè ( ®ã còng lµ sè ®o mét gãc l­îng gi¸c tia ®Çu Ox, tia cuèi OM.

Chóng ta tæng kÕt hai b­íc thùc hiÖn trªn b»ng phÐp biÕn ®æi:


[image: image80.wmf]22
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[image: image81.wmf](
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
 Chó ý: 

1. (z( = 1 khi vµ chØ khi z = cos( + i.sin( (((
[image: image82.wmf]¡

).
2. Khi z = 0 th× (z( = r = 0 nh­ng acgumen cña z kh«ng x¸c ®Þnh (®«i khi coi acgumen cña 0 lµ sè thùc tïy ý vµ vÉn viÕt 0 = 0(cos( + i.sin()).
3. CÇn ®Ó ý ®ßi hái r > 0 trong d¹ng l­îng gi¸c r(cos( + i.sin() cña sè phøc z ≠ 0.

10. nh©n vµ chia sè phøc d­íi d¹ng l­îng gi¸c

§Þnh lÝ: NÕu z = r(cos( + i.sin() vµ z' = r'(cos(' + i.sin(') víi r, r' ≥ 0 th× :
zz' = rr'[cos(( + (') + i.sin(( + (')]

[image: image83.wmf]z

z'

 = 
[image: image84.wmf]r

r'

[cos(( ( (') + i.sin(( ( (')] khi r' > 0.

 Chó ý:  NÕu c¸c ®iÓm M, M' biÓu diÔn theo thø tù c¸c sè phøc z, z' kh¸c 0 th× acgumen cña 
[image: image85.wmf]z

z'

 lµ sè ®o gãc l­îng gi¸c tia ®Çu OM', tia cuèi OM.
11. c«ng thøc moa(vr¬ (moivre) vµ øng dông

C«ng thøc moa(vr¬: Víi mäi sè nguyªn d­¬ng n, ta cã:

[r(cos( + i.sin()]n = rn(cosn( + i.sinn().

Khi r = 1, ta ®­îc:
(cos( + i.sin()n = cosn( + i.sinn(.

øng dông vµo l­îng gi¸c: Ta cã:

(cos( + i.sin()3 = cos3( + i.sin3(.
MÆt kh¸c, sö dông khai triÓn lòy thõa bËc ba ta ®­îc:

(cos( + i.sin()3 = cos3( + 3cos2(.(i.sin() + 3cos(.(i.sin()2 + sin3(.
Tõ ®ã, suy ra:

cos3( = cos3( ( 3cos(.sin2( = 4cos3( ( 3cos(,

sin3( = 3cos2(.sin( ( sin3( = 3sin( ( 4sin3(.
C¨n bËc hai cña sè phøc d­íi d¹ng l­îng gi¸c: Sè phøc z = r(cos( + i.sin(), r > 0 cã hai c¨n bËc hai lµ:
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B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan

§1. Sè phøc
D¹ng to¸n 1: Sè phøc vµ thuéc tÝnh cña nã
Ph­¬ng ph¸p

Víi sè phøc z = a + bi, c¸c d¹ng c©u hái th­êng ®­îc ®Æt ra lµ:
D¹ng 1: X¸c ®Þnh phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña sè phøc z. Khi ®ã, ta cã ngay:
· PhÇn thùc b»ng a.

· PhÇn ¶o b»ng b.


Chó ý:  Mét c©u hái ng­îc lµ "Khi nµo sè phøc a + bi lµ sè thùc, sè ¶o hoÆc b»ng 0", khi ®ã ta sö dông kÕt qu¶ trong phÇn chó ý sau ®Þnh nghÜa 1.

D¹ng 2: H·y biÓu diÔn h×nh häc sè phøc z

Khi ®ã, ta sö dông ®iÓm M(a; b) ®Ó biÓu diÔn sè phøc z trªn mÆt ph¼ng täa ®é.


Chó ý: Mét c©u hái ng­îc lµ "X¸c ®Þnh sè phøc ®­îc biÓu diÔn bíi ®iÓm M(a; b)", khi ®ã ta cã ngay sè z = a + bi.

D¹ng 3: TÝnh m«®un cña sè phøc z, khi ®ã, ta cã ngay 
[image: image89.wmf]22
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D¹ng 4: T×m sè ®èi cña sè phøc z, khi ®ã, ta cã ngay (z = (a ( bi.

D¹ng 5: T×m sè phøc liªn hîp cña z, khi ®ã, ta cã ngay 
[image: image90.wmf]z

 = a ( bi.

D¹ng 6: T×m sè phøc nghÞch ®¶o cña z, khi ®ã, ta cã ngay z(1 = 
[image: image91.wmf]2
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ThÝ dô 1. X¸c ®Þnh c¸c sè phøc biÓu diÔn bëi c¸c ®Ønh cña mét tam gi¸c ®Òu cã t©m lµ gèc to¹ ®é O trong mÆt ph¼ng phøc, biÕt r»ng mét ®Ønh biÓu diÔn sè (i.

( Gi¶i

Gi¶ sö tam gi¸c ®Òu ABC (nh­ trong h×nh vÏ) tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, khi ®ã gi¶ sö ®Ønh A(0; (1) biÓu diÔn sè phøc (i.

Gäi a lµ ®é dµi c¹nh (ABC, ta cã 
[image: image93.wmf]2a3
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Tõ ®ã suy ra

· §Ønh B
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 lµ sè phøc 
[image: image96.wmf]B
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· §Ønh C
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D¹ng to¸n 2: C¸c phÐp to¸n vÒ sè phøc

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông ®Þnh nghÜa cïng víi tÝnh chÊt cña c¸c phÐp to¸n (céng, trõ nh©n, chia) trªn tËp sè phøc.
Chóng ta cã c¸c h»ng ®¼ng thøc:
a2 + b2 = a2 ( (bi)2 = 
[image: image99.wmf](
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[image: image100.wmf]z.z
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(a + bi)2 = a2 ( b2 + 2abi;

(a ( bi)2 = a2 ( b2 ( 2abi.
(a + bi)3= a3 ( 3a + (3a2b ( b3)i;
(a ( bi)3= a3 + 3a ( (3a2b + b3)i.

ThÝ dô 1. T×m phÇn thùc phÇn ¶o cña sè phøc z = (x + iy)2 – 2(x + iy) + 5 (víi x, y ( 
[image: image101.wmf]¡

).Víi x, y nµo th× sè phøc ®ã lµ sè thùc ?
( Gi¶i

a. Ta biÕn ®æi:

z = (x2 + 2xyi ( y2) – (2x + 2yi) + 5 = x2 ( y2 ( 2x + 5 + 2y(x ( 1)i.

VËy nã cã phÇn thùc b»ng x2 ( y2 ( 2x + 5 vµ phÇn ¶o b»ng 2y(x ( 1).

b. Sè phøc ®· cho lµ sè thùc ®iÒu kiÖn lµ:

2y(x ( 1) = 0 ( x = 1 hoÆc y = 0.

ThÝ dô 2. T×m phÇn thùc phÇn ¶o vµ m«®un cña sè phøc 
[image: image102.wmf]32i1i
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Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:
C¸ch 1: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image103.wmf](32i)(1i)(1i)(32i)
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VËy nã cã phÇn thùc b»ng 
[image: image106.wmf]23
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C¸ch 2: Ta biÕn ®æi:

z = 
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VËy nã cã phÇn thùc b»ng 
[image: image114.wmf]23
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ThÝ dô 3. T×m ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc sau:
a. z = 
[image: image117.wmf](
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b.   z = 
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a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image121.wmf](
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[image: image123.wmf]2i2
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[image: image124.wmf]2i2

 + i2 = 2.

VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image125.wmf](
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= 8 ( 2(2 ( i2) = 2.
VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 3: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image131.wmf](
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[image: image135.wmf]2
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[image: image136.wmf]2
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= 4i2 + 2(2 ( i2) = 2.
VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image137.wmf](
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[image: image142.wmf]2

3i2

 ( i3)
= 12i + 2i3 = 12i ( 2i = 10i.

VËy, ®iÓm N(0; 10) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi:

z = 
[image: image143.wmf](
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[image: image149.wmf]2

 + i – 
[image: image150.wmf]2

 + i)

= 8i3 + 6i(2 ( i2) = (8i + 18i = 10i.

VËy, ®iÓm N(0; 10) biÓu diÔn sè phøc z.

D¹ng to¸n 3: Chøng minh tich chÊt cña sè phøc

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông c¸c phÐp to¸n trªn tËp sè phøc cïng nh÷ng tÝnh chÊt cña chóng.
ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng phÇn thùc cña sè phøc z b»ng 
[image: image151.wmf]1
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[image: image153.wmf]1

2i

(z – 
[image: image154.wmf]z

).

( Gi¶i

Víi sè phøc z = a + bi (a, b(
[image: image155.wmf]¡

), ta cã:
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2

(z + 
[image: image157.wmf]z
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ThÝ dô 2. Gäi A, B theo thø tù lµ c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn sè z ( 0  vµ z' = 
[image: image165.wmf]1i
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z. Chøng minh r»ng (OAB lµ vu«ng c©n (O lµ gèc to¹ ®é).
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Ta lÇn l­ît cã:

OA = 
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Tõ ®ã, suy ra OB = AB vµ:

OB2 + AB2 = 
[image: image176.wmf]22

22

zz

22

æöæö

+

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

 = (z(2 = OA2 ( (OAB lµ vu«ng c©n t¹i B.

D¹ng to¸n 4: TËp hîp ®iÓm

Ph­¬ng ph¸p

C©u hái th­êng ®­îc ®Æt ra lµ "X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z tháa m·n ®iÒu kiÖn K". 
Khi ®ã:
D¹ng 1: Sè phøc z tháa m·n biÓu thøc vÒ ®é dµi (m«®un). Khi ®ã, ta sö dông c«ng thøc 
[image: image177.wmf]22
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D¹ng 2: Sè phøc z lµ sè thùc (thùc ©m hoÆc thùc d­¬ng), sè ¶o. Khi ®ã, ta sö dông kÕt qu¶:

a. §Ó z lµ sè thùc ®iÒu kiÖn lµ b = 0.

b. §Ó z lµ sè thùc ©m ®iÒu kiÖn lµ:


[image: image178.wmf]a0
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c. §Ó z lµ sè thùc d­¬ng ®iÒu kiÖn lµ:


[image: image179.wmf]a0
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d. §Ó z lµ sè ¶o ®iÒu kiÖn lµ a = 0.


Chó ý: §Ó t¨ng ®é khã cho yªu cÇu vÒ tËp hîp ®iÓm, bµi to¸n th­êng ®­îc cho d­íi d¹ng mét biÓu thøc phøc.

ThÝ dô 1. X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z sao cho z2:
a. Lµ sè ¶o. 


b.  Lµ sè thùc ©m.

c.   Lµ sè thùc d­¬ng.

d.  Cã m«®un b»ng 1.

( Gi¶i

Víi sè phøc z = x + yi (x, y(
[image: image180.wmf]¡

), ta cã:

z2 = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi.
a. §Ó z2 lµ sè ¶o ®iÒu kiÖn lµ:

x2 ( y2 = 0 ( (x ( y)(x + y) = 0 ( 
[image: image181.wmf]xy0
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VËy, tËp hîp ®iÓm c¸c ®iÓm M thuéc hai ®­êng ph©n gi¸c cña gãc gi÷a trôc thùc, trôc ¶o.

b. §Ó z2 lµ sè thùc d­¬ng ®iÒu kiÖn lµ:
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc trôc Ox (trôc thùc) trõ gèc O.

c. §Ó z2 lµ sè thùc ©m ®iÒu kiÖn lµ:
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc trôc Oy (trôc ¶o) trõ gèc O.

d. §Ó z2 cã m«®un b»ng 1 ®iÒu kiÖn lµ:
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc ®­êng trßn ®¬n vÞ.

ThÝ dô 2. X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc tháa m·n (1 + i
[image: image188.wmf]3

)z + 2, trong ®ã (z – 1( ( 2.
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Ta biÕn ®æi:

 (1 + i
[image: image189.wmf]3

)z + 2 = x + yi ( (1 + i
[image: image190.wmf]3

)z = x ( 2 + yi ( z = 
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(z – 1( = 
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc h×nh trßn t©m I(3; 
[image: image200.wmf]3

) b¸n kÝnh R = 4.

D¹ng to¸n 5: Ph­¬ng tr×nh phøc
Ph­¬ng ph¸p

Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:
C¸ch 1: Sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè vµ c¸c phÐp to¸n vÒ sè phøc.

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: Gi¶ sö sè phøc cÇn t×m lµ z = a + bi (x, y(
[image: image201.wmf]¡

).

B­íc 2: Thay z vµo ph­¬ng tr×nh vµ sö dông sö dông b»ng nhau cña hai sè phøc ®Ó t×m a, b.

B­íc 3: KÕt luËn vÒ sè phøc z cÇn t×m.

ThÝ dô 1. T×m nghiÖm phøc cña ph­¬ng tr×nh:
a.   
[image: image202.wmf]2i13i
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a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm z = 
[image: image209.wmf]22
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[image: image210.wmf]4
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b. Ta biÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:
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Ta lÇn l­ît:
· Víi ph­¬ng tr×nh (1), ta biÕn ®æi iz = (1 ( 
[image: image212.wmf]1
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· Víi ph­¬ng tr×nh (2), ta biÕn ®æi:


[image: image213.wmf]z2i
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 ( z = 2 + i.

· Víi ph­¬ng tr×nh (3), ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi (3) vÒ d¹ng:

(1 + i)z = –1 ( z = 
[image: image214.wmf]1
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C¸ch 2: Gi¶ sö z = a + bi (a, b(
[image: image217.wmf]¡

), ta cã:
(3) ( (2 + i)(a + bi) ( (a + bi) + 1 = 0

( 2a ( b + (a + 2b)i ( (a + bi) + 1 = 0 ( a ( b + 1 + (a + b)i = 0
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm z = i, z = 2 + i vµ z = (
[image: image222.wmf]11
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§2. c¨n bËc hai cña sè phøc 

vµ ph­¬ng tr×nh b¹c hai
D¹ng to¸n 1: C¨n bËc hai cña sè phøc

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông kiÕn thøc trong phÇn c¨n bËc hai cña sè phøc vµ l­u ý tíi c¸c tr­êng hîp ®Æc biÖt.

ThÝ dô 1. T×m c¸c c¨n bËc hai cña mçi sè phøc sau:

a.   
[image: image223.wmf]223
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b.  i.
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a. Sè 
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 < 0 nªn cã hai c¨n bËc hai lµ:
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b. Gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
[image: image229.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña i, tøc lµ ta cã:

i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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VËy, sè i cã hai c¨n bËc hai lµ 
[image: image234.wmf]2
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
 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó t×m c¨n bËc hai cña c¸c sè phøc trªn:

· C©u a) chóng ta sö dông ngay kÕt qu¶ cña tr­êng hîp 1 trong chó ý cña phÇn c¨n bËc hai.

· C©u b) chóng ta sö dông thuËt to¸n ®· ®­îc tr×nh bµy trong tr­êng hîp 2 cña chó ý cña phÇn c¨n bËc hai.
Víi sè ¶o d¹ng z = bi nÕu chóng ta sö dông ®¸nh gi¸ vÒ dÊu cña x vµ y th× sÏ nhanh chãng t×m ®­îc nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh. Cô thÓ hÖ trong c©u b) sÏ ®­îc thùc hiÖn nh­ sau:

[image: image235.wmf]22

xy0

2xy1

ì

-=

í

=

î

 ( 
[image: image236.wmf]xy

2xy1vµx,ycïngdÊu

=±

ì

í

=

î

(
[image: image237.wmf]2

xy

1

x

2

=

ì

ï

í

=

ï

î

 

( 
[image: image238.wmf]2

xy

2

==±

.

ThÝ dô 2. T×m c¸c c¨n bËc hai cña mçi sè phøc sau:

a.   3 + 4i.



b.  
[image: image239.wmf]46i5
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a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:
C¸ch 1: Gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
[image: image240.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña 3 + 4i, tøc lµ ta cã:
3 + 4i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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VËy, sè 3 + 4i cã hai c¨n bËc hai lµ ((2 + i).

C¸ch 2: Ta cã ph©n tÝch:

3 + 4i = 3 + 2.2i = 3 + 2.2.i = (2 + i)2.
VËy, sè 3 + 4i cã hai c¨n bËc hai lµ ((2 + i).

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
[image: image246.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña 
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, tøc lµ ta cã:
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 = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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VËy, sè 
[image: image254.wmf]46i5
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 cã hai c¨n bËc hai lµ 
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C¸ch 2: Ta cã ph©n tÝch:
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VËy, sè 
[image: image261.wmf]46i5
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 cã hai c¨n bËc hai lµ 
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
 NhËn xÐt: ý t­ëng cho c¸ch gi¶i 2 trong thÝ dô trªn víi mçi sè phøc d¹ng a + bi (a, b thùc kh¸c 0) cã thÓ ®­îc gi¶i thÝch nh­ sau:

Ta viÕt 
[image: image263.wmf]b
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, tíi ®©y cÇn mét phÐp ph©n tÝch sè 
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§èi víi c¸c em häc sinh ®· biÕt vËn dông ®Þnh lÝ ViÐt ®Ó nhÈm nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh bËc hai th× ®©y lµ c«ng viÖc ®¬n gi¶n.

D¹ng to¸n 2: Ph­¬ng tr×nh bËc hai

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph­¬ng tr×nh bËc hai.
ThÝ dô 1. T×m nghiÖm phøc cña c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
a. z2 ( 2z + 2 = 0.


b.  z2 ( 2iz + 1 = 0.
( Gi¶i

a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Ph­¬ng tr×nh cã (' = 12 ( 2 = –1 nªn nã cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:

z1, 2 = 1 (i.
C¸ch 2: BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:
(z ( 1)2 = (1 = i2 ( z ( 1 = (i ( z1, 2 = 1 (i.
VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm z1, 2 = 1 ( i.

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Ph­¬ng tr×nh cã ( = (–2i)2 ( 4 = –8 ( ( cã hai c¨n bËc hai lµ 
[image: image266.wmf]2i2
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Nªn ph­¬ng tr×nh ®ã cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:

z1, 2 = 
[image: image267.wmf]2i2i2
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 = (1 ( 
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)i.
C¸ch 2: BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:
z2 ( 2iz ( 1 = (2 ( (z ( i)2 = (2 ( z ( i = (i
[image: image269.wmf]2

 ( z1, 2 = (1 ( 
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)i.
VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm z1, 2 = (1 ( 
[image: image271.wmf]2

)i.


 Chó ý:  a.  Víi ph­¬ng tr×nh bËc hai cã biÖt sè ( lµ sè phøc chóng ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: TÝnh biÖt sè ( = a + bi.

B­íc 2: T×m hai c¨n bËc hai cña ( (gi¶ sö (() theo thuËt to¸n ®· biÕt trong d¹ng to¸n 1.

B­íc 3: KÕt luËn, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm:

z1, 2 = 
[image: image272.wmf]B
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b. Tõ ®ã, ta thÊy c«ng thøc Vi-Ðt vÒ ph­¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc vÉn ®óng cho ph­¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè phøc kh«ng, v×:
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ThÝ dô 2. T×m nghiÖm phøc cña c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
a. z2 + (2 ( i)z ( 2i = 0.


b.  4z2 ( 2z ( 
[image: image274.wmf]i3

 = 0.
( Gi¶i

a. Ph­¬ng tr×nh cã:

( = (2 ( i)2 + 8i = 3 + 4i = (2 + i)2
nªn ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm z1 = (2 vµ z2 = i.

b. Ph­¬ng tr×nh cã 
[image: image277.wmf]'14i3
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Gi¶ sö sè ( = x + yi (x, y(
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) lµ c¨n bËc hai cña 
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, tøc lµ ta cã:

1 + 4
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i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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Tøc lµ, biÖt sè (' cã hai c¨n bËc hai lµ ((2 + i
[image: image287.wmf]3

) nªn ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm 
[image: image290.wmf](
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
 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh trªn:

· ë c©u a) b»ng viÖc nhËn xÐt ®­îc ngay r»ng 3 + 4i = (2 + i)2 chóng ta ®· gi¶m thiÓu ®­îc c¸c b­íc t×m c¨n b©c hai cña (.
· C©u b) chóng ta cÇn sö dông thuËt to¸n ®Ó t×m c¨n bËc hai cña ('. Tuy nhiªn, víi nh÷ng ng­êi cã kinh nghiÖm hä cã thÓ nhÈm ®­îc.

ThÝ dô 3. T×m hai sè phøc, biÕt tæng cña chóng b»ng 4 – i vµ tÝch cña chóng b»ng 5(1 – i).

( Gi¶i

Víi hai sè phøc z1, z2 tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, ta cã:
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suy ra z1, z2 lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh:
z2 ( (4 ( i)z + 5(1 ( i) = 0
ph­¬ng tr×nh cã ( = (4 ( i)2 ( 20(1 ( i) = (5 + 12i.
Gi¶ sö sè ( = x + yi (x, y(
[image: image293.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña ( = (5 + 12i, tøc lµ ta cã:

(5 + 12i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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Tøc lµ, biÖt sè ( cã hai c¨n bËc hai lµ ((2 + 3i).

Nªn ph­¬ng tr×nh ®ã cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:

z1 = 
[image: image299.wmf]4i(23i)
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 = 3 + i;

z2 = 
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 = 1 ( 2i.
VËy, hai sè cÇn t×m lµ 3 + i vµ 1 ( 2i.

D¹ng to¸n 3: Sö dông ph­¬ng tr×nh bËc hai gi¶i ph­¬ng tr×nh bËc cao
Ph­¬ng ph¸p

a. §èi víi ph­¬ng tr×nh bËc ba th× chóng ta cÇn thùc hiÖn phÐp nhÈm nghiÖm ®Ó ph©n tÝch ®a thøc thµnh nh©n tö (tøc nhËn ®­îc mét ph­¬ng tr×nh tÝch).
b. §èi víi ph­¬ng tr×nh bËc bèn d¹ng ®Æc biÖt chóng ta sö dông ph­¬ng ph¸p ®Æt Èn phô.

ThÝ dô 1.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau vµ biÓu diÔn h×nh häc tËp hîp c¸c nghiÖm cña mçi ph­¬ng tr×nh (trong mÆt ph¼ng phøc): 

a.   z3 ( 1 = 0.


b.   z3 – 3z2 + 4z – 2 = 0.
( Gi¶i

a. Ta biÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

(z ( 1)(z2 + z + 1) = 0 ( 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm z1, z2, z3 vµ chóng theo thø tù ®­îc biÓu diÔn b»ng c¸c ®iÓm M1(1; 0), 
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 trªn mÆt ph¼ng phøc.

b. V× tæng c¸c hÖ sè b»ng 0 nªn ph­¬ng tr×nh cã mét nghiÖm b»ng 1 nªn ta biÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

(z ( 1)(z2 ( 2z + 2) = 0 ( 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm z1, z2, z3 vµ chóng theo thø tù ®­îc biÓu diÔn b»ng c¸c ®iÓm M1(1; 0), 
[image: image307.wmf](
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 trªn mÆt ph¼ng phøc.


 Chó ý: a.  RÊt nhiÒu häc sinh khi thùc hiÖn c©u a) do thãi quen t×m nghiÖm thùc nªn ®· chØ ra nghiÖm duy nhÊt x = 1. C¸c em häc sinh cÇn ghi nhí néi dung chó ý 2 trong phÇn lÝ thuyÕt, nªn sö dông h»ng ®¼ng thøc ®Ó biÕn ®æi ph­¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng tÝch.
b.  ë c©u b) chóng ta sö dông kÕt qu¶ a + b + c + d = 0 th× ph­¬ng tr×nh az3 + bz2 + cz + d = 0 (víi a, b, c, d lµ nh÷ng sè thùc) cã nghiÖm b»ng 1, do ®ã nã ®­îc ph©n tÝch thµnh:

(z ( 1)(Az2 + Bz + C) = 0.
T­¬ng tù, nÕu ph­¬ng tr×nh az3 + bz2 + cz + d = 0 cã:
a ( b + c ( d = 0
th× nã cã nghiÖm b»ng (1, do ®ã nã ®­îc ph©n tÝch thµnh:

(z + 1)(Az2 + Bz + C) = 0.
c.   C¸c em häc sinh h·y chøng minh r»ng "KÕt qu¶ trªn vÉn ®óng víi ph­¬ng tr×nh bËc ba cã hÖ sè phøc".

ThÝ dô 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

a.  z4 ( 1 = 0.


b.   z4 + 1 = 0.
( Gi¶i

a. BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

(z2 – 1)(z2 + 1) = 0 ( z = (1 vµ z = (i.

b. BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

z4 ( i2 = 0 ( (z2 ( i)(z2 + i) = 0 ( 
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Ta lÇn l­ît:
· Víi ph­¬ng tr×nh (1), gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
[image: image310.wmf]¡

) lµ c¨n bËc hai cña 2i, tøc lµ ta cã:

i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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Suy ra, ph­¬ng tr×nh (1) cã hai nghiÖm lµ 
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· Víi ph­¬ng tr×nh (2), gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
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) lµ c¨n bËc hai cña (i, tøc lµ ta cã:

(i = (x + yi)2 = x2 ( y2 + 2xyi 
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Suy ra, ph­¬ng tr×nh (1) cã hai nghiÖm lµ 
[image: image323.wmf](
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VËy, ph­¬ng tr×nh ®· cho cã bèn nghiÖm lµ 
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
 NhËn xÐt: 1.  Nh­ vËy, qua vÝ dô trªn:

a. ë c©u a) chóng ta sö dông h»ng ®¼ng thøc ®Ó chuyÓn ph­¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ tÝch cña hai ph­¬ng tr×nh bËc hai.

b. ë c©u b) chóng ta sö dông tÝnh chÊt i2 = (1 ®Ó lµm xuÊt hiÖn d¹ng A2 ( B2 = (A ( B)(A + B).

2.   Chóng ta ®Òu biÕt r»ng c¸c ph­¬ng tr×nh trïng ph­¬ng d¹ng:

az4 + bz2 + c = 0
®­îc gi¶i b»ng viÖc sö dông Èn phô t = z2.

§3. d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc 

vµ øng dông
D¹ng to¸n 1: D¹ng l­îng gi¸c cña cña sè phøc

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông kiÕn thøc ®­îc tr×nh bµy trong nhËn xÐt cña phÇn 1. 

ThÝ dô 1. T×m d¹ng l­îng gi¸c cña c¸c sè phøc 
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), biÕt:
a. z = 1 + i
[image: image328.wmf]3

.


b.  z = r(cos( + i.sin(), víi r > 0.
( Gi¶i

a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Víi z = 1 + i
[image: image329.wmf]3
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Acgumen ( tháa m·n cos( = 
[image: image331.wmf]1

2

 vµ sin( = 
[image: image332.wmf]3

2

 ( chän ( = 
[image: image333.wmf]3

p

.

Tõ ®ã, suy ra z = 2
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–z = 
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C¸ch 2: Chóng ta th­êng sö dông ngay phÐp biÕn ®æi:

z = 1 + i
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b. Ta lÇn l­ît cã:

· Sè phøc 
[image: image363.wmf]z

 cã m«dun r vµ acgumen b»ng (( nªn cã d¹ng: 
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· Sè phøc (z cã m«dun r vµ acgumen b»ng ( + ( nªn cã d¹ng: 

(z = r[cos(( + () + i.sin(( + ()].

· Sè phøc 
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ThÝ dô 2. Cho hai sè phøc z1 = 1 + i vµ 
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a. T×m d¹ng l­îng gi¸c cña z1, z2.

b. Sö dông kÕt qu¶ trong a) tÝnh 
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a. Ta lÇn l­ît cã:

z1 = 1 + i
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b. Ta lÇn l­ît cã:
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
 Chó ý:  NÕu thùc hiÖn c¸c phÐp to¸n trªn d­íi d¹ng ®¹i sè:

a. Ta cã:
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b. Ta cã:
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D¹ng to¸n 2: C¸c øng dông

Ph­¬ng ph¸p

Sö dông d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc ®Ó thùc hiÖn c¸c phÐp to¸n. 

Sö dông c«ng thøc moa(vr¬ (moivre) vµ øng dông.
ThÝ dô 1. T×m d¹ng l­îng gi¸c cña c¸c c¨n bËc hai cña sè phøc:

z = cos( ( i.sin(.
( Gi¶i

ViÕt l¹i sè phøc z d­¬ng d¹ng chuÈn:
z = cos((() ( i.sin((()
tõ ®ã, suy ra nã cã hai c¨n bËc hai lµ:
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ThÝ dô 2. TÝnh 
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Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta lÇn l­ît cã d¹ng l­îng gi¸c cña c¸c sè phøc:
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C¸ch 2: Ta cã:
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C.  C¸c bµi to¸n chän läc

VÝ dô 1:  T×m ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc sau:
a. z = 
[image: image409.wmf](
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b.   z = 
[image: image411.wmf](
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a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi:

z = 
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 + i2 = 2.

VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi:

z = 
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= 8 ( 2(2 ( i2) = 2.
VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 3: Ta biÕn ®æi:
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= 4i2 + 2(2 ( i2) = 2.
VËy, ®iÓm M(2; 0) biÓu diÔn sè phøc z.

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi:
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VËy, ®iÓm N(0; 10) biÓu diÔn sè phøc z.

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi:
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VËy, ®iÓm N(0; 10) biÓu diÔn sè phøc z.

VÝ dô 2: T×m m«®un cña c¸c sè phøc sau:
a. z = 
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b.   z = 1 + (1 ( i) + (1 ( i)2 + (1 ( i)3 + ... + (1 ( i)19.
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a. Ta cã: 
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b. XÐt cÊp sè nh©n (un) cã u1 = 1 vµ q = 1 ( i, ta cã:

un = u1.qn ( 1,

z = S20 = u1 + u2 + ... + u20 = 
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tøc lµ z cã phÇn thùc b»ng 0 vµ phÇn ¶o b»ng 210 ( 1 nªn 
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VÝ dô 3: Chøng minh r»ng: 
a. Sè phøc z lµ sè ¶o khi vµ chØ khi z = –
[image: image454.wmf]z
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b. Víi mäi sè phøc z, z' ta cã 
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a. Tõ gi¶ thiÕt:

z = –
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 ( a + bi = (
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b. Víi hai sè phøc z = a + bi, z' = a' + b'i (a, b, a', b'(
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VÝ dô 4: X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè tho¶ m·n mçi ®iÒu kiÖn sau:
a. (z + 
[image: image468.wmf]z

 + 3( = 4.

b.  (2 – z)(i + 
[image: image469.wmf]z

) lµ sè thùc tuú ý.

c.   2(z – i( = (z – 
[image: image470.wmf]z

 + 2i(.
d.  (z2 – (
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)2( = 4.
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Víi sè phøc z = x + yi (x, y(
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) ®­îc biÓu diÔm bëi ®iÓm M(x; y).
a. Ta cã:
4 = (x + iy + x ( yi + 3( = (2x + 3( ( 2x + 3 = (4

( x = 
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc hai ®­êng th¼ng x = 
[image: image475.wmf]1
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b. Ta cã:
w = (2 – z)(i + 
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§Ó w lµ sè thùc ®iÒu kiÖn lµ:

2 ( x ( 2y = 0 ( x + 2y ( 2 = 0.

VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc ®­êng th¼ng x + 2y ( 2 = 0.
c. Ta cã:
2(z – i( = (z – 
[image: image478.wmf]z

 + 2i( ( 2(x + yi – i( = (x + yi – x + yi + 2i(
( 2(x + (y – 1)i( = (2(y + 1)i( ( 2
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc parabol (P): y = 
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d. Ta cã:
4 = (z2 – (
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VËy, tËp hîp ®iÓm M thuéc hai hypebol cã ph­¬ng tr×nh y = (
[image: image486.wmf]1
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VÝ dô 5:  T×m sè phøc z tháa m·n:

a. 
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a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: §Æt z = x + iy (x, y ( 
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), khi ®ã ta lÇn l­ît cã:
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( 8y = 8 ( y = 1  ( x = 1.

VËy, sè phøc cÇn t×m lµ z = 1 + i.

C¸ch 2: §Æt z = x + iy (x, y ( 
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), khi ®ã ta lÇn l­ît cã nhËn xÐt:

· TËp hîp c¸c ®iÓm M biÓu diÔn sè phøc z tháa m·n 
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· §iÒu kiÖn 
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VËy, sè phøc cÇn t×m lµ z = 1 + i.

b. BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng:
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VËy, sè phøc cÇn t×m lµ z = 0, z = (1.

VÝ dô 6: T×m nghiÖm phøc cña mçi ph­¬ng tr×nh sau:

a. z2 + 
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b.  z2 + (z( = 0.
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a. §Æt z = x + iy (x, y ( 
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), khi ®ã ph­¬ng tr×nh cã d¹ng:

(x + iy)2 + x ( yi = 0 ( x2 ( y2 + 2xyi + x ( yi = 0 

( x2 ( y2 + x + (2xy ( y)i = 0 ( 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã bèn nghiÖm z = 0, z = (1, z = 
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b. §Æt z = x + iy (x, y ( 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm z = 0, z = i vµ z = (i.

VÝ dô 7: T×m c¸c c¨n bËc hai cña sè phøc 
[image: image517.wmf]46i5
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Gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
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VËy, sè 1 + 4
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VÝ dô 8: Hái khi sè thùc a thay ®æi tuú ý th× c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c c¨n bËc hai cña a + 2i v¹ch nªn ®­êng nµo ?

( Gi¶i

Gi¶ sö sè z = x + yi (x, y(
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Tõ ph­¬ng tr×nh 2xy = 2 chøng tá ®iÓm M biÓu diÔn z ph¶i thuéc hypebol    y = 
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. V× víi mçi ®iÓm (x; y) cña hypebol nµy, t×m ®­îc a = x2 ( y2 nªn M v¹ch trªn toµn bé hai nh¸nh cña hypebol ®ã.
VÝ dô 9: Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

a. 
[image: image531.wmf]2
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b.  (z2 + z)2 + 4(z2 + z) ( 12 = 0.
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a. Ph­¬ng tr×nh cã:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm z1 = (2 vµ z2 = i.

b. §Æt t = z2 + z, ph­¬ng tr×nh ®­îc chuyÓn vÒ d¹ng:
t2 + 4t ( 12 = 0 ( t = 2 hoÆc t = (6.

Ta lÇn l­ît:

· Víi t = 2, ta ®­îc:

z2 + z = 2 ( z2 + z ( 2 = 0 ( z1 = 1 vµ z2 = (2.
· Víi t = (6, ta ®­îc:

z2 + z = (6 ( z2 + z + 6 = 0.
Ph­¬ng tr×nh nµy cã ( = 1 ( 24 = (23 nªn cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã bèn nghiÖm z1 = 1, z2 = (2 vµ 
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VÝ dô 10: Cho ph­¬ng tr×nh 
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a. Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi 
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b. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã tæng b×nh ph­¬ng hai nghiÖm b»ng 5.

( Gi¶i

a. Víi 
[image: image539.wmf]m4i2

=
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Ph­¬ng tr×nh cã:
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nªn nã cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm z1 = (2 vµ z2 = i.

b. Gi¶ sö hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh lµ z1, z2, suy ra:
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Khi ®ã:
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VËy, víi m = ((3 ( 2i) tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

VÝ dô 11: T×m sè thùc a, b ®Ó cã ph©n tÝch:
2z3 – 9z2 + 14z – 5 = (2z – 1)(z2 + az + b)

råi gi¶i ph­¬ng tr×nh 2z3 – 9z2 + 14z – 5 = 0.

( Gi¶i

Ta cã:

2z3 – 9z2 + 14z – 5 = 2z3 – (1 ( a)z2 + (2b ( a)z – b.

Sö dông ®ång nhÊt thøc, ta ®­îc:
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 ( 2z3 – 9z2 + 14z – 5 = (2z – 1)(z2 ( 4z + 5).

Tõ ph©n tÝch trªn, ph­¬ng tr×nh ®­îc biÕn ®æi vÒ d¹ng:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm z = 2 ( i vµ 
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VÝ dô 12: T×m sè thùc a, b ®Ó cã ph©n tÝch:
z4 – 4z2 – 16z – 16 = (z2 – 2z – 4)(z2 + az + b)

råi gi¶i ph­¬ng tr×nh z4 – 4z2 – 16z – 16 = 0.

( Gi¶i

Ta cã:

z4 – 4z2 – 16z – 16 = z4 ( (2 ( a)z3 ( (2a ( b + 4)z2 ( (4a + 2b)z – 4b.

Sö dông ®ång nhÊt thøc, ta ®­îc:
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 ( z4 – 4z2 – 16z – 16 = (z2 – 2z – 4)(z2 + az + b).

Tõ ph©n tÝch trªn, ph­¬ng tr×nh ®­îc biÕn ®æi vÒ d¹ng:
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã bèn nghiÖm 
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VÝ dô 13:  Cho ph­¬ng tr×nh z4 + pz2 + q = 0 víi p, q lµ c¸c sè thùc. 
T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ vÒ c¸c sè p, q ®Ó ph­¬ng tr×nh:

a. ChØ cã nghiÖm thùc.

b. Kh«ng cã nghiÖm thùc.

( Gi¶i

§Æt t = z2, ph­¬ng tr×nh ®­îc biÕn ®æi vÒ d¹ng t2 + pt + q = 0.

(*)
a. Ph­¬ng tr×nh ban ®Çu chØ cã nghiÖm thùc khi vµ chØ khi:

(*) cã hai nghiÖm kh«ng ©m (0 ≤ t1 ≤ t2) 

( 
[image: image560.wmf]0

S0

P0

D³

ì

ï

³

í

ï

³

î

 ( 
[image: image561.wmf]2

p4q0

p0

q0

ì

-³

ï

-³

í

ï

³

î

 ( 
[image: image562.wmf]2

p4q0

p0

q0

ì

-³

ï

£

í

ï

³

î

.

b. Ph­¬ng tr×nh ban ®Çu chØ kh«ng cã nghiÖm thùc khi vµ chØ khi:

(*) v« nghiÖm hoÆc cã hai nghiÖm ©m (t1 ≤ t2 < 0) 
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
 Yªu cÇu:  C¸c em häc sinh h·y thùc hiÖn "T×m ®iÒu kiÖn ®Ó ph­¬ng tr×nh cã c¶ nghiÖm thùc vµ nghiÖm kh«ng thùc".
VÝ dô 14: Cho c¸c sè phøc z1 = 
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z2 = –2 – 2i, 
z3 = 
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a. ViÕt z1, z2, z3 d­íi d¹ng l­îng gi¸c.

b. Tõ c©u a) h·y tÝnh cos
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a. Ta biÕn ®æi:
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b. Ta cã:
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Tõ ®ã, suy ra:
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VÝ dô 15: TÝnh 
[image: image588.wmf]2010

53i3

12i3

æö

-

ç÷

ç÷

+

èø

. 
( Gi¶i

Ta cã:
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Tõ ®ã, suy ra:
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VÝ dô 16: ViÕt d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc z vµ c¸c c¨n bËc hai cña z cho mçi tr­êng hîp sau:
a. (z( = 3 vµ mét acgument cña iz lµ 
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a. Gi¶ sö z = a + bi víi m«dun r vµ acgument (, ta cã:
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b. Gi¶ sö z = a + bi víi m«dun r vµ acgument (, ta cã:

(z( = 
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