SKKN: “Một số phương pháp tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức”

Tên đề tài: 

MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA MỘT BIỂU THỨC

A. PHẦN MỞ ĐẦU

1.Lý do chọn đề tài, mục đích đề tài
          Trên bước đường cải tiến và đổi mới phương pháp dạy học cùng với những nhiệm vụ quan trọng mà Đảng và Nhà nước đã vạch ra thì trách nhiệm của đội ngũ giáo viên là phải hình thành được ở học sinh những cơ sở, nhân cách của người Việt Nam, có lối sống văn hoá lành mạnh, có học vấn cao, có hiểu biết và chiếm lĩnh được những nội dung của khoa học tự nhiên và xã hội, góp phần cho sự phát triển của đất nước trong tương lai.

Toán học là một bộ phận khoa học kỹ thuật cao nhất đồng thời là chìa khoá mở cửa tạo nền cho các ngành khoa học khác. Trong trường phổ thông, môn toán chiếm một vị trí khá quan trọng vì nó giúp học sinh tính toán nhanh, tư duy giỏi, suy luận, lập luận hợp lý, logic. Không những thế, nó còn hỗ trợ cho học sinh học tốt các môn học khác như: vật lý, hoá học, sinh vật, kỹ thuật, địa lý,…Môn toán là môn học giúp học sinh phát triển tư duy do tính trừu tượng, đòi hỏi học sinh phải biết  phán đoán, lập luận, suy luận chặt chẽ, là môn học “thể thao của trí tuệ”. Để nắm được kiến thức và vận dụng được các kiến thức đã học đòi hỏi học sinh phải biết phân tích, tìm tòi, phán đoán,…từ đó nó đã rèn luyện cho học sinh trí thông minh sáng tạo.

            Đối với chương trình Toán trung học cơ sở, ngoài việc lĩnh hội các kiến thức mới, học sinh còn phải có kỹ năng vận dụng các kiến thức đã học ở các lớp dưới một cách nhuần nhuyễn linh hoạt và sáng tạo để làm tốt các bài tập theo yêu cầu. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức (hay còn gọi là bài toán cực trị) là dạng toán rất gần gũi với cuộc sống và có nhiều ứng dụng trong thực tế hàng ngày, nó giúp học sinh rèn luyện nếp suy nghĩ  khoa học, luôn mong muốn làm những công việc đạt hiệu quả cao nhất, tốt nhất. Vì vậy nó góp phần không nhỏ vào việc phát triển trí tuệ, thúc đẩy niềm say mê học toán cho học sinh, đặc biệt là các em khá, giỏi.
Một thực trạng hiện nay loại toán cực trị được đề cập nhiều trong các loại sách tham khảo do vậy giáo viên rất thuận lợi trong việc sưu tầm và tuyển chọn sắp xếp các dạng toán một cách hợp lý giúp cho học sinh dễ dàng áp dụng nhưng vấn đề quan trọng nhất là làm thế nào để học sinh nắm được phương pháp, tư duy suy luận một cách có lôgíc khi giải toán cực trị.

Mặt khác đối với các em học sinh lớp 8, 9 thường có thói quen suy nghĩ độc lập, tuy nhiên khả năng tư duy của các em chưa phát triển hoàn chỉnh để nhận thức hoặc làm tốt vấn đề nào đó. Khi đứng trước một bài toán cực trị học sinh rất lúng túng, không biết bắt đầu từ đâu, làm gì, làm như thế nào, không biết liên hệ giả thiết với các kiến thức đã học để tìm ra lời giải một công việc rất quan trọng.
   Qua quá trình giảng dạy môn Toán 8 và 9 nhiều năm và đặc biệt là qua việc bồi dưỡng học sinh giỏi toán,  chúng tôi thấy được những khó khăn học sinh thường mắc phải trong quá trình giải toán, chúng tôi cũng luôn trăn trở và suy nghĩ để tìm ra được giải pháp nào tốt nhất, hữu hiệu nhất để giúp đỡ học sinh trong quá trình nắm bắt kiến thức về Toán cực trị. Sau nhiều năm tìm hiểu và nghiên cứu, chúng tôi mạnh dạn chọn đề tài “Một số phương pháp tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức”, hy vọng đem lại một phần thuận lợi cho giáo viên khi thực hiện sáng kiến này trong quá trình giảng dạy cho học sinh cấp THCS nói chung và bồi dưỡng học sinh giỏi lớp 8, 9 nói riêng.

     2. Phạm vi nghiên cứu, đối tượng nghiên cứu, phương pháp nghiên cứu
Phạm vi nghiên cứu của đề tài :
Tuy nội dung đề cập khá rộng và các bài toán dạng này cũng rất phong phú song trong khuôn khổ thời gian có hạn tôi chỉ nêu ra một số phương pháp cơ bản và một số 
dạng toán tìm GTLN, GTNN điển hình, đồng thời sắp xếp theo trình tự từ đơn giản đến phức tạp và có khắc phục những sai lầm thường mắc phải của học sinh. 

         Đối tượng nghiên cứu: 

- Đề tài này có thể được áp dụng đối với việc bồi dưỡng học sinh giỏi lớp 8, 9.

- Ôn thi cho học sinh tuyển sinh vào lớp 10 trường chuyên và các lớp chọn.

- Đồng thời đề tài này có thể dùng làm tài liệu tham khảo cho các giáo viên giảng dạy môn toán ở cấp THCS.

        Tôi đã sử dụng phương pháp nghiên cứu tài liệu liên quan đến tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức, cho học sinh vận dụng để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức,  phương pháp kiểm tra đánh giá qua các bài tập thực hành để  đánh giá học sinh, phương pháp tư vấn điều chỉnh các sai sót của học sinh qua kiểm tra.

B. PHẦN NỘI DUNG

I. Cơ sở lý luận:
Ở bậc THCS, các em thường gặp khó khăn trong việc đi tìm lời giải của bài toán “Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất” còn gọi là toán cực trị, có những bài học sinh không biết mình phải làm gì, phải vận dụng những kiến thức nào trong chương trình đã học. Học sinh không biết biến đổi thế nào để tìm được lời giải, tìm được lời giải hay nhất, ngắn gọn, sâu sắc nhất cũng như khi giải quyết công việc trong cuộc sống phải đi tìm cái "Tốt nhất, rẻ nhất, ngắn nhất, tối ưu nhất,...." trong bài toán cuộc đời.
Trong nhiều năm dạy toán tôi nhận thấy các bài toán tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất có một vị trí quan trọng trong chương trình toán ở các trường phổ thông. Loại toán này được hình thành trong chương trình SGK toán lớp 8 hiện hành và được phát triển trong các năm học tiếp theo. Các bài toán này rất đa dạng, phong phú. Để giải được các bài toán đó yêu cầu học sinh phải linh hoạt, sáng tạo và vận dụng nhiều kiến thức có liên quan. Qua đó không những giúp học sinh phát triển tư duy mà còn mang một nội dung vô cùng sâu sắc trong việc giáo dục tư tưởng qua môn toán: Đi tìm lời giải hay, lời giải ngắn gọn,... trong một bài toán để dần hình thành cho học sinh một thói quen đi tìm một giải pháp tối ưu cho công việc nào đó trong cuộc sống này. Chính vì vậy, loại toán trên thường xuyên có mặt trong các kỳ thi học sinh giỏi toán lớp 8, lớp 9 các cấp và các kỳ thi tuyển sinh vào lớp 10, đặc biệt thi vào lớp 10 chuyên toán, lớp chọn và kể cả trong đề thi vào đại học, cao đẳng hay trung cấp chuyên nghiệp.

II.Giải pháp thực hiện:
1/Tóm tắt kiến thức:
2/Các bước giải cơ bản:

3/Tóm tắt phương pháp:
(Phương pháp 1: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức nguyên một biến. 
(Phương pháp 2: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức nguyên hai biến. 
(Phương pháp 3: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức phân. 

(Phương pháp 4: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối.
(Phương pháp 5: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào bất đẳng thức Cauchy (Côsi).

(Phương pháp 6: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào tập giá trị hàm.

(Phương pháp 7: Ứng dụng của bài toán tìm GTLN, GTNN vào giải một số phương trình. 
(Phương pháp 8: Khắc phục những sai lầm khi tìm GTLN, GTNN của một biểu thức đại số.

4/Thực hiện phương pháp:

a/Phương pháp chung : f(x) = ax2 + bx + c (a ( 0).

   Ta có: f(x) = ax2 + bx + c = a ( x2 + 
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   (Nếu a < 0 
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b/Ví dụ minh họa: 
(Ví dụ 1: Tìm GTNN của biểu thức A = x2 – 4x + 2.

Giải:  

Ta có: A = x2 – 4x + 2 = (x2 – 4x + 4) – 2 = (x – 2)2 – 2 
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 Suy ra: Min A = - 2 
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x – 2 = 0 
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Vậy: Min A = -2 khi x = 2

(Ví dụ 2: Tìm GTLN của biểu thức B = - 3x2 + 2x + 5

Giải: 

Ta có: B = - 3x2 + 2x + 5 = - 3 (x2 - 
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Suy ra:  Max B = 
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Vậy: Max B = 
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(Ví dụ 3: Tìm GTNN của biểu thức C = (x2 – x + 1)2 

Giải : Mặc dù C ( 0 nhưng GTNN của C không phải bằng 0 vì x2 – x + 1 ( 0 

Đặt D = x2 – x + 1 = [image: image31.wmf]4
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Suy ra: Min C = (Min D)2 =[image: image37.wmf]2
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Vậy: Min C = [image: image41.wmf]16
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a/Phương pháp chung : f(x,y) = ax2 + by2+cxy + dx + ey + f ( a.b ( 0)
Ta có: f(x,y) = ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = ax2 + (cy + d)x + by2 + ey + f
                    = a 
[image: image43.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

2

2

2

)

(

4

1

)

(

1

d

cy

a

x

d

cy

a

x

 - 
[image: image44.wmf]f

ey

by

d

cy

a

+

+

+

+

2

2

)

(

4

1


     = ……. = a 
[image: image45.wmf]p

q

y

m

d

cy

a

x

+

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

2

2

)

(

)

(

2

1


Suy ra : GTNN, GTLN của f(x,y) khi x = 
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b/Ví dụ minh họa: 
(Ví dụ 1: Tìm GTNN của biểu thức M = x2 + 2y2 – 2xy + 4x – 2y + 15.

Giải:    

Ta có: M = x2 + 2y2 – 2xy + 4x – 2y + 15


    = x2 + 2(2 – y)x + 2y2 – 2y + 15


    = x2 + 2(2 – y)x + (4 – 4y + y2) + (y2 + 2y + 1) + 10


    = x2 + 2(2 – y)x + (2 – y)2 + (y + 1)2 + 10


    = (x + 2 – y)2 + (y + 1)2 + 10 
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Suy ra : Min M = 10 
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Vậy Min M = 10 khi x = -3, y = -1
(Ví dụ 2: Tìm GTLN của biểu thức N = -x2 - 5y2 - 4xy + 2x - 2y - 5
Giải: 
Ta có: N = -x2 - 5y2 - 4xy + 2x - 2y - 5
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Suy ra : Max N = 5 
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Vậy: Max N = 5 khi [image: image53.wmf]7
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     Dạng 1: Phân thức có tử là hằng số, mẫu là tam thức bậc hai.
a/Phương pháp chung : f(x) = 
[image: image54.wmf]2

ax

m

bxc

++

 (a, m ( 0).  Đặt g(x) = ax2 + bx + c 
Ta có: g(x) = ax2 + bx + c = a ( x2 + 
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Suy ra: Max f(x) = 
[image: image64.wmf]2

(4)

4

m

bac

a

--


[image: image65.wmf]Û

x = 
[image: image66.wmf]a

b

2

-

 
(Nếu a < 0 
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Suy ra: Min f(x) = 
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b/Ví dụ minh họa: 

(Ví dụ 1: Tìm GTLN của biểu thức A = 
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Giải:    Đặt g(x) = 9x2 - 6x + 5 = (3x - 1)2 + 4 ( 4 
   Suy ra: A ( 
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(Ví dụ 2: Tìm GTNN của biểu thức B = 
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Giải:    Đặt g(x) = - x2 + 2x + 4 = - (x2 - 2x - 4) = - (x - 1)2 + 5 ( 5
   Suy ra: B ( 
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. Vậy: Min B = 
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  Dạng 2: Phân thức có tử là nhị thức, mẫu là tam thức bậc hai.
(Ví dụ :  Tìm GTLN và GTNN của biểu thức Q = [image: image83.wmf]1
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 Min Q = -1 
[image: image89.wmf]Û

x + 2 = 0 
[image: image90.wmf]Þ

 x = -2 

Vậy: Min Q = -1 
[image: image91.wmf]Û
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*Lại có: Q = [image: image92.wmf]1
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[image: image96.wmf]Þ
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 Max Q = 4 
[image: image98.wmf]Û

2x - 1 = 0 
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 x = [image: image100.wmf]2
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Vậy: Max Q = 4 
[image: image101.wmf]Û

 x = [image: image102.wmf]2
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a/Phương pháp chung : 
(f(x) = 
[image: image103.wmf]xyxy
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 ( Dấu “=” xảy ra [image: image104.wmf]0
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       (g(x) = 
[image: image105.wmf]xyxy

-£-
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b/Ví dụ minh họa: 

(Ví dụ 1: Tìm GTNN của các biểu thức:
a) A = 
[image: image108.wmf]20132015
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b) B = 
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c) C = 
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Giải:

a) Ta có: A = 
[image: image111.wmf]20132015
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Suy ra: Min A = 2 [image: image113.wmf]Û

( x - 2013)(2015 - x) ( 0 [image: image114.wmf]Û
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Vậy: Min A = 2 [image: image115.wmf]Û
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b) B = 
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Ta có: 
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Lại có: 
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   Dấu “=” xảy ra của (1) [image: image123.wmf]Û
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   Dấu “=” xảy ra của (2) [image: image125.wmf]Û
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Khi đó: B = 
[image: image127.wmf]2011201220132014

xxxx

-+-+-+-

 ( 3 + 1 = 4
   Vậy: Min B = 4 [image: image128.wmf]Û
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c) Ta có: C = 
[image: image129.wmf]22
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                   = 
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Suy ra: Min C = 1 [image: image133.wmf]Û

( x - 2012)(2013 - x) ( 0 [image: image134.wmf]Û
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Vậy: Min C = 1 [image: image135.wmf]Û
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(Ví dụ 2: Tìm GTLN của biểu thức D = 2018 -
[image: image136.wmf]20152
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Giải:

Ta có: D = 2018 -
[image: image137.wmf]20152
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Lúc đó: D = 2018 - E 
[image: image142.wmf]Þ

 D ( 2018 - 2017 = 1 

[image: image143.wmf]Þ

 max D = 1 [image: image144.wmf]Û

(2015 - x)(x + 2) ( 0 
[image: image145.wmf]Þ

 -2 ( x ( 2015
    Vậy: Max D = 1 [image: image146.wmf]Û

-2 ( x ( 2015
(Ví dụ 3: Tìm GTLN của các biểu thức:
a) E = | 3x + 5 | - | 3x + 7 |


b) F = | 5x + 7| - | 5x – 2 |

c) G = | 4x2 - 1975 | - | -4x2 + 2025 |

Giải:

a) Ta có: E = | 3x + 5 | - | 3x + 7 | 
[image: image147.wmf]£

 | (3x + 5)  - (3x + 7) | = 2

Dấu “=” xảy ra 
[image: image148.wmf]3

7

0

7

3

5

3

-

£

Û

£

+

£

+

Û

x

x

x



Vậy: Max E = 2 
[image: image149.wmf]3
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b) Ta có: F =  | 5x + 7| - | 5x – 2 | 
[image: image150.wmf]£
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Dấu “=” xảy ra 
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Vậy: Max F = 9 
[image: image152.wmf]5
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c) Ta có:  G = | 4x2 - 1975 | - | -4x2 + 2025 | 
                    = | 4x2 - 1975 | - | 4x2 - 2025| ( 
[image: image153.wmf]22
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi :
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Vậy: Max G = 50 
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a/Phương pháp chung : 
( Cho 2 số không âm a và b ta có: [image: image156.wmf]2
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( Cho 3 số không âm a và b ta có: [image: image158.wmf]3
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( Cho n số không âm 
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   Một vài dạng khác của bất đẳng thức Côsi cần nhớ : 

a + b 
[image: image163.wmf]³

 2
[image: image164.wmf]ab

;  a2 + b2 
[image: image165.wmf]³

 2ab;  (a + b)2
[image: image166.wmf]³

 4ab;  2(a2 + b2) 
[image: image167.wmf]³

 (a + b)2; (với a, b ( 0)
    Dấu “=” xảy ra [image: image168.wmf]Û

 a = b
b/Ví dụ minh họa: 

(Ví dụ 1: Cho x > 0, y > 0 thỏa mãn điều kiện 
[image: image169.wmf]111
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Tìm GTNN của biểu thức: A =
[image: image170.wmf]xy
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Giải:

Do x > 0, y > 0 nên 
[image: image171.wmf]11
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Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số dương 
[image: image172.wmf]11
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Ta có: 
[image: image173.wmf]11111

.

2

xyxy

æö

+³

ç÷

èø

 Hay 
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Mặt khác ta có: x > 0, y > 0 
[image: image177.wmf]Þ
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Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số không âm
[image: image179.wmf],
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Ta có: 
[image: image180.wmf]2244
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   Suy ra: A ( 4
Vậy: Min A = 4 [image: image181.wmf]Û
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(Ví dụ 2: Tìm GTNN của biểu thức B = 
[image: image183.wmf]xyz
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Giải:  
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 3 số dương 
[image: image184.wmf]xyz
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Ta có: B = 
[image: image185.wmf]3
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Vậy: Min B = 3 [image: image186.wmf]Û


[image: image187.wmf]xyz
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(Ví dụ 3: Tìm GTLN của C = xyz(x + y)(y + z)(z + x)  với x, y, z ≥ 0 ; x + y + z = 1.
Giải:  
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số không âm x, y, z 
Ta có: 1 = x + y + z ≥ 3.
[image: image188.wmf]3

xyz

          (1)

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số không âm x + y; y + z; z + x 
Ta có : 2 = (x + y) + (y + z) + (z + x) ≥ 3.
[image: image189.wmf]3
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Nhân từng vế của (1) với (2) ta được:  2 ≥ 9.
[image: image190.wmf]3
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Vậy: Max C = 
[image: image194.wmf]8
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 x = y = z = 
[image: image196.wmf]1
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(Ví dụ 4: Cho x, y là các số dương thỏa mãn x + y = 1. 
Tìm GTNN của biểu thức D = 
[image: image197.wmf]2
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Giải:
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương x, y

Ta có : 
[image: image198.wmf]x + y 11
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Lại có : D = 
[image: image201.wmf]2
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Mà :  x2 + y2 = (x + y)2 – 2xy 
[image: image203.wmf]³
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Từ (1) và (2) 
[image: image207.wmf]Þ

 D 
[image: image208.wmf]³
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[image: image209.wmf]1
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[image: image210.wmf]25
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Vây: Min D = 
[image: image211.wmf]25
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 x = y =
[image: image213.wmf]1
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(Ví dụ 5: Cho 
[image: image214.wmf]1

2

x

³-

. Tìm GTLN của biểu thức E = 
[image: image215.wmf]2
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Giải: 
Ta có : E = 
[image: image216.wmf](
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Theo đề bài: 
[image: image217.wmf]1
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 nên ta có:
[image: image218.wmf]2x10
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và 
[image: image219.wmf]3
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*Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số 
[image: image220.wmf]2x1; x+2 
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Ta có: 
[image: image221.wmf](
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Dấu “ = ” xảy ra khi 
[image: image223.wmf]2x1x+2x=1
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*Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số 
[image: image224.wmf](x3); 4 
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Ta có: 
[image: image225.wmf](
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Dấu “ = ” xảy ra khi 
[image: image227.wmf]x34x=1
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Từ (1) và (2) ta có: E ( 
[image: image228.wmf]x7 
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[image: image229.wmf]3x3
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Vậy: Max E = 5 [image: image230.wmf]Û

 x = 1

(Ví dụ minh họa: 
(Ví dụ 1:  Tìm GTLN và GTNN của hàm số y = 
[image: image231.wmf]2
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Giải:

Hàm số xác định với mọi giá trị của x ( R (vì x2 + 1 > 0, (x ( R ). 

Ta có:  y = 
[image: image232.wmf]2
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 [image: image233.wmf]Û

 yx2 - 4x + y - 3 = 0 (*)

Phương trình (*) có nghiệm [image: image234.wmf]Û


[image: image235.wmf]D

’ ( 0 Hay 4 - y2 + 3y ( 0
[image: image236.wmf]Û

 (1 + y) (4 - y) ( 0 [image: image237.wmf]Û

 -1 ( y ( 4

Suy ra: Min y = - 1 [image: image238.wmf]Û

- x2 - 4x - 4 = 0 [image: image239.wmf]Û

(x + 2)2 = 0 [image: image240.wmf]Û

 x = - 2

    Max y =  4 [image: image241.wmf]Û

4x2 - 4x + 1 = 0 [image: image242.wmf]Û

(2x - 1)2 = 0 [image: image243.wmf]Û

 x = 
[image: image244.wmf]2
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Vậy: Min y = - 1 [image: image245.wmf]Û

 x = - 2;  Max y =  4  [image: image246.wmf]Û

 x = 
[image: image247.wmf]2
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(Ví dụ 2:  Tìm GTLN và GTNN của biểu thức y = 
[image: image248.wmf]1
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Giải:
Hàm số xác định với mọi giá trị của x ( R (vì x2 + 1 > 0, (x ). 
Ta có: y = 
[image: image249.wmf]1
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 [image: image250.wmf]Û

 y(x2 + 1) = x2 + 6x + 1 [image: image251.wmf]Û

 (y – 1)x2 – 6x + y – 1 = 0 (**)
Xét các trường hợp sau :

Nếu y = 1 
[image: image252.wmf]Þ

 Phương trình (**) có nghiệm x = 0 (thích hợp).

Nếu y ( 1
[image: image253.wmf]Þ

 Phương trình (**) có nghiệm [image: image254.wmf]Û

 (’ ( 0 [image: image255.wmf]Û

 9 – (y – 1)2 ( 0 
[image: image256.wmf]Û

 (y – 1)2 ( 9 [image: image257.wmf]Û

 | y – 1 | ( 3 [image: image258.wmf]Û

 – 2 ( y ( 4.
Suy ra: Min y = - 2 [image: image259.wmf]Û

 - 3x2 - 6x - 3 = 0 [image: image260.wmf]Û

x2 + 2x + 1 = 0 [image: image261.wmf]Û

 x = - 1
            Max y = 4 [image: image262.wmf]Û

 3x2 - 6x + 3 = 0 [image: image263.wmf]Û

x2 - 2x + 1 = 0 [image: image264.wmf]Û

 x = 1
Vậy: Min y = - 2 [image: image265.wmf]Û

 x = - 1;  Max y =  4  [image: image266.wmf]Û

 x = 1

(Ví dụ minh họa: 
(Ví dụ 1:  Giải phương trình: 
[image: image267.wmf]2
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 Giải: 
Ta có : 
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Mà: 4 - 2x - x2 = 5 - (x + 1)2 
[image: image269.wmf]5
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[image: image270.wmf]Þ
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[image: image271.wmf]5
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Do đó: Phương trình (1) có nghiệm khi VP = VT = 5

   Hay:  5- (x + 1)2  = 5 
[image: image272.wmf]Û

 (x + 1)2 = 0  
[image: image273.wmf]Û

 x = - 1

Vậy phương trình (1) có nghiệm là x = - 1.

(Ví dụ 2:  Giải phương trình: 
[image: image274.wmf]40
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Giải:    (ĐK: 2 ( x ( 10) 

 Ta có: 
[image: image275.wmf]40
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[image: image276.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf]22
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 (Vì hai vế cùng không âm)

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm  x - 2 và 10 - x

Ta có: 
[image: image278.wmf]2(2)(10)2108
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Suy ra: 
[image: image279.wmf]82(2)(10)8816
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[image: image280.wmf]Þ

 VT ( 16
Lại có:  
[image: image281.wmf][
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[image: image282.wmf]Þ

 VP ( 16
Do đó: Phương trình (2) có nghiệm khi VP = VT = 16

 
[image: image283.wmf]210
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   (Thoả mãn ĐK)
Vậy phương trình (2) có nghiệm là x = 6.
(Ví dụ 3:  Giải phương trình: 
[image: image284.wmf]4
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Giải:
Ta có:  VT = 
[image: image285.wmf]22

28122(2)442

xxx

-+=-+³=

 
[image: image286.wmf]Þ

 VT ( 2
   VP = 
[image: image287.wmf]22
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[image: image288.wmf]Þ

 VP ( 2
Do đó: Phương trình (3) có nghiệm khi VP = VT = 2
Suy ra: x - 2 = 0 
[image: image289.wmf]Þ

 x = 2
Vậy phương trình (3) có nghiệm là x = 2.
(Ví dụ 4:  Giải phương trình: 
[image: image290.wmf]1
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Giải:    (ĐK: x ( 1) 
Ta có:
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Do đó: Phương trình (4) có nghiệm khi VP = VT = 1
Suy ra: (
[image: image292.wmf]12
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Vậy tập nghiệm của phương trình (4) là :
 S = 
[image: image295.wmf]{
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a/Phương pháp chung:
(Nếu sử dụng nhiều BĐT khác nhau trong 1 bài toán thì ta phải kiểm tra xem chúng có đồng thời xảy ra dấu bằng không. Có như vậy thì hướng giải của bài toán mới đúng.

(Khi giải bài toán mà không sử dụng hết điều kiện của đầu bài thì cần kiểm tra lại giả thiết. Có như vậy thì hướng giải của bài toán mới đúng.
(Cần nắm vững tính chất của BĐT cụ thể trong trường hợp so sánh hai phân số có tử và mẫu là số tự nhiên, số nguyên … Có như vậy thì hướng giải của bài toán mới đúng.
(Không nên vội vàng kết luận GTLN, GTNN mà không chỉ ra được giá trị của biến khi dấu “=” xảy ra.
b/Ví dụ minh họa:

(Ví dụ 1: Cho x > 0, y > 0 thỏa mãn x + y = 1. Tìm GTNN của biểu thức: A = 
[image: image296.wmf]14
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(Giải sai: 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 
[image: image297.wmf]14

;

x

y

 ta có: 
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Lại có: 
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Từ (1) và (2) suy ra : A = 
[image: image300.wmf]1444
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Vậy: Min A = 8
(Phân tích sai lầm: 

Đẳng thức xảy ra ở (1) khi 
[image: image301.wmf]14
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Đẳng thức xảy ra ở (2) khi x = y . Từ đó suy ra x = y = 0 (Loại  vì x + y = 1)

(Đến đây nếu vội vàng kết luận không có giá trị nhỏ nhất cũng là kết luận sai.

(Giải đúng: 
Vì x + y = 1 nên A = 
[image: image302.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 
[image: image303.wmf]4
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Dấu “=” xảy ra khi 
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Vậy: Min A = 4 
[image: image306.wmf]Û

 x = 
[image: image307.wmf]1
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 (Ví dụ 2: Cho x, y là các số dương thỏa mãn x + y = 1.
 Tìm GTNN của biểu thức : B = 
[image: image309.wmf]2
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(Giải sai: Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 
[image: image310.wmf]1
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Ta có: 
[image: image311.wmf]11
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Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 
[image: image312.wmf]1
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Ta có: 
[image: image313.wmf]11
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Từ (1) và (2) 
[image: image314.wmf]Þ
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 Min B = 8
(Phân tích sai lầm:  
Đẳng thức xảy ra ở (1) khi 
[image: image317.wmf]2
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Đẳng thức xảy ra ở (2) khi 
[image: image318.wmf]2
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Từ đó suy ra: x = y = 1 ( Loại  vì x + y = 1)
(Đến đây nếu vội vàng kết luận không có giá trị nhỏ nhất cũng là kết luận sai.

(Giải đúng: Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương x, y. 

Ta có: 
[image: image319.wmf]x + y 11
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Lại có : B = 
[image: image320.wmf]2
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Khi đó: x2 + y2 = (x + y)2 – 2xy 
[image: image321.wmf]³
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Từ (1) và (2) 
[image: image325.wmf]Þ

 B 
[image: image326.wmf]³

 8 +
[image: image327.wmf]1

2

+4 =
[image: image328.wmf]25

2

  
     Vậy: Min B = 
[image: image329.wmf]25
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 x = y =
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(Ví dụ 3: Tìm GTLN của biểu thức C = 
[image: image332.wmf]2

1

617

xx

-+


(Giải thiếu cơ sở: 

Biểu thức C đạt GTLN khi biểu thức
[image: image333.wmf]2
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Ta có : 
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Do đó: Min 
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. Vậy Max C = 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image337.wmf]3
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(Phân tích sai lầm:
Kết quả đúng nhưng lập luận sai ở chỗ cho rằng “Biểu thức C có tử không đổi nên đạt GTLN khi mẫu đạt GTNN” mà chưa đưa ra nhận xét tử và mẫu là các số dương.
(Giải đúng: 
Nhận thấy: 
[image: image338.wmf](
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 nên tử và mẫu của biểu thức C là số dương

Do đó: Biểu thức C đạt GTLN khi biểu thức 
[image: image339.wmf]2
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Ta có : 
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Suy ra: Min 
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Vậy: Max C = 
[image: image342.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image343.wmf]3
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(Ví dụ 4: Tìm GTNN của biểu thức: D = x + 
[image: image344.wmf]x

 
(Giải sai: 
Ta có: D = x + 
[image: image345.wmf]x
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Vậy: Min D = 
[image: image347.wmf]1
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(Phân tích sai lầm: 
Sau khi chứng minh được D 
[image: image348.wmf]³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image349.wmf]1
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Chưa chỉ ra được trường hợp xảy ra “=”. Nghĩa là: Min D =
[image: image350.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image351.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image352.wmf]1
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(Đến đây nếu vội vàng kết luận không có giá trị nhỏ nhất cũng là kết luận sai.
(Giải đúng: 
Ta có: D = x + 
[image: image353.wmf]x

 ( ĐK: x ( 0)
Do đó: D = x + 
[image: image354.wmf]x

 ( 0 
Suy ra: Min D = 0 
[image: image355.wmf]Û

 x = 0 

(Ví dụ 5: Tìm GTLN của biểu thức E = xyz(x + y)(y + z)(z + x) với x, y, z là các số không âm và x + y + z = 1.
(Giải sai: Áp dụng BĐT: 
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 Suy ra: 
[image: image358.wmf](

)

(

)

(

)

64xyxx+yy+zz+x1 

£


[image: image359.wmf]Û

 
[image: image360.wmf](

)

(

)

(

)

1

xyxx+yy+zz+x

64

£


         Vậy: Max E = 
[image: image361.wmf]1
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(Phân tích sai lầm: 
Sai lầm ở chỗ chưa chỉ ra khả năng xảy ra dấu “=”

Điều kiện để Max E =
[image: image362.wmf]1
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(Giải đúng: 

Ta có:  
[image: image364.wmf]3

1 = x +y+ z 3x.y.z

³

  (1)

Lại có: 
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Từ (1) và (2) 
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Suy ra: Max E = 
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Vậy: Max E = 
[image: image372.wmf]8
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 x = y = z = 
[image: image374.wmf]1
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5/Bài tập áp dụng:

(Bài 1: Tìm GTLN của biểu thức A = - x2 + 4x - 2017
(Bài 2: Tìm GTNN của biểu thức B =  a2 + ab + b2 - 3a - 3b + 2016 

(Bài 3: Tìm GTLN và GTNN của biểu thức C = 
[image: image375.wmf]2
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(Bài 4: Tìm GTLN của biểu thức D =
[image: image376.wmf]2
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(Bài 5: Tìm GTNN của biểu thức E =
[image: image377.wmf]2121
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(Bài 6: Tìm GTLN của biểu thức F = 
[image: image378.wmf]20132015

xx

---


(Bài 7: Tìm GTNN của biểu thức G = 
[image: image379.wmf]11
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(Bài 8:  Giải phương trình: [image: image381.wmf]2
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(Bài 9: Cho biểu thức P = 
[image: image382.wmf]2
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 Tìm giá trị nhỏ nhất của P.

(Bài 10: Tìm x, biết: 
[image: image383.wmf]22
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(Chú ý: Bài toán này ứng dụng phương pháp tìm GTLN, GTNN để giải tìm x)

(Bài 11:
     Cho phương trình  x4 + 2x2 +  2mx + m2 + 2m + 1 = 0 (ẩn số là x).

 a) Xác định giá trị của m sao cho nghiệm của phương trình đã cho đạt giá trị nhỏ nhất.

 b) Xác định giá trị của m sao cho nghiệm của phương trình đã cho đạt giá trị  lớn nhất.  
(Bài 12: Cho biểu thức:  A = 
[image: image384.wmf]x3yy3x
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, với 
[image: image385.wmf]x0,y0

³³

;  x + y = 2012. 
Tìm giá trị nhỏ nhất của A.

III.Kết quả đạt được: 


Sau khi áp dụng đề tài vào việc giảng dạy, việc giải bài toán của học sinh đã có những tiến bộ. Điều này thể hiện rõ ở kết quả làm bài tập, bài kiểm tra; khả năng phân tích bài toán, định hướng, tư duy của các em nhanh hơn, chính xác hơn. Nhiều em rất say mê trong học tập, vận dụng kiến thức vào thực tiễn tốt hơn. Các em rất tích cực sưu tầm thêm các bài toán hay trong sách, báo, tạp chí để trao đổi với bạn bè. Đề tài  đã được chúng tôi áp dụng vào các năm học vừa qua trong việc bồi dưỡng học sinh giỏi toán 8, 9 và đạt nhiều kết quả cao.
C. PHẦN KẾT LUẬN

        Các bài toán “Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức” có một ý nghĩa rất quan trọng đối với các em học sinh ở bậc học THCS, giúp các em rèn luyện tư duy logic và phân tích bài toán một cách thông minh nhất, tìm ra các biện pháp hữu hiệu phù hợp với kiến thức toán học ở cấp THCS để giải các bài toán loại này. Bên cạnh đó dạng toán này có sự liên quan mật thiết tới các kiến thức như: biến đổi đồng nhất biểu thức, cách chứng minh đẳng thức, sử dụng các hằng đẳng thức linh hoạt, ứng dụng để giải một số phương trình, hệ phương trình, đồng thời củng cố thêm kiến thức về tập hợp và rèn kĩ năng tính 
         Tuy nhiên do thời gian có hạn nên đề tài chỉ trình bày một số phương pháp cơ bản, thường hay áp dụng ở chương trình THCS. Rất mong nhận được những ý kiến đóng góp quý báu của các cấp lãnh đạo cũng như các bạn đồng nghiệp để bản thân được học hỏi và rút kinh nghiệm để bổ sung vào đề tài được hoàn thiện hơn, áp dụng có hiệu quả hơn.
 Xin chân thành cảm ơn !

D. TÀI LIỆU THAM KHẢO
1. [Vũ Hữu Bình] - Nâng cao và phát triển Toán 8 (Tập 1) - NXB Hà Nội (1998).

2. [Vũ Hữu Bình] - Toán bồi dưỡng học sinh lớp 8 - NXB Hà Nội (2001).
3. [Vũ Hữu Bình] - Nâng cao và phát triển  toán lớp 7, 8, 9 - NXBGD ( 2003).   
4. [Phan Huy Khải] - 10.000 Bài toán sơ cấp - Bất đẳng thức - NXB Hà Nội (1998).

5. [Trần Văn Kỷ] - Chọn lọc sách giáo khoa và sách bài tập toán 8 - NXBGD (1995).
6. [Nguyễn Đức Tấn] - Các bài toán có nhiều cách giải lớp 9 - NXBGD ( 2005).

7. [Nguyễn Vũ Thanh] - Sách nâng cao Đại số 8 - NXBGD (2002).

8. [Tôn Thân] - 394 Bài toán Bất đẳng thức, giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất - NXBGD.
9. [Bùi Văn Tuyên] - BT nâng cao và một số chuyên đề lớp 6, 7, 8, 9 - NXBGD (1999).  
10. [Tôn Thân - Bùi Văn Tuyên] - 23 Chuyên đề giải 1001 bài toán sơ cấp - NXBGD.
11. [Tôn Thân - Phạm Gia Đức] - Toán nâng cao theo các chuyên đề - NXBGD (2002).
12. Toán học và tuổi trẻ - NXBGD - Bộ GD&ĐT.
----------- ((( -----------



a/Biểu thức một biến: 


(Giá trị M được gọi là giá trị lớn nhất (GTLN) của biểu thức f(x) nếu thoả mãn hai điều kiện :


+ Với mọi x để f(x) xác định thì f(x) ( M (M là hằng số)          


+ Tồn tại x0 sao cho f(x0) = M                                                     


(Giá trị m được gọi là giá trị nhỏ nhất (GTNN) của biểu thức f(x) nếu thoả mãn hai điều kiện :


+ Với mọi x để f(x) xác định thì f(x) ≥ m (m là hằng số)          


+ Tồn tại x0 sao cho f(x0) = m                                                     


*Kí hiệu : Max f(x) = M;  Min f(x) = m


b/Biểu thức hai biến: Đối với biểu thức hai biến ta cũng có định nghĩa tương tự.





    Chú ý: 


(Nếu hai số có tích không đổi thì tổng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số ấy bằng nhau.


(Nếu hai số có tổng không đổi thì tích của chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số ấy bằng nhau.








    Thông thường, để tìm GTLN hoặc GTNN ta tiến hành theo 3 bước như sau :


(Bước 1 : Xác lập bất đẳng thức dạng : f(x) ≤ M hoặc f(x) ≥ m (M, m = conts)


(Bước 2 : Xét xem dấu đẳng thức xảy ra khi nào ?


(Bước 3 : Kết luận Max hoặc Min theo yêu cầu bài toán.








(Phương pháp 1: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức nguyên một biến.








(Phương pháp 2: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức nguyên hai biến.








(Phương pháp 3: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức phân.








(Phương pháp 4: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối.








(Phương pháp 5: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào bất đẳng thức Cauchy (Côsi).








(Phương pháp 6: Tìm GTLN, GTNN của một biểu thức dựa vào tập giá trị hàm.





(Phương pháp 7: Ứng dụng của bài toán tìm GTLN, GTNN vào giải một số phương trình. 








 *Khắc phục những sai lầm khi tìm GTLN, GTNN của một biểu thức đại số.
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