
PhÇn thø nhÊt

C¬ së lý luËn

     To¸n häc lµ mét m«n häc chiÕm vÞ trÝ quan träng trong nhµ tr­êng phæ th«ng nãi chung, ë bËc THCS nãi riªng. D¹y To¸n lµ d¹y cho häc sinh c¸c ph­¬ng ph¸p suy luËn khoa häc - l« gÝc. Häc To¸n tøc lµ rÌn kh¶ n¨ng t­ duy vµ øng dông nh»m trang bÞ nh÷ng vèn kiÕn thøc hoµn chØnh. ChÝnh v× vËy viÖc gi¶i c¸c bµi to¸n lµ ph­¬ng tiÖn tèt trong gióp häc sinh n¾m v÷ng tri thøc, ph¸t triÓn t­ duy, h×nh thµnh kü n¨ng kü x¶o. Thùc tiÔn gi¶ng d¹y ë nhµ tr­êng phæ th«ng cã rÊt nhiÒu d¹ng bµi To¸n kh¸c nhau, giµnh cho c¸c ®èi t­îng häc sinh Kh¸ giái. Nh­ng kh«ng ph¶i d¹ng bµi To¸n nµo Gi¸o viªn ®­a ra mµ häc sinh còng ®Òu n¾m b¾t kiÕn thøc vµ vËn dông ®­îc ngay. NhÊt lµ ®èi víi häc sinh líp 6, 7, møc ®é tiÕp thu cßn nhiÒu h¹n chÕ. V× vËy, ng­êi thÇy cÇn cho c¸c em ®­îc tiÕp cËn nhiÒu bµi to¸n ë cïng d¹ng, ®ã chÝnh lµ h×nh thøc gi¶ng d¹y theo c¸c chuyªn ®Ò. Tõ ®ã c¸c em sÏ dÇn ®­îc trang bÞ hoµn chØnh vÒ mÆt kü n¨ng, kü x¶o trong viÖc gi¶i to¸n. 

    Qua nhiÒu n¨m häc tËp còng nh­ gi¶ng d¹y, t«i  nhËn thÊy cã mét m¶ng kiÕn thøc t­¬ng ®èi quan träng ®ã lµ: "D·y sè", c¸c bµi tËp ®­a  ra ®­îc tr¶i réng tõ khèi 6 ®Õn c¸c khèi líp cao h¬n, vµ hÇu nh­ ch­a bÞ dõng l¹i ë mét vÞ trÝ. MÆt kh¸c, trong qu¸ tr×nh gi¶ng d¹y t«i thÊy c¸c em th­êng rÊt ng¹i mçi khi "nh×n" thÊy "mét d·y" sè cã ®Õn "n phÇn tö", ®«i khi gÆp bµi to¸n phøc t¹p th× l¹i kh«ng biÕt b¾t ®Çu tõ ®©u. 

    Do tÝnh ®a d¹ng mu«n mµu mu«n vÎ cña to¸n häc, thËt khã lßng ®óc kÕt ®­îc c¸c nguyªn t¾c, dùa vµo ®ã mµ t×m ®­îc "ch×a khãa" ®Ó gi¶i quyÕt ®­îc mäi vÊn ®Ò nªu ra. DÉu sao ®©y còng lµ mét ý t­ëng ®Ó h×nh thµnh cho c¸c em biÕt h×nh thµnh vµ khai th¸c tèi ®a nh÷ng kiÕn thøc míi, khã cña sè häc, vËn dông nh÷ng kÜ n¨ng cÇn thiÕt ®Ó gi¶i ®­îc nh÷ng bµi tËp míi lµ ®iÒu thµnh c«ng ë c¸c em.  ThiÕt nghÜ d¹ng to¸n nµy nÕu ®­îc khai th¸c triÖt ®Ó th× ph¹m vi ¶nh h­ëng còng nh­ t¸c dông cña nã lµ kh¸ lín. 

    ChÝnh v× vËy t«i m¹nh d¹n s­u tÇm c¸c bµi tËp ®Ó tr×nh bµy chuyªn ®Ò mét sè bµi tËp vÒ "Gi¸ trÞ cña d·y sè" ®Ó c¸c ®ång nhiÖp tham kh¶o vµ ®ãng gãp ý kiÕn, Trong khu«n khæ cho phÐp chØ xin tr×nh bµy trong ph¹m vi ë khèi líp 6 - 7. V× ®©y lµ mét c¬ së quan träng trong viÖc h×nh thµnh s¸ng t¹o cho häc sinh khi ®­îc häc tiÕp ë c¸c líp cao h¬n, bËc häc cao h¬n.   

PhÇn thø hai

C¬ së thùc tiÔn

    XuÊt ph¸t tõ mét bµi To¸n trong s¸ch gi¸o khoa nh­ sau:

    TÝnh: A = 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100

    Ta thÊy tæng A cã100 sè h¹ng, ta chia thµnh 50 nhãm, mçi nhãm cã tæng lµ 101 nh­ sau:

         A = (1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + ... + (50 + 51) = 101 + 101 + ... + 101 = 50.101 = 5050.

    §©y lµ bµi To¸n mµ lóc lªn 7 tuæi nhµ To¸n häc Gaux¬ ®· tÝnh rÊt nhanh tæng c¸c sè Tù nhiªn tõ 1 ®Õn 100 tr­íc sù ng¹c nhiªn cña thÇy gi¸o vµ c¸c b¹n bÌ cïng líp. 

    Nh­ vËy bµi to¸n trªn lµ c¬ së ®Çu tiªn ®Ó chóng ta t×m hiÓu vµ khai th¸c thªm rÊt nhiÒu c¸c  bµi tËp t­¬ng tù, ®­îc ®­a ra ë nhiÒu d¹ng kh¸c nhau, ®­îc ¸p dông ë nhiÒu thÓ lo¹i to¸n kh¸c nhau nh­ng chñ yÕu lµ: tÝnh to¸n, t×m sè, so s¸nh, chøng minh. §Ó gi¶i quyÕt ®­îc c¸c d¹ng to¸n ®ã chóng ta cÇn ph¶i n¾m ®­îc quy luËt cña d·y sè, t×m ®­îc sè h¹ng tæng qu¸t, ngoµi ra cÇn ph¶i kÕt hîp nh÷ng c«ng cô gi¶i to¸n kh¸c nhau n÷a.

    C¸c bµi to¸n ®­îc tr×nh bµy ë chuyªn ®Ò nµy ®­îc ph©n ra hai d¹ng chÝnh, ®ã lµ:

    - D¹ng thø nhÊt: D·y sè víi c¸c sè h¹ng lµ sè nguyªn, ph©n sè (hoÆc sè thËp ph©n) c¸ch ®Òu

    - D¹ng thø hai: D·y sè víi c¸c sè h¹ng kh«ng c¸ch ®Òu.

    Sau ®©y lµ mét sè bµi tËp ®­îc ph©n thµnh c¸c thÓ lo¹i, trong ®ã ®· ph©n thµnh hai d¹ng trªn:

PhÇn thø ba

Néi dung

I. thÓ lo¹i to¸n vÒ sè nguyªn

D¹ng 1: D·y sè mµ c¸c sè h¹ng c¸ch ®Òu.
Bµi 1: TÝnh B = 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99


NhËn xÐt: NÕu häc sinh nµo cã sù s¸ng t¹o sÏ thÊy ngay tæng: 2 + 3 + 4 + ... + 98 + 99 cã thÓ tÝnh hoµn toµn t­¬ng tù nh­ bµi 1, cÆp sè ë gi÷a vÉn lµ 51 vµ 50, (v× tæng trªn chØ thiÕu sè 100) vËy ta viÕt tæng B nh­ sau:


B = 1 + (2 + 3 + 4 + ... + 98 + 99). Ta thÊy tæng trong ngoÆc gåm 98 sè h¹ng, nÕu chia thµnh c¸c cÆp ta cã 49 cÆp nªn tæng ®ã lµ: (2 + 99) + (3 + 98) + ... + (51 + 50) = 49.101 = 4949, khi ®ã B = 1 + 4949 = 4950


Lêi b×nh: Tæng B gåm 99 sè h¹ng, nÕu ta chia c¸c sè h¹ng ®ã thµnh cÆp (mçi cÆp cã 2 sè h¹ng th× ®­îc 49 cÆp vµ d­ 1 sè h¹ng, cÆp thø 49 th× gåm 2 sè h¹ng nµo? Sè h¹ng d­ lµ bao nhiªu?), ®Õn ®©y häc sinh sÏ bÞ v­íng m¾c.

    Ta cã thÓ tÝnh tæng B theo c¸ch kh¸c nh­ sau:


C¸ch 2:

	

	B   =  1 + 2 + 3 + ... + 97 + 98 + 99

	+
	

	
	B   =  99 + 98 + ... +   3 + 2 + 1

	
	2B = 100 + 100 + ... + 100 + 100 + 100




           2B = 100.99 
[image: image1.wmf]Þ

 B = 50.99 = 4950 

Bµi 2: TÝnh C = 1 + 3 + 5 + ... + 997 + 999

Lêi gi¶i:

C¸ch 1: Tõ 1 ®Õn 1000 cã 500 sè ch½n vµ 500 sè lÎ nªn tæng trªn cã 500 sè lÎ. ¸p dông c¸c bµi trªn ta cã C = (1 + 999) + (3 + 997) + ... + (499 + 501) = 1000.250 = 250.000 (Tæng trªn cã 250 cÆp sè)


C¸ch 2: Ta thÊy: 

	1
	=
	2.1
	-
	1

	3
	=
	2.2
	-
	1

	5
	=
	2.3
	-
	1

	...
	
	
	
	

	999
	=
	2.500
	-
	1


    Quan s¸t vÕ ph¶i, thõa sè thø 2 theo thø tù tõ trªn xuèng d­íi ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®­îc sè c¸c sè h¹ng cña d·y sè C lµ 500 sè h¹ng. 

    ¸p dông c¸ch 2 cña bµi trªn ta cã: 

	

	C   =  1 + 3 + ... + 997 + 999

	+
	

	
	C   =  999 + 997 + ... +  3 + 1

	
	2C = 1000 + 1000 + ... + 1000 + 1000


                                2C = 1000.500 
[image: image2.wmf]Þ

 C = 1000.250 = 250.000

Bµi 3. TÝnh D = 10 + 12 + 14 + ... + 994 + 996 + 998


NhËn xÐt: C¸c sè h¹ng cña tæng D ®Òu lµ c¸c sè ch½n, ¸p dông c¸ch lµm cña bµi tËp 3 ®Ó t×m sè c¸c sè h¹ng cña tæng D nh­ sau:


Ta thÊy:

	10
	=
	2.4
	+
	2

	12
	=
	2.5
	+
	2

	14
	=
	2.6
	+
	2

	...
	
	
	
	

	998
	=
	2.498
	+
	2


    T­¬ng tù bµi trªn: tõ 4 ®Õn 498 cã 495 sè nªn ta cã sè c¸c sè h¹ng cña D lµ 495, mÆt kh¸c ta l¹i thÊy: 
[image: image3.wmf]99810
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sè c¸c sè h¹ng = (sè h¹ng ®Çu - sè h¹ng cuèi) : kho¶ng c¸ch råi céng thªm 1
    Khi ®ã ta cã: 

	

	D   =  10 + 12 + ... + 996 + 998

	+
	

	
	D   =  998 + 996 + ... +  12 + 10

	
	2D = 1008 + 1008 + ... + 1008 + 1008


                                2D = 1008.495 
[image: image4.wmf]Þ

 D = 504.495 = 249480

    Thùc chÊt 
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    Qua c¸c vÝ dô trªn , ta rót ra mét c¸ch tæng qu¸t nh­ sau: Cho d·y sè c¸ch ®Òu             u1, u2, u3, ... un (*), kho¶ng c¸ch gi÷a hai sè h¹ng liªn tiÕp cña d·y lµ d, 

           Khi ®ã sè c¸c sè h¹ng cña d·y (*) lµ: 
[image: image6.wmf]1
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           Tæng c¸c sè h¹ng cña d·y (*) lµ       
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§Æc biÖt tõ c«ng thøc (1) ta cã thÓ tÝnh ®­îc sè h¹ng thø n cña d·y (*) lµ:                     
un = u1 + (n - 1)d


HoÆc khi u1 = d = 1 th× S1 = 1 + 2 + 3 + ... + n 
[image: image8.wmf](1)
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Bµi 4. TÝnh E = 10,11 + 11,12 + 12,13 + ...+ 98,99 + 99,10

Lêi gi¶i

    Ta cã thÓ ®­a c¸c sè h¹ng cña tæng trªn vÒ d¹ng sè tù nhiªn b»ng c¸ch nh©n c¶ hai vÕ víi 100, khi ®ã ta cã:


100E = 1011 + 1112 + 1213 + ... + 9899 + 9910 = (1011 + 1112 + 1213 + ... + 9899) + 9910 
[image: image9.wmf](10119899).98
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= 485495 + 9910 = 495405 
[image: image10.wmf]Þ


 E = 4954,05


(Ghi chó: V× sè c¸c sè h¹ng cña d·y lµ 
[image: image11.wmf](98991011)
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Bµi 5. Ph©n tÝch sè 8030028 thµnh tæng cña 2004 sè tù nhiªn ch½n liªn tiÕp.

Lêi gi¶i

    Gäi a lµ sè tù nhiªn ch½n, ta cã tæng cña 2004 sè tù nhiªn ch½n liªn tiÕp lµ: 


S = a + (a + 2) + ... + (a + 4006) =  
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. Khi ®ã ta cã: (a + 2003).2004 = 8030028
[image: image13.wmf]Û

 a = 2004.


VËy ta cã: 8030028 = 2004 + 2006 + 2008 + ... + 6010 

NhËn xÐt:
    Sau khi gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n ë d¹ng trªn ta kh«ng thÊy cã v­íng m¾c g× lín, bëi v× ®ã lµ toµn bé nh÷ng bµi to¸n c¬ b¶n mµ ®èi víi häc sinh kh¸ còng kh«ng gÆp mÊy khã kh¨n khi tiÕp thu. Tuy nhiªn ®ã lµ c¸c c¬ së ®Çu tiªn ®Ó tõ ®ã chóng ta tiÕp tôc nghiªn cøu c¸c d¹ng to¸n ë møc ®é cao h¬n, phøc t¹p h¬n mét chót.

D¹ng 2: D·y sè mµ c¸c sè h¹ng kh«ng c¸ch ®Òu.
Bµi 1. TÝnh A = 1.2 + 2.3 + 3.4 + … + n.(n + 1)

Lêi gi¶i
    Ta thÊy mçi sè h¹ng cña tæng trªn lµ tÝch cña hai sè tù nhªn liªn tiÕp, khi ®ã:


Gäi a1 = 1.2 
[image: image14.wmf]Þ

 3a1 = 1.2.3 
[image: image15.wmf]Þ

 3a1= 1.2.3 - 0.1.2

                 a2 = 2.3 
[image: image16.wmf]Þ

 3a2 = 2.3.3 
[image: image17.wmf]Þ

 3a2= 2.3.4 - 1.2.3


      a3 = 3.4 
[image: image18.wmf]Þ

 3a3 = 3.3.4 
[image: image19.wmf]Þ

 3a3 = 3.4.5 - 2.3.4                 

                …………………..

             an-1 = (n - 1)n
[image: image20.wmf]Þ

 3an-1 =3(n - 1)n 
[image: image21.wmf]Þ

3an-1 = (n - 1)n(n + 1) - (n - 2)(n - 1)n  


   an = n(n + 1) 
[image: image22.wmf]Þ

 3an = 3n(n + 1) 
[image: image23.wmf]Þ

 3an = n(n + 1)(n + 2) - (n - 1)n(n + 1)

    Céng tõng vÕ cña c¸c ®¼ng thøc trªn ta cã:


      3(a1 + a2 + … + an) = n(n + 1)(n + 2)


      3
[image: image24.wmf][
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 = n(n + 1)(n + 2) 
[image: image25.wmf]Þ

 A = 
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C¸ch 2: Ta cã 

               3A = 1.2.3 + 2.3.3 + … + n(n + 1).3 = 1.2.(3 - 0) + 2.3.(3 - 1) + … +    n(n + 1)[(n - 2) - (n - 1)] = 1.2.3 - 1.2.0 + 2.3.3 - 1.2.3 + … + n(n + 1)(n + 2) - 

    - (n - 1)n(n + 1) = n(n + 1)(n + 2) 
[image: image27.wmf]Þ

 A = 
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* Tæng qu¸t ho¸ ta cã:

    k(k + 1)(k + 2) - (k - 1)k(k + 1) = 3k(k + 1). Trong ®ã k = 1; 2; 3; …


Ta dÔ dµng chøng minh c«ng thøc trªn nh­ sau:

    k(k + 1)(k + 2) - (k - 1)k(k + 1) = k(k + 1)[(k + 2) - (k - 1)] = 3k(k + 1) 

Bµi 2. TÝnh B = 1.2.3 + 2.3.4 + … + (n - 1)n(n + 1)

Lêi gi¶i


¸p dông tÝnh kÕ thõa cña bµi 1 ta cã:

         4B = 1.2.3.4 + 2.3.4.4 + … + (n - 1)n(n + 1).4


= 1.2.3.4 - 0.1.2.3 + 2.3.4.5  - 1.2.3.4 + … + (n - 1)n(n + 1)(n + 2) - 

[(n - 2)(n - 1)n(n + 1)] = (n - 1)n(n + 1)(n + 2) - 0.1.2.3 = (n - 1)n(n + 1)(n + 2)



[image: image29.wmf]Þ

 B = 
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Bµi 3. TÝnh C = 1.4 + 2.5 + 3.6 + 4.7 + … + n(n + 3)

Lêi gi¶i


Ta thÊy: 1.4 = 1.(1 + 3)

                        2.5 = 2.(2 + 3) 

                        3.6 = 3.(3 + 3) 

                        4.7 = 4.(4 + 3)

                       …….

                       n(n + 3) = n(n + 1) + 2n


VËy C = 1.2 + 2.1 + 2.3 + 2.2 + 3.4 + 2.3 + … + n(n + 1) +2n

                     = 1.2 + 2 +2.3 + 4 + 3.4 + 6 + … + n(n + 1) + 2n

                     = [1.2 +2.3 +3.4 + … + n(n + 1)] + (2 + 4 + 6 + … + 2n)


3C = 3.[1.2 +2.3 +3.4 + … + n(n + 1)] + 3.(2 + 4 + 6 + … + 2n)  =


   = 1.2.3 + 2.3.3 + 3.4.3 + … + n(n + 1).3 + 3.(2 + 4 + 6 + … + 2n) =


   = n(n + 1)(n + 2) +
[image: image31.wmf]3(22)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image32.wmf]Þ

C= 
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Bµi 4. TÝnh D = 12 + 22 + 32 + … + n2

NhËn xÐt: C¸c sè h¹ng cña bµi 1 lµ tÝch cña hai sè tù nhiªn liªn tiÕp, cßn ë bµi nµy lµ tÝch cña hai sè tù nhiªn gièng nhau. Do ®ã ta chuyÓn vÒ d¹ng bµi tËp 1:

      Ta cã: A = 1.2 + 2.3 + 3.4 + … + n.(n + 1) = 1.(1 + 1) + 2.(1 + 2) + … + 

    + n.(1 + n) = 12 + 1.1 + 22 + 2.1 + 32 + 3.1 + … + n2 + n.1 = (12 + 22 + 32 + … + n2 ) + (1 + 2 + 3 + … + n). MÆt kh¸c theo bµi tËp 1 ta cã:

 A = 
[image: image35.wmf](1)(2)
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 vµ 1 + 2 + 3 + … + n = 
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 12 + 22 + 32 + … + n2 = =
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Bµi 5. TÝnh E = 13 + 23 + 33 + … + n3
Lêi gi¶i

T­¬ng tù bµi to¸n trªn, xuÊt ph¸t tõ bµi to¸n 2, ta ®­a tæng B vÒ tæng E:     Ta cã: 

    B = 1.2.3 + 2.3.4 + … + (n - 1)n(n + 1) = (2 - 1).2.(2 + 1) + (3 - 1).3.(3 + 1) 


+ … + (n - 1)n(n + 1) = (23 - 2) + (33 - 3) + … + (n3 - n) = 


= (23 + 33 + … + n3) - (2 + 3 + … + n) = (13 + 23 + 33 + … + n3) - 

  - (1 + 2 + 3 + … + n) = (13 + 23 + 33 + … + n3) - 
[image: image41.wmf](1)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image42.wmf]Þ


        (13 + 23 + 33 + … + n3) = B +
[image: image43.wmf](1)

2

nn

+

 Mµ ta ®· biÕt B = 
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 E = 13 + 23 + 33 + … + n3 = 


= 
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C¸ch 2: Ta cã: 




A1 = 13 = 12




A2 = 13 + 23 = 9 = (1 + 2)2



A3 = 13 + 23 + 33 = 36 = (1 + 2 + 3)2
Gi¶ sö cã: Ak = 13 + 23 + 33 + … + k3 = (1 + 2 + 3 + … + k)2  (1) Ta chøng minh:



Ak+1 = 13 + 23 + 33 + … + (k + 1)3 = [1 + 2 + 3 + … + (k + 1)]2   (2)

ThËt vËy, ta ®· biÕt: 1 + 2 + 3 + … + k = 
[image: image49.wmf](1)
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Ak = [
[image: image51.wmf](1)
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]2      (1') Céng vµo hai vÕ cña (1') víi (k + 1)3 ta cã:


Ak + (k + 1)3 = [
[image: image52.wmf](1)
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]2 + (k + 1)3 
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 Ak+1 = [
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  VËy tæng trªn ®óng víi Ak+1, tøc lµ ta lu«n cã: 


Ak+1 = 13 + 23 + 33 + … + (k + 1)3 = [1 + 2 + 3 + … + (k + 1)]2 =

 = 
[image: image56.wmf]2
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. VËy khi ®ã ta cã:

 E = 13 + 23 + 33 + … + n3 = (1 + 2 + 3 + … + n)2 = 
[image: image57.wmf]2
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Lêi b×nh: - Víi bµi tËp trªn ta ¸p dông kiÕn thøc vÒ quy n¹p To¸n häc.



      - Bµi tËp trªn chÝnh lµ d¹ng bµi tËp vÒ tæng c¸c sè h¹ng cña mét cÊp sè nh©n (líp 11) nh­ng chóng ta cã thÓ gi¶i quyÕt ®­îc trong ph¹m vi ë cÊp THCS.

Bµi 6. (Trang 23 SGK To¸n 7 tËp 1)

    BiÕt r»ng 12 + 22 + 32 +…+ 102 = 385, ®è em tÝnh nhanh ®­îc tæng



S = 22 + 42 + 62 + … + 202

Lêi gi¶i

    Ta cã: S = 22 + 42 + 62 + … + 202 = (2.1)2 + (2.2)2 + … + (2.10)2 =  


= 12.22 + 22.22 + 22.32 + …+ 22.102 = 22.(12 + 22 + 32 + … + 102) = 4. (12 + 22 + 32 + … + 102) = 4.385 = 1540.

    NhËn xÐt: NÕu ®Æt P = 12 + 22 + 32 + … + 102 th× ta cã: S = 4.P. Do ®ã, nÕu cho S th× ta sÏ tÝnh ®­îc P vµ ng­îc l¹i. Tæng qu¸t hãa ta cã:


P = 12 + 22 + 32 +…+ n2 = 
[image: image58.wmf](1)(21)
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 (theo kÕt qu¶ ë trªn) 

     
Khi ®ã S = 22 + 42 + 62 + … + (2n)2 ®­îc tÝnh t­¬ng tù nh­ bµi trªn, ta cã:


S = (2.1)2 + (2.2)2 + … + (2.n)2 = 4.( 12 + 22 + 32 + … + n2) =

           = 
[image: image59.wmf]4(1)(21)
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 = 
[image: image60.wmf]2(1)(21)
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     Cßn: P = 13 + 23 + 33 + … + n3 = 
[image: image61.wmf]2
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. Ta tÝnh S = 23 + 43 + 63 +…+ (2n)3 nh­ sau: S = (2.1)3 + (2.2)3 + (2.3)3 + … + (2.n)3 = 8.(13 + 23 + 33 + … + n3) lóc nµy S = 8P, VËy ta cã: S = 23 + 43 + 63 +…+ (2n)3 = 



 = 
[image: image62.wmf]2
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    ¸p dông c¸c kÕt qu¶ trªn, ta cã bµi tËp sau:

Bµi 7. a) TÝnh A = 12 + 32 + 52 + ...+ (2n -1)2
          b) TÝnh B = 13 + 33 + 53 + … + (2n-1)3
    Lêi gi¶i

     a)Theo kÕt qu¶ bµi trªn, ta cã: 12 + 22 + 32 +…+ (2n)2 = 

       =
[image: image63.wmf]2(21)(41)(21)(41)
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     Mµ ta thÊy: 

     12 + 32 + 52 + ...+ (2n -1)2 = 12 + 22 + 32 +…+ (2n)2 - (23 + 43 + 63 +…+ (2n)2( =

   = 
[image: image64.wmf](21)(41)
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       b) Ta cã: 13 + 33 + 53 + … + (2n-1)3 = 13 + 23 + 33 + … + (2n)3 -

                - (23 + 43 + 63 +…+ (2n)3( . ¸p dông kÕt qu¶ bµi tËp trªn ta cã: 

    13 + 23 + 33 + … + (2n)3 = n2(2n + 1)2.

    VËy: B = 13 + 33 + 53 + … + (2n-1)3 = n2(2n + 1)2 - 2n2(n + 1)2 =

                 = 2n4 - n2 

    NhËn xÐt: Trªn ®©y lµ c¸c d¹ng bµi tËp c¬ b¶n vÒ sù liªn quan gi÷a hai lo¹i tæng: Tæng b×nh ph­¬ng (hoÆc lËp ph­¬ng) cña c¸c sè tù nhiªn liªn tiÕp víi tæng c¸c b×nh ph­¬ng (hoÆc lËp ph­¬ng) cña c¸c sè tù nhiªn ch½n liªn tiÕp. Chóng ta cã thÓ sö dông ®Ó quy ®Þnh møc ®é ph¸t triÓn bµi to¸n tíi ®©u ®Ó cho häc sinh gi¶i.

    * Mét sè bµi tËp d¹ng kh¸c

Bµi 1. TÝnh S1 = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 263
Lêi gi¶i


C¸ch 1: 

    Ta thÊy: S1 = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 263              (1)

           
[image: image67.wmf]Þ

 2S1 = 2 + 22 + 23 + … + 263 + 264           (2)

    Trõ tõng vÕ cña (2) cho (1) ta cã: 


2S1 - S1 = 2 + 22 + 23 + … + 263 + 264 - (1 + 2 + 22 + 23 + … + 263)


= 264 - 1. Hay S1 = 264 - 1


C¸ch 2:

    Ta cã: S1 = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 263 = 1 + 2(1 + 2 + 22 + 23 + … + 262)      (1)

                   = 1 + 2(S1 - 263) = 1 + 2S1 - 264 
[image: image68.wmf]Þ

 S1 = 264 - 1

Bµi 2. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc S = 1 +3 + 32 + 33 + … + 32000    (1)

Lêi gi¶i:


C¸ch 1: ¸p dông c¸ch lµm cña bµi 1:

    Ta cã: 3S = 3 + 32 + 33 + … + 32001        (2) Trõ tõng vÕ cña (2) cho (1) ta ®­îc:

               3S - 2S = (3 + 32 + 33 + … + 32001) - (1 +3 + 32 + 33 + … + 32000)

    Hay:    2S = 32001 - 1 
[image: image69.wmf]Þ

 S = 
[image: image70.wmf]2001
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C¸ch 2: T­¬ng tù nh­ c¸ch 2 cña bµi trªn:

    Ta cã: S = 1 + 3(1 +3 + 32 + 33 + … + 31999) = 1 + 3(S - 32000) = 1 + 3S - 32001

     
[image: image71.wmf]Þ

 2S = 32001 - 1 
[image: image72.wmf]Þ

 S = 
[image: image73.wmf]2001
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*) Tæng qu¸t ho¸ ta cã:


                     Sn = 1 + q + q2 + q3 + … + qn     (1)


Khi ®ã ta cã: 


C¸ch 1:        qSn = q + q2 + q3 + … + qn+1       (2)


Trõ tõng vÕ cña (2) cho (1) ta cã: (q - 1)S = qn+1 - 1 
[image: image74.wmf]Þ

 S = 
[image: image75.wmf]1
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C¸ch 2:       Sn = 1 + q(1 + q + q2 + q3 + … + qn-1) = 1 + q(Sn - qn)



              = 1 + qSn - qn+1 
[image: image76.wmf]Þ

 qSn - Sn = qn+1 - 1 hay: Sn(q - 1) = qn+1 - 1





[image: image77.wmf]Þ

 S = 
[image: image78.wmf]1
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Bµi 3. Cho A = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 29; B = 5.28. H·y so s¸nh A vµ B


C¸ch 1: Ta thÊy: B = 5.28 = (23 + 22 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1).26 



                     = 29 + 28 + 27 + 26 + 26 +  26 +  26 +  26 +  26 + 26





 = 29 + 28 + 27 + 26 + 26 +  26 +  26 +  26 +  26 + 25 + 25


(V× 26 = 2.25). VËy râ rµng ta thÊy B > A


C¸ch 2: ¸p dông c¸ch lµm cña c¸c bµi tËp trªn ta thÊy ®¬n gi¶n h¬n, 

 thËt vËy:



    A = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 29     (1)



  2A = 2 + 22 + 23 + … + 29 + 210   (2)

 
Trõ tõng vÕ cña (2) cho (1) ta cã: 



  2A - A =  (2 + 22 + 23 + … + 29 + 210) - (1 + 2 + 22 + 23 + … + 29)



              = 210 - 1 hay A = 210 - 1


Cßn: B = 5.28 = (22 + 1).28 = 210 + 28
     VËy B > A


Lêi b×nh: §èi víi c¸ch lµm thø nhÊt chØ phï hîp víi c¸c bµi tËp víi sè Ýt c¸c sè h¹ng. Do vËy, khi gÆp bµi tËp ë d¹ng trªn nh­ng  cã nhiÒu sè h¹ng th× ta nªn ¸p dông c¸ch lµm thø hai. 

    Tuy nhiªn gi¸o viªn cÇn gîi ý cho häc sinh thÊy ®­îc: ta cã thÓ t×m ®­îc gi¸ trÞ cña biÓu thøc A, tõ ®ã häc sinh cã thÓ so s¸nh ®­îc A víi B mµ kh«ng gÆp mÊy khã kh¨n.

Bµi 4. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc S = 1 + 2.6 + 3.62 + 4.63 + … + 100.699     (1)

     Ta cã:                                  6S = 6 + 2.62 + 3.63 + … + 99.699 + 100.6100 (2)     

    Trõ tõng vÕ cña (2) cho (1) ta ®­îc:


     5S = 6 - 2.6 + (2.62 - 3.62) + (3.63 - 4.63) + … + (99.699 - 100.699) + 

                       + 100.6100 - 1 = 100.6100 - 1 - (6 + 62 + 63 + … + 699)     (*)

    §Æt S' = 6 + 62 + 63 + … + 699 
[image: image79.wmf]Þ

 6S' = 62 + 63 + … + 699 + 6100 
[image: image80.wmf]Þ

 



[image: image81.wmf]Þ

 S' = 
[image: image82.wmf]100
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 thay vµo (*) ta cã: 5S = 100.6100 - 1 - 
[image: image83.wmf]100
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[image: image84.wmf]100
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 S = 
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Bµi 5. Ng­êi ta viÕt d·y sè: 1; 2; 3; ... Hái ch÷ sè thø 673 lµ ch÷ sè nµo?

Lêi gi¶i

    Ta thÊy: Tõ 1 ®Õn 99 cã: 9 + 2.90 = 189 ch÷ sè, theo ®Çu bµi ta cßn thiÕu sè c¸c ch÷ sè cña d·y lµ: 673 - 189 = 484 ch÷ sè, nh­ vËy ch÷ sè thø 673 ph¶i n»m trong d·y c¸c sè cã 3 ch÷ sè. VËy ta xÐt tiÕp:

 Tõ 100 ®Õn 260 cã: 3.161 = 483 ch÷ sè 

    Nh­ vËy tõ 1 ®Õn 260 ®· cã: 189 + 483 = 672 ch÷ sè, theo ®Çu bµi th× ch÷ sè thø 673 sÏ lµ ch÷ sè 2 cña sè 261.


Mét sè bµi tËp tù gi¶i:
    1. TÝnh: A = 1.2.3.4 + 2.3.4.5 + … + (n - 2) … (n + 1)

    2. TÝnh: B = 1.2.4 + 2.3.5 + … + n(n + 1)(n + 3)

    3. TÝnh: C = 22 + 52 + 82 + ...+ (3n - 1)2    

    4. TÝnh: D = 14 + 24 + 34 + ... + n4
    5. TÝnh: E = 7 + 74 + 77 + 710 + … + 73001
    6. TÝnh: F = 8 + 83 + 85 + … + 8801   

    7. TÝnh: G = 9 + 99 + 999 + … + 99 … 9 (ch÷ sè cuèi gåm 190 ch÷ sè 9)

    8. TÝnh: H = 1.1! + 2.2! + … + n.n!

    9. Cho d·y sè: 1; 2; 3; … . Hái ch÷ sè thø 2007 lµ ch÷ sè nµo?

II. thÓ lo¹i to¸n vÒ ph©n sè:

Bµi 1. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc A = 
[image: image87.wmf]1111
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Lêi gi¶i


Ta cã: A = 
[image: image88.wmf]111111
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sau khi bá dÊu ngoÆc ta cã:



A = 
[image: image89.wmf]11
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NhËn xÐt: Ta thÊy c¸c gi¸ trÞ ë tö kh«ng thay ®æi vµ chóng vµ ®óng b»ng hiÖu hai thõa sè ë mÉu. Mçi sè h¹ng ®Òu cã d¹ng: 
[image: image90.wmf]11
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(HiÖu hai thõa sè ë mÉu lu«n b»ng gi¸ trÞ ë tö th× ph©n sè ®ã lu«n viÕt ®­îc d­íi d¹ng hiÖu cña hai ph©n sè kh¸c víi c¸c mÉu t­¬ng øng). Nªn ta cã mét tæng víi c¸c ®Æc ®iÓm: c¸c sè h¹ng liªn tiÕp lu«n ®èi nhau (sè trõ cña nhãm tr­íc b»ng sè bÞ trõ cña nhãm sau liªn tiÕp), cø nh­ vËy c¸c sè h¹ng trong tæng ®Òu ®­îc khö liªn tiÕp, ®Õn khi trong tæng chØ cßn sè h¹ng ®Çu vµ sè h¹ng cuèi, lóc ®ã ta thùc hiÖn phÐp tÝnh sÏ ®¬n gi¶n h¬n.

Bµi 2. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc B = 
[image: image91.wmf]4444
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         B = 
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 vËn dông c¸ch lµm cña phÇn nhËn xÐt, ta cã: 7 - 3 = 4 (®óng b»ng tö) nªn ta cã:

                   B = 
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Bµi 3. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc C = 
[image: image95.wmf]2222
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NhËn xÐt: Ta thÊy: 9 - 2 = 7 ≠ 72 ë tö nªn ta kh«ng thÓ ¸p dông c¸ch lµm cña c¸c bµi trªn (ë tö ®Òu chøa 72), nÕu gi÷ nguyªn c¸c ph©n sè ®ã th× ta kh«ng thÓ t¸ch ®­îc thµnh hiÖu c¸c ph©n sè kh¸c ®Ó rót gän tæng trªn ®­îc. MÆt kh¸c ta thÊy: 
[image: image96.wmf]711
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, v× vËy ®Ó gi¶i quyÕt ®­îc vÊn ®Ò ta ph¶i ®Æt 7 lµm thõa sè chung ra ngoµi dÊu ngoÆc, khi ®ã thùc hiÖn bªn trong ngoÆc sÏ ®¬n gi¶n.

    VËy ta cã thÓ biÕn ®æi: 

       C =
[image: image97.wmf]7777
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Bµi 4. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc D = 
[image: image100.wmf]3333
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Lêi gi¶i

    Ta l¹i thÊy: 3 - 1 = 2 ≠ 3 ë tö cña mçi ph©n sè trong tæng nªn b»ng c¸ch nµo ®ã ta ®­a 3 ra ngoµi vµ ®­a 2 vµo trong thay thÕ.

    Ta cã: D = 
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Bµi 5. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc E = 
[image: image105.wmf]111111
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Lêi gi¶i
    Ta thÊy: 7 = 1.7  ;           91 = 13.7 ;               247 = 13.19 ;           475 = 19.25

                775 = 25.31  ;                                    1147 = 31.37   

    T­¬ng tù bµi tËp trªn ta cã:

E = 
[image: image106.wmf]1666666
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Bµi 5. (§Ò thi chän HSG To¸n 6 - TX Hµ §«ng - Hµ T©y - N¨m häc 2002 - 2003)


So s¸nh: A = 
[image: image109.wmf]2222

...

60.6363.66117.1202003

++++

  vµ


               B = 
[image: image110.wmf]5555
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Lêi gi¶i
    L¹i ¸p dông c¸ch lµm ë bµi trªn ta cã: A= 
[image: image111.wmf]23332
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    T­¬ng tù c¸ch lµm trªn ta cã: 



B = 
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    Ta l¹i cã: 2A =
[image: image116.wmf]122414
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 Tõ ®©y ta thÊy ngay 

 B > 2A th× hiÓn nhiªn B > A      

Bµi 6. (§Ò thi chän HSG To¸n n¨m häc 1985 - 1986)


So s¸nh hai biÓu thøc A vµ B:


A = 
[image: image117.wmf]1111

124...

1.19852.19863.198716.2000

æö

++++

ç÷

èø

 


B = 
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Lêi gi¶i
    Ta cã: A = 
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    Cßn B = 
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VËy A = B

Bµi 7. Chøng tá r»ng: 
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Lêi gi¶i

    Ta kh«ng thÓ ¸p dông ngay c¸ch lµm cña c¸c bµi tËp trªn, mµ ta thÊy:
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    VËy ta cã: 
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    Mµ: 
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 lµ hiÓn nhiªn víi mäi sè tù nhiªn n

    VËy: 
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Bµi 9. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc M = 
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]

2

22

3521

...

(1.2)(2.3)

(1)

n

nn

+

+++

+
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Bµi 10. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc N = 
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Bµi 13. Chøng minh r»ng S = 
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    ¸p dông c¸c bµi trªn, ta cã:
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    Nh­ vËy, ë phÇn nµy ta ®· gi¶i quyÕt ®­îc mét l­îng lín c¸c bµi tËp vÒ d·y sè ë d¹ng ph©n sè. Tuy nhiªn ®ã lµ c¸c bµi tËp nh×n chung kh«ng hÒ ®¬n gi¶n. V× vËy ®Ó ¸p dông cã hiÖu qu¶ th× chóng ta cÇn linh ho¹t trong viÖc biÕn ®æi theo c¸c h­íng sau:

1 - NÕu mÉu lµ mét tÝch th× b»ng mäi c¸ch biÕn ®æi thµnh hiÖu c¸c ph©n sè, tõ ®ã ta rót gän ®­îc biÓu thøc råi tÝnh ®­îc gi¸ trÞ.

2 - §èi víi c¸c bµi tËp chøng minh ta còng cã thÓ ¸p dông c¸ch lµm vÒ tÝnh gi¸ trÞ cña d·y sè, tõ ®ã ta cã thÓ biÕn ®æi biÓu thøc cÇn chøng minh vÒ d¹ng quen thuéc

Mét sè bµi to¸n kh¸c
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Bµi 9. XÐt biÓu thøc: S = 
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Bµi 10. Ta viÕt lÇn l­ît c¸c ph©n sè sau: 
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®øng ë vÞ trÝ nµo trong c¸c ph©n sè trªn?

Lêi gi¶i

    Sè thø nhÊt cña d·y sè cã tæng cña tö sè vµ mÉu sè b»ng 2, hai sè tiÕp theo cã tæng cña tö sè vµ mÉu sè b»ng 3, ba sè tiÕp theo cã tæng cña tö vµ mÉu sè b»ng 4…

    L¹i quan s¸t tiÕp ta thÊy: KÓ tõ ph©n sè ®Çu, c¸ch 1 ph©n sè ®Õn mÉu sè lµ 2, c¸ch 2 ph©n sè ®Õn mÉu sè 3, … vËy ph©n sè
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 ®øng ë vÞ trÝ thø 1930 vµ cña nhãm c¸c sè cã tæng cña tö vµ mÉu sè b»ng 1990 + 1930 = 3920. Sè c¸c sè ®øng tr­íc cña nhãm nµy b»ng 1 + 2 + 3 + … + 3918 = 1959.3919. V× nhãm cã tæng cña tö vµ mÉu sè b»ng 3920 th× gåm 3919 sè nªn nhãm ®øng tr­íc nhãm nµy gåm 3918 sè.

    VËy sè
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 ®øng ë vÞ trÝ n = 1959.3919 + 1930 = 7679251
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    b) G¶i bµi to¸n trªn trong tr­êng hîp tæng qu¸t.
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PhÇn thø t­

Ph¹m vi ¸p dông 

    Chuyªn ®Ò chØ xin giíi thiÖu c¸c bµi tËp giµnh cho c¸c ®èi t­îng häc sinh Kh¸ - Giái ë c¸c khèi líp 6 - 7, ®· gi¶i quyÕt ®­îc phÇn lín c¸c d¹ng to¸n vÒ d·y sè. T«i cho r»ng ®©y lµ mét trong nh÷ng phÇn kiÕn thøc c¬ b¶n ®Ó c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c em häc sinh cã thÓ ¸p dông ®Ó nghiªn cøu c¸c d¹ng to¸n t­¬ng tù ë c¸c khèi 8, 9 vµ c¸c khèi líp cao h¬n.

Nh÷ng vÊn ®Ò cßn bá ngá

    ë chuyªn ®Ò nµy t«i míi chØ ®Ò cËp ®Õn c¸c bµi to¸n liªn quan ®Õn viÖc t×m gi¸ trÞ, tÝnh tæng cña c¸c d·y sè vµ mét sè kiÕn thøc ®­îc ¸p dông tõ c¸c bµi tËp ®ã ë sè häc 6, 7. V× vËy vÉn cßn c¸c bµi tËp ë c¸c khèi 8, 9 vµ mét sè d¹ng kh¸c ch­a ®­îc gi¶i quyÕt, ®©y còng lµ mét trong nh÷ng ®iÒu bÊt cËp cña chuyªn ®Ò. Tuy nhiªn, nh÷ng vÊn ®Ò cßn l¹i ®ã vÒ sè l­îng vµ ph¹m vi ¶nh h­ëng lµ kh«ng lín, mong r¾ng c¸c b¹n ®ång nghiÖp tiÕp tôc ®ãng gãp ý kiÕn ®Ó chuyªn ®Ò ®­îc hoµn thiÖn h¬n.

h­íng ®Ò xuÊt, tiÕp tôc nghiªn cøu

    Trong qu¸ tr×nh d¹y häc to¸n nãi chung còng nh­ qu¸ tr×nh d¹y häc gi¶i to¸n sè häc nãi riªng, ng­êi d¹y víi ng­êi häc cÇn ph¶i t¹o ra cho m×nh mét thãi quen  lµ: Sau khi ®· t×m ®­îc lêi gi¶i bµi to¸n, dï lµ ®¬n gi¶n hay phøc t¹p, cÇn tiÕp tôc suy nghÜ, lËt l¹i vÊn ®Ò ®Ó t×m ra nh÷ng kÕt qu¶ míi h¬n, c¸i tæng qu¸t h¬n råi l¹i tiÕp tôc c¸i míi n÷a, cø nh­ thÕ chóng ta sÏ t×m ®­îc nh÷ng kÕt qu¶ thó vÞ.

    §Ó ¸p dông chuyªn ®Ò nµy cã hiÖu qu¶ cao, gi¸o viªn cÇn ph¶i thùc hiÖn mét sè yªu cÇu sau: 

1 - TÝch cùc t×m tßi c¸c d¹ng to¸n liªn quan (nhÊt lµ ®èi víi c¸c häc sinh khèi líp 6, 7).

2 - Th­êng xuyªn båi d­ìng c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n cho häc sinh vÒ sè häc nãi chung, vÒ phÇn d·y sè nãi riªng.

3 - Thùc hiÖn gi¶ng d¹y theo chuyªn ®Ò ®Ó t¹o ®iÒu kiÖn cho c¸c em ph¸t huy tÝnh tÝch cùc, chñ ®éng, s¸ng t¹o trong viÖc n¾m b¾t kiÕn thøc, thùc hµnh c¸c kÜ n¨ng, kÜ x¶o trong viÖc t×m ra lêi gi¶i hay cho nh÷ng bµi to¸n.    

     Tuy nhiªn, vÉn cßn mét l­îng c¸c bµi tËp ë c¸c khèi líp cao h¬n do ®iÒu kiÖn kh«ng tr×nh bµy ®­îc, ®Ò nghÞ ®éc gi¶ cã thÓ ¸p dông mét sè néi dung trong chuyªn ®Ò nµy ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi tËp ®ã. RÊt mong ®­îc sù céng t¸c cña ®éc gi¶ vµ c¸c ®ång nghiÖp.

KÕt luËn
    Trªn ®©y lµ mét sè bµi to¸n c¬ b¶n vÒ gi¸ trÞ cña d·y sè, ®ã lµ mét vÊn ®Ò t­¬ng ®èi khã ®èi víi häc sinh kh¸ ë líp 6, 7. Tuy nhiªn trong qu¸ tr×nh gi¶ng d¹y, sau khi t«i cho c¸c em ®­îc tiÕp xóc, ®­îc gi¶i c¸c bµi tËp mét c¸ch cã hÖ thèng nh÷ng bµi tËp trong chuyªn ®Ò nµy th× c¸c em ®· kh«ng gÆp ph¶i khã kh¨n trong viÖc vËn dông kiÕn thøc ®Ó gi¶i to¸n. NhÊt lµ viÖc gi¶i c¸c bµi tËp ë cïng thÓ lo¹i nh­ng ë c¸c møc ®é cao h¬n, ë c¸c khèi líp 8; 9 vµ c¸c bËc häc sau th× ®©y lµ nh÷ng c¬ së v÷ng ch¾c ®Ó c¸c em cã thÓ lµm chñ ®­îc kiÕn thøc vÒ phÇn d·y sè. 

    Qua qu¸ tr×nh gi¶ng d¹y  còng nh­ sù trao ®æi víi c¸c ®ång nghiÖp, t«i nghÜ r»ng viÖc phæ biÕn chuyªn ®Ò nµy còng sÏ gãp phÇn trang bÞ thªm cho c¸c em mét m¶ng kiÕn thøc t­¬ng ®èi quan träng ë bËc häc, t¹o nh÷ng suy luËn mang tÝnh l«gÝc, tæng qu¸t ho¸ c¸c bµi to¸n (mét vÊn ®Ò quan träng trong viÖc häc to¸n). H×nh thµnh n¨ng lùc s¸ng t¹o, ph¸t triÓn t­ duy, kh«ng ngõng thóc ®Èy viÖc t¹o nªn nh÷ng bµi to¸n míi, t¹o nªn sù suy nghÜ theo nh÷ng chiÒu h­íng kh¸c nhau cã lîi trong viÖc t×m ra lêi gi¶i mét bµi to¸n.

    Trªn ®©y lµ mét sè bµi to¸n vµ mét sè kinh nghiÖm trong viÖc gãp phÇn båi d­ìng kiÕn thøc to¸n häc cho c¸c em häc sinh. Tuy nhiªn trong qu¸ tr×nh nghiªn cøu, s­u tÇm vµ tr×nh bµy kh«ng tr¸nh khái nhiÒu h¹n chÕ, rÊt mong sù ®ãng gãp cña c¸c ®ång nghiÖp vµ nhÒu ®éc gi¶, t«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n!
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