Nguyễn Xuân Nam 

Chủ đề 2

SỬ DỤNG CÁC TÍNH CHẤT CỦA TỈ SỐ, TÍNH CHẤT GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI VÀ TÍNH CHẤT CỦA TAM THỨC BẬC HAI TRONG CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

A. Kiến thức cần nhớ 

1. Một số tính chất của tỉ số

+ Với các số thực dương a, b bất kì, ta luôn có  
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+ Với các số thực dương a, b, c, d bất kì, ta có: 
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2. Một số tính chất của giá trị tuyệt đối trong bất đẳng thức
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. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi a, b cùng dấu.
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.  Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi a, b cùng dấu.
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. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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+ Cho các số thực 
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+ Cho các số thực khác không bất kì a; b, thế thì hiển nhiên ta có
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.  Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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3. Một số tính chất của tam thức bậc hai thường dùng trong bất đẳng thức.

          Cho tam thức bậc hai 
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Từ đó ta có một số tính chất sau:

Tính chất 1: Đa thức có nghiệm khi và chỉ khi  
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Tính chất 2: Nếu 
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Tính chất 3: Nếu 
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 và đa thức có hai nghiệm 
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B. Một số ví dụ minh họa.

1. Sử dụng tính chất của tỉ số.

Ví dụ 1. Cho a, b là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích: Để ý ta thấy 
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, như vậy để chứng minh bất đẳng thức ta cần đánh giá được 
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Lời giải

Do a, b là các số dương nên ta có 
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Từ đó suy ra                         
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 


[image: image39.wmf]ababab

1

2ab2baababab

+

+<+==

+++++


Vậy bài toán được chứng minh.

Ví dụ 2. Cho a, b, c  là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích: Quan sát bất đẳng thức kép trên ta nhận thấy khó có thể biến đổi tương đương để chứng minh bài toán, ở đây ta cũng không cần phải dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra. Để ý một chút ta có 
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, như vậy cần đánh giá được 
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. Dễ nhận thấy đánh giá đó hiển nhiên đúng, do đó chỉ cần áp dụng tương tự thì bất đẳng thức bên trái được chứng minh. Để chứng minh được bất đẳng thức bên phải thì ta cần phải đánh giá được 
[image: image43.wmf]a

ac

abc

ab

+

++

+

<

, việc này hoàn toàn có thể thực hiện được nhờ tính chất của tỉ số.

Lời giải

        Do a, b, c là các số dương nên ta có 
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Áp dụng tương tự ta có      
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Cộng vế theo vế của ba bất đẳng thức kép trên ta được
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Vậy bài toán được chứng minh.

Ví dụ 3. Cho a, b, c, d  là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Lời giải

Theo tính chất của tỉ số ta có
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Mặt khác ta lại có             
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Kết hợp hai bất đẳng thức trên ta được  
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Tương tự ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được.
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Nhận xét: Để chứng minh các bất đẳng thức ta cần tinh ý sử dụng các tính chất của tỉ số. Ngoài ra các bất đẳng thức trong ở hai ví dụ trên có thể được phát biểu lại như sau: Cho các biểu thức với a, b, c là các số thực dương.
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Chứng minh A, B không thể nhận các giá trị nguyên.

Ví dụ 4. Cho a, b, c, d  là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image57.wmf]ac

bd

<

. Chứng minh rằng: 


[image: image58.wmf]22

aabcdc

bd

bd

+

<<

+


Phân tích: Để ý ta nhận thấy 
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, đến đây ta áp dụng tính chất của tỉ số để chứng minh bất đẳng thức.

Lời giải

     Từ 
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Do đó ta có                               
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 5. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng: 
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Phân tích: Bất đẳng thức cần chứng minh có chứa căn, nhìn chiều bất đẳng thức ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Cauchy. Tuy nhiên để đánh giá được bất đẳng thức theo Cauchy không hề đơn giản tí nào với những ai mới học bất đẳng thức. 

           Chú ý đến giả thiết a, b, c là ba cạnh của một tam giác, nó có mối liên hệ như thế nào với 
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, với kết quả đó ta có thể khử căn bằng đánh giá 
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. Đến đây thì bài toán đươc giải quyết triệt để tương tự như ví dụ thứ nhất.

Lời giải

Vì a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác nên ta có 
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Vì a là số dương nên theo tính chất của tỉ số ta được 
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Do đó ta có                                       
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Chứng minh tương tự ta được 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh.

Ví dụ 6. Cho a, b là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng: 
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Phân tích: Để ý ta thấy 
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, áp dụng tương tự ta chứng minh được bất đẳng thức. 

Lời giải

+ Trước hết ta chứng minh 
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Do a là số thực dương nên ta có 
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Chứng minh tương tự ta có   
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Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức cuối ta được
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+  Ta chứng minh  
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Do a, b dương ta có  
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Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức này ta được  
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Kết hợp hai bất đẳng thức trên ta được bài toán cần chứng minh. 

Ví dụ 7. Cho 
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 Chứng minh rằng:            
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Phân tích: Nhận thấy 
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 nên ta có 
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 thì ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

Lời giải

Vì 
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Suy ra   
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Lần lượt cho i bằng các giá trị  
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 rồi cộng các theo vế lại với nhau ta được
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Hay 
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. Vậy bài toán được chứng minh.
Ví dụ 8. Cho a, b, c  là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
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 cần làm xuất hiện tích ab, điều này gợi ý cho ta đánh giá rất đẹp 
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. Nếu chứng minh được bất đẳng thức đó thì ta thu được kết quả là 
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           Như vậy ta cần tập trung chứng minh 
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Lời giải

Ta có    
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Suy ra 
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Từ đó ta được             
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Chứng minh tương tự ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳngthức trên ta được


[image: image118.wmf]333333

1111

abc

ababcbcabccaabc

++£

++++++


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Nhận xét: Bất đẳng thức trên là một bất đẳng thức hay. Để chứng minh được nó ta cần chứng minh 
[image: image120.wmf](

)

33

+³+

ababab

. Nhưng vấn đề là làm sao tìm ra được bất đẳng thức phụ đó. Đầu tiên là do yêu cầu làm xuất hiện tích ab, kế đến là cần phải làm cho hai vế đồng bậc 3 và cuối cùng là chú ý khi 
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 thì hai vế của bất đẳng thức đó bằng nhau. Khi phân tích bài toán ta cần chú ý đến các yếu tố như đẳng thức xẩy ra ở đâu, tính đồng bậc của bất đẳng thức, chọn chiều đánh giá như thế nào cho hợp lí,... Tuy nhiên khi tiến hành các bước phân tích mà giả thiết càng gần với kết luận thì cơ hội càng lớn.
Ví dụ 9. Cho a, b, c  là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích: Ý tưởng tương tự như ví dụ trên, ở đây ta chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image124.wmf]abc1
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, như vậy ta cần có các đánh giá sao cho đảm bảo có đẳng thức xẩy ra. Nhận thấy 
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Khi đó ta có đánh giá 
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. Áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức
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            Vấn đề còn lại là chứng minh được 
[image: image129.wmf]111
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. Đây là một đẳng thức quen thuộc và nhiều hướng để xử lí nó. 

Lời giải

Ta có  
[image: image130.wmf](
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           Do đó ta được              
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Chứng minh tương tự ta có  
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được   
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Ta cần chứng minh            
[image: image134.wmf]111
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Đến đây ta có hai cách chứng minh đẳng thức trên như sau
Cách 1: Do 
[image: image135.wmf]abc1

=

, nên tồn tại các số dương x, y, z để 
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Khi đó ta có 
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Cách 2: Do 
[image: image138.wmf]abc1
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, nên ta được 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image140.wmf]abc1
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.

Ví dụ 10. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image141.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Ta cần chứng minh            
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Đến đây ta có hai cách chứng minh đẳng thức trên như sau
Cách 1: Do 
[image: image146.wmf]abc1
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, nên tồn tại các số dương x, y, z để 
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a;b;c

yzx

===


Khi đó ta có 
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Cách 2: Do 
[image: image149.wmf]abc1
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, nên ta được 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image151.wmf]abc1
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.

Nhận xét: Các bất đẳng thức trong ví dụ 8, 9 và 10 cho thấy kỹ thuật đánh giá ở mẫu được sử dụng như thế nào trong chứng minh bất đẳng thức, thực chất của việc đánh giá này là thay thế các mẫu bởi các đại lượng khác sao cho các đánh giá cùng chiều và đảm bảo dấu đẳng thức xẩy ra. Điều quan trọng là biết cách chọn các đánh giá phù hợp sao cho càng chặt càng tốt.

Ví dụ 11. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image152.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:       
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image154.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta có nhận xét là tử của các phân thức là các đại lượng ab, bc, ca. Chú ý đến giả thiết 
[image: image155.wmf]abc1
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 ta có thể viết lại phân thức bên vế trái theo các ý tưởng như  
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           Đến đây ta viết được vế trái của bất đẳng thức cần chứng minh thành các biểu thức 
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 hoặc 
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 và để đơn giản ta có thể đặt 
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 hoặc 
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 và chú ý đến giả thiết 
[image: image162.wmf]abc1
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 dẫn đến được 
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, lúc này ta được bất đẳng thức như ví dụ 9.

Lời giải

Để ý với điều kiện 
[image: image164.wmf]abc1
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, khi đó bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Đặt 
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, khi đó ta được 
[image: image167.wmf]xyz1
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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Ta chứng minh được  
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 và áp dụng tương tự ta được 


[image: image170.wmf]333333

1111111

1

xyzxyyzzx

xy1yz1zx1

æö

++£++=

ç÷

++

++++++

èø


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image171.wmf]abc1
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Nhận xét: Bất đẳng thức trên là một bất đẳng thức khó, khi tôi phân tích để tìm lời giải thì các câu hỏi được đặt ra như biến đổi các biểu thức như thế nào để bài toán đơn giản hơn, sử dụng giả thiết như thế nào đây, thay vì đánh giá cả tử và mẫu ta có quy vế đánh giá mẫu được không. Sau các bước biến đổi như trên thì bài toán nhìn có vẻ dễ hơn đôi chút và nếu tận dụng tốt các lợi thế này thì công việc còn lại sẽ không gây được khó khăn nữa. 

Ví dụ 12. Cho các số thực 
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. Chứng minh rằng:
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image174.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy không thể trực tiếp đánh giá tử của các phân thức, do vậy ta tìm cách đánh giá mẫu của mỗi phân thức. Chú ý đến chiều của bất đẳng thức trên, ta cần một đánh giá kiểu 
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. Giả thiết có gợi cho ta điều gì? Nên nhớ là khi 
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 ta thường thu được các bất đẳng thức dạng 
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. Lúc này ta có đánh giá tốt cho việc chứng minh bất đẳng thức là 
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. Chỉ cần áp dụng tương tự cho các trường hợp còn lại là ta hoàn thành chứng minh bài toán.

Lời giải

Vì 
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 nên ta có 
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Do đó ta được 
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 suy ra 
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Chứng minh tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image188.wmf]abc1
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Ví dụ 13. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
[image: image189.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:           
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Phân tích: Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy đẳng thức không xẩy ra tại 
[image: image191.wmf]abc
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 mà xẩy ra tại 
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 và các hoán vị. Trong trường hợp này để dễ có những đánh giá hợp lí ta có thể sắp thứ tự các biến. Vì đẳng thức xẩy ra tại  
[image: image193.wmf]a1;bc0
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 nên không mất tính tổng quát ta sắp thứ tự các biến bằng cách chọn a là số lớn nhất. Khi đó ta mạnh dạn có các đánh giá kiểu như 
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 mà vẫn bảo toàn được dấu đẳng thức xẩy ra, các đánh giá này dẫn tới 
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cần phải đánh giá như thế nào để cùng chiều với hai đánh giá trước đó. Để ý là sau khi đánh giá hai phân thức đầu ta thu được 
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ab

+

 như vậy ta cần làm xuất hiện 
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 trong đánh giá 
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. Kết quả là sau một số bước đánh giá như trên ta thu được đại lượng 
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, bây giờ nếu biến đổi được thành biểu thức chỉ chứa biến a thì càng dễ chứng minh hơn. Từ giả thiết 
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 và chú ý đến 
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 ta có một đánh giá rất tự nhiên là 
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)

(

)

22

22

bcbc1a

+£+=-

. Bây giờ việc chứng minh bất đẳng thức hoàn toàn đơn giản.

Lời giải

Vì vai trò của a, b, c như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử a là số lớn nhất trong ba số a, b, c. Khi đó ta có 
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          Do đó         
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Từ đó ta được bất đẳng thức 
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Ta cần chứng minh      
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image209.wmf]a1;bc0
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 và các hoán vị.

Nhận xét: Điểm mấu chốt để tìm ra cách chứng minh bất đẳng thức trên chính là các đánh giá 
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, việc phát hiện ra các đánh giá đó đòi hỏi phải có sự suy luận một cách lôgic.

Ví dụ 14. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
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           Chứng minh rằng:        
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Lời giải

Đặt 
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, suy ra ta có 
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành
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          Mà ta có    
[image: image216.wmf]xxyyzz

;;

1x1xyz1y1xyz1z1xyz

³³³

++++++++++++


Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image218.wmf]a3;bc0
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 và các hoán vị.

2. Sử dụng tính chất giá trị tuyệt đối.

Ví dụ 15. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Để ý ta có 
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Lời giải

Ta có 
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Vì a, b, c là ba cạnh của một tam giác nên ta có 
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Do đó ta suy ra                        
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          Hay                                   
[image: image226.wmf](

)

(

)

(

)

abbcca

1

abc

---

<


           Suy ra                             
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 16. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image230.wmf]abc1
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. Quan sát kĩ bất đẳng thức ta có nhận định là cần phải có một đánh giá kiểu 
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 để khi khử căn ta thu được 
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. Vấn đề là cần xác định giá trị của k để đánh giá trên là đúng, nhớ là đẳng thức xảy ra tại 
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 nên ta xác định được 
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. Một điều nữa cần chú ý là các biến a, b, c là các số thực bất kì nên khi khử căn ta cần lấy giá trị tuyệt đối và để ý đến 
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Lời giải

Trước hết ta chứng minh 
[image: image237.wmf](
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Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với   
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng nên bất đẳng thức trên được chứng minh.

Từ bất đẳng thức trên ta có 
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Chứng minh tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image242.wmf]abc1
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Ví dụ 17. Cho a, b, c là các số thực bất kì. Chứng minh rằng:        


[image: image243.wmf]abcabcabbcca
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Phân tích: Theo bất đẳng thức giá trị tuyệt đối ta luôn có 
[image: image244.wmf]abab

+³+

, bây giờ ta tìm cách chứng minh 
[image: image245.wmf]cabcbcca
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. Để là mất các giá trị tuyệt đối ta thường sử dùng cách xét dấu các số hoặc là bình phương hai vế, trong trường hợp này ta chọn cách bình phương hai vế vì việc xét dấu rất khó khăn. Khi bình phương hai vế ta thu được kết quả là: 
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           Bất đẳng thức sẽ được giải quyết nếu như ta khẳng định được 
[image: image247.wmf]ab0

³

. Chú ý đến vai trò của a, b, c trong bất đẳng thức thì việc giả sử 
[image: image248.wmf]ab0
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 là hoàn toàn thực hiện được. Bây giờ ta cần trình bày lại lời giải nữa là xong.
Lời giải

            Trong ba số a, b, c có ít nhất hai số cùng dấu, không mất tính tổng quát ta giả sử hai số đó là a, b. Khi đó ta được 
[image: image249.wmf]abab
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             Như vậy ta chỉ cần chứng minh 
[image: image250.wmf]cabcbcca
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Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng theo bất đẳng thức giá trị tuyệt đối.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi a, b, c cùng dấu.

Ví dụ 18. Cho a, b là các số thực không âm. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Ta có một đẳng thức quen thuộc là 
[image: image253.wmf](
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 và như vậy nếu ta đánh giá được 
[image: image254.wmf](
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 thì bài toán xem như được giải quyết. Để ý đến đánh giá theo bất đẳng thức Cauchylaf  
[image: image255.wmf](
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 và ta cần chỉ ra được 
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, đánh giá này là hoàn toàn đúng đắn theo bất đẳng thức giá trị tuyệt đối.
Lời giải

Theo bất đẳng thức giá trị tuyệt đối ta được 
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Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image259.wmf]a0;b1
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 hoặc 
[image: image260.wmf]a1;b0
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.
Ví dụ 19. Cho a, b, c là các số thực đôi một không đồng thời bằng 0. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Ta viết lại bất đẳng thức là 
[image: image262.wmf](
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, như vậy nếu đánh giá được 
[image: image263.wmf]2222

abab

-£+

 thì bài toán được chứng minh. 

Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức 
[image: image265.wmf]2222
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Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với
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, Đúng với mọi a, b.

Chứng minh tương tự như trên ta được 
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Nhân theo vế các kết quả trên ta được
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Vì đẳng thức không xẩy ra nên ta được  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.
Ví dụ 20. Cho a, b, c là các số thực không âm bất kì. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Nhận định đầu tiên khi tìm hiểu bất đẳng thức trên là tìm cách phá giá trị tuyệt đối. Quan sát kĩ ta thấy không thể bình phương cũng không thể xét dấu các đại lượng để phá giá trị tuyệt đối được. Trong trường hợp này ta thử nghĩ đến cách sắp thứ tự các biến để phá giá trị tuyệt đối xem có thể chứng minh được hay không. Chẳng hạn ta chọn 
[image: image271.wmf]abc
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, khi đó ta phá được các giá trị tuyệt đối và bất đẳng thức được viết lại thành 
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, nhận thấy 
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 nên bất đẳng thức thu được hoàn toàn đúng.
Lời giải

Vì vai trò của a, b, c như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử 
[image: image274.wmf]abc
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng vì 
[image: image276.wmf]abc
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.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 21. Cho a, b, c là các số thực bất kì. Chứng minh rằng:        


[image: image277.wmf]222
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Lời giải

Vì vai trò của a, b, c như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử 
[image: image278.wmf]abc
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng do 
[image: image280.wmf]abc
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image281.wmf]abc
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.
Ví dụ 22. Cho a, b, c là các số thực không âm bất kì. Chứng minh rằng:        
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image283.wmf]abc

==

. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy vế phải xuất hiện các đại lượng 
[image: image284.wmf]ab;bc;ca
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 nên suy nghĩ đầu tiên khi biến đổi bất đẳng thức là cần phải làm thế nào để xuất hiện ở vế trái các đại lượng 
[image: image285.wmf]ab;bc;ca
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, chính yêu cầu này làm ta liên tưởng đến một hằng đẳng thức bậc ba hết sức quen thuộc đó là 
[image: image286.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

222

333

1

abc3abcabcabbcca

2

éù

++-=++-+-+-

êú

ëû

. Như vậy sau khi áp dụng thì vế trái của bất đẳng chứa đại lượng 
[image: image287.wmf](
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 mà bên vế phải lại là tích các đại lượng 
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, từ chiều của bất đẳng thức cần chứng minh ta nghĩ đến đánh giá 
[image: image289.wmf](
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. Bây giờ ta cần một đánh giá kiểu 
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 là hoàn thành chứng minh bất đẳng thức. Chú ý đến dấu giá trị tuyệt đối và các biến không âm ta có được các đánh giá đúng là  
[image: image291.wmf]abab;bcbc;caca
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, đến đây thì các yêu cầu để chứng minh bài toán đã được xử lí, việc trình bày lời giải hoàn toàn đơn giản.
Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Theo tính chất của bất đẳng thức giá trị tuyệt đối ta có 
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Do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được    
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Và           
[image: image295.wmf](
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Nhân theo vế hai bất đẳng thức trên ta được
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Vậy Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image297.wmf]abc

==

.

Ví dụ 23. Cho n số thực 
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). Chứng minh rằng:        


[image: image300.wmf]12n

1223nx1

12n

xx...x

xxxx...xx

Max{x;x;...;x}

n2n

-

+++

-+-++-

³+


Trong đó 
[image: image301.wmf]12n
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 là số lớn nhất trong các số thực 
[image: image302.wmf]12n
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Lời giải

Để ý là trong hai số thực x, y bất kì ta luôn có 
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 và 
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Sử dụng đẳng thức 
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,  ta có:  
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Vậy bài toán được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image307.wmf]12n

xx...x

===

.

3. Sử dụng tính chất của tam thức bậc hai.

Ví dụ 24. Cho a, b là các số thực thỏa mãn 
[image: image308.wmf]22
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                      Chứng minh rằng:        
[image: image309.wmf]0a2b1
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Phân tích: Để ý rằng bất phương trình bậc hai 
[image: image310.wmf]2
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 với 
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, trong đó 
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 là các nghiệm của tam thức 
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. Phân tích bất đẳng thức giả thiết ta thu được 
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, ta xem vế trái là đa thức biến 
[image: image315.wmf]a2b
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, khi đó ta có lời giải sau.
Lời giải

 Bât đẳng thức giả thiết tương đương với 
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        Đặt             
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Vậy bài toán được chứng minh.

Ví dụ 25. Cho a, b là các số thực bất kì. Chứng minh rằng:                           
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Phân tích:  Bất đẳng thức có hai biến và biến a có bậc cao nhất là 2, do đó ta biến đổi bất đẳng thức theo hướng xuất hiện một tam thức bậc hai có biến là a như sau  
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          Ta xem vế trái của bất đẳng thức là tam thức bậc hai, để ý đến 
[image: image320.wmf](
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, ta cần chứng minh được biệt thức 
[image: image321.wmf]D

 của tam thức có giá trị âm. 

Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Xét đa thức                           
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        Khi đó ta có          
[image: image324.wmf](
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Do đó ta có 
[image: image325.wmf](
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 nên ta được              
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 26. Cho a, b, c, d là các số thực thỏa mãn 
[image: image328.wmf]bcd
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. Chứng minh rằng:
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Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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      Xét tam thức         
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Khi đó ta có     
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Do 
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 nên ta được 
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            Hay                      
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.
Ví dụ 27. Cho a, b, c, d, e là các số thực bất kì. Chứng minh rằng:   
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Phân tích: Bất đẳng thức này đã được chứng minh bằng kĩ thuật biến đổi tương đương. Ở đây ta sử dụng tư tưởng của tam thức bậc hai để chứng minh. Để ý ta viết lại được bất đẳng thức như sau 
[image: image338.wmf](
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, đến đây ta cần phải chứng minh được 
[image: image339.wmf](
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. Việc này hoàn toàn thực hiện được nhờ phép biến đổi tương đương hoặc bất đẳng thức Bunhiacpoxki.

Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Xét                              
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Khi đó ta có                  
[image: image342.wmf](
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Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Suy ra                       
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Do đó ta được   
[image: image345.wmf](
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Hay bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 28. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
[image: image346.wmf]1a,b,c2
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 và 
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Chứng minh rằng:                                  
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Phân tích: Từ giả thiết 
[image: image349.wmf]1a2
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, ta có thể thiết lập được bất đẳng thức bậc hai dạng 
[image: image350.wmf](
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, áp dụng tương tự và chú ý đến giả thiết 
[image: image351.wmf]abc0

++=

.

Giải

Theo tính chất về dấu của tam thức bậc hai ta có 
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Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Vì 
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 nên 
[image: image355.wmf]222

abc 6

++£

. Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 29. Chứng minh bất đẳng thức Bunhiacopxki.

a) Cho các số thực bất kỳ 
[image: image356.wmf]123123
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 khác 0. Chứng minh rằng: 
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        Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi  
[image: image358.wmf]123
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b) Cho các số thực bất kỳ 
[image: image359.wmf]12n12n
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 khác 0. Chứng minh rằng: 
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        Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi  
[image: image361.wmf]12n
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Lời giải

a) Xét đa thức      
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222222

123112233123

222222222

111122223333

222

112233

f(x)aaax 2abababbbb

ax2abxbax2abxbax2abxb

axbaxbaxb0

=++-+++++

=-++-++-+

=-+-+-³


Vì 
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 nên ta có 
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Hay                     
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Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

b) Xét da thức      
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Vì 
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 nên ta có 
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         Hay       
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Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 30. Cho a, b, c, d là các số thực thỏa mãn 
[image: image372.wmf]adbc
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. Chứng minh rằng: Nếu tồn tại số thực m sao cho 
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 thì với mọi 
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 ta luôn có:
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Phân tích: Quan sát biểu thức bên vế trái ta nhận thấy ngay đây là đa thức bậc 4, với phép đặt biến phụ 
[image: image376.wmf](
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, khi đó vế trái trở thành đa thức bậc hai, bây giờ ta cần chứng minh được biệt thức 
[image: image377.wmf]D

 âm, cần chú ý đến giả thiết 
[image: image378.wmf]2madbc
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 vì chắc chắn phải cần đến nó mới có thể chứng minh được.

Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Do 
[image: image380.wmf]adbc
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 nên ta đặt  
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, khi đó ta được bất đẳng thức
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Xét                          
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Ta có           
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Vì 
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 nên 
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 do đó ta có 
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           Hay                         
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Vậy bài toán được chứng minh.

Ví dụ 31.  Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
[image: image389.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:
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Phân tích: Bất đẳng thức có bậc hai đối với mỗi biến, nên ta nghĩ đến việc đưa về tam thức bậc hai. Bất đẳng thức có ba biến nhưng có thêm điều kiện 
[image: image391.wmf]abc1
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 cho nên ta có thể chuyển bất đẳng thức thành bất đẳng thức chỉ có hai biến. Đến đây ta chọn một biến làm biến chính, còn lại ta xem như là tham số và sử dụng tính chất tam thức bậc hai là một ý tưởng không tồi chút nào.  

Lời giải

Từ giả thiết 
[image: image392.wmf]abc1
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 suy ra 
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, thay vào bất đẳng thức ta được
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Xét 
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, khi đó ta được 
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Do đó suy ra 
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[image: image398.wmf](

)

22

48a163b4a45b54b250

+-+-+³


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image399.wmf]111
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Ví dụ 32. Cho a, b là các số thực bất kì. Chứng minh rằng:
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Phân tích: Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy, bất đẳng thức có tính đối xứng với hai biến a, b và là có bậc hai đối với mỗi biến do đó một cách tự nhiên ta nghĩ đến sử dụng tính chất tam thức bậc hai để chứng minh. Trước hết ta viết lại bất đẳng thức  
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         Xem vế trái là một tam thức bậc hai biến a  khi đó, để ý đến 
[image: image402.wmf]2
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 ta cần chứng minh được biệt thức 
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Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 


[image: image404.wmf](

)

(

)

2222

b3b3a3b5b3a3b3b10

-++-++-+³


Xét tam thức bậc hai 
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Khi đó ta được 
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Để ý ta thấy 
[image: image407.wmf]2
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Hay 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra ki và chỉ khi 
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Ví dụ 33. Cho a, b, c là các số thực không âm bất kì. Chứng minh rằng:
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Phân tích: Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image412.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy bất đẳng thức có tính đối xứng và có bậc hai đối với mỗi biến, do đó một cách tự nhiên ta nghĩ đến tam thức bậc hai. Như vậy ta cần chọn một biến chính, là c chẳng hạn, khi đó các biến a, b đóng vai trò tham số. Để ý thấy vế trái của bất đẳng thức có đại lượng 
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 rất cồng kềnh khi biến đổi, do đó ta cần thay đại lượng đó bằng một đại lượng bé hơn, chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta có hai ý tưởng là 
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Hoặc 
[image: image415.wmf](
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           Nhận thấy ngay ý tưởng đầu không thực hiện được vì chẳng hạn 
[image: image416.wmf]ab0
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 thì bất đẳng thức 
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 không đúng. Do đó ta chỉ có thể theo ý tưởng thứ hai. Lúc ta được bất đẳng thức 
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               Bây giờ ta cần chứng minh 
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, viết thành 
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. Công việc cuối cùng là chứng minh 
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 thì bài toán xem như được chứng minh. Ở đây nếu như ta không chứng minh được biệt thức 
[image: image422.wmf]0
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 thì ý tưởng trên hoàn toàn phá sản. Cũng may trong bài toán này ta thu được 
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. Đến đây chỉ cần trình bày lại lời giải nữa là xong.

Lời giải

Ta có        
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Do đó ta được bất đẳng thức  
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Ta cần chứng minh 
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Xét tam thức bậc hai 
[image: image427.wmf](
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Khi đó ta được 
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Dễ thấy 
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 nên ta được 
[image: image430.wmf]f(c)0

³


Hay                      
[image: image431.wmf](

)

(

)

2222222

3abc32ab3abc13ab0

+-++++³


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image432.wmf]abc1
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Nhận xét: Đây là một bài toán khó, ban đầu nếu xem c là biến và a, b là tham số mà chứng minh biệt thức 
[image: image433.wmf]0
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 thực sự rất khó khăn, cho nên ý tưởng làm đơn giản hóa vế trái là hoàn toàn tự nhiên. Nhưng để có một đánh giá hợp lí cần phải xem xét bài toán một cách tổng thể và luôn để ý đến các tình huống có thể xẩy ra.  

Ví dụ 34. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
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+++=

. Chứng minh rằng:                                                  
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Phân tích: Dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image436.wmf]abc1
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 hoặc 
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. Quá trình đánh giá bất đẳng thức cần chú ý đến đẳng thức xẩy ra. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy bất đẳng thức có tính đối xứng đối với ba biến và có điều kiện nên ta có thể đưa về dạng tam thức bậc hai. Chẳng hạn từ giả thiết ta rút được 
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. Khi đó bất đẳng thức được viết lại thành:             
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          Và nếu xem b là biến và c là tham số thì ta thu được bất đẳng thức có bậc hai đối với một biến 
[image: image440.wmf](
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           Lúc này ta có 
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. Bây giờ ta cần phải chỉ ra được 
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 và 
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. Chú ý trong trường hợp này đẳng thức xẩy ra tại 
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, ta nhận thấy khi 
[image: image446.wmf]c1

£

 thì hai yêu cầu trên được đáp ứng ngay. Nhận thấy từ giả thiết 
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 nếu chọn c nhỏ nhất thì ta có ngay 
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, do đó ta có thể giả sử c là số bé nhất trong ba số a, b, c. Việc giả sử này là hoàn toàn có thể vì vai trò của các biến như nhau. Đến đây ta trình bày lại lời giải như sau.    
Lời giải

Không mất tính tổng quát ta giả sử c là số bé nhất trong ba số a, b, c. Khi đó ta có 
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. Như vậy ta cần chứng minh 
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Khi đó ta có 
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Vì 
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Lại thấy khi 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Đẳng thức xẩy ra khi 
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 và các hoán vị. 

Nhận xét: Sử dụng nguyên lí Dirichlet cũng có thể chứng minh được bất đẳng thức trên, tuy nhiên để sử dụng được nguyên lí Dirichlet không hề đơn giản. Qua đó ta nhận thấy với các bất đẳng thức bậc hai thì nghĩ đến sử dụng các tính chất của tam thức bậc hai là điều hết sức tự nhiên và thực tế các tính chất của tam thức bậc hai cũng đã cho thấy hiệu quả trong chứng minh bất đẳng thức.

Ví dụ 35. Cho a, b, c là các số thực bất kì thỏa mãn điều kiện: 
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 và 
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. Gọi M là số lớn nhất và m là số nhỏ nhất trong ba số a, b, c. Chứng minh rằng:                                           
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Phân tích: Quan sát bất đẳng thức ta thấy được vai trò như nhau của ba biến a, b, c nên để đơn giản ta có thể sắp thứ tự các biến để quy định M và m cho bất đẳng thức. Chẳng hạn ta chọn 
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, khi đó ta cần chứng minh 
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          Chú ý đẳng thức 
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, kết hợp với 
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, ta viết lại được 
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, vì ta cần phải chứng minh 
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 nên ta có thể xem đẳng thức bên là phương trình bậc hai ẩn 
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. Đến đây ta thấy được hai ý tưởng để chứng minh 
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. Một là ta cần giải ra các nghiệm X theo 
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 sau đó chứng minh 
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. Hai là đổi vai trò trong phương trình và xem X là tham số, khi đó từ điều kiện có nghiệm của phương trình ta suy ra được 
[image: image478.wmf]2

X

3

£

. 

Lời giải

           Vì vai trò của a, b, c như nhau nên không mất tính tổng quát ta có thể giả sử a là số lớn nhất và c là số nhỏ nhất trong ba số a, b, c. 

Khi đó ta cần chứng minh 
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Ta có          
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, khi đó ta được 


[image: image483.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

22

22

2

22

22

Xabbc2Xacbcbc2

Xac2bc2acbc2

2X2bcX2bc2XbcXbc10

+-+-=Û+--++-=

Û+-+----=

Û--+-=Û--+--=


Xem phương trình trên có ẩn là 
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, khi đó để phương trình có nghiệm thì 


[image: image485.wmf](

)

222

42

X4X10XX

2

3

D=--³Û£Þ£


Suy ra 
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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