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MOT SO YEU TO ,
THONG KE VA XAC SUAT

Trong chuong nay, ching ta sé tim hiéu nhitng néi dung sau:
cac s dac trung do xu thé trung tdm cho mau sé liéu ghép nhom;
bién c6 hgp va bién c6 giao, bién c6 doc lap, cac quy tac tinh xac suat;
tinh dugc xac suat cla bién c6 trong maot so6 bai toan don gian.

‘s1 CAC SO DAC TRUNG DO XU THE TRUNG TAM
CHO MAU SO LIEU GHEP NHOM

Mot cude khdo sdt @ ti€n hanh xdc dinh tudi (theo nim) cta 120 chiéc 6 to. K&t qua
diéu tra duoc cho trong Bdng 1.

Nhém Tan s
[0;4) 13
[4:8) 29
[8:12) 48
[12 ;16) 22
[16;20) 8
n=120
(Nguén: https://shutterstock.com) Bdng 1

Tim cdc s6 dic trung do xu thé trung tam
(56 trung binh cong, trung vi, tit phdn vi, mot) cho mau sé6
. liéu ghép nhom do nhu thé nao cho thuan loi?

I. MAU SO LIEU GHEP NHOM
1. Bang tan so6 ghép nhém
@ B Trong Bdng I 6 phan mé dau, ta thay:
C6 13 6 td c6 d6 tudi dudi 4;
C6 29 6 to ¢6 do tudi tii 4 dén dudi 8.



Hay xdc dinh s6 6 td ¢6 dd tudi:
a) Tu 8 dén dudi 12;

b) Tii 12 @én duéi 16;

c) Tt 16 dén dudi 20.

' * Mau s6 liéu ghép nhém 13 mau sd liéu cho dudi dang bang tan s6 ghép nhém.
* M&i nhém s6 liéu gdbm mot s6 gid tri clia mau s6 lidu dude ghép nhém theo mot
tiéu chi x4c dinh c6 dang [a ; b), trong &6 a 12 dau muit trdi, b 12 dau miit phdi.
D0 dai nhém 1a b - a.

* Tan s6 ctia mot nhém 13 8 sO liéu trong mau sd liéu thude

» & e
Nhom Tan so

vao nhém d6. Tan sO ciia nhém 1, nhém 2, ..., nhém m ki la,:a) n
o A s .
hiéu lan lugt 1a O S [.a2 s ay) n,
* Bdng tan s6 ghép nhom dudc 1ap nhu & Bdng 2, trong d6 _
méu 56 liéu gdm 7 s& liu dugc chia thanh m nhém tng véi | %n* %med)| 1,
m nua khoang [a1 ;az); [az; as); [am A 1), g do 7
a,<a,<..<a <a _ van=n tn,+..+n. Bing 2
Vidul = Bdng 3 biéu dién mau so liéu Nhém Tan s6
ghép nhém dugc cho dudi dang bang tan [0:5) 11
s6 ghép nhém. Hiy cho biét: 5 10) 3]
’ |
a) Mau s0 liéu d6 c¢6 bao nhiéu so lidu; [10; 15) | 45
bao nhiéu nhém:; [15 ; 20) | 21
b) Tan s6 ctia mdi nhém. [20526) | 12
Gidi n=120

Tu Bdng 3, ta thﬁfy: ) Bdng 3

A 1A - A A A N P2 ===
a) Mau s0 liéu d6 gobm 120 s liéu va 5 nhém. ; D Mén <6 lien shép nhéim & Bdng 1 o6
b) Tan s6 chia cdc nhém 1, 2, 3, 4, 5 1an bao nhiéu s6 liéu? Bao nhiéu nhém? Tim

lugt 1a: 11, 31, 45, 21, 12. tan s6 ctia moi nhém.

2. Ghép nhém mau s6 liéu. Tan so6 tich luy

73 Mot truong trung hoc phd thong chon 36 hoc sinh nam ctia khéi 16p 11, do chiéu

cao clia cdc ban hoc sinh d6 va thu dude mau so liéu sau (don vi: centimét):
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160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164
164 165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167
168 168 168 168 169 169 170 171 171 172 172 174

Tu mau s6 liéu khdng ghép nhém trén, hiy ghép céc s6 lidéu thanh nim nhém theo cdc
niia khodng c6 @6 dai bing nhau.

v

é chuyén méu s6 liéu khéng ghép nhom thanh mau s6 liéu ghép nhom, ta thuic
hién nhu sau:

» Chia mién gi4 tri cia mau s liéu thanh mot s6 nhém theo tiéu chi cho trude.

« D&m s6 gid tri cia mAu s6 liéu thudc mdi nhém (tan s8) va 14p bang tin s6 ghép nhom.

Chii y: Khi ghép nhém 8 liéu, ta thudng phin chia cdc nhém c6 d6 dai bing nhau va
dau miit clia cdc nhém c¢6 thé khong phdi 13 gid tri ciia miu s6 liéu. Nhém cudi cling ¢

|

A1
thelafa ;a
m m+1

Vidu2 @ Trong bii todn ¢ Hoat dong 2, 14p bing tin s6 ghép nhém c¢6 nim nhém tng
v6i ndm ntia khoang:

[160 ; 163), [163 ; 166), [166 ; 169), [169 ; 172), [172 ; 175).
Gidi
Bang tan s6 ghép nhém nhu sau: V
- | 2 Mot thu vién théng ké s6 ngudi dén

Nhém Tan s6 doc sdch vao budi toi trong 30 ngay clia
(160 : 163) 6 thang viia qua nhu sau:

’ 85 81 65 58 47 30 51 92 85 42
[163 ; 166) 12 55 37 31 82 63 33 44 93 77 57
[166 ; 169) 10 44 74 63 67 46 73 52 53 47 35
[169 ; 172) 5 Lap bang tin s6 ghép nhém ¢ tdm nhém

' ting v6i tim nua khoang sau: [25 ; 34);
[172;175) | 3 [34 ; 43); [43 ; 52): [S2 ; 61); [6] ; 70);

n =136 [70 ;79); [79 ; 88); [88 ; 97).
Bdng 4

S kP Trong Bing 4, c6 bao nhiéu s6 lidu véi gid tri khdng vugt qud gid tri diu mut phai:
a) 163 ctia nhém 1? b) 166 ciia nhém 2? ¢) 169 ctia nhém 3?

d) 172 cia nhém 47 e) 175 cia nhém 57



Trong trudng hop tong qudt, ta ¢é dinh nghia sau:

Cho mau s6 liéu gdom n s6 liéu duge ghép nhém nhu & Bdng 2.

l * Tan s6 tich Iuy cia mdt nhém

L s e L Nhém Tan so Tan s6 tich luy

la s0 sO li€u trong mau s liéu

¢6 gi4 tri nho hon gid tri ddu miit la,:a,) L cf,=n,
9 2 » » A M ~

ptla1 cufi nhém d}o. Tan s t1c/h luy la,;a,) n, cfy=n,+n,

cia nhéom 1, nhom 2, ..., nhém m

’ A A ~

ki hi¢u lan lugt 1a cf), cf,, ..., cf, . [o_ca. ) n of =n +n, 440
2 A ~ z 2 A

* Bang tan sO ghép nhém bao gom

ca tan s0 tich lu§ duge 1ap nhu & "

Bang 5. Bdng 5

Vidu3 = Trong bai todn § Hoat dong 2, 1ap bang tan s& ghép nhém bao gom ca tan sd
tich luy ¢6 nam nhém dng véi nam nia khoang: [160 ; 163), [163 ; 166), [166 ; 169),
[169 ;172), [172 ; 175).

Gidi
Béang tan s6 ghép nhoém bao gdm ca tan sO tich Iuy EV u
3

nhu & Bdng 6: Trong bai todn & Luyén
tap 2, 14p bang tan s6 ghép
Nhém Tan s6 Tén s6 tich luy nhém bao gbébm ca tan
s0 tich luy ¢6 tdm nhém
[160 ; 162] 6 6 tng vdi tdm nitia khoang:
: [288 34), [34 ;43),[43 ; 52),
L1651 160] % 1% [52;61),[61;70),[70;79),
[166 ; 168] 10 28 [79 ; 88), [88; 97).
[169; 171] 5 33
[172 ; 174] 3 36
n =36
Bang 6

Il. SO TRUNG BINH CONG (SO TRUNG BiNH)

1. Dinh nghia




a) Tim trung diém x, cta nifa khoang (tinh
bing trung binh cong clia hai diu miit)
ting v6i nhém 1. Ta goi trung diém x la
gid tri dai dién ctia nhém 1.

b) Biing cdch tuong tu, hdly tim gid tri dai
dién ctia bon nhém con lai. T d6, hiy
hoan thién cdc s6 liéu trong Bdng 7.

¢) Tinh gid tri X cho bdi cong thiic sau:
X+ 10Xy b X

R
n

Gid tri X goi 12 6 trung binh céng cia miu s6 liéu da cho.

Trong trudng hop tong quat, ta c6 dinh nghia sau:

Cho mau s8 liéu ghép nhém nhu & Bang 8.

I * Trung di€m x, ctia nia khoang
(tinh bing trung binh cOng cta hai
dau mut) Gng véi nhém i 12 gid tri
dai dién ciia nhém doé.

* S6 trung binh coéng clia mau sd liéu
ghép nhom, ki hi¢u X, dugc tinh
theo cOng thiic:

F = nlxl + nzxz ek s +nmxm

n

Vidu4 & Mot nha thuc vat hoc do chiéu
dai ctia 74 14 cay (don vi: milimét) va thu
dudc bang tan s& nhu Bdng 9.

Tinh chiéu dai trung binh ctia 74 14 cay trén
theo don vi milimét (lam tron két qua dén
hang phin trim).

Gidi

Chiéu dai trung binh ctia 74 14 cAy ma nha
thuc vat hoc do xap xi la:

- Gié tri 2 ,-.
Nhom dai diéh Tan so
[40 ; 47) x, =1 n =17
(47 ; 54) x2=" n2=?
[54 ;61) x3=? n3=?
[61 ; 68) x4=? 714:?
[68 ;75) x5=‘? n5=‘?
n=17
Bdng 7
. Gia tri A e
Nhom Bai dién Tan so
[aI ; X, n,
[at,2 : a3) x, n,
am ’ am + l) xm nm
n=n+n,+..+n
Bang 8
. Gia tri 2
Nhom dai diéil Tan so
[5.45 ; 5,85) 5,65 5
[5,85;6,25) 6,05 9
[6,25 ; 6,65) 6,45 15
[6,65 ; 7,05) 6,85 19
[7,05 ;7.43) T.25 16
[7,45 ; 7,85) 7,65 8
[7.85 ;: 8,25) 8.05 2
n="74
Bang 9




5.565+9.6,05+15.6,45+19.6,85+16.7,25+8.7,65+2.8,05

T
74 o
% 5,80 (mm). E @ Xéc dinh s6 trung binh
cong clia miu sd liéu ghép
nhém trong bai todn &
Luyén tap 2.
2.¥ nghia

Nhu ta da biét, s0 trung binh cdng ctia mau s6 liéu khong ghép nhém 1a gid tri trung binh
cOng ciia cdc sO trong mau so liéu d6, né cho biét vi trf trung tim ctia mau s6 liéu va ¢
thé ding @€ dai dién cho miu s& liéu khi cdc s6 lidu trong mau it sai 1éch véi s6 trung
binh cOng.

S6 trung binh cong clia mau s6 liéu sau khi ghép nhém xdp xi véi s6 trung binh cong
ctia mAu s6 liéu khong ghép nhém ban diu va c6 thé 1am dai dién cho vi trf trung tim
ctia miu so lidu.

lll. TRUNG VI
1. Pinh nghia

61

=& Trong phong thi nghi¢m, ngudi ta chia

99 mdlu vit thanh ndm nhom cin @ wén khdi | xpgm Tineg | Tinsd
lugng chia ching (don vi: gam) va lap bang tan b
s6 ghép nhém bao gdbm c4 tin s6 tich lu§ nhu | [27.5;32.,5) 16 16
Bng 10. [325:375) | 24 40
a) Nhom 3 1a nhém déu tién c6 tan s tich lu§ | [37,5;42,5) 20 60
I6n hon hogc bing [42,5:475) | 30 90
B > 49,5 ¢6 ding khong? [47.5552,5) 9 99
2 2
n=99
b) Tim dau muit trdi r, dd dai d, tan s6 n, cla _,
nhém 3; tan s tich luy cf, cia nhém 2. Bdng 10
P . i 49,5 -
¢) Tinh gia tri M, theo cong thiic sau: M, = H{—%] sl
My

Gid tri M, dudc goi la trung vi chia mau s6 liéu ghép nhém da cho.

Trong trudng hop tong qudt, ta c6 dinh nghia sau:

Cho mau s8 liéu ghép nhém bao gdm ca tan s6 tich luy nhu & Bdng 5.
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Gia st nhém k 13 nhém dau tién c6 tin sd tich luy 16n hon hodic bing 5’ tuc la
n n » ~ ” ” . ~ b i 9 rd

&fy g < = nhung cf, 2 i Tagoir,d,n, 1an Iugt 12 ddu mat trdi, do dai, tan s& ctia nhém k;

¢f, , latan s6 tich luy ctia nhém & — 1.

-
g

Trung vi chia mau s6 liéu ghép nhém, ki hiéu M, dugc tinh theo cong thic sau:

n
E-ka—l
M =r+|2—— | 4
ny

Vidu5 = Saukhi diéu tra vé s6 hoc sinh trong

- Nk Tn it Tan s6
100 16p hoc, ngudi ta chia mau s6 1iéu d6 thanh o WSO tich luy
nam nhoém can cd vao 36 lucing hOC sinh cta [36 : 38) 9 9
mdi 16p (don vi: hoc sinh) va lap bang tin s6 (38 - 40) 15 24
ghép nhém bao gdm ¢4 tin s§ tich lu§ nhu (40 - 42) bs 15
Bdng 11. Tim trung vi clia mau s6 lidu dé (lam "
oo AL R AT : [42 : 44) 30 79
tron két qua dén hang don vi).
[44 ; 46) 21 100
Giai
o ¥ =100
S& phan tit ctia mAu 12 7 = 100. Ta c6: "
n_ @ _ Bdng 11

— 50
2 2

ma cf, = 49 < 50 < ¢f, = 79. Suy ra nhém 4 la nhém dau tién c6 tan s3 tich luy 16n hon
hoic bing 50.

Xét nhom 4 1a nhém [42 ;44) c6r=42;d=2; n,= 30 va nhém 3 1a nhém [40 ; 42) ¢6
of, = 49. .

Ap dung cong thiic, ta ¢6 trung vi cia mau s6 liéu la: E 5 Xdc dinh trung vi cia
50— 49 miu sd liéu ghép nhém &
M, =42+ . 2~ 42 (hoc sinh). Bdng 1.
2. Y nghia

Trung vi ctia miu s6 liéu sau khi ghép nhém xdp xi véi trung vi ctia mau s6 liéu khong
ghép nhém ban dau va c6 thé diing dé dai dién cho mau s liéu da cho.



IV. TU PHAN VI
1. Pinh nghia

“S X3P Gido vién chii nhiém chia thdi gian st . TAn s6
M o : Nhém Tan s6 ; _
dung Internet trong mot ngay cua 40 hoc sinh tich Iy
thanh nim nhém (don vi: phiit) va 14p bang tan [0 : 60) 6 6
sO0 ghép nhom bao gdém ca tan so tich luy nhu [60 ; 120) 13 19
Bdng 12.
: (120 ; 180) 13 32
a) Tim trung vi M clia mau s3 li¢u ghép nhém (180 : 240) 6 38
do. "l:rung:vg {Ie.(’:\on gj)l 1a 1t phan vi thit hai 240 - 300) 5 40
Q2 cua mau so li€u trén.
A A s R Al e ~ ~ 40
b) ® Nhém 2 la nhém dau tién ¢ tan s6 tich luy "
16n hon hoic bing Bdng 12

B 4_0. =10 ¢6 ding khong?
4 4

* Tim dau miit trdi s, d6 dai /, tan s8 n, ctia nhém 2; tan s tich luy cf, cta nhém 1.

10—

Sau do, hay tinh gid tri Q, theo cong thiic sau: Q; = +( ! ] L h.
n
2

Gid tri néi trén dugc goi 1a it phan vi thit nhét Q| clia mau s ligu da cho.

¢) * Nhém 3 12 nhém diu tién c6 tin s6 tich luy 16n hon ho#c bing
.4
s = 2 =30 c¢6 dung khong?
4 4
* Tim dau mut trdi 7, d6 dai /, tin sO n, clia nhém 3; tn so tich lu§ ¢f, cua nhém 2.

3O—cf2] 1

n,

Sau d6, hay tinh gia tri Q, theo cong thiic sau: Q, =t +[

Gid tri n6i trén dudc goi 1a tit phan vi thit ba Q. cia mau s0 liéu da cho.
Trong trudng hop tong qudt, ta cé dinh nghia sau:
Cho miu s8 liéu ghép nhém bao gdm c4 tin sd tich lu§ nhu & Bdng 5.

* Ti phan vi thi hai ctia mau s6 liéu ghép nhém dude xé4c dinh nhu sau:

Yo

it phan vi thit hai O, bang trung vi M .

10
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* Gia sii nhém p la nhém dau tién ¢6 tan s6 tich luy 16n hon hoiic bing 1’ tuc la
n n . ~ A 2 e A w v e ] e

cfp_l < 1 nhung ¢ 5 > T Ta goi s, h, n, 14n lugt 12 ddu muit trdi, dod dai, tin s6 cia nhém

N A L ~ 7 -
i c;f;J_ , latan s0 tich luy cua nhém p — 1.

o

i phdn vi thit nhdt Q| dugc tinh theo cong thic sau:

n
Q_S+ Lf})—l h
1_ - -

n
P

.y ?, # ~ # . A > ~ rd ~ e o b 3n Ay ~
* Gia st nhém g 1a nhém dau tién cé tan so tich luy 16n hon hoidc bing i tic la
3n 3n ; A ; DN o i oa s
ch_l < T nhung c;fq > ik Tagoit, |, n, 14n lugt 12 du miit trdi, d dai, tAn s6 cia nhém g;
of, la tan so tich luy cia nhom g — 1.

8
Tii phan vi thit ba Q, dudc tinh theo cong thiic sau:
3n

N~
Q‘*]
O, =t+ 4

n
q

Vidu6 = Bdng 13 cho ta bang tan sd ghép nhom s6 liéu thdng ké cin ndng cula
40 hoc sinh 16p 11A trong mot trudng trung hoc phd thong (don vi: kildgam). Xdc dinh
td phan vi clia mau sd liéu ghép nhém do.

i 2 N Tan s6
Gidi S L tich luy
SO phan tu cui(r)nau 1a n = 40. 30 - 40) 2 5
* Ta c6: %=T=1O mi2<10<12.Suyra | [40:50) 10 12
nhém 2 12 nhém dau tién ¢6 tan s6 tich luy [50 ; 60) 16 28
I6n hon hodc bing 10. Xét nhém 2 1a nhém [60 ; 70) 8 36
[40 ; 50) c6 s =40; h = 10; n,= 10 va nhom 1 [70 ; 80) 2 38
lfl nh6m [30 ; 40) ¢ cf, = 2. 80 : 90) 2 40
Ap dung cong thic, ta c6 td phan vi thi nhat 12: 10

 ; H—
10-2
Q= 40+(7 .10 =48 (kg).
10 Bdng 13

11



* Ta coé: g=?=20 ma 12 < 20 < 28. Suy ra nhém 3 12 nhém dau tién c6 tan s6

tich lu§ 16n hon ho#ic bing 20. Xét nhém 3 1a nhém [50 ; 60) ¢6 r = 50; d = 10;
n,= 16 va nhém 2 Ia nhém [40 ; 50) ¢co cf2 = 12

Ap dung cong thic, ta ¢6 ti phan vi thif hai 1a:

0, =M, =50+(20—12

J. 10 =55 (kg).

* Ta co: %Tn = % =30 ma 28 < 30 < 36. Suy ra nhém 4 12 nhém dau tién c6 tan s

tich luy I6n hon hoac bf‘ing 30. Xét nhém 3 1a nhém [60 ; 70) c6 1= 60; [ = 10; n,= 8 va
nhom 3 la nhém [50 ; 60) c6 cf,; = 28.
Ap dung cdng thic, ta ¢6 tit phin vi thif ba 1a: D
0, = 601{30“28) . 10=62,5 (kg). "6 Tim td phan vi cla mAu
8 s0 liéu trong Bdng 1 (lam
Vay tit phan vi ctia mau s6 liéu trén la: tr(‘)? cdc }_‘ét qud dén hang
0, =48 (kg); 0, =55 (kg); Q, = 62,5 (kg). PR

2. Y nghia

Nhui ta da biét, d6i véi mau sd liéu khong ghép nhém di sdp x€p theo thif ty tii nhé dén
16n, cdc diém Q,, @,, O, chia mau s6 liéu d6 thanh bon phan, mdi phin déu chita 25%
gia tri.

Bing cich ghép nhém mau s6 lidu va tinh todn tid phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhém, ta
nhan dugc ba gid tri méi cling c6 thé dung dé dai dién cho mau s6 liéu di cho.

Luu ¥ ring bd ba gi tri Q,, Q,, O, trong tii phan vi ctia mAu s6 liéu sau khi ghép nhém
xdp xi v6i bd ba gid tri trong td phan vi cia mau s6 liéu khong ghép nhém ban dau.

V. MOT

1. Pinh nghia
2% ¥ Quan sit bang tan sd ghép nhém bao gdm ca tin s tich lu§ & Vi du 6 va cho biét:
a) Nhém nao ¢6 tan sd 16n nhit;

b) DAu muit trdi va @6 dai ctia nhém c6 tAn s6 16n nhit bing bao nhiéu.

Cho mau s6 liéu ghép nhém nhu & Bdng 2.
Gia st nhém i 1a nhém ¢6 tan s6 16n nhit. Ta goi u, g, n, 1an lugt 1a dau miit trdi, do dai,
tin sO ctia nhém i; n,_ By 14n lugt 12 tin s6 cia nhém i — 1, nhém i + 1.

-1 Vi +
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i: M&;

6t cia mau s6 lieu ghép nhém, ki hidéu M

o

R, =Ny
M =u+ . g.
¢ 2n.—n. , —n.
1 i—-1 i+1

dudc tinh theo cong thiic sau:

Chii y: ®* Khii=0thin,=0; *Khii=mthin  =0.

Vidu 7 = K&t qua ki€ém tra mon To4n cta I6p 11D nhu sau:

56 7 5 6 9108 5 5 4 5 4 5 7 4 5 8 9 10
5356 57 5 84 956 5 6 88 79 709

a) LAp bang tin s6 ghép nhém cia miu s6 liéu trén cé V
bon nhém tng véi bon nita khoang: [3 5 5), [5;7), % Tim mdt cia mau s6

[7;9),[9;11). liéu trong Vi du 6 (lam
b) Mét ctia mau s6 liéu ghép nhém trén 1a bao nhiéu (lam trggnciiggt s don hang
tron két qua dén hang phin muidi)? P '
Gidi 4 B
a) Bdng 14 12 bang tin s6 ghép nhém cho két qué kiém tra Nhém Tan s&
mon Toén cua I6p 11D. [3:5) 5
b) Ta thiy: Nhém 2 ting véi ntia khoéng [5 ; 7) 1a nhém [5:47) 18
¢6 tan so 16n nhat véiu=5;g=2; n,= 18. Nhom 1 ¢o [(7:9) 10
tan s0 n, = 5, nhém 3 ¢6 tan s6 n, = 10. 9:11) 7
Ap dung cong thiic, ta c6 mét ctia mau s liéu Ia: 0
n=
18—-5
M”=5+(2_18—5—10]'2%6’2' Bing 14

2.Y nghia

Nhu ta di biét, mat cia mdt mau s6 liéu khong ghép nhém dic trung cho s6 1an 1ip di
lip lai nhiéu nhat tai mot gid tri cia mau s6 liéu d6. Vi thé, c6 thé diing mét dé do xu thé
trung tAm ctia mAiu s6 liéu khi mau s6 liéu ¢6 nhiéu gi4 tri tring nhau.

Biing cdch ghép nhém mau s6 liéu va tinh todn mét ctia mau s8 liéu ghép nhém, ta nhin
dugc gid tri méi cling c6 thé dung @€ do xu thé trung tim clia mau s6 liéu da cho.

M6t ctia mau sd liéu sau khi ghép nhém xdp xi v6i mét ciia mau sd liéu khong ghép
nhém ban dau. Mot mau s6 liéu ghép nhém c6 thé c6 nhiéu mét.

13



B eiiTap

L

14

MAu s& liéu dudi day ghi lai tdc @6 cta 40 6 to6 khi di qua mot tram do toc do
(don vi: km/h):

48,5 43 50 58 45 60 53 a53.5 44 65
51 62,5 41 44,5 57 57 68 49 46,5 53,5
61 49,5 54 62 59 56 47 50 60 61
49,5 525 57 47 60 35 45 47,5 48 61,5
a) Lap bang tan s6 ghép nhém cho mau s6 liéu trén ¢6 sdu nhém dng véi sdu nira
khoang:
[40 ; 45), [45 ; 50), [50 ; 55), [55 ; 60), [60 ; 65), [65 ; 70).
b) X4c dinh s6 trung binh cdng, trung vi, ti phan vi cia mau s& liéu ghép nhém trén.

¢) Mot ctia mau sd liéu ghép nhém trén 12 bao nhiéu?

Mau s6 liéu sau ghi lai can ning ctia 30 ban hoc sinh (don vi: kilogam):

17 40 39 40,5 42 51 41,5 39 41 30

40 42 40,5 39,5 41 40,5 37 39,5 40 41

38,5 395 40 41 39 40,5 40 38580 395 415
a) Lap bang tin s6 ghép nhém cho mau sd liéu trén ¢é tim nhém dng vé6i tdm niia
khoang:

[15; 20), [20 ; 25), [25 ; 30), [30 ; 35), [35 ; 40), [40 ; 45), [45 ; 50), [50; 55).
b) X4c dinh s6 trung binh cdng, trung vi, tif phin vi ctia mau s6 lidu ghép nhém trén.

¢) Mot ctia mau sd liéu ghép nhém trén 13 bao nhiéu?

Bdng 15 cho ta bang tan s& ghép nhém s& Nhém | Tansé | Tan s§ tich luy
liéu thong ké chiéu cao cta 40 miu cay § [30 ; 40) 4 4
mot vuon thuc vat (don vi: centimét). [40 ; 50) 10 14
a) Xéc dinh s6 trung binh cdng, trung vi, [50:60) | 14 28
td phén vi ctia mau s6 liéu ghép nhom trén. [60:70) 6 34
b) Mot ciia mau s6 lidu ohép nhém trén I [70 ; 80) 4 38
) 6t cila mau s4 ligu ghép nhém trén 12 (80 - 90) 5 40
bao nhiéu?
n=40
Bdang 15



BIEN CO HOP VA BIEN CO GIAO. BIEN CO POC LAP.
CAC QUY TAC TINH XAC SUAT

Gieo ngau nhién mdt xic xdc can ddi va ddong chat mot
1an (Hinh I). Xét céc bién ¢6 ngau nhién:

A: “Mit xuit hién ctia xdc xic c6 s6 cham Ia s6 chin™;
B: “Mit xudt hién cta xic xic ¢6 s6 chidm 13 s6 chia
hét cho 3.

) " Ta co thé thite hién nhiing
(Nguon: https://shutterstock.com) phép todn nao trén hai bién ¢
Hinh 1 AvaB?

Trong muc nay, ta ludn gia thiét phép thii 7 c6 khong gian mau la tip hgp Q gdm hiiu
han phén tif va cc két qua ctia phép thii 1a dong kha ning, cédc bién ¢ déu lién quan dén
phép thu do.

I. PHEP TOAN TREN CAC BIEN CO

1. Bién ¢6 hop

Xét phép thii “Gieo ngiu nhién mot xic xic cin d6i va ddng chat mot 1an”.
Goi Q 1a khong gian mau ctia phép thii d6. Xét hai bién c6 A va B néu trong bai todn &
phian mé dau.

a) Viét céc tap con A, B clia tip hgp Q tuong ting véi cc bién cd A, B.

b) Bit C = A U B. Phit biéu bién c6 C dudi dang ménh d& néu su kién.

Ta c6 dinh nghia sau:
‘ Cho hai bién ¢d A va B. Khi d6 A, B 1a cdc tap con cla khong gian mau Q. Dit

C =AU B, tac6 Clamdt bién co va dugce goi 1a bién c6 hgp cua hai bién c6 A
vaB, kihidula A U B.

Chii y: Xét mot két qua thuin loi a cho bién ¢6 C, tiic1a & € C. ViC=A U B nén
a € A hoic a € B. N6i cich khic, a 1a mot két qua thuan 10i cho bién ¢6 A hoiic

15



[y ~ . A - ” ~ ~ a7 ~ v} g e 7 A g ~ P ~
bi€n c¢6 B. Di€u d6 ¢6 nghia 1a bién c6 A hodc bién cd B xay ra. Vi vy, bién c6 C cd thé
- = A Fo A A A A 5 7 I '3 s 2~ A
phat bieu dudi dang ménh de néu sy kién la “A xay ra hodc B xay ra” hay “Cé it nhat mot
trong cdc bién ¢d A, B xay ra”.

Vidul = Trong hop kin c6 10 qua béng mau xanh va 8 qua béng mau do, cac qua béng
¢6 kich thude va khéi lugng gidng nhau. LAy ngiu nhién ddng thdi 2 qua bong. Xét cic
bién co:

A: “Hai qué béng 1ay ra ¢6 mau xanh™; t—/'

1 Mot hop c6 12 chiéc thé

cung loai, mdi thé dugc ghi mot
Chon phat biéu diing trong nhiing phét biéu sau day:  trong cdc s6 1, 2, 3, ..., 12; hai
thé khdc nhau thi ghi hai s6 khac
’ nhau. Rit ngiu nhién 1 chiéc thé
bong 1dy ra cing ¢c6 mau do hodc mau xanh”; trong hop. Xét bién c6 A: “S6
xuét hién trén thé dudc rat ra
12 s6 chia hét cho 3” va bién cd
B: “S6 xuat hién trén thé dugc
¢) Bién ¢6 hop ciia hai bién ¢6 A va B 12 “Hai quia  rit ra la sG chia hét cho 4”. Phat

bong 14y ra ¢6 ciing mau”. biéu bié:n c6 AU B duéi dang

ménh de néu su kién.

B: “Hai qué béng 13y ra ¢c6 mau do”.

a) Bién ¢6 hop clia hai bién ¢6 A va B la “Hai qua

b) Bién ¢6 hgp cta hai bién ¢d A va B 1a “Hai qua
bong 1dy ra ¢6 mau khéc nhau”;

Gidi

Phit bi€u a) ding; phat biéu b) sai; phét bi€u ¢) diing.

2. Bién ¢6 giao

>
A

“%¥¥ D6i véi cic tap hop A, B trong Hoat dong 1, ta dit D = A ~ B. Phat biéu bién c6
D duéi dang ménh dé néu sy kién.

Ta c¢6 dinh nghia sau:

"

Cho hai bién ¢d A va B. Khi d6 A, B 1a cdc tip con ctia khong gian mau Q. Dit
D =A n B, tacé D 1a mdt bién ¢d va dudc goi 1a bién ¢ giao cha hai bién cd A
va B, ki hiéu la A n B hay AB.

Chii y: Xét mot két qué thuén 1oi B cho bién c6 D, tic1a f € D. ViD =A ~ B nén
S € Ava 8 € B. N6i cich khic, # 12 mot két qua thuan 1¢i cho ca hai bién ¢6 A va B.
Diéu d6 c6 nghia 12 ¢4 hai bién ¢6 A va B ciing xay ra. Vi vy, bién ¢d D ¢6 thé phét biéu

dudi dang ménh dé néu su kién 1a “Ca A va B cling x4y ra”.
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Vidu2 | Mot hop c6 52 chic thé ciing loai, mi V
thé dudc ghi mot trong céc s6 1, 2, 3, ..., 52; hai thé

2 Gieo ngau nhién mot xic
) e I, xic can d6i va dong chat hai 1an
khéac nhau thi ghi hai s6 khac nhau. Rat ngau nhién

lién ti€p. Xét cdc bién cd A: “SE
1 chiéc thé trong hop. Xét bi€n cO A: “S6 xuat hién  chdm xudt hién & 1an thi nhat 1a

7

¢ o b 9 1 518”7 va B “S& chal &t hia
trén thé dugc rit ra 12 s§ chia hét cho 3” vabiéncg B: 017 va B: “S6 cham xuat hién
& lan thi hai 1a s6 1€”. Phdt biéu
bién c6 A N B dudi dang ménh
dé néu su kién.

“SO xudt hién trén thé duge rit ra 1a sd chia hét

cho 4. Viét céc tip con ciia khong gian miu tuong

ing véi cdc bién cd A, B, A n B.

Gidi

TacoA={3;6;9;12;15;...;48; 51}; B= {4; 8; 12; 16; 20; ...; 48; 52};
AN B = {12;24; 36; 48}.

3. Bién ¢6 xung khic

-,
LY

s A 3

ti€p”. Goi Q 1a khong gian mau cta phép thii d6. Xét cdc bién co:

&) Xét phép thit “Gieo ngdu nhién mdt xiic xic cin d6i va ddng chat hai 1an lién

A: “S8 chadm xudt hién & 1an gieo thi nhat 1a s6 1&7;
B: “S6 chdm xu4t hién & 14n gieo thid nhat 1 s6 chdn”.
a) Viét cdc tip con A, B ctia khong gian mau Q tuong dng vdi céc bién ¢d A, B.

b) Tim tap hop A N B.

Ta c6 dinh nghia sau:

N

Cho hai bién ¢6 A va B. Khi d6 A, B 1a cdc tip con cua khong gian mau Q. Néu
A~ B = thi A va B goi 12 hai bién ¢6 xung khdec.

Chii ¥: Xét moOt két qua thuin 1gi ¥ cho biéncO A, tic1a y e A.ViAn B= D nén
¥ ¢ B, tic 12 y khong 1a mot két qua thuin 1¢i cho bién ¢d B. Do d6, hai bién c6 A va B
12 xung khic khi va chi khi néu bi€n ¢ ndy x4y ra thi bién ¢ kia khong xay ra.

Vidu 3 & Tung mot dong xu cin d6i va dong chat hai lan lién tiép. Xét cac bién co:
A: “Pdng xu xudt hién mit S & 14an gieo thi nhat™;
B: “Pdng xu xuit hién mit N & 1an gieo thif nhat”.

Hai bién c6 trén c6 xung khic hay khong?

17



Gidi ?

o 3 Gieo ngiu nhién mot xtc xic
Ta.thay: cn d6i va ddng chit hai 14n lién
A={SS;SN}; B={NS; NN}. tiép. Hai bién c§ sau c6 xung

v a khic hay khong?
Suy ra /E N B = . Do db, A va B 1a hai bién c6 A: “Téng 58 chiin trong hai IAn
xung khac. gieo nho hon 57;
B: “Tong s6 chdm trong hai 1an
gieo 16n hon 6”.

I1. BIEN cO POC LAP

“SEY» Tung mdt ddng xu cin dbi va ddng chit hai 1dn lién tiép. Xét céc bién co:

A: “Pdng xu xuat hién mit S 6 1an gieo thd nhat™;

B: “Pdng xu xuit hién mit N § 1an gieo thit hai”.

Dai v6i hai bién ¢ A va B, hay cho biét mot két qua thuin 1gi cho bién ¢8 nay c6 anh
hudng gi dén xdc suit x4y ra ctia bién ¢6 kia hay khong.

Ta c6 dinh nghia sau:

Cho hai bién ¢6 A va B. Hai bién ¢6 A va B dugc goi 1a doc ldp néu viée xay ra
hay khong x4y ra ctia bién ¢ nay khong 1Am 4nh hudng dén xdc suat xay ra ciia
bién ¢0 kia.

Chii ¥: Néu A, B 12 hai bién ¢& doc 14p thi mdi ciip bién ¢& sau ciing doc 1ap: A va B; A
viB; A va B.

Vidu4 = Mot hop c6 3 qua bong mau xanh, 4 qua
béng mau do; cdc qué béng c6 kich thude va khdi 74 Gieo ngiu nhién mot xic xde
lugng nhu nhau. Ldy bong ngau nhién hai 1an lién  cén d6i va ddng chat hai 14n lién
ti€p, trong d6 mdi 14n 14y ngiu nhién mot qua béng  ti€p. Xét céc bién ¢d sau:
trong hop, ghi lai mau ciia qua béng 1dy ra vabd lai  A: “S& cham xut hién & 1an gieo

qua bong d6 vao hop. thid nhat 1a s6 nguyén t8”;

thd hai 12 hop s5”.

Hai bi¢h ¢ A va B ¢6 doc lap
khong? Cé xung khic khong?
a) Hai bién ¢8 A va B ¢6 doc 1ap khong? Vi sao? Visao?

A: “Qué bong mau xanh dugc 14y ra & lan thd nhat™;
B: “Qua béng mau do dugc 14y ra ¢ 14n thi hai”.

b) Hai bién c6 A va B c6 xung khic khong? Vi sao?
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Gidi
a) Trudc hét, bién ¢d B x4y ra sau bién c6 A nén viéc xdy ra hay khong x4y ra cta bién
c0 B khong lam anh huéng dén xac suit xay ra cua bién c6 A.

- - ” - ~ L) g ~ . g el 9 b 4 P ~ 7 = A
Mit khac, ta co: xdc suit cua bién ¢6 B khi bién c0 A xay ra bang ?; Xdac suat cua bién

. e e 4 ooy 4 — e
cO B khi bién c6 A khong xay ra cling bang 5" Do do viéc xay ra hay khong xay ra

clia bién ¢6 A khong 1am anh hudng dén xdc suat xdy ra clia bién ¢6 B. Viy hai bién
cd A va B 1a doc lap.

b) Ta thay két qua (xanh ; do) 1a két qua thuin 10i cho c4 hai bién c8 A va B. Vithé A va
B khong 12 hai bién ¢6 xung khic.

Il. CAC QUY TAC TiNH XAC SUAT

1. Cong thiic cong xac suat

. Chon ngiu nhién mot s6 nguyén duong khong vugt qua 20. Xét bién cd
A: “S6 dugc viét ra 12 s6 chia hét cho 2” va bién c¢d B: “S6 dudc viét ra 12 so chia hét
cho 77.

a) Tinh P(A), P(B), P(A U B) va P(A ~ B).
b) So sdnh P(A U B) va P(A) + P(B) — P(A ~ B).

Ta c6 dinh Ii sau:

li“a'
Cho hai bién ¢6 A va B. Khi @6 P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B).
Néu hai bién c6 A va B la xung khic thi A n B= @, suy ra P(A n B) = 0. Vi thé, ta c6
hé¢ qua sau:
H¢ qud: Néu hai bién ¢ A va B la xung khic thi P(A U B) = P(A) + P(B).

Vidy 5 =~ Chon ngau nhién mdt s6 nguyén duong c6 hai chit s8. Xét bién ¢d A: “S6 dugc
viét ra 12 s0 chia hét cho 8” va bién cd B: “Sé dudc viét ra 1a sd chia hét cho 9. Tinh

P(A U B).
Giai
Trong 90 s6 ¢6 hai chii s6, c6 11 s6 chia hét cho 8, ¢6 10 s6 chia hét cho 9 va ¢6 1 s6 chia
5 5 11 1 1|
hétchoca 8 va9. Vithé, tacé: PA)= —, P(B) = —0, PANB)= —.
90 90 90

11 10 1 20 2
Viy P(A U B)= P(A) + P(B)-PANB)= —+——-—=—==,
37 B8 LB = Bl PR~ Bm)= o e “an™ g 2



Vidu 6 = Mot hop c¢6 12 chiéc thé ciing loai, moi
thé duoc ghi mot trong céc s6 1, 2, 3, ..., 12; hai thé
khdc nhau thi ghi hai s6 khic nhau. Rit ngiu nhién
I chiéc thé trong hop. Xét bién cd A: “S& xudt hién
trén thé dugc rit ra 12 s6 chia hét cho 3” va bién cd
B: “S6 xuit hién trén thé dugde rit ra 1a sd chia hét
cho 5”. Tinh P(A U B).

Giai
Khong gian mAu ctia phép thi trén ¢6 12 phin i, tic
la n(QQ)=12.
S6 cac két qua thuén 16i cho céc bién ¢6 A, B lan lugt
lan(A) =4, n(B) = 2. Suy ra

P(A) = n(4) _ 4ot

wQ) 12 3 F

7
5 Mot hop ¢6 52 chiée thé

ciing loai, méi thé dugc ghi mot
trong céc s6 1, 2, 3, ..., 52; hai
thé khac nhau thi ghi hai s6 khéc
nhau. Rit ngiu nhién 1 chiéc thé
trong hop. Xét bién c6 A: “So
xuat hién trén thé dugc rit ra 1a
s0 chia hét cho 7” va bién ¢ B:
“S6 xuat hién trén thé dudc rit
ra 12 s6 chia hét cho 11”. Tinh
P(A U B).

nB) _2 _1
T aQ) 12 6

Trong cdc s6 1, 2, 3, ..., 12, khong c¢6 s6 ndo chia hét cho ¢4 3 va 5. Vi thé A, B 12 hai

bién c6 xung khic. Suy ra:

P(AUuB)=P(A)+P(B) =

w | —

2. Cong thiic nhan xac suit

[P Xét cdc bién ¢6 doc 1ap A va B trong Vi du 4.

a) Tinh P(A), P(B) va P(A n B).
b) So sanh P(A n B) va P(A) . P(B).

Ta ¢6 dinh Ii sau:

Y
r Cho hai bién ¢6 A va B.

1
+__
6

L
b

N&u hai bién ¢6 A va B 1a doc 1ap thi P(A n B) = P(A) . P(B).

Chii y: Néu P(A n B) # P(A) . P(B) thi hai bién ¢6 A va B khong doc 1ap.

Vidu 7

ban cung mdt cach doc 1ap. Mdi ban chi ban mot 1an.

Hai ban Hanh va Ha ctuing choi tro choi

Xdc suat dé ban Hanh va ban Ha bin tring bia 14n
lugt 1a 0,6 va 0,7 trong 14n bin cha minh. Tinh xdc
suit ctia bién ¢d C: “Ban Hanh va ban Ha déu bin
tring bia”.

20

may chay doc 1ap v6i nhau. Xac
sudt d€ mdy I va mdy II chay t5t
1an luct 1a 0,8 va 0,9. Tinh x4c
suit cta bién ¢6 C: “Ca hai mdy
clia xudng san xuat déu chay tot”.



Gidi
Xét bién cd A: “Ban Hanh ban triing bia”, ta c6: P(A) = 0,6.
Xét bién c6 B: “Ban Ha bin tring bia”, ta c6: P(B) =0,7.
Ta thiy A, B 12 hai bién ¢6 doc 1ap va C=A N B. suy ra:
P(C) =P(A) . P(B) =0,6.0,7 =042,

Vidu 8 = Haiban Trung va Diing cua 16p 11 A tham gia giai bong ban don nam do nha
trudng t6 chiic. Hai ban d6 khong cting thudc mot bang diu loai va mdi bang dau loai chi
chon mdt ngudi vao vong chung két. Xdc suit lot qua vong loai d€ vao vong chung két
ctia Trung va Diing lan Iugt 12 0,8 va 0,6. Tinh xdc suat clia cdc bién ¢6 sau:

a) A: “Ca hai ban lot vao vong chung két”;

b) B: “C6 it nhat mdt ban lot vao vong chung két”;

¢) C: “Chi ¢6 ban Trung lot vao vong chung két”.

Gidi

Xét cdc bién ¢d E: “Ban Trung lot vao vong chung két” va G: “Ban Diing lot vao vong

chung két”.

T gia thiét, ta suy ra E, G 12 hai bién ¢6 doc 1ap va P(E) = 0,8; P(G) = 0,6.

a)DoA=En Gnén P(A)=P(E).P(G)=0,8.0,6 =0,48.

b) Tathdy B=E U G, suy ra

P(B)=P(EuG)=P(E)+P(G)-P(EnG)=0,8+0,6—-0,48 =0,92.

¢) Xét bign ¢ ddi G ciia bign ¢d G. Ta thiy P(G)=1-P(G)=1-0,6=0,4 vaE, G 1a

hai bién ¢6 doc 14p. Vi C = ENG nén P(C)=P(E).P(G)=0,8.0,4=0,32.

IV. TINH XAC SUAT CUA BIEN CO TRONG MOT SO BAI TOAN PON GIAN
1. Tinh xdc suit ciia bién c¢d bing phuong phép té hop

Vidu 9 &~ Mot doi vin nghé c¢6 4 hoc sinh nam va 5 hoc sinh ntd. Gido vién phu trich
ddi mudn chon ra mot ddi t6p ca gdm 3 hoc sinh sao cho ¢6 ¢ nam va nii cling tham gia.
a) Gido vién phu trach doi c6 bao nhiéu céch chon mot doi t6p ca nhu vy?
b) Tinh x4c suit ctia bién cd H: “Trong 3 hoc sinh chon ra c¢é ¢d nam va nii”.
Gidi
Xét cdc bién ¢o:

H: “Trong 3 hoc sinh chon ra ¢6 ¢a nam va nii”’;
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A: *“Trong 3 hoc sinh chon ra c6 2 hoc sinh \;V

nam va | hoc sinh nii”; 7 Cho hai dudng thing song
song d, va d,. Trén d ldy
17 diém phan biét, trén d, lay
20 diém phan biét. Chon ngiu
Khido H=AUBvVAANB=3. nhién 3 diém, tinh xac suat dé
cdc diém nay tao thanh 3 dinh
ctia mot tam gidc.

B: “Trong 3 hoc sinh chon ra ¢ 1 hoc sinh
nam va 2 hoc sinh nd”.

Do hai bién c6 A va B 1a xung khic nén
n(H) = n(A) + n(B).

a) SO cédc két qua thuin 1oi cho bién cd A 1a:

- 4! 5! B
A T TR TIV T
S6 cédc két qua thuén 10i cho bién ¢ B la:
| e
n(B)= Cy.C = o =2 =4, 10=40.

S6 céc két qua thudn 1gi cho bién ¢6 H 1a:
n(H)=n(A) + n(B) = 30 + 40 = 70.
Viy gido vién phu trach c6 70 cach chon mot doi top ca nhu dy dinh.

b) D6i vin nghé c6 9 hoc sinh. Mbi cdch chon 3 hoc sinh trong 9 hoc sinh d6 12 mot
t6 hop chap 3 ctia 9 phin ti. Do d6, khéng gian miu Q gém céc t6 hop chap 3 cla
9 phan tif va

9!
w1 _
n(Q) = C == =84
Vay xdc suét ctia bién c6 H 1a:
P(H) = n(H) _10_>
n() 84 6

2. Tinh xdc suit cfia bién c6 bing cich sii dung so do hinh cay

Dé trang tri mot td gidy c6 dang hinh chii nhét, ban Thuy chia td gidy d6 thanh
bon hinh chti nhit nho bﬁng nhau. Mdi hinh chti nhat nho duge to b:a’.ng mot trong hai
mau xanh hoiic vang. V& sd do hinh cy biéu thi cdc kha ning ma ban Thuy c¢6 thé t6

mau trang tri cho t6 gidy do.

Vidy 10° Cau lac b nghé thuét cia mot trudng trung hoc ph(’ﬂ théng gdbm hoc sinh clia
ca ba khoi 10, 11, 12, mdi khéi c6 5 hoc sinh. Chon ngiu nhién 3 hoc sinh dé tham gia

biéu dién. Tinh xdc suat d€ 3 hoc sinh dudc chon chi thudc hai khai.
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Gidi

* Mdi cich chon ra ddng thdi 3 hoc sinh trong ciu p

lac b6 cho ta mot t6 hgp chip 3 chia 15 phin tii. Do 8 Mot hop ¢6 5 vién bi mau
xanh, 6 vién bi mau do va 7 vién

d6, khong gian mau Q gdm cic td hop chap 3 cla : e
£5 g P CH4P bi mau vang. Chon ngau nhién

15 phan tif va 5 vién bi trong hop. Tinh xdc
15! it d& 5 vién bi dugc chon c6

o) = C3. = =455. suat dé 5 vien b1 dugc ¢ on ¢o

©=Cs =3 dl ba mau va s bi mau do bing

o - . ) R s0 bi mau vang.
* Xét bién ¢cd A: “Chon dudc 3 hoc sinh chi thudc

hai khéi”.

So dd hinh cay biéu thi cdc kha ning thuan 10i cho bién c6 A (Hinh 2).

Chon 3 hge sinh (HS) chi 6 hai khoi

i
1T -

Chon 1 HS 16p 10: Chon 1 HS 16p 11: Chon 1 HS I6p 12:
Cé 5 cdch chon C6 5 edch chon Cé 5 cdch chon
= B 4 /\f‘\ = “\A A\
Chon Chon Chon Chon Chon Chon
2HS 16p 11:| (2 HS16p 12: 2HS 16p 10:| (2 HS 18p 12: 2HS16p 10:| [2HS l6p 11:
s Co Co Cs'C Coic: Gy C2 Cé C3
cdch chon cdch chon cdch chon cdach chon cdch chon cdch chon
\ ¥ 9 J - 7 N J \ y 9 J
L4
Co Co Co Co Co Co
5. Co=50| |5.€: =50 5.€: =50 [5.¢€;=50 5. € =50 [5.€: =30
cdch chon cdch chon cdch chon cdch chon cdch chon cdch chon

Hinh 2

Nhu viy, s6 két qua thuén 16i cho bién ¢6 A 1a: n(A) = 50 . 6 = 300.
VAy xdc suat ctia bién cd A 1a:
n(A) 300 60

P(A)=——~=""=""
n(Q) 455 91
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B saitie

1.

24

Tung mot ddng xu can d6i va dong chat hai 1an lién ti€p. Xét cdc bién co:

A: “Lan thi nhat xuat hién mit ngtia™;

B: “Lan thit hai xuat hién mit ngtia”;

C: “C4 hai 14n déu xuit hién mit ngtia”;

D: “C6 it nhat mot 1an xuAt hién mit nglia”.

Trong hai bién ¢6 C, D, bién ¢6 nao 1a bién ¢6 hgp ctia hai bién ¢6 A, B? Bién ¢6 nao
12 bién ¢ giao clia hai bién ¢6 A, B?

Gieo ngiu nhién mdt xiic xic cin ddi va ddng chat hai 14n lién tiép. Xét cdc bién cd:
A: “S6 chim xuAt hién & 14n gieo thi nhat 16n hon 47;

B: “S6 cham xuat hién G 1an gieo thif hai nhd hon 47;

C: “S8& cham xudt hién & lan gieo thid nhéit nhd hon 47

Trong céc bién ¢6 trén, hay:

a) Tim ciip bién c6 xung khic;

b) Tim cip bién c6 doc lap.

Chon ngau nhién mét s6 tu nhién ¢6 hai chi s8. Tinh xdc suat ctia bién c6 M: “Sé tu
nhién c6 hai chit s6 dugc viét ra chia hét cho 11 hodc chia hét cho 127,

Mot hdp ¢6 12 vién bi ¢6 cling kich thuée va khéi lugng, trong dé ¢6 7 vién bi mau
xanh va 5 vién bi mau vang. Chon ngiu nhién 5 vién bi tit hop d6. Tinh xdc suit dé
trong 5 vién bi dugc chon ¢6 it nhat 2 vién bi mau vang.

Hai ban Viét va Nam cung tham gia mdt ki thi tric nghiém moén Todn va mén
Tiéng Anh mdt cach doc 14p nhau. D€ thi ciia mdi mén gom 6 ma dé khdc nhau va
cdc mon khéc nhau thi ma @@ ciing khic nhau. Dé thi dugc sip x&p va phat cho hoc
sinh mot cdch ngiu nhién. Tinh xdc suat dé hai ban Viét vi Nam ¢6 chung diing mot
ma dé thi trong ki thi do.

Trong mot chiéc hop c6 20 vién bi ¢6 cung kich thude va khéi luong, trong d6 c6
9 vién bi mau do, 6 vién bi mau xanh va 5 vién bi mau vang. LAy ngiu nhién dong
thoi 3 vién bi. Tim xdc suat dé 3 vién bi ldy ra ¢6 ding hai mau.



BAI TAP CUOI CHUGNG V

Ngudi ta tién hanh phong vain 40 ngudi vé mot mau 4o so mi méi. Nguoi diu tra
yéu cau cho diém mau 4o d6 theo thang diém la 100. Két qua dudc trinh bay trong
Bdng 16.

Nhém Tan s6 Tan s6 tich luy
[50 ; 60) 4 4
[60 ; 70) 5 9
[70 ; 80) 23 32
[80 ; 90) 6 38
[90 ; 100) 2 40
n=40
Bdng 16

a) Trung vi ctia mau s6 liéu ghép nhém trén gan nhat véi gid tri:

A. 74, B. 75. C. 76. D. 77.

b) T phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhém trén (1am tron két qua dén hang don vi) la:
A Q, ~71;0,~76;0,~T8. B.Q,~71;0,~75; 0, ~T8.
C.Q,~70; Q,~76; Q3m79. D.Q, =70, @ %75 @ ~79.

¢) M6t ctia mau s6 liéu ghép nhém trén (lam tron két qua dén hang don vi) la:
A.73. B. 74. €. 75, D. 76.

Chon ngiu nhién hai s8 khic nhau tii 21 s6 nguyén duong dau tién. Xdc suét dé chon
dugc hai s6 ¢6 téng 12 mot s& chin bing:
S, g, =, e, L,
21 441 21 2

MAu s6 lidu duéi diy ghi lai d6 dai quing dudng di chuyén trong mot tuin (don vi:
kildmét) ctia 40 chiéc 6 to:

100 105 115 116 130 135 138 132 135 120

125 128 120 124 140 140 146 145 142 142

145 148 150 150 159 155 151 156 155 151

154 152 153 160 162 175 176 165 188 198

25



26

a) Lap bang tin s& ghép nhém bao gdm ci tn s6 tich luy véi ndm nhém tng véi
ndm nua khoang:

[100 ; 120), [120 ; 140), [140 ; 160), [160 ; 180), [180 ; 200).
b) Xdc dinh s6 trung binh cdng, trung vi, td phén vi cia mau sd liéu ghép nhoém trén.

¢) Mt clia mau s6 liéu ghép nhém trén 13 bao nhiéu?

Ban Diing va ban Huong tham gia doi van nghé ctia nha tridng. Nha trudng chon tu
d6i vin nghé dé mot ban nam va mot ban nit d€ 14p tiét muc song ca. X4c suat duoc
nha trudng chon vao tiét muc song ca ctia Diing va Huong 14n luct 12 0,7 va 0.9.
Tinh xdc suit cta cédc bién ¢d sau:

a) A: “C4 hai ban dudc chon vao ti€t muc song ca”;

b) B: “C6 it nhat mdt ban duge chon vao tiét muc song ca”;

¢) C: “Chi ¢6 ban Huong duoc chon vao tiét muc song ca”.

Hai ban Mai va Thi cling tham gia mot ki ki€ém tra ngoai ngii mot cach doc l1ap nhau.
Xdc suat dé ban Mai va ban Thi dat tit diém 7 trd 1én 1an luot 13 0,8 va 0,9. Tinh xdc
sudt ctia bién c6 C: “Ca hai ban déu dat tit diém 7 trd 1én”.

Mot ngudi cho ngiu nhién 3 14 thu vao 3 chiéc phong bi da ghi dia chi sao cho mbi
phong bi chi chiia mét 14 thu. Tinh xdc suat dé c6 it nhit mét 14 thu dude cho vao
ding phong bi da ghi dia chi theo 14 thu do.

Mot hop chita 9 qud ciu ¢6 cung kich thude va khdi lugng, trong d6 ¢ 4 qua ciu
mau xanh ddnh s6 ti 1 dén 4, c6 3 qua cau mau vang danh s6 ti | dén 3, c6
2 qua cAu mau do danh s6 1 va 2. LAy ngiu nhién 2 qua ciu tit hop. Tinh x4c suit dé

2 qua ciu dugc 14y vita khdc mau viia khic s6.

Ban An vé trén dit mot bang gdm 9 6 vudng nhu
Hinh 3. Sau d6, ban An cam 4 vién bi gidng nhau dit

ngiu nhién vao 4 6 vudng trong bang d6. Tinh xdc

suit dé bat ki hang nio va cot ndo ctia bang ciing ¢6
vién bi.

Hinh 3



HAMSO MO
VA HAM SO LOGARIT

Trong chuong nay, ching ta sé tim hi€u nhiing néi dung sau:
phép tinh luy thira véi sé ma thuc; phép tinh l6garit; ham s6 md,
ham s6 |6garit; phuong trinh, bat phuong trinh ma va légarit.

§1 | PHEP TiNH LUY THUA v3I SO MU THUC

G 16p dudi, ta da lam quen véi phép tinh lu§ thita v6i s6 mii tu nhién ctia mot sd thuic va
céc tinh chat clia phép tinh luy thiia do.

Nhiing khdi niém luy thita véi sé mii nguyén, s6 mii hitu ti
va s mii thic clia mot sé thue dugc xdy dung nhu thé nao?
. Nhitng phép tinh luy thita dé cé tinh chat gi?

I. PHEP TINH LUY THUA V61 SO MU HOU Ti

1. Phép tinh lu¥ thira véi s6 mii nguyén

5o
&1

a) Cho n 12 mdt s6 nguyén duong. Véi a 1a s8 thyc tuy ¥, néu dinh nghia luy thita bic n
cua a.

b) Véi a 1a 8 thic tuy y khéc 0, néu quy udc xac dinh luy thita bac 0 cla a.
Ta c6 dinh nghia sau:

o 1

Cho n 1a mdt s6 nguyén duong. V6i a 1a s6 thyc tuy y khdc 0, tacé: a™ " = —.
a

Nhu vy, ta d xdc dinh duge ¢”, 6 d6 a 1a s6 thuc tuy ¥ khdc 0 va m 1a mot s6 nguyén.
Trong biéu thic a”, ta goi a 1a co s6, s6 nguyén m 1 s6 mii.
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Chi y
* 0° v 0" (n nguyén duong) khong c6 nghia.
* Luy thita v6i 6 mii nguyén ¢6 cdc tinh chat tuong tu cta luy thita véi s6 mii nguyén duong.
Vidu 1 | Tinh gid tri ctia biéu thic: -
12 -6 ? i
A — [lJ ) 8* 3 + (0, 2)* 4 ) 25* 2 3 243* 1 ) [l] . 1 Tinh g]f’l tl'! Cf]a biéu thtc:

S i el L T
Gidi 3 "1 27

Ta c6: B

R g +(0,4) 4. 2572, (i] :

1Y 1Y 32
A=[EJ S 021 25 ! (5]

-4
=212.i+(l) .%{_%.36
8 \5) 258 243
12 g4 46
=2 .2 .3 v el
¥ 5 7
2. Can bacn
a) Pinh nghia
:
a) Vi a 1a s6 thuc khong Am, néu dinh nghia ciin bic hai cta a.

b) Véi a 1a s& thuc tuy ¥, néu dinh nghia ciin bic ba cla a.

Trong trudng hgp tong quat, ta c6 dinh nghia sau:

5
[ Cho s6 thuc a va sé nguyén duong n (n > 2). S8 b dugc goi 1a cdn bdc n cla s6 a
o~
néu b" = a.

Vi du 2

v

. 1 1
a) S6 — — c6 1a cdn bac 5 cuna — — hay khong? .
2 32 2 Cécs82va—2célacinbac6
b) Céc s6 3 va — 3 ¢6 1a cin bac 4 clia 81 hay khong?  cta 64 hay khong?
Gidi
5
1 | T e
a)Do|—-—~| =—— nénsd —— lacanbac 5 cuia — —.
2 32 2 32
b) Ta thay: (-3)* =3* =81. Do d6 cdc s6 3 va — 3 1a ciin bac 4 ciia 81.
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Nhan xét
* Vé6in 1é va a e R: Cé duy nhat mot ciin bic n clia a, ki hiéu 1a {’/g.
* Vi n chiln, ta xét ba trudng hop sau:
+) a < 0: Khong ton tai cin bac n cia a;
+) a = 0: C6 mot ciin bac n ctia a 12 s6 0;
+) a > 0: C6 hai cin bac n clia a 1 hai s& d6i nhau, ki hiéu gi4 tri duong la {I/E, con
gid tri Am 1a — ¥a.

a) Vi méi s8 thuc a, so sanh: Va® valal; Va® vaa.
b) Cho a, b 1 hai 6 thuc dudng. So sanh: \fa . b va va .\b .

Tt dinh nghia, ta ¢6 cic tinh chat sau:

o

~ ]
. o ={a néu n lé

|a| néu n chin;

] =
S
SR

« Ya . &b =Yab; y
o Way" =tam; .

(O mdi cong thic trén, ta gia st cdc biéu thic xuit hién trong d6 12 c6 nghia).

=

2
5
3

= \da.

Vidu3 | Rat gon mbi biéu thic sau: -

a) I3 . 3—81: b) 3/54/5. ?Rﬁt gon mdi bi€u thiic sau:

125
Gidi a) 3 = 431

a) A3 . Y-81=3[-243 =J(=3)° =-3. o8 . Y343
3 3 3 R i
b) ¥5v5 =57 =+5. 5

3. Phép tinh luy thita véi s6 mii hitu ti
S E P Thuc hién cdc hoat dong sau:
6

a) So sdnh: 23 va 22, b) So sénh: 23 va 38 .
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Ta ¢6 dinh nghia sau:

o

~ o ~ 7 m - ~ ~
Cho $6 thuc a duong va sd hitu ti r = —, trongdém € 7, n € N, n > 2. Luj thiia
1
il
clia a v6i s6 mil r xdc dinh béi: a” =a” =4a".

Nhan xét
1

o aqn =Q/E(a>0,neN,n22).
* Luy thita v6i s6 mil hifu ti cta s6 thuc duong c6 day du céc tinh chat cha Iuy thiia véi
s6 mil nguyén.

— 2 -
1)3 - A\
Vidu4 @ Tinh: — | 2 3, = .
. Tinh:  a) (64J DY &3 74' Ruit gon biéu thiic:

Gidi g . -

1 X7y + Xy

4 3 N="2""" (x>0,y>0).
(LT ool Logf1) 21 G+ iy

64 64 4 4

2

b) 243 5 =243 8 <q(3°y 2 =3¢ =32 =i2=%.
3

Il. PHEP TINH LUY THUA V&I s6 MU THUC
1. Dinh nghia

Ta da dinh nghia luy thita v6i s6 mii hitu ti. D€ dinh nghia luy thita véi s6 mii thuc tuy v,
ta con phai dinh nghia luy thiia v6i s6 mii vo ti.

> . n r 3'n
PP Xét s6vo ti V2 =1,414213562...

Xét day s hitu ti r, = 157, = 145 r, = 141, | 1|1 i
r,=1414;r.=14142;r =141421;..valimr = 2. | 2 |14 4,655536722...

Biing céch tinh 3™ tuong ting, ta nhan dudc Bang 1 | 3 | 1.41 4,706965002...

ghl cac dﬁy 86 (r”) va (3.’}1 ) véin = 1._, 2._, sty 6. NgUEil 4 1.414 4.727695035. ..
ta chiing minh dugc ring khi n— +cothi diy s&

1,4142 4,72
(3")dan dén mot gidi han ma ta goi la 3‘5. ol , 128733930

1.41421 | 4,728785881...

Néu du dodn vé gid tri clia s6 3V (d€n hang phan trim).

Bdng 1
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Cho a 14 s6 thuc duong, « 12 s6 vo ti. Ta thita nhén ring ludn tdn tai diy so hitu ti (r)
¢6 gi6i han 12 « va day sO (a™) tuong dng c6 gidi han khong phu thudc vao viéc chon
day so (rﬂ).

s
L]

Cho a 12 s6 thuc duong, a 1a s6 vo ti, (r ) 1a day s0 hifu ti va limr, =c. Gi6i han
clia diy s6 (a™) goi 1a lu§ thiia ctia @ v6i s6 mil &, ki hiéu a%, a* =lima™.

Nhén xér: T dinh nghia ta c6: 1“ =1, Va e R. .
n rn 10 n
Vidu5 | Xét day s6 hiu ti r, = 1; r, = 14 | 1 |1 10
ry= 1.41; ry= 1,414, ry= 1,4142; r, = 1,41421; ... va lim 2 |14 25.11886432...
= V2. 3 141 25,70395783...
Biing cdch tinh 10" tuong dng, ta nhin duge Bang 2 | 4 | 1414 2594179362...
ghi cic day s6 (r ) va (10™)véin=1,2, ..., 6. 5 1,4142 |25.95374301...
Néu dy dodn vé gid tri clia s 10¥2 (d€nhang phin tam). | 6 | 1,41421 | 25,95434062...
T Bdng 2
Gidi ‘/:'
Tt Bdng 2, ta du dodn 10¥2 ~ 25,95. § So sdnh 10 va 10.
2. Tinh chat

Ngudi ta chiing minh dugc ring lu§ thiia véi s6 mil thuc ctia mot s6 thuc duong c6 day
du cdc tinh chat nhu luy thiia v6i s6 mi nguyén.

i * Cho a, b 1a nhiing s8 thuc duong; «, £ 1a nhiing s6 thuc tuy y. Khi d6, ta c6:

a) a*
aa.aﬁ=aa+ﬁ; (ab)O::aa.ba; e =
p b) b
a_:aa_ﬁ; (a“)ﬁ =aaﬂ.

a?

* Néua>1thi a® >a” @ a>p.

NéuO<a<1thia®*>a’ ©a<p.
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, a!‘/g+l a77\/§
Vidu 6 = Rit gon biéu thiic: P = : i (a>0).
(a‘q_‘/E )_+

Gidi
aﬁﬂ .a7—«/§ a\E+1+7—\E a8
=—71=a.

Vé6ia>0,taco: P= -
(a3—J§)3+‘E L3-V2062) 4

Vidu 7 & Khong st dung mdy tinh cim tay, hiy so sénh p
céc s6: 3%8 va 33, 6 Khong st dung mdy
tinh cAm tay, hdy so sdnh

Gicfi 22\/5 vﬁ 23«/;
Tacé 3=+/9.Do 8 <9 nén 8 < 9.

Vi cd s6 3 16n hon 1 nén 3¥8< 3,

cac s6:

3. Stt dung mdy tinh cam tay dé tinh lu§ thita véi s6 mii thuc

Ta ¢6 thé sit dung mdy tinh c¢Am tay dé tinh luy thita v6i s6 mil thuc. Cu thé nhu sau (1ay
két qua vdi 4 chit sd & phan thap phan):

Phép tinh Niit 4n Két qua
-1,27* (([JHOULEOHEEEIE - 0.5787
62 (6)®(2)()(5])(=) 88.1816

5 eeEeEE 2.1746

Vidu8 & Dung mdy tinh cam tay dé tinh (Iam tron két [gy

qua dén hang phan trim): 7 Dung mdy tinh cim tay

R LY ~ 7, 3
) _s, J2-2 dé tinh (lam tron két qua
a) 0,77 b) 1.4 : dén hang phan trim):
G 2) (2,7

3

2) 0,775 ~ 5.,95. b) 1,4¥2 "2 ~0,82. b) (3 — ¥+,

Vidy 9 = Trong miu cia mot sinh vat da chét 7 ndm, ti s6 R clia carbon phéng xa con lai
T

va carbon khong phéng xa con lai ¢ thé dudc udc tinh bing cong thiic R=A . 2,7 *%3,
Trong d6 A 1a ti s6 ctia carbon phéng xa va carbon khong phéng xa trong co thé séng
(Ngudn: R.I. Charles et al., Algebra 2, Pearson).

Tinh dai luong R theo A trong mAu sinh vat da chét d6 sau 2 000 nim; sau 4 000 nim;
sau 8 000 nim (1am tron két qua dén hang phan trim).
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Gidi

2 000

Dai lugng R trong mAu sinh vat dd chét d6sau2000nimla: R=A4.2,7 3%% ~0,78. A.
4000

Pai lugng R trong mau sinh vt da chét désau4 000 nim1a: R=A4.2,7 393 ~0,61. A.
8 000

Pai lugng R trong mau sinh vit dd chét d6 sau 8 000 nam la: R=4.2,7 393 50,37 A.

W |
(SNE ]

L\ 075 " - 15 -
NERRNIAS NEALNGRE
256 27 49 125
¢) @3+ gy o2
2. Cho a, b 1a nhiing s6 thuc duong. Viét cdc biéu thiic sau dudi dang lu§ thiia véi s&
mu htu ti:
1 | 4

I
a) a3.x/g; b) b2.b3.%; c) a3:%; d)%:bﬁ.

3. Riit gon mdi biéu thiic sau:

71 5 1 ( )4
3.3 4343 4f 3,2
2) - (a>0, a%1); LY A Y

2 1 8w 1 3 [ 12,6
a’-a3 a’+a 3 a“b

4. Viét céc s6 sau theo thi tu ting dan:

—:2 -1 1
a) 11°: 371 1 : b) 2 022°; 4 . 52,
) 5

5. Khong stt dung mdy tinh cam tay, hdy so sdnh cédc s6 sau:

a) /42 va 351 b) 163 va 432. o) (0,21 va (0,2)V%°

6. Dinh luat thd ba cia Kepler vé qu¥ dao chuyén dong cho biét c4ch udc tinh khodng
thoi gian P (tinh theo nim Trdi PAt) ma mot hanh tinh can dé hoan thanh mot

quy dao quay quanh Mait Troi. Khoang thdi gian d6 duge xédc dinh béi ham so
3

P =d?, trong d6 d 1a khodng céch tif hanh tinh d6 dén Mt Trdi tinh theo don vi
thién viin AU (1 AU la khodng cdch tit Trdi DAt dén Mit Trdi, tdc 1a 1 AU khoang
93 000 000 ddm) (Nguon: R.I. Charles et al., Algebra 2, Pearson). HO1 Sao Hoa quay
quanh Mt Troi thi mat bao nhiéu ndm Trdi DAt (lam tron két qua dén hang phan
trim)? Biét khoédng céch tit Sao Hod d&n Mit Trdi 1a 1,52 AU.
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§2 | PHEP TINH LOGARIT

Chi s6 hay @6 pH cua mot dung dich dugc tinh theo
cong thiic: pH = — log[H*] v6i [H'] 1a ndng do ion
hydrogen. Ngudi ta do dugc nong d6 ion hydrogen
ctia mot c6c nude cam 12 10~ 4, nude dita 12 10 ~° (ndng
do tinh bing mol L™ 1),

nudce dita do?

I. KHAI NIEM LOGARIT
1. Pinh nghia

S
e g
g 1

% 1
a) Tim x trong mdi trudng hop sau: 3*=9; 3" = 5

b) Cé bao nhiéu s6 thuc x sao cho 3* = 57

cua 5, ki hiéu la log, 5.

‘ Cho hai s6 thuic duong a, b véia khic 1. S6 thuc ¢ dé
a‘ = b dugc goi 12 légarit co s6 a clia b va ki hiéu
la log b, nghia la

c=log b a =b.

Vidul @ Tinh:
a) log,8; b) log3é.
Gidi
a) log,8=3 vi2’=8.
1

b) log3$=—2 vi3? =§.

34

Lam thé nao d@é tinh duoc do pH ciia coc nude cam,

C6 diing mot s6 thuc & sao cho 3% = 5. 86 a goi la logarit co 56 3

i
log, b xac dinh khi va
chi khi

a>0,a#1 vab>0.

E 1 Tinh:

a) log,81; b) logwléo.



2. Tinh chat
“%¥¥ Choa>0,a= 1. Tinh:

a) log, 1; b) log, a; ¢) log, a‘; d) "%’ véib>0.

[ Vi s6 thuc duong a khic 1, s8 thyc duong b, ta c6:

log,1=0; log, a=1; log,a‘ =c; a'*%” = p,
Vidu2 | Tinh: P
2 Tinh:
Mg . log, 7
) logs /5 b) 4757 a) log, 16 b) 36"%".
Gidi |
a) log, %/g = log; 53 =

A
G
o7 _(g8:7)" 272 49

by 427 =(22)

3. Logarit thap phan. Logarit tu nhién
i * Logarit co sd 10 cua so thuc duong b duge goi 1a logarit thdp phan clha b va ki
hiéu la log b hay Ig b.

* Logarit co sd e ctia sO thuc duong b dudc goi 1a légarit tu nhién cha b va ki hiéu
1a In b.

Vidu3 | Tinh: a) log 0,0001; b) Ine”. gy
Gidi 3 Gidai bai toan dudc néu
¢ phan m& dau.
Ta cé6:
a) 10g0,0001 =1log10™* =—4. b) Ine* =2.

II. MOT SO TINH CHAT CUA PHEP TiINH LOGARIT
1. Logarit cua mot tich, mot thuong
3 Chom=2",n=2>

a) Tinh log, (mn); log, m+log, n va so sanh céc két qua do.

b) Tinh log, (E]; log, m—log, n va so sanh cdc két qua do.
n
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Ta c6:

Vi ba s6 thuc duong a, m, n va a # 1, ta co:

* log, (mn)=1log, m+log_ n; loga[é]=—10gab
m
? loga[;]=logam_logan' (@a>0,a#1,b>0).
Vidu4 | Tinh:
a) log,9+log 4, b) log;100-logs20.
= ‘ S

Gidi 7@ Tinh:
Ta c6: a) In(/5 +2) + In(+/5 - 2);
a) log, 9 +log 4 =log (9. 4) =log, 36 =2. b) log 400 — log 4;

3l
1 log, 12 + log, —.
b) log, 100 - log, 20:10g5%:10g55=|. ¢) log, 8 + log, 12+ log,

Chii y: Véi n 8 thuc duong bl, bz’ - b”;
log (b,b,...b,) =log, b, +1log, b, + ... +log b, (a>0,a#1).

2. Logarit cia moét luy thiia

4 Choa>0,a#1,b>0, a 12 mdt s8 thuic.
(22 o

a) Tinh @8 va q*'°%?,

b) So sdnh log, b” va alog  b.

Choa>0,a=#1,b>0. V3 moi Sﬁ’thtjc a, ta co: Choa>0,a=#1,b>0.

n

log, b* =ctlog, b. V6i moi s6 nguyén dicng
n=2,taco: i
log, 4‘/3 =—log, b.
Vidu5 | Tinh: n
2, \/_

a) log, 9", b) logs15-2log, V3. )
G [ 5 Tinh:
Ta co:

. 2log, 5 —log, 50 + llog3 36.
a) log, 9% =2log,9=2log;3°=2.2.log,3=4. 2

b) log, 15 —2log,v/3 = log, 15— log,(+/3)?
=logs15-log:3= 10g5§= log:5=1.
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3. Déi co s6 cia logarit

LY Cho ba s0 thuc duong a, b, cvéia#1,c# 1.

a) Biing cdch sii dung tinh chit b =a'**«", ching t riing log, b =1log, b . log, a.
log b

b) So sdnh log b va .
' log_a

[ Vdi a, ¢ 1a hai s6 thuc duong khac 1 va b 1a s6 thuc duong, ta c6:
log_ b

log, b=——.
log. a

Nhan xér: Véia>0vaa#1,b>0vab#1,c>0, a #0, ta co nhiing cong thiic sau:
* log, b. log,c=log,c:
1

* log b= ;
log, a

. logaa b= éloga b.
X

Vidu 6 | Tinh: log, 3. & Tinh: 5812564

Gidi
Ta c6: logy3=1og,, 3= %log3 B %

I1l. SUDUNG MAY TiNH CAM TAY DE TiNH LOGARIT

Ta c6 thé st dung mdy tinh cam tay dé tinh 16garit. Cu thé nhu sau (18y két qua véi 4 chii
s0 ¢ phan thap phén):

Phép tinh Niit 4n Két qua
log1,2 ann 0.0792
In0.35 L (=] ~ 1.0498
log,3 >BE)E) 0.6826

Chii y: V6i may tinh khong c6 phim thi d€ tinh log 3, ta c6 thé ding cong thic

ddi co s0 dé dua vé co s6 10 hoiic co sd e.
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Vidu 7 = St dung mdy tinh cam tay dé tinh @6 pH trong mdi trudng hgp sau (lam tron
két qua dén hang phan muoi):

a) Bia c¢6 [H*] = 0,00008;
b) Rugu ¢6 [H*] = 0,0004.
(Nguon: Gidi tich 12 Nang cao, NXBGD Viét Nam, 2021)
Gidi y
a) pH = — log[H] = — 10g(0,00008) ~ 4,1. "7 St dung may tinh cam tay

dé tinh: log, 19; log,, 26.
b) pH = — log[H*] = — 10g(0,0004) ~ 3,4.

B saiTip

1. Tinh:
a) log,,12%; b) log,50,25; ¢) log, a(a>0,a#1).
2. Tinh:
log8l
2) gl b) (%] : ¢) 5loeas1,

3. Cho log, b =2. Tinh:

a\f; b’
a) loga(a2b3); b)log, —= ¢) log, (2b)+1log, | — |.
b 2
4. Cho hai s8 thuc duong @, b thoa man a’b* =100. Tinh gid tri cta biéu thikc
P =3loga+2logb.

Trong nudi trong thuy san, do pH ctia mdi trudng nudc sé anh hudng dén stic khoé va
su phét trién ctia thuy sian. D pH thich hgp cho nude trong dAm nudi tom si 13 tli 7,2
dén 8,8 va tot nhat 1a trong khoang tii 7,8 dén 8,5. Phan tich ndng do [H*] trong mdt
dam nudi tom s, ta thu duce [H]= 8. 10~ 8 (Nguén: https://nongnghiep.farmvina.com).
Hoi do pH ctia dm d6 ¢6 thich hop cho tdm si phét trién khong?

gn

6. Mot vi khuan c6 khai lugng khoang 5 . 10~ '3 gam va c 20 phiit vi khudn d6 ti nhan
d61 mot 1an (Ngudn: Cau héi va bai tap vi sinh hoc, NXB PHSP, 2008). Gia st cdc vi khuin
dugc nudi trong cdc diéu kién sinh trudng t6i vu va mdi con vi khuidn déu ton tai
trong it nhat 60 gid. Hoi sau bao nhiéu gic khoi ligng do t€ bao vi khuan nay sinh
ra sé dat t6i khoi lugng cta Trdi Dat (18y khoi lugng clia Trdi Pat 12 6 . 10?7 gam)
(1am tron két quéa dén hang don vi)?
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§3 HAM SO MU. HAM SO LOGARIT

Mot doanh nghiép gtii ngin hang 1 ti ddng véi ki han 1 nim, 14i suit 6,2%/nim. Gia st
trong su6t n nim (n € N*), doanh nghiép d6 khong rit tién ra va sg tién 1di sau mdi nim
s& dugc nhap vao von ban dau. Biét ring 13i suat khong thay doi trong thoi gian nay.

Méi lién hé gifta s tién doanh nghiép dé cé duoc (cd goc va ldi)
vdi s6 ndm giti ngan hang goi nén ham sé nao trong todn hoc?

I. HAM $6 MO

1. Pinh nghia

P Xt bai todn & phin m ddu.

a) Tinh s6 tién doanh nghiép d6 ¢6 dugc sau 1 nim, 2 nim, 3 nim;

b) Du dodn cong thiic tinh s tién doanh nghiép d6 c6 dugc sau n nim.

Nhdn xér: Tuong ing moi gid tri x v6i gid tri y = (1,062)" xdc dinh mot ham s0, ham s6
d6 goi 1a ham sé6 mii co s6 1,062.

Zgrr—

ho s6 thuc a (a >0, a # 1). Him s6 y = ¢* dudc goi 12 ham s6 mii co s6 a.

Tap xé4c dinh ctaham sd miiy=a* (a>0,a = 1) la R.

rr - . e ~ A7 s N ~ ~ ~
Vidul @ Trong cdc ham s6 sau, ham s6 ndo 1a ham s6 mii?

1
)y =a’ b)y=(x/§)x; C)y=;~; d)y=xﬁ-

Gidi ‘j |z

Trong céc ham s6 da cho, chi ¢6 ham s6 y = (/3)" 1aco 1 Cho hai vi du v& ham
dang y=a" v6i a= 3 nén y= (\/5)“‘r 12 ham s6 mii. s0 mil.

2. Do thi va tinh chat

7P Cho ham s8 mii y = 2%

a) Tim gid tri y tuong tng véi gia tri cua x trong bang sau:

X

—1

)?

7
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b) Trong miit phing toa do Oxy, hdy biéu dién cdc diém
trong bang gid tri § cdu a.
Bing cdch lam tuong ty, 14y nhiéu diém (x; 2") véix e R
va noi lai, ta dudc d6 thi ham s6 y = 2 (Hinh 1).

¢) Cho biét toa @6 giao diém clia dd thi ham s6 y = 2* véi
truc tung va vi trf ctia d6 thi ham s6 d6 so véi truc hoanh.
d) Quan sit do thi ham s6 y = 2", néu nhan xét veé:

e lim 2%, lim 2';
X——m X+ »

* Su bién thién ctia ham s6 y = 2* va lap bang bién

. A 7 " e -
thién cia ham so do. Hinh 1

Nhdn xér: DO thi ham s y = 2¥ 1A mot dudng cong lién nét, cit truc tung tai diém c6 tung
dd bing 1, nim & phia trén truc hoanh va di 1&én ké tii trdi sang phai.

- 2

a) Tim gid tri y tuong ting vdi gid tri cia x trong bang sau:

g . R
‘2P Cho ham so mﬁy:[—) ;

¥ -3 | =2 | -1 0 1
y ? ? ? g ?

b) Trong miit phiing toa 36 Oxy, hiy biéu dién cac diém (x;y)
trong bang gid tri 6 ciu a.

X
> - ~ ~ . A . 1
Biing cdch lam tuong ty, 18y nhiéu diém | x ; [5)

P Y A~ . - g 1 B
v6i x € R va néi lai, ta dige do thi ham so y =[5]
(Hinh 2). Hinh 2

X
= A A + = A 7 . ~ ~ I syt 3 . s 5
¢) Cho biét toa dd giao diém ctia do thi hAm s6 y = [5] vdi truc tung va vi tri ctia do

thi ham s6 dé so vdéi truc hoanh.

o’ - . 1 -x ~ ~ .
d) Quan s4t do thi ham s§ y = (E) , néu nhan xét veé:

(1Y . (1Y)
* Im|—|, lim|—| ;
x——wo\ 2 x—>+o| 2

* Su bién thién cua ham s y =[5] va lap bang bién thién ctia ham sd do.
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X
A » . ~ 1 ~ A~ - . - g . . A -
Nhén xét: D6 thi ham s6 y = [5) la mot dusng cong lién nét, cit truc tung tai diem co
tung do bing 1, nim & phia trén truc hoanh va di xudng ké tit trdi sang phai.

Trong tridng hop tong quat, ta c6 nhan xét sau (Hinh 3):

o

O thi hAm s y = @' (@ > 0, a = 1) 12 mot dudng cong lién nét, cit truc tung tai
diém c6 tung d6 bing 1, ndm & phia trén truc hoanh va di 1én néu a > 1, di xudng
nful<a<l.

y=a'
(a>1)

i
=y

a) b)
Hinh 3

Nhan xét: Chohamsé miiy=a* (a>0,a = 1).

y=agia> 1) y=a' (0<a<l)

* Tap xdc dinh: R; tap gia tri: (0 ; + o0). * Tap xac dinh: R; tap gia tri: (0 ; + o).
* Tinh lién tuc * Tinh lién tuc

Hims6y=a"(a>1)lahamsoliéntuc. Ham s6 y = ¢' (0 < a < 1) 1a ham s6

trén [R. lién tuc trén R.
* (Gi6i han dac biét * Gi6i1 han dic biét

lim a* =0, lim a* =+4. lim a* =+, lim a* =0.
X—p—o0 X+ 0 X——» X+

* Su bién thién * Su bién thién

Ham s6 dong bién trén R. Ham s6 nghich bién trén RR.
* Bang bién thién * Bing bién thién

X —00 0 + o0 s —® 0 + 0

+ o0 + co

}’=a” / yzax \
0 0
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Chii ¥: Tu tinh lién tuc va su bién thién ctia hAm s6 mi, A i y=a"
ta c6 thé chiing minh dugc ménh dé sau:

V6i mbi N > 0, dudng thing y = N cit d thi ham s6 mi 4 y=i¥
y=a'(a>0,a# 1) tai mot va chi mot diém (Hinh 4). N6i l /

cédch khéc, ta c6: V6i mdi N > 0, ton tai duy nhét s6 thuc _//() —
o sao cho a* = N.

=y

Hinh 4
Vidu2 = Lap bang bién thién va vé& do thi ham so: ;

2 Lap bang bién thién va

Gidi ™ e
vé& d0 thi hAm s6 y = [—J .

Viham s6 y = 3" ¢6 ¢o s6 3 > 1 nén ta ¢ bang bién thién 3

nhu sau:

v

X — 0 +
9__
. + o0 1
y = 3); /
0
D) thi clia ham s6 y = 3* 1a mét dudng cong lidn nét di A

.
(Hinh 5). . _l(]) —

=y

Vidu3 . Trong Vatli, su phin ra cha cdc chat phong xa s
¢ inh 5

dudc cho bdi cong thic: m(r) = mo.[%JT ;trong d6 m, la

khdi luong chit phong xa ban du (tai thoi diém ¢ = 0), m(z) 12 khoi lugng chit phéng
xa tai thoi diém ¢ va T 1a chu ki ban rd (Nguén: Gidi tich 12, NXBGD Viét Nam, 2021).
Hat nhan Poloni (Po) 1a chat phéng xa « ¢6 chu ki ban ra 12 138 ngdy (Nguodn: Var i 12,
NXBGD Viét Nam, 2021). Gia st Iic diu ¢6 100 gam Poloni. Tinh khdi luong Poloni con
lai sau 100 ngay theo don vi gam (1am tron két qua dén hang phan mudi).

Gidi

Khai luong Poloni con lai sau 100 ngay 1a :
100

1 1138
m(100) =100 . (E] ~ 60,5 (g).
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Il. HAM SO LOGARIT

1. Pinh nghia
“SEY Tim gid tri y tuong Gng v4i gid tri clia x trong bang sau:
X 1 2 4 8
y=log, x ? ? ? ?

Nhdn xér: Tuong iing mdi gid tri x duong véi gid tri y = log, x xdc dinh mot ham s, ham
s6 d6 goi 12 ham s6 logarit co 6 2.

Ta c6 dinh nghia sau:

o

ho s6 thic a (a >0, a# 1). Him s6 y =log_ x dugc goi 1 ham 56 logarit co s6 a.

Tép xdc dinh cia ham s6 16garit y =log_x(a>0,a# 1)1a (0 ; +o0).

Vidu4 | Trong cdc ham s6 sau, ham s6 nao 12 ham s6 16garit?

-

a)yzlogXS; b)y:logxe; g{y .

5 3 Cho hai vi du vé ham
¢) y=logsx; d) y=x". s6 16garit.
Gidi

Trong céc ham s da cho, chi ¢6 ham sy =logs x 1a ¢6
dang ham s 16garit y =log, x (véia=5>0vaa#1).

Viy ham s0 y =logs x 1a ham s 1ogarit.

2. Do thi va tinh chat
B Cho ham s6 1ogarit y =log, x.

¥

a) Tim gid tri y tuong Gng vdéi gia tri cua x trong bang sau:

x 0,5 1 2 4 8

y ? ? ? ? ?




b) Trong miit phing toa dd Oxy, biéu dién céc diém (x ; y) trong bing gid tri § cAu a.
Bing cdch 1am tuong t, 1y nhiéu diém (x ; log, x)
v6i x € (0 ; + o0) va ndi lai, ta dudc @6 thi ham
s0 y =log, x (Hinh 6).

¢) Cho biét toa do giao diém clia d6 thi ham so
y=log, x véi truc hoanh va vi trf cta do thi
ham sd d6 so véi truc tung.

d) Quan sét dd thi ham s6 y = log, x, néu nhén xét vé: Hinh 6

* lim log, x, lim log, x;
x—0" X—>+o0

* Su bién thién ctia ham s6 y =log, x va lap bang bi€n thién ctia ham s& do.

Nhén xét: Do thi ham s6 y = log, x 1a mot dudng cong lién nét, cit truc hoanh tai diém
¢6 hoanh dd bing 1, nim & phia bén phai truc tung va di 1én ké tli trdi sang phai.

=L Cho ham s logarit y=log, x.
2
a) Tim gid tri y tuong ting véi gid tri cha x trong
bang sau:

X 0.5 1 2 4 8

y | 7 ML | 7| 2 |a2 i

b) Trong miit phing toa @6 Oxy, hily biéu dién cic

Hinh 7

diém (x ; y) trong bang gid tri & ciu a.

Biing cdch lam tucng ty, 1ay nhiéu diém (x ; log, x] v6ix € (0 ; + o) va noi lai, ta

2
dugc dd thi ham s y =log, x (Hinh 7).

2
¢) Cho biét toa do giao di€ém clia dd thi ham s6 y = log, x v6i truc hoanh va vi tri ctia d6
U 2
thi1 ham s0 do so véi tryc tung.
d) Quan sdt do thi ham s6 y =log, x, néu nhén xét vé:
2
. lxm+ log, x, lim log, x;
x—0 — X—>+ @ >
* Sy bién thién ctia ham s6y = log, x va lap bang bién thién clia ham s6 do.
2



Nhén xét: DO thi ham s6 y =log, x 1a mdt dudng cong lién nét, cdt tryc hoanh tai di€ém

2

c6 hoanh d6 bing 1, nim & phia bén phai truc tung va di xudng ké tit trdi sang phai.

Trong trudng hop tong qudt, ta ¢6 nhin xét sau (Hinh 8):

-

D6 thi ham s6 y =log_ x (a >0, a # 1) la mdt dudng cong lién nét, cit truc hoanh
tai diém c6 hoanh dd bing 1, nim & phia bén phai truc tung va di 1én nfua > 1,

di xuéng néu0<a< 1.

vV A

oy

y = log x
(O<a<l)
b)

Hinh §

Nhan xét: Cho ham s6 16garit y =log, x v6ia>0,a #1.

y=log,x v6ia>1

y=log, x v6i0<a<l

* Tap xdc dinh: (0 ; + o0); tap gia tri: R.

* Tinh lién tuc
Ham s6 y =log, x (a>1)1aham s6 lién
tuc trén khoang (0 ; +o0).

* Gidi han dac biét

lim log, x=-c, lim log, x =+ .
x—0 X—>+ 0

* Su bién thién
Ham s6 dong bién trén (0 ; +o0).

* Bang bién thién

* Tap xac dinh: (0 ; + o0); tap gia tri: R.

* Tinh lién tuc
Ham s6 y=log, x (0 <a < 1)1aham sd
lién tuc trén khoang (0 ; +00).

* Gidi han dac biét

lim log, x=+0o0, lim log, x=- .
x—>0 x>+ o

* Su bién thién
Ham s6 nghich bién trén (0 ; +o0).

* Bang bién thién

X 0 1

+ Q0

X 0 1

+ o0

/

y=log x

y=log, x




Vidu5 = Lap bang bién thién va vé dd thi ham so: )

;=] 4 Lap bang bién thién va
y = 1085%. v& db thi ham s&
Gidi y =log, x.
Vi ham s6 y = log,x ¢6 ¢o s6 3 > 1 nén ta ¢6 :

bang bién thién nhu sau:

x 0 1 + o | g |
N 7 D
- 2 |
1 0 3 S >

} - Og3x 1 B | 1 | 1 | | | L .
- olAa T3 1T 1T T 1 9 x

- 7 ~ ~ ~ A o =T 2_

Do thi clia ham 56 y = log,x 1a mot dudng cong

S ) - 1 Hinh 9
lien nét di qua cac diem A 5; -1, B(1 ; 0),

C(3;1),DO;2) (Hinh 9).

Vidu 6 @ Loc xody la hién tugng mot ludng
khong khi xody tron md rong ra tii mot
ddm may dong xudng téi mit dat (Hinh 10).
Céc con 16¢c xody thudng cé stic tan phd rit
16n. Téc @6 cuia gié (don vi: dim/gid) gan tim
clia mot con 16¢ xody dudc tinh bsi cong thic:
S =93log d + 65, (Nguén: Ron Larson, Intermediate
Algebra, Cengage) trong dé d (don vi: ddm) la

quing dudng con 16¢ xody di chuyén dudc.

Hinh 10
(Nguon: https://shutterstock.com)

Hay tinh t6¢ d0 cta gié ¢ gin tam (lam tron
két qua dén hang don vi) khi con 16¢ xody di
chuyén dugc quing dudng 1a:

a) 5 dim; b) 10 dam.

Gidi

a) Toc dd cia gié & gin tam khi con 16¢ xody di chuyén dude quang dudng 5 dim Ia:
S =93log5+ 65 ~130 (dam/gid).

b) T6c dd clia gid & gan tam khi con 16¢ xody di chuyén duge quang dudng 10 dim la:
S =931ogl0+65 =158 (ddm/gid).
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B eii Tap

1.

LAp béang bién thién va vé dd thi ham so:
a)y=4" b) y=log, x.
4
Tim tdp x4c dinh clia cdc ham s0:
ay = 125 b) y=logs(2x-3); c) y=logl(—x2+4).
5
Trong cdc ham s6 sau, ham s6 ndo dong bién, ham s6 ndo nghich bién trén khodng
xdc dinh ctia ham s6 d6? Vi sao?
X 3 X
a)y=(§] ; b)y=(%6] ; coy=log,x;  d)y=log gz x.
4
Ta coi nim 1y 1am moc d€ tinh dan s6 ctia mot viing (hoiic mot quoc gia) 1a nim 0.
Khi d6, dan s& ctia quoc gia d6 ¢ nidm thi 7 1a ham s6 theo bién t dudc cho bdi
cong thiic: § = A.e". Trong d6 A 1a din s6 ctia viing (hodc qubc gia) d6 & nim 0 va
r 1a ti 1& ting dan s6 hang ndm (Nguodn: Gidi tich 12, NXBGD Viét Nam, 2021). Biét
ring dan s6 Viét Nam ndm 2021 udc tinh 12 98 564 407 ngudi va ti & ting din s6
0,93%/nam (Nguon: hitps://danso.org/viet-nam). Gia st ti 1& ting din s& hing nim
12 nhu nhau tinh tif nim 2021, néu du dodn dén s6 Viét Nam nim 2030 (1am tron
két qua dén hang don vi) .
Céc nha tAm If hoc st dung mo hinh ham s6 mii d€ mo phdng qud trinh hoc tap cla
mdt hoc sinh nhu sau: f(r) = c(1 — e M), trong d6 ¢ 1a tong s6 don vi kién thiic hoc sinh
phéi hoc, k (kién thiic/ngay) 12 tdc dd tiép thu ctia hoce sinh, ¢ (ngay) 1a thoi gian hoc
va f(t) 1a s6 don vi kién thiic hoc sinh d3 hoc dugc (Ngudn: R.I. Charles et al., Algebra 2,
Pearson). Gia st mot em hoc sinh phai ti€p thu 25 don vi kién thdc méi. Biét ring
toc do tiép thu ctia em hoc sinh 1a k = 0,2. Hoi em hoc sinh s& nhé duge (khoang)
bao nhiéu don vi kién thidc méi sau 2 ngay? Sau 8 ngay?

Chi s& hay dd pH ctia mdt dung dich dudgc tinh theo cong thiic: pH = — log[H*].
Phan tich ndng d6 ion hydrogen [H*] trong hai mau nudc song, ta c¢6 két qua sau:
Méu I: [H1=8 .10 : MGu 2: [H"]= 2 .10

Khéng diing may tinh cAm tay, hidy so sdnh dd pH ctia hai miu nudc trén.

Mot ngudi gtii 10 triéu dong vao ngan hang theo hinh thic 14i kép ¢ ki han 1a 12 thdng
vé6i 1di sudt 6%/nim. Gia sif qua cdc nim thi 13i suit khong thay doi va ngudi doé
khong gtii thém tién vao mdi nim. DE biét sau y (ndm) thi tdng & tién ca von va lai
6 dugc 1a x (dong), ngudi dé sit dung cong thiic y = 10g, o6 [%) Hoi sau bao nhiéu

nim thi ngudi dé c6 dugc tdng s6 tién ca von va l1di 1a 15 triéu ddng? 20 triéu ddng?

(Lam tron két qua dén hang don vi). o



PHUONG TRINH, BAT PHUONG TRINH MU
VA LOGARIT

§4

Dan s6 dugc udc tinh theo cong thic S = A . €, trong d6 A 1a dan s6 clia nim 14y lam
moc tinh, S 12 dan sd sau  niim, 13 ti 1€ ting d4n s6 hing nim.

Hdi sau bao nhiéu ndm, dan sé sé gap doi dan soé ciia nam
ldy lam moc tinh?

I. PHUONG TRINH MU VA PHUONG TRINH LOGARIT

1. Phuong trinh mia

1 Trong bai todn & phan md dau, gia st r = 1,14%/nim.

a) Viét phuong trinh thé hién din s& sau # nim gip doi dan s6 ban dau.

b) Phuong trinh viia tim dudc ¢6 4n 1 gi va ndm & vi trf ndo cta lu§ thira?

i Phuong trinh mii 13 phuong trinh ¢6 chiia 4n & s& mii ctia lu§ thiia.

-

Vidul = Trong cdc phuong trinh sau, phuong trinh nao EV =
la phuong trinh mai? 1 Cho hai vi du vé phuong
5 . -
a) Sx +1 ___25’ b) ZI =3x+l; C) x2 =4. tI“lI_lh mu.
Giai
. 2
Ta thiy: Hai phuong trinh 5% ™' = 25va 2% =3**! 13 nhiing phuong trinh mii.

o
e
oy 2

a) V& dd thi haim s6 y = 3" va dudng thang y = 7.
b) Nhan xét vé sd giao diém ctia hai do thi trén. Tii @6, hay néu nhan xét vé s6 nghiém
cta phuong trinh 3" = 7.

[ Phuong trinh mii co ban 4n x cé dang a* =b (a > 0,a # 1).
* Néu b < 0 thi phuong trinh vo nghiém.
* Néu b > 0 thi phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat x =log_b.

Nhén xét: Véi a>0, a=1, b>0 thi @/ =be f(x) =log, b.
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Vidu2 = Giai moi phuong trinh sau:
a)4¥ 3 =35; b) 10**!1-2.10"=8.
Gidi
Ta co:

1
a) 4% 3 =5©2x-3=log, 5 2x=3+log, 5 x=_(3+log,5).
Vay phuong trinh c6 nghiém l1a x = %(3 +log, 5).

b) 1071 —2.10°=8<10.10"-2.10°=8 <= 8. 10" =8 =10°= 1 < x=log | & x=0.
Vay phuong trinh ¢6 nghiém la x = 0.

Vidu 3 | Giai phuong trinh 4¥~2 = 23+ 1,
Gidi
Tacé: 45 2=23+1 5 92x-2 _ 93x+1
S2x-2)=3x+1

S2x-4=3x+1&x=-5.

Chu y

*Véia>0,a=1thid™W =a*" & fix) = g(x).

* C4ch gidi phuong trinh mii nhu trén thung dude goi 1a phuong phép dua vé ciing co sé.
Vidu4 = Giai phuong trinh dua ra trong Hoat dong 1

am tron két qua dén h: i [2 Giai méi phuong trinh
(Iam tron két qua dén hang don vi). 1al mo1 phuong trin

sau:
Giai 2) 916~ X =97 +4.

Goi A 12 dén s6 ban ddu. Phuong trinh thé hién dansGsau  b) 16"7° =0,25. 27",
¢ nidm gap do6i dan s6 ban dau la:

AL 204 e PO 12D 00114 1=1n2 > 1= 02

0.0114

Vay sau 61 nim dén s6 sé gap doi din sd ban dau.

2. Phuong trinh logarit

PP Chi 56 hay d6 pH ciia mot dung dich duge tinh theo cong thic: pH = — log[H']
(trong d6 [H*] chi ndng dd ion hydrogen). Po chi s& pH ctia mot mau nudc sdng, ta c6
két qua la pH = 6,1.
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a) Viét phuong trinh thé hién ndng @6 x ctia ion hydrogen [H*] trong miu nuéc sdng dé.

b) Phuong trinh viia tim dugc ¢6 4n 13 gi vA niim & vi trf ndo chia 16garit?

i Phuong trinh 16garit 12 phuong trinh ¢6 chia 4n trong biéu thiic dudi diu 16garit.

Vidu5 = Trong cdc phuong trinh sau, phuong trinh nao la phuong trinh 16garit?
a) log,(x+1)=2; b) Iogz(x2+x+1)=3; ¢) log (x+1)=3.
Gidi ‘?

Hai phuong trinhlog, (x+ 1) va logz(x2 +x+1)=3 3 Cho hai vi du vé& phuong trinh
16garit.

12 nhiing phuong trinh 16garit.

a) V& do thi ham s6 y = log,x va dudng thing y = 5.
b) Nhén xét vé s6 giao diém clia hai do thi trén. Tu d6, hiy néu nhén xét vé s6 nghiém
ctia phuong trinh log x = 5.
N
Phuong trinh 16garit co ban c6 dang log, x =b (a>0,a # 1).

Phuong trinh d6 ¢6 mot nghiém 1a x = a”.

Nhdn xét: Véia>0,a# 1 thi log, f(x)=b & f(x)=a".

Vidu 6 = Gidi moi phuong trinh sau:
a) log, x =35; b) log,(5x—4)=2.
Gidi
a) Ta c6: 10g2x=5<::>x=25<:>x=32.
Viay phuong trinh ¢6 nghiém la x = 32.
b) Ta c6: log,(Sx—4)=2<>5x-4=4" & 5xr=20 = x =4.
Vay phuong trinh ¢6 nghiém la x = 4.

Vidu 7 & Giai phuong trinh: logg(3x —6) = —log, (2x -2).
8

L . 3x—630
Didu kién xdc dinh 1: 4°° 0~ ticlix>2.
2x— 254,
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%52
Ta co: logg(3x-6)=-log,2x-2) &
aco: logg(3x—6) og;( x—2) {10g8(3x_6)=10g8(2x—2)

x>2

= S x=4.
{3x -6=2x-2

Vay phuong trinh ¢6 nghiém x = 4.

f(x)>0

Nhan xét: Choa >0, a# 1. Ta c6: log, f(x) =log, g(x) & {
f(x) =g(x).

Vidu8 = Giai phuong trinh dua ra trong Hoat dong 3.

Giai

Phuong trinh thé hién ndng do x ciia ion hydrogen V

[H*] trong mau nuéc song do 1a: 4 Giai mdi phuong trinh sau:
—logx=6,1 ©logx=-6,1<x=10"%. a) log,(2x —4) + logl(x -1 =0;

5

Viy nong do cta ion hydrogen [H*] trong méu b)lion, x - 18, x =3
2 g L=

nuée song d6 1a 107 %! (mol L™ 1).

Il. BAT PHUONG TRINH MU VA BAT PHUONG TRINH LOGARIT
1. Bat phuong trinh mil

1)
, , , A g \2)
bi€n, nghich bién cua ham s6 mi y =(-2—] . Tu do, hay

tim x sao cho [%) - \ 1

-
]
2

. __i 0” .

[ * Bt phuong trinh mil la bat phuong trinh ¢6 chifa

4n & s6 mil cta luy thira. Hinh 11

* Bit phuong trinh mii co ban 14 bat phuong trinh
mil ¢c6 mot trong nhting dang sau:
a>b.ach a2b aaxbla>0a= 1)

Vidu 9 = Bat phuong trinh ndo 14 bit phuong trinh mii co ban trong céc bat phuong
trinh sau?

a) 3* >27; By 279 e, ¢) 7* <12.
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Gidi V

. — . % v o . 5 Cho hai vi du vé bat
Ta thay., Hai bat phuong trinh 3" >27va 7" <12 1la shiding trink mif o bin,
nhiing bat phuong trinh mii co ban.

Sau day, ta s& néu cdch gii bat phuong trinh mii c6 ban.

I Xét bit phuong trinh mii: a* > b (a> 0, a = 1).

* Néu b < 0, tdp nghiém clia bat phuong trinh da
cholaR (vi a* >02>b, Vx € R).

* Néu b > 0 thi bat phuong trinh tucng ducng véi

* Véia>1 thi

V6i a > 1, nghiém cla bat phuong trinh la

x>log b. a >a Saxsa
Véi 0 < a < 1, nghiém cta bat phuong trinh 12 e V6i0<a<1 thi
x<log,b. a'>a® & x<a.

-

Vidu 10 Giai mdi bat phuong trinh sau: ' /‘) )
) . 6 Giai mdi bat phuong
a) > 12; b) (0,38 >17. trinh sau:
Gidi a) 7' < 343;
Ta co: b) ¢ =3
4

a) 5" > 12 & x>logg12.
Vay tip nghiém ctia bt phuong trinh 13 (log, 12 5 + ).
b) (03)""'> 1,7 & x+1<log,,1,7 < x<—1+log,;17.
Vay tap nghiém ctia bat phuong trinh 14 (— o0 ; — 1+ logys1,7).

Nhan xét: Céc bat phuong trinh mii ¢d ban con lai dugc giai tiong tu.

Vidu 11~ Dén s6 nudc ta nim 2021 udc tinh 12 98 564 407 ngudi.
(Nguén: https://danso.org/viet-nam)
Gia sti ti 1& ting din s6 hing nim cia nudc ta 1a r = 0,93%. Biét ring sau f nim, dan s&
Viét Nam (tinh tif m&c nim 2021) udc tinh theo cong thifc: S = A . €. Hoi tif nim nao
tr di, dan $8 nudc ta vuot 110 triéu ngudi?

52



Gidi
Xét bt phuong trinh:
98 564 407. %9993 5 110 000 000 < %9993 5 110 000 000 : 98 564 407

& 0,003t > In 00000 5y 503,

98 564 407
Vay tli nim 2033 tré di thi din s6 nudc ta vuot qud 110 triéu ngudi.

2. Bat phuong trinh logarit

Quan st Hinh 12 vi néu nhan xét vé tinh dong y A
ién, nghich bién ctia him s6 16garit y = log, x . Tu d6 T
b~e % ghic C am Ogarit y g, X do, ] /—
hay tim x sao cho log, x> 1. / y=1
= of /1 2 ]
o 1
* Bat phuong trinh 16garit 12 bat phuong trinh c6 S
chia 4n trong biéu thdc dudi dau 16garit. ol
Hinh 12

* Bit phuong trinh 16garit ¢6 ban 1a bat phuong
trinh 16garit c6 mot trong nhiing dang sau:

log x>b; log, x<b;log, x2b;log x<b
(@a>0,a#1).

-

Vidy 12. Bat phuong trinh ndo 1a bit phuong trinh E—
10garit co ban trong céc bat phuong trinh sau? 7 7 Cho hai vi du vé bat

a) log, x>3; b) log,x>logy(x+1); c)loggx<2. piggting trinh logarit ed ban.

Giai
Ta thiy: Hai bt phuong trinh log, x >3va logg x <2 1a
nhitng bét phuong trinh 16garit ¢o ban.

Sau day, ta sé néu cdch giai bit phuong trinh 1dgarit co ban.

o

Xét bét phuong trinh log x>b (a>0,a# 1).

Bét phuong trinh tuong duong véi log, x > log a”.

* Véi a > 1, nghiém ciia bt phuong trinh 12 x > a’.

* V6i 0 < a < 1, nghiém ctia bt phuong trinh 13 0 < x < a”.



-

Vidu 13 Gidi mdi bat phuong trinh sau: &17
8 Giai mdi bat phuong

a) log, x>-2; b) log,(x+1)> 3. i s
2

Gidi a) log,x < 2;

Ta cé: b) 10gl(x—5)2—2.

4

2
a) log1x>—2<:>0<x<[%J &0<x<2?

2
Sll<x<d,

Viy tap nghiém cla bat phuong trinh 12 (0 ; 4).
b) log,(x+D)>3 & x+1>2 & x> 7.

Vay tap nghiém cha bat phuong trinh 13 (7 ; + o).
Nhdn xét: Cdc bat phuong trinh 16garit ¢ ban con lai dugc gidi tuong ty.

|
10°12°

trong d6 I (don vi: W/m?) 1a cuong d6 am (Nguon: Vat li 12, NXBGD Viét Nam, 2021). Miic
cudng dd am ¢ mot khu dan cu duge quy dinh la duéi 60 dB. Hoi cudng dé am 6 khu viic
d6 phdi dudi bao nhidu W/m?*?

Gidi

Taco: L <60 < 10log

Vidu 14 Miic cuong d6 am L (don vi: dB) dudc tinh bdi cong thic L =101log

<6< logl—loglo 2 <6

= <60 < log 0

o logl+12<6 < logl <6< 1<107°.

Vay cudng d6 4m & khu vuc d6 phai dudi 10~ (W/m?).

B eiiTip

1. Giai mbi phuong trinh sau:

&) (0,32 =1; by 5*%=25;

c) 9% =243"""; d) log, (x +1)=-3;
2

e) logs(3x—5) =logs(2x+1); g) log,(x+9)=1og,(2x-1).
7 7
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2. Giai mdi bat phuong trinh sau:

3x-17
a) 3I>-1—; b) 2 Sé;
243 3 2
¢) 4°72 > 30%, d) log(x —1)<0;
e) log,(2x-1)2>log, (x +3); g) In(x + 3) > In(2x — 8).
5 5

3. Mot ngudi glii ngan hang 100 triéu dong theo hinh thdc 1di kép ¢6 ki han la
12 thdng v6i 14i sudt 1a x%/nim (x > 0). Sau 3 niim, ngudi do rit duge ca goe va ldi 1a
119,1016 triéu dong. Tim x, biét rdng 14i suit khong thay doi qua céc nim va ngudi
d6 khong riit tién ra trong sudt qua trinh giii.

4. St dung céng thic tinh muc cudng d6 &m L 6 Vi du 14, hay tinh mic cudng do 4m
ma tai ngudi c6 thé nghe dudc, biét ring tai ngudi c¢6 thé nghe duge Am vdi cudng
d6 am ti 10~ "> W/m? dén 10 W/m®.

TiM 101 - MG RONG

Ham s6 luy thua

Cho s6 thuc . Him s6 y = x% dudgc goi l1a ham s6 luy thita.
1

Chéng han, cdc ham s& y=x?; y=x"" y=x3; y= x‘E 1a nhiing ham s6 luy thita.
Tap xéc dinh clia ham s& luy thita y = x% tuy thudc vao gid tri ciia a . Cu thé nhu sau:
* V6i a nguyén duong, tap xac dinh la R;
* Vi a nguyén Am hoic bing 0, tip xdc dinh 12 R\{0};
* V6i o khoéng nguyén, tap x4c dinh 1a (0 ; + ).

Ngudi ta chiing minh dugc riing ham s6 luy thiia lién tuc
trén tip xdc dinh cta ham s6 do.

f

Dudi day, ta chi xét cac ham s6 luy thita ¢6 dang y = x“*
véi o # 0 va véi tap xac dinh 1a (0 ; + o0).

_— N W B U

* Him s0 y = x“ ddng bién trén khodng (0 ; +o0) néu a >0
va nghich bién trén khoang (0 ; + ) néu o < 0.

* Hinh 13 thé hién d6 thi ctia mot s6 ham s& lu§ thita trén

khoang (0 ; + o). Hinh 13




10.

BAI TAP CUOI CHUONG VI

Piéu kién xéc dinh caa x> 1a:

A.x e R. B.x20. Coxael),
3
Piéu kién xdc dinh ctia x> 1a;

A.xe R, B.x =1, C.xzl.

Tép xdc dinh clia ham s6 y = log,, s (x* =2x+1) la:
A.R. B.R\{1}. C. (0 ; + ).

Ham s6 nao sau day ddng bién trén tip x4c dinh ctia n6?

A. y=(0,5)". B. yz[gJ . C. y=(2).

Ham s& nao sau diy nghich bién trén tip xé4c dinh ctia n6?

A y=log,x. B.y=10gﬁx. C.y=log, x.

4
Né&u 3* = 5 thi 3* biing;
L B. 125. C. 10.
Cho A = 4'°%2”  Khi d6 gid tri cha A biing:
A.9. B. 6. & 5,
Néu log, b =3 thi log, b* bing:
A.9. B. 5. C. 6.
Nghiém ctia phuong trinh 375 =27 1a:
A. 1. B. 4. C. &

Nghiém cta phuong trinh log, (2 —x) =—1 la:
A. 0. B.25. C. L5

11. Tép nghiém cta bit phuong trinh (0,2)" > 1 la:
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A. (—0;0,2). B. (0,2 ; + o). C.(0;+ ).

D.x >0,

D10,

.25,

D. 8l.

D. 8.

D.7.

D, 2.

D. (- ; 0).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Téap nghiém cua bat phuong trinh log, x > — 21a:
4
A. (- 16). B. (16 ; + o). C. (0; 16). D. (— 0 ;0).

Cho ba s6 thuc duong a,b,c khac 1 va do thi cha ba ham sd mil y =a', y=b*, y = ¢*
dugc cho béi Hinh 14. Két luAn nao sau day la ding do1 véi ba sd a, b, ¢?
A.c<a<b. B.é<h<ed C.a<b<e. D.b<c<a.

y4

<
= N

Hinh 14 Hinh 15

Cho ba s6 thuc duong a, b, ¢ khic 1 vadd thi cliabaham sg16garity=log x,y=log, x,
y = log x dugc cho bdi Hinh 15. Két luan nao sau day la ding doi véi ba s6 a, b, ¢?
A.c<ac<hb. B.c<b<a. Ca<b<e D.b<c<a.

Viét cdc bi€u thiic sau vé luy thita cd s6 a:

5
a)A=3‘/5\g via=5: b)B=4£ véia=+2.

Cho x, y 1a cdc s6 thuc duong. Riit gon mdi biéu thic sau:
35
5 5

xzy+x yZ X ¥ -
A=—0 = B=|7=3=| .
Teedly B

Tim tap x4c dinh ctia mbi ham s& sau:

= _a b) y=+v25-5";
c) y= al d) y=,/1-log, x.

a) y=
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18.

19.

20.

21.

RN

Choa>0,a#=1vaa>=b.

9
; a S s
a) Viét 06; ag’b; 5 theo luy thuta ¢o s b.
b

b) Tinh: log_b; log,(a*b%): log%[%).

Giai moi phuong trinh sau:

a) 3x274x+5:9; b)O,SZX“4=4;

c) log,(2x—1)=3; d) logx + log(x - 3) = 1.

Gi4i mdi bt phuong trinh sau: .

a) 5 <0,125; b) (%} =3 )

c) log,,x>0; d) In(x+4)>1n(2x-3).

Trong mot trin dong dat, ning lugng gidi toa E (don vi: Jun, ki hiéu J) tai tam dia

chan & M dd Richter dugc xdc dinh x4p xi bdi cong thic: log E~ 11,4 + 1,5M.
(Nguon: Gidi tich 12 Nang cao, NXBGD Viét Nam, 2021)

a) Tinh xap xi niing lugng giai toa tai tAm dia chan & 5 do Richter.

b) Ning lugng giai tod tai tAm dia chdn & 8 do Richter gip khodng bao nhiéu lan
niing lugng gidi toa tai tAm dia chin & 5 dod Richter?

22. Trong cAy cdi c6 chit phong xa "¢ C . Khao sit mot miu g6 ¢d, cdc nha khoa hoc do
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dugc @6 phong xa ciia né bing 86% dd phéng xa ctia mau gb tudi cuing loai. X4c dinh
d6 tudi clia mau gb ¢d d6. Biét chu ki ban ri clia lgC 1a 7= 5 730 nim, do phong xa clia

chat phéng xa tai thdi diém 7 dugc cho bdi cong thic H = H,e ™

oL v6i H 1a do phong
xa ban dau (tai thoi diém = 0); A = = 12 hiing s6 phéng xa (Ngudn: Vat li 12, NXBGD

Viét Nam, 2021).



PAO HAM

Trong chuong nay, ching ta sé tim hiéu nhitng van dé sau:
dinh nghia dao ham, y nghia hinh hoc ctia dao ham; cac quy tac
tinh dao ham; dao ham bac hai.

DINH NGHIA DAO HAM. i
Y NGHIA HINH HOC CUA PAO HAM

Tén Ia vii tru 1a phuong tién duge ché tao dic
bi€t giup con ngudi thyc hi€n cac si ménh trong
khong gian nhu: tiép cin dén c4c hanh tinh ngoai
Trai Pat, van chuyén con ngudi va thiét bi 1én vii
tru,... (Hinh 1).

Néu quy dao chuyén dong ciia tén lita

Hé thong khdi déng khong gian SLS dutgc miéu td bang hfm 50 theo thoi gian
(Ngudn: https://shutterstock.com) thi dai liugng nao biéu thi do nhanh cham
Hinh 1 ctia chuyén dong tai mot thoi diém?
2
.4

= -~ 2 — {:3)
I. DAO HAM TAI MOT DIEM

1. Céc bai toan dan dén khai niém dao ham
a) Bai todn tim vdn toc tiic thoi

Tui vi tri O (6 modt dd cao nhat dinh ndo d6), ta tha mot vién bi cho roi tu do xudng dat
va nghién ctiu chuyén dong cia vién bi. Bing viéc chon truc Oy theo phuong thing diing,
chiéu duong huéng xudng dat, goc O 1a vi tri ban diu clia vién bi, tic 12 tai thoi di€ém
0 gidy, va bd qua stic cin khong khi, ta nhin dugc phuong trinh chuyén dong cuia vién bi

~ 1 ~ - ~ .

lay=fix) = ngz (g 12 gia toc roi tu do, g ~ 9,8 m/s?).
Gia st tai thdi diém Xy vién bi & vi tri M() co Vo= f(xo); tai thoi diém X vién bi G vi tri M I
c6 y, = flx,). Khi d6, trong khodng thdi gian tif x dén x,, quang dudng vién bi di dudc
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. _ _ X A w N 18]
la MOM1 —j(xl) f(xo) (Hinh 2). Vay van toc trung binh

clia vién bi trong khoang thdi gian dé6 la f?{“\)
VACTYAN
f(x])_f(x(}) .
X, — X, (tai X1 M, :;'ﬂ'\'l)
Néu x, — x, cang nho thi ti s trén cang phan dnh chinh Fd
xdc hon sy nhanh chim cta vién bi tai thai diém x,. Tu do, (tai x )1 M
. . oA 9 g o ’ x )_ x . E 1
nguoi ta xem gidi han cua ti 6 AP ACT) khi x, din
X —Xg
dén X, 14 vdn toc tite thoi tai thoi diém x. cla vién bi, ki
A ~ . rd ra . (x )_ (-x )
higu 1a v(x,). N6i cach khdc, v(x,) = lim FOn)=f (% ; "
X=X, X, — X ) A
15 1 0 VA4
. - . * » & a~ ]- M
Gid tri v(x,) goi la dao ham cla ham s0 y =fix) = ngz Hinh 2

tai diém B

b) Bai todn tim cuong do tuc thoi

Dién lugng Q truyén trong diy din 1a mot ham s6 cta thoi gian 1, Q = Q(r). Cudng dod
r)—QN(1

trung binh trong khoang thdi gian ‘t - t0| dudc xdc dinh bdi cong thiic M,
t—1,

Néu |t — 1‘0’ cang nho thi ti s6 nay cang biéu thi chinh xédc hon cudng d6 dong dién tai thoi
diém t,- Nguoi ta dua ra dinh nghia sau day:
3, i 2 i 5 l)— r
G161 han htu han (néu co) lim M

dugc goi la cuong do nic thoi cua dong dién
-1 r—

. Sl R IO
tai thoi diém Ly
2. Pinh nghia dao ham tai mot diém

“SEP Tinh vin toc tic thdi ctia vién bi tai thoi diém x, =1 s trong bai todn tim vén
toc tdc thoi.

Trong trudng hop tong quat, ta c6 dinh nghia sau:

[ Cho ham 8 y = f{x) xdc dinh trén khoang (a ; b) va di€m x € (a ; b).

N 1 tad gidi b iftuhgn Tipm £~ O0)
2% X=X,

ciia ham 56’y = f(x) tai x,, va dugc ki higu la f'(x,)) hodc y;o.

thi gidi han do6 dudc goi la dgo ham
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Nhdn xét: Trong dinh nghia trén, ta dat:

Ax = x —x, va goi Ax 1a 56 gia ciia bién 56 tqi diém R
Ay = fix, + Ax) — flx,) va goi Ay 1a 56 gia ciia ham s6'ting vdi 56 gia Ax tai diém X,
- % . Xn+Ax)— f(x A
Khi do, ta c6: f'(x,)= lim f(xo )=/ (%) = lim _y.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

3. Cach tinh dao ham bing dinh nghia

Cho ham s8 y = fix) xéc dinh trén khoang (a ; b) va diém X, thudc khoang do.

Pé tinh dao ham f '(x,) ctia him s8 y = f(x) tai x , ta 1an lugt thuc hién ba budc sau:

0

E Bude 1. Xét Ax 12 s6 gia ciia bién s6 tai diém x,. Tinh Ay = flx, + Ax) — flx, ).

Butde 2. Riit gon ti s& &
Ax

Bude 3. Tinh lim ¥
Ax—0 Ax
Két lugn: Néu Tim Y=g thfic)=a
el L - _—= =d.
' Ax—0 Ax 0

4 - A 7 ~ 1 . ~ . ~
Vidu 1 = Tinh dao ham cta ham s& f(x)=— tai x, = 2 bang dinh nghia.
X
Gidi
* Xét Ax 1 0 gia ctia bi€n 6 tai diém x, = 2.

Ta c6: Ay =J2 +A5) —MhL=— 1 _2-C+4x) FAx
2+Ax 2 2(2 + Ax) 2(2 + Ax)

Ay -1
Suyra: —=————. 4
Ax  2(2+ Ax) \ -
Thethidlon Toim Ay I -1 -1 "1 Tinh dao ham cta ham
. . lIm —= lim = : ~ . N
¥ e S0 AE AR 3D 2(Ax+2) 4 s0 flx) = 2x tai x,, = 3 bdng
_ dinh nghia.
Vay f'(2)= rk

Vidy 2 © Tinh dao him ctia ham s& f(x) = x” tai diém x bat ki bing dinh nghia.
Giai
* Xét Ax 12 s6 gia cia bién s6 tai diém x.

Ta c6: Ay = fix + Ax) — fix) = (x + Ax)? — x* = Ax(2x + Ax).
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A -
Suy ra: 2 _2x+Ar. V
Ax 3) Tinh dao ham ciia ham

g v AY s6 flx) = x> tai diém x bat
* Tathdy: lim — = lim (2x+ Ax) =2x. : :
— Axlglo Ax A:i](}( . )=2x ki bang dinh nghia.
Véiyf'G) = 2x.

Nhén xét: Ham s8 fix) = x> ¢6 dao ham tai moi diém x trén khoang (— o0 ; +). Ta
n6i ham s& dé c6 dao ham trén khoang (= oo ; +00). Mdt cich téng quit: Ham sd
y = f(x) dudgc goi 1a c6 dao ham trén khoang (a ; b) néu n6 ¢6 dao ham tai moi diém x trén
khoang do.

4.Y nghia vat li cia dao ham

Pao ham xuit hién trong nhiéu kh4i niém vt li. Ching han: Xét chuyén dong thing xac

dinh bdi phuong trinh s = s(1), véi s = s(f) 12 mot ham s6 ¢6 dao ham. Nhu da thiy trong

bai todn md diu, vin toc tic thoi cia chuyén dong tai thdi diém 1, 1a dao ham clia ham
~ . (]

SO tai 7, v(ro) =& (IO).

Il. Y NGHIA HINH HOC CUA PAO HAM

S ¥®» Cho ham s0 y = f(x) ¢6 d6 thi (C), mot
diém M, ¢6 dinh thudce (C) ¢6 hoanh do x,. V6i
moi diém M thude (C) khdc M, ki hiéu x, 1a
hoanh d6 cha diém M va k,, 1a hé s6 géc cla
cit tuyé€n M M. Gia st ton tai gidi han hitu han
ko= lim k. Khid6, ta coi dudng thang M, T

X —>x0
. Y - ~ " # ~ . x . o
di qua M va c6 h¢ s0 goc k la vj tri gidi han
cua cat tuyén M M khi diem M di chuyén doc
theo (C) dén t6i M,

Pudng thing M, T dudc goi 14 1iép tuyén cta (C) tai Hinh 3
di€m M,, con M, dugc goi 1a tiép diém (Hinh 3).

a) Xdc dinh he s6 goc k cua tiep tuyén M T theo x,.

b) Viét phuong trinh tiép tuyén cta do thi ham 3 tai diém M,,.

Tacé: ky= lim k,, = lim J(xy) = f(xg)

XM—)XU IM—)'IO ‘xM_xﬂ

=f '(xo )-
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Nhu vy, ta c6 két ludn sau:

[ * Dao ham clia ham s3 y = f(x) tai diém x,la hé s0 gbc cua tiép tuyén cha dd thi
ham s6 d6tai diém M (x f(x ).

* Phuong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi ham s6 y = flx) tai diém M (x, ; fix ) 1a
¥= f'(xo)(x_ x@) + f(xg)-

Vidu3 | Choham s6y = — x> ¢6 dd thi (C).
a) X4c dinh hé s6 géc cua ti€p tuyén cta do thi (C) tai
diém c6 hoanh do bing 3.

3 Viét phuong trinh tiép
tuyén cua dd thi ham so

1 v
Vi inh tié] B i AR 1 o i = — tai diem N(1 ; 1).
b) Viét phuong trinh tiép tuyén ctia do thi (C) tai diém Y % ardiem N(1 5 1)

M@3;-9).
Gidi
a) Tiép tuyén cha dd thi (C) tai diém ¢6 hoanh dd bing 3 ¢6 hé s6 géc 1a:
2 2
£3) = lim A0/ e ¥~ (CE, B
x—>3 x=13 x—3 x-3 x—>3

b) Phuong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi (C) tai diém M(3 ; —9) la: y = - 6(x — 3) + (= 9)
hay y=—6x+9.

. BAI TAP

Tinh dao ham ciia ham s6 f(x) = 3x° — 1 tai diém x,= 1 bang dinh nghia.

2. Ching minh r::ing ham sb f(x) =|x\ khong c6 dao ham tai diém x_ = 0, nhung co

0
dao ham tai mo1 diém x # 0.

3. Chohamsd y=—2x*+x c6 dd thi ().
a) X4c dinh hé s6 géc clia ti€p tuyén ciia @6 thi (C) tai diém c6 hoanh dd bing 2.

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi (C) tai diém M(2 ; - 6).

4. Gia st chi phi C (USD) dé san xuéit Q mdy vé tuyén 12 C(Q) = Q% + 80Q + 3 500.
a) Ta goi chi phi bién la chi phi gia ting d€ san xuat thém 1 san pham tii Q san phadm
18n O + 1 san pham. Gi4 st chi phi bién dudc x4c dinh bdi ham s6 C'(Q). Tim ham
chi phi bién.

b) Tim C'(90) va gidi thich y nghia két qua tim dudc.
¢) Hay tinh chi phf san xuit mdy vo tuyén thii 100.
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§2 CAC QuY TAC TiNH PAO HAM

Ta c6 thé tinh dao ham clia hAm s bing céch st dung dinh nghia. Tuy nhién, cdch lam
d6 1a khong thuén 1gi khi ham s6 duge cho bing nhiing cong thiic phiic tap. Trong thuc
tién, dé tinh dao hAm ctia mdt ham s6 ta thudng st dung cédc quy tic tinh dao ham dé dua
viéc tinh todn do vé tinh dao ham cta nhiing ham s so ¢ip ¢o ban.

2
“’@ D BPao ham ciia nhitng ham s6 so cdp co bdn la gi?
C\:gf " Lam thé nao @é thyc hién dugc cdc quy tdc tinh dao ham?

I. DAO HAM CUA MOT SO HAM SO CAP CO BAN

1. Pao ham cha hAmsé y=x"(n € N,n> 1)

) 1

L)
a) Tinh dao ham ctia ham s3 y = x° tai diém x,, bt ki bing dinh nghfa.
b) Du doédn dao ham ctia ham s& y = ¥” tai diém x bat ki.
wo Nl - =

Ham s8 y=x"(n € N, n> 1) ¢6 dao ham tai moi x € R va (x") =nx" 1.

Nhén xét: Biang dinh nghia, ta chiing minh dudc:
* Pao ham ctia hAm hing bing 0: (¢)' = 0 véi ¢ la hing s6;

* Pao ham ctia ham s6 y = x bang 1: (x)' = 1.

-

Vidu1 | Cho ham s6 fix) = x'°. I%V
1 Cho ham s6 y = x*.

a) Tinh dao ham ctia ham s6 trén tai diém x bat ki. ) e
a) Tinh dao ham cua ham

b) Tinh dao ham cta ham s trén tai diém x, = 1. sO trén tai diém x bat ki.
Gidi

. % ! _ 10y _ 9
a) Taco: 1'(x)=0") =10x",

b) Pao ham ctia ham s tai diém x, = 11a: f'(1) =10. 1° = 10.

0
b) Tinh dao ham ctia ham

s0 trén tai di€ém x,=— 1.
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2. Pao ham ctia ham s y =+/x

“SFP Tinh dao ham ctia ham s8 y =+/x tai diém x, = | bing dinh nghfa.

Ham s& y =+/x ¢6 dao ham tai moi x € R, x>0 vh (Vx) =

1
2Wx

Vidu2 | Tinh dao ham clia ham s6 f(x) =/x tai diém E;z Tinh dao ham cia

x, =4, ham s6 f(x)=+/x tai
diém x,=9.
Gidi
1
Taco: [f'(x)= véi x > 0.
2/x
Viy dao ham cta ham sé trén tai diém Xy = 41a: f'(4)= —1 = %
24

3. Pao ham cta ham s6 lugng giéc

sin x
*EP St dung két qui lim —— =1, tinh dao ham clia ham s8 y = sin.x tai diém x bat
x—=0 X

ki bing dinh nghia.

V o A -— - =
- ~ . ” ~ . . ~ .
Ha

m sO y = sinx ¢6 dao ham tai moi x € R va (sinx)' = cos x.

. T
Vidu 3 = Tinh dao ham ctia hAm s& f(x) = sinx tai diém X, = r
Gidi V
Taeh: f (x)=1cosx 3 Tinh dao ham cua ham
. i i " 5 i) =

Pao ham ctia ham & trén tai diém x, = 5 la: 30 fix) =sinx tz; diém

T n 1 o = 9’

f'l = |=cos—=—.
3 3 2

o

“%EY» Biing dinh nghia, tinh dao hiaim clia him s6 y = cos x tai diém x bat ki.

2

am s6 y = cos x ¢6 dao ham tai moi x € R va (cosx)' = — sin x.

Fid ’ ~ L ~ ~ - . A Tc
Vidu 4 = Tinh dao ham cta ham s0 flx) = cos x tai diém x, = —



Giai

Ta c6: f'(x)=-sinux. : 4 Moét vat dao dong theo

~ o N ~ ~ . = A Tc ~ phu"dng trinh .f(‘x) = COS x'}
Pao ham cua ham so trén tai diem X, = g la: trong d6 x 1a thdi gian tinh
theo gidy. Tinh vén 8¢ tdc
[T . T 1 thdi ctia vat tai thoi diém
f'l=|=—sin—=——.
6 6 2 X, =2(s).

. e - ~ . . T a
Ham s0 y = tan x ¢6 dao ham tai moi x # s +km, k € 7 va (tanx)' = -

cos” x
rr - ~ 7 ~ ~" * = A T
Vidu 5 = Tinh dao ham ctia ham s0 f(x) = tanx tai di€m x, = Z
Gidi -
, x ey
Tacé: f'(x)=—7p— (x# = +km, k € 7). 5 Tinh dao ham cta ham
COS ¢ i s6 fix) = tan x tai diém
Dao ham cta ham s6 trén tai diém x,, = " la: X, = —=.
6

<

cos
4

ng dinh nghia, tinh dao ham ctia ham s8 y = cotx tai diém x bat ki, x # k= (k € Z).

Lo

B

i

—_ =

Ham sd y = cotx c6 dao ham tai moi x # k=, k € Z va (cotx) = — 5
sin” x

Vidu 6 = Tinh dao hAm ctia ham s& f{x) = cotx tai diém \S

& =B 6 Tinh dao ham ctia ham
L 6 flx) = cot x tai di€ém
Gidi _ T
xﬂ = —g
Taco: f'(x)=—— > (x2km, k € Z).
sin” x
& e e s s il - | SO s - 1
Dao ham cta ham s6 trén tai diém x;, = 5 la: f (EJ = =-1.
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4. Pao ham ciia ham sé mil
X
e ——

5T

S N® Sl dung két qua lim
. N ) x—=0 X
bat ki bang dinh nghia.

%

Am s6 y = ¢* ¢6 dao ham tai moi x € R va (¢¥) =¢”.

] - ~ ] ~ ~ C . . A
=1, tinh dao ham cua ham s0 y = ¢ tai diém x

Mot cich tdng quit, ta c6 dinh 1f sau:

Ze

amséy=a' (a>0,a#1)cédao haim tai moi x € R v (@*) =a* Ina.

Vidy 7 | Tinh dao ham ciia ham s8 fix) = 2* tai diém x, = 1.

-

Gidi D'

Tael: fx)=2"n2. © 7 Tinh dao ham cua
] e ham s6 fix) = 10" tai diém
DPao ham ctia ham s0 trén tai diém x, = 1 1a: %o =l

f'(H)=2"In2=21In2.
5. Pao ham ctia ham s 16garit
" In(1
R St dung két qua lim b )

- x—0 X
duong bat ki biang dinh nghia.

=1, tinh dao hAm ctia hAm s6 y = In x tai diém x

-

B —

I

Ham sd y = In x ¢6 dao ham tai moi x duong va (Inx) = l
X

Mot cdch tong qudt, ta ¢é dinh I sau:

e

Ham séy = logax (a>0,a#1)co dao ham tai moi x dwong va (log, x)' =

xlna

Iidu 8 = Tinh dao hAim cta ham s6 fix) = Inx tai diém -

X, = 1. p

8 Tinh dao ham ctia ham

Gidi 1 s0 fix) = log x tai diém
Tacé: f'(x)=— (x>0). 1
Y Xo =

" ~ - .l % l
Pao ham ctia ham so0 trén tai diém Xy = 1la: f'() = 7 =1,
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Il. DAO HAM CUA TONG, HIEU, TICH, THUGNG VA PAO HAM CUA
HAM HOP

1. Pao ham ciia tong, hiéu, tich, thuong

a) Xét ham s6 A(x) = fix) + g(x), x € (a ; b). So sdnh:
i h(xo +Ax)_h(x0) vE T f(xo +Ax)—f(x0)

+ Ax) —
li + lim $%0 tA)~8()
Axr—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

b) Néu nhin xét vé h'(xy) va f'(xy)+ g'(xy).

Nhan xét: Ta c6: h'(xy) = f'(x,)+g'(x,). tic 1a dao ham cla tong thi bang tong cdc
dao ham.

Tuong tu, ta cling ¢6 cdc quy tic tinh dao ham cta hiéu, tich, thuong.
Cu thé, ta c6 dinh If sau:

V N R = W
Gia sti f = fix), g = g(x) 12 cdc ham s c¢6 dao ham tai diém x thudc khodng xic
dinh. Ta cé:

(f+g)=["+§; o 2 =r-¢;
(fe) = f'g + f&: [5 s i 'gg;fg' (8~ 8(x) #0).

H¢ qud: Cho f= f(x) 12 ham s6 c6 dao ham tai diém x thudc khodng x4c dinh.
* N€u ¢ 1a mot hing s6 thi (cf) =cf .

1 ! 1
® (?J =—'f—2 (f=ﬂX) ¢0)

-

Vidu9 = Tinh dao him ctia mbi ham s& sau: ﬁy
9 Tinhdaohamctiahimsd
f(x)=xJx tai diém x
b) g(x) =x* - x°. diong bat ki.

Gidi
a) £'(x)=x) + (x) =3x% +1.
b) g(x)=(x") - (x?) =4x> - 2x.

a) flx) = x> + x;
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Vidu 10 Tinh dao ham ctia ham s&: y=2x+]. )

x-1 10 Tinh daoham ctiahamsé
Giai flx) = tan x + cot x tai diém

! ) 1\ 1y _ 1

Ta c6: (2x+1j :(2x+l)(x 1) (22x+1)(x 1) %, =

x—1 (x-1)
C2x-D-Qx+D) -3
(x—1)° (x-1"

2. Pao ham cua ham hgp

([» Cho ham s8 y = flu) = sinu; u = g(x) = x°.

a) Biing céch thay u bdi x? trong biéu thic sin «, hiy biéu thi gid tri ctia y theo bién s x.
b) X4c dinh ham s6 y = f(g(x)).

Gia st ham s0 u = g(x) x4c dinh trén (a ; b) va lay gid tri trén (¢ ; d); y = f(u) 12 ham s&
clia u, x4c dinh trén (c ; d) va 13y gid tri trén R. Khi d6, ta c6 thé 14p dudc mot ham s&

mdi xdc dinh trén (a ; b) va 1ay gi4 tri trén R theo quy tic nhu Hinh 4.
8 i

Hinh 4
Ham s3 y = flg(x)) dudc goi 1a ham hgp cha hai ham s8 y = flu), u = g(x).
Vidu 11, Cho ham s y = flu) = \/; va u = g(x) =x — 2. Tim ham hgp y = f(g(x)) va
tap xac dinh cta no.
Gidi
Ta c6: y = flg(x)) = fix — 2) = VJx—2.

Ham sd trén x4c dinh khi va chi khi x — 2 > 0 hay x = 2. Tap x4c dinh ctia ham s6 d6 1a
[2; + o0).

Vidu 12. M6i ham s3 sau diy 1a ham hgp cta hai ham s8 nao?

-

a) y = sin(2x + 3); b) y = 2sinx + 3. g?
Gidi 11 Ham s6 y = log,(3x + 1)
12 ham hop cta hai ham s6

a)Ditu=2x+3,tacé: y=sinu. Vay y =sin(2x + 3) 1a
ham hop clia hai ham s6 y = sinu, u = 2x + 3.

nao?
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b) Dit u = sinx, ta ¢6: y = 2u + 3. VAy y = 2sinx + 3 12 hAm hop cta hai ham s6
y=2u+ 3, u=sinx.

Cho ham s6 u = g(x) c6 dao ham tai x, va ham s y = flu) ¢6 dao ham tai u, = g(x,). Xét
ham hdp y = f(g(x)).

Ta ¢6 quy tic tinh dao ham ctia hAm hop nhu sau:

[ Néu ham s6 u = g(x) c6 dao ham tai x 12 u, va ham s6 y = f(u) c6 dao ham tai u la
y, thi ham hop y = flg(x)) c6 dao ham tai xla y. =y, . u'.

Nhdn xét: Bang dao ham ctia mot s6 ham s6 so cip cd ban va ham hop:

Pao ham ciia ham sé sé cap co ban Pao ham ctia ham hgp
thuong gap (6 day u = u(x))
(x")=n.x""! WY =n.u""1'. u
1\'g_1 1y __uw
X xz u uz

1 u'
o) () =
2\x 2u
(sitx} = cosx (sinu) =u'. cosu
(cosx) =—sinx (cosu) =—u'.sinu
(tanx) = — (tanu) = —
COS” X cos” u
1 u'
(cotx)' =— 5 (cotu) =— -
sin” x sin” u
(e") =¢e" (Y =u.ée"
(@*)=a"Ina @) =u.a"lna
1 u'
(Inx)' =— (Inu) =—
X u
, 1 : u'
(loga x) = (loga u) —
xlna ulna
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Vidu I13° Tim dao ham cta mdi ham sd sau: E/
4, 12 Tim dao ham ctia mbi
2)y=0-207% hitm 56 sau:
3x+ 1.

b) y = cos(4x + 5). a)y=e :
Gidi b) y =log,(2x - 3).
a) Ditu =3 - 2x, tacé: y=u*. Khi dé: y, =4u’; w, =—2.
Theo cong thic tinh dao ham cua ham hgp, ta c6:
Y. =Y, . U, =4’ (-2)=—8u’ =—8(3-2x)".
b) Pat u =4x + 5, tacé y = cosu. Khi d6: y, = - sinu; u'. =4.
Theo cong thiic tinh dao ham cta ham hgp, ta co:

y.=y .U =—sinu.4=—4sinu=— 4sin(4x +5).

X

B sAiTap

1. Cho u = u(x), v = v(x), w = w(x) 1a cdc ham s6 c6 dao ham tai di€ém x thudc khoang
x4c dinh. Phat bi€u ndo sau day 1a ding?

a) (u+v+w) =u+vV+w,;
b) (u+v—-w)=u+v'-w,

c) (uv) =u"',

d) [E] = _u_' vol e w(x) = 0, v =v(§)5 0.
% v

2. Cho u= u(x), v=wx), w=w(x) 1a cac ham s6 c6 dao ham tai diém x thudc khoang
xac dinh.

Ching minhrang (u.v.w)' = .v.w+u . v..w+u.v.w.

3. Tim dao ham cua moé1 ham so sau:

a)y =4x’ - 3x* + 2x + 10; b)y:x+:;

x_
c) y=—2x\/;; d) y =3sinx + 4cosx — tan x;
g} y=4"+2e" g)y=xlnx.

4. Cho ham s f(x) = 2% *2,
a) Ham s0 f(x) 1a ham hgp cla cdc ham s6 nao?

b) Tim dao ham cuta f(x).
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5. Tim dao ham ctia mdi him s& sau:
a)y=sin3x+ sin’x;
b) y =log,(2x + 1) + 37> "1,

6. Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia do thi mdi ham s6 sau:

a) y =x" - 3x* + 4 tai diém c6 hoanh d6 x, = 2;

b) y =Inux tai diém c6 hoanh dd x, = e;

0

¢) y = " tai diém c6 hoanh do x, = 0.

7. MOt vién dan dugc bin 1én ti mit dat theo phuong thing ding véi toc dd ban diu
Vo = 196 m/s (bd qua stic can ctia khong khi). Tim thoi diém tai d6 toc do cla
vién dan bing 0. Khi d6 vién dan cach mit dt bao nhiéu mét (1dy g = 9,8 m/s?)?

8. Cho mach dién nhu Hinh 5. Lic dau tu dién c6
dién tich Q()' Khi dong khod K, tu dién phong dién
qua cudn day; dién tich ¢ cua tu dién phu thudc
vao thdi gian 7 theo cong thic g(r) = Qsina f,
trong d6 @ 13 tc dd géc. Biét ring cudng do (1)
ctia dong dién tai thoi diém ¢ dugc tinh theo
cong thiic /(1) = q' (). Cho biét 0, = 10"° (C) va

| =

| KK

o

Hinh 5

@ = 10°x (rad/s). Tinh cuong do ctia dong dién tai thoi diém ¢ = 6 (s) (tinh chinh xdc

dén 1077 (mA)).

l 9
J,C TIM TOI - MO RONG

Pao ham ctia ham s6 luy thira

Ngudi ta chiing minh dugc ham s6 lu thita y = x* (o € R) ¢6 dao ham v6i moi x>0 va
g g y Yy

(x*) =ax®* 1,
Vi du:
2\ B
= o Y -
a) x3) =Ex3 = 3=L(x>0).
3 3 33x
3\ 8
-~ 3 —=z=1 3 =% 3
) & Sx 5x 5'{/};_3 (x>0)
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§3 ' PAO HAM CAP HAI

Khi tham gia giao thong, mét 6 td6 dang chay véi
van toc 54 km/h (Hinh 6) thi tii x& nhin thdy mot
vat can phia tru6c. D€ trdnh va cham vat c4n, ngudi
tai x&€ hdm phanh, 6 t6 giam vén toc cho dén khi
diing hin.

Dai luong ddc trung cho
su gicim van téc thé hién
kién thitc gi trong todn hoc? _

(Nguon: https://www.shutterstock.com)
Hinh 6

I. DINH NGHIA

“SEP Xétham soy=x° —4x" + 5.

a) Tim y".

b) Tim dao ham ciia ham s6 y'.

V o — " =

Gia sti ham s6 y = fix) c6 dao ham y' = f'(x) tai moi diém x € (a ; b). Néu ham s6
y' = f'(x) tiép tuc ¢6 dao ham tai x thi ta goi dao ham ctia y' tai x 1a dao ham cdap hai
ctia ham s8 y = f{x) tai x, ki hiéu 12 " hodc f"(x).

-

Vidu1 | Cho ham sb f(x) = x* = 4x* + 3. V
a) Tim dao ham cp hai ciia ham s6 tai diém x bat ki. Tim dao ham cdp hai ciia
; _ . ham s0 y = sin 3x.
b) Tinh dao ham cap hai cia ham s6 tai diém Ty = 1
Gidi
a) Ta co: f'(x) = 4x> — 8x va f"(x) = 12x* - 8.
b) Ta et (= I)=12.(~=1)* =8 =4.

Vidu2 & Cho ham s6 f(x):L.
x+2

a) Tim dao ham cap hai cia ham s0 tai di€ém x = — 2.

b) Tinh dao ham cdp hai clia ham s6 tai diém x, = 2.

73



Giai

a) V61 x #— 2, ta co:

e [ 1V Gxalf ~1
S [x+2J (x+2)*  (x+2)%
N R B O (C ) - C ) B
4 |:(x+2)2} (x+2)*  (x+2)* (x+2)°
2 1
b) Tacé: £"(2)= =—.
) Teiede i e

Il. Y NGHIA CO HOC CUA PAO HAM CAP HAI

e

- . ; ' . . 1 ;
"¢ P Mot vat roi te do theo phuong thang dirng c¢6 phuwong trinh s = o gt*, trong do
g la gia tdc roi tw do, g ~ 9.8 m/s”.

a) Tinh van toc tirc thoi W) tai thoi diém 7, =4 (s); 1, = 4.1 (s).

. A o
b) Tinh ti s0 EV trong khoang thot gian Ar =1, — 1,

. Y ... . W \ > 2 A
*Tiso = got la gia toc trung binh cua chuyén dong trong

khoang thot gian A7,
. A : : A B e
* V(t)= lim = a(t) goi la gia toc tirc thoi cua chuyén dong
Ar—>0 At

tai thoi diém 7.
Trong truong hop tong quat, ta cé:

[ Dao ham cAp hai s"(¢) 1a gia td¢ tic thdi ctia chuyén dong s = s(¢) tai thdi diém .

Vidu3 & Xét dao dong diéu hoa cé phuong trinh chuyén déng s(f) = Acos(ot + @),
trong d6 A, @ , @ la cac hing s6. Tim gia toc tire thoi tai thoi diém 7 cia chuyén dong do.

Gidi
Go1 v(7) la van tde tire thoi cia chuyén dong tai thot diém £, ta co:
w(t) = 5'(t) =[Acos(ot + @)] =— Ao sin(ot + @).
Gia toc tirc thoi clia chuyén dong tai thoi diém 7 la:
s'"(t)=V(t) =| - Ao sin(wt + @) =- Ao’ cos(ot + @).
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B eai Tip

1. Tim dao ham cip hai ctia mdi ham sg sau:
1

a) y= : b) y = log,x; y=2%

2. Tinh dao ham cép hai clia mdi ham s& sau:
a)y:3x2—4x+5tai diéme:—2;
b)y= log3(2x + 1) ta1 diém X, = 3
¢)y=e™ "3 tai diém .= 1

d) y=sin(2x+§] tai diém x, =-’63;

e) ¥y = cos(Bx —%) tai diém x, = 0.
3. Mot vt roi tr do theo phuong thang dimg c6 phwong trinh s = %gtz, trong do g la
gia tde roi tu do, g~98 m/s>.
a) Tinh vén t¢ tic thoi cia vat tai thai diém 7, =2 (s).
b) Tinh gia tdc tdc thdi cha vat tai thoi diém 1y = 2 (8).
4. Mot chat diém chuyén dong theo phuong trinh s(f) = SERA + 8F% 1, trong do ¢ >0,

t tinh bing gidy va s(¢) tinh bing mét. Tim vén toc tic thdi, gia toc tic thoi cla
chit diém:

a) Tai thai diém ¢ = 3 (s);

b) Tai thoi diém ma chat diém di chuyén dugc 7 (m).

5. Mot con lic 10 xo dao d@dng diéu hoa theo phuong i
Vi tri

ngang trén mit phang khong ma sat nhu Hinh 7, ¢6 c4n bine

phuong trinh chuyén dong x = 4sin ¢, trong d6 ¢ tinh l

bing gidy va x tinh bing centimét. P o b i d L

a) Tim vén t6e tdc thoi va gia tde tic thoi cla con lac 0 LI
tai thoi diém ¢ (s). Hinh 7

. - ~ ~ P nyt " . ~ por Al o fr.d i ~ .2 275
b) Tim vi tri, van toc tic thdi va gia toc tiic thoi cua con lac tai thoi diém ¢ = 3 (s).
Tai thdi diém d6, con 1ic di chuyén theo hudng nao?
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BAI TAP cCUOI CHUONG VI

Cho u = u(x), v = v(x) 1a cdc ham s6 c6 dao ham tai di€m x thudc khoang x4c dinh.
Phat biéu nao sau day la diing?
A. (uv) =uVv' B. (uv) =uv.

C. (uv)' =u'v. D. (uv) =u'v+uv.

Cho u = u(x), v = v(x) 1a cdc ham s6 c6 dao ham tai diém x thudc khodng xdc dinh.
Phit biéu nio sau day la ding?

u) u .
A [=] == Vvliv=vx)#0, v =V(x)=0.
v) Vv
' boi e
B. EJ Lt véiv=v(x) #0.
\V 1%
! ba
C EJ et 2uv véi v =v(x) #0.
\V v
(u) uv-w' .
D.|—| = ’ viv=vx) =0, v=v(x)=0.
\V/ v

Tim dao haim ctia mbi ham so sau;

a) y = (¢ + 2x)(x* = 3x); b) y=;; C) y=+4x+35;
—2x+5
d) y = sinxcos x; e) y=xe’; g) y = In’x.

Tim dao ham cap hai cia méi ham s6 sau:

a)y=2x*— 32 + 5% b) y=i; c) y = sin2x cosx;
-

d)yy=e 2+ e)y=In(x+1); g)y=In(e + 1).

Van tc cia mot chit diém chuyén dong dudc biéu thi bdi cong thic v(r) = 21 + £,
trong d6 ¢ > 0, ¢ tinh bing gidy va v(r) tinh bing m/s. Tim gia tdc tic thdi clia
chat diém:

a) Tai thoi diém ¢ = 3 (s);

b) Tai thoi diém ma van tc cta chat diém bing 8 m/s.

Mot con lic 10 xo dao dong diéu hoi theo phuong ngang trén miit phing khong ma
2 2 o .~
sdt, ¢6 phuong trinh chuyén dong x = 4cos{nr— ?'m}_ 3, trong d6 7 tinh bang giay

va x tinh bing centimét.
a) Tim vén t6c tdc thoi va gia toc tic thdi cha con lic tai thdi diém 7 (s).

b) Tim thdi diém ma vén toc tic thdi ctia con 1ic bing 0.



QUAN HE VUONG GOC
TRONG KHONG GIAN.
PHEP CHIEU VUONG GOC

Trong chuong nay, ching ta sé tim hiéu nhimng van dé sau:
hai duong thang vuéng goc; dudng thdng vuéng géc véi mat
phang; géc gitia dudng thang va mat phang, géc nhi dién; hai
mat phang vuéng géc; khoang cach trong khéng gian; mot sé

hinh khoi dac biét trong khéng gian.

S§1 HAI DPUONG THANG VUONG GOC

voi nhau?

Hinh 1

Trong Hinh I, hai dudng thing a, b goi nén hinh 4nh
hai dudng thing vudng géc trong khong gian.

Trong khong gian, thé nao la
hai duwong thang vuong goc

1. GOC GIUA HAI PUGNG THANG TRONG KHONG GIAN

“SE P Trong mit phing cho hai dudng thing a, b.

yy
a) Néu a va b cit nhau tai O (Hinh 2) thi géc gifia hai dudng
thﬁng a, b dwoc xac dinh nhu thé nao?

b) Néu a // b thi géc giita a va b biang bao nhiéu d6?

¢) Néu a va b tring nhau thi géc gifta a va b bang bao nhiéu d6?
Dufa trén géc giita hai duding thdng trong mit phing, ta ¢
thé dinh nghia goc gitta hai dudng th'cq'mg trong khong gian
nhu sau:

g6c gilta hai dudng thing a’ va b’ cing di qua mdt
di€ém O va lan lugt song song (hoiic trung) véi a va b, ki
hiéu (a, b) hoic (a, b).

Hinh 2

6/

i,

0

Hinh 3
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Nhan xét

* Goc gitta hai dwong thing a, b khong phu thudc vao vi tri diém O (Hinh 3). Thong
thudng, khi tim géc gitta hai dudng thing a, b, ta chon O thudc a hoic O thudce b.

* Goc giita hai dwong thing a, b bing géc giita hai dudng thing b, a, tic 1 (a, b) = (b, a).
* Goc gilia hai dudng thing khong vugt qua 90°.

* Néu a // b thi (a, ¢) = (b, ¢) v6i moi dudng thiing ¢ trong khong gian.

Vidu 1 Cho hinh  hop M’ N’ f

MNPQ.M’N’P’Q’ ¢6 goc giita ‘ E # Cho tf dién ABCD c6
”

hai dwong thing MN va MQ M, N, P 14n luot 1a trung

bang 70° (Hinh 4). diém cta AB, BC, DA.
L o s M Biét tam gidc MNP deu.
a) G6c gita hai dudng thang Tinh géc gitta hai dudng
M’N’ va NP biang goc gitia hai 5 4 théng AC va BD.
duong thiang: Hinh 4

A. MNva MP. B.MN vaMQ.
C.MPvaNP. D.NN’vaNP.

b) Tinh géc giiia hai dudng thing M’N’ va NP.

Gidi

a) Vi M’N’ // MN, NP // MQ nén goc giita hai duong thing M’N’ va NP bing géc giita
hai dudng thdng MN va MQ. Chon phucng dn B.

b) Vi goc giita hai dudng thang MN va MQ biing 70° nén goc gitra hai duong thing M’N’
va NP bing 70°.

Il. HAl PUGNG THANG VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

v Trong Hinh I 6 phin mé diu, hai dudng thing a, b gdi nén hinh anh hai dudng
thing vudng géc. Géc gifta a va b biing bao nhiéu do?

[ Hai dudng thing dugc goi 12 vudng gdc v6i nhau néu géc gifia chiing biing 90°.

Khi hai dudng thang a va b vudng géc véi nhau, ta ki hiéu a L b.

Nhdn xét: Néu mot dudng thang vudng gée véi mot trong hai dudng thing song song thi
né vudng goc véi duong con lai.
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E 2 Cho hinh lang tru

ABCAB'C’ ¢6 H la
truc tdm coa tam giac
ABC. Chimg minh ring
AH 1 B’C".

Vidu 2 Cho hinh chop
SABCD c6 day ABCD la hinh
thoi. Goi M, N lan luot 1a trung
diém cda cac canh SB va SD
(Hinh 5).

Chtmg minh rang AC L MN.

Gidi Hinh 5
Vi M, N lan luct 1a trung diém cta SB va SD nén MN // BD.
Do td gidc ABCD 1a hinh thoi nén AC L BD. Tu cic két qua trén, ta c6 AC L MN.

[ eaiTap

1. Hinh 6 goi nén hinh anh 5 cip duong thing vudng géc. Hay chira 5 cip dudng thing do.

Hinh 7
(Nguén: https://shutterstock.com)

2. Trong Hinh 7 cho ABB’A’, BCC'B’, ACC’A’ la cac
hinh chi nhat.

Chiing minh ring AB 1. CC’, AA’ 1 BC.

3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh
hanh va SAB = 100° (Hinh 8). Tinh géc gitia hai
dudng thing:

a) SA va AB; b) SA va CD. Hinh 8

4. Ban Hoa néi riang: “Néu hai dudng thang phan biét a va b cing vudng goc voi
duong thing c thi a va b vudng géc véi nhau”. Ban Hoa néi ding hay sai? Vi sao?
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S2 ' DUGNG THANG VUONG GOC VGI MAT PHANG

Trong Hinh 9, cot gb thing ddng va san nha
nim ngang ¢di nén hinh inh dudng thing
vudng géc véi mit phing.

DPuong thdng vudng goc
vdi mdt phing duoc hiéu
nhut thé nao?

(Nguon: https://www.shutterstock.com)
Hinh 9

I. DINH NGHIA

Hinh 10 md th mot ngudi th xay dang

thd day doi vudng goéc véi nén nha. Coi day
doi nhu dudng thing d va nén nha nhu miit
phéing (P), khi d6 Hinh 10 goi nén hinh anh
dudng thing d vudng géc véi mit phing (P).
Ngudi tho xay dit chiéc thudc thﬁng 0 mot vi
tri tuy ¥ trén nén nha. Coi chiéc thudc thing
d6 1a dudng thing a trong mit phing (P), néu
du dodn v& mai lién hé gitia dudng thing d va

dudng thing a. P
Duong thing d vuéng Hinh 10
g6c vdi moi duong thang
trong mdt phdng (P).
Ta c¢6 dinh nghia sau (Hinh 11: d
[ Pudng thing d dudc goi 14 vudng géc véi mit _/'/; | /,_/"/
phing (P) néu dudng thing d vudng géc véi moi y e
dudng thing a trong mit phing (P), ki hiéu d L (P)
hodc (P) L d.
Hinh 11
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P ~ - ~ - ~ - -
Il. PIEV KIEN DE PUGNG THANG VUONG GOC VGI MAT PHANG

Hinh 12 md ta clia tron xoay, ¢ d6 truc clia va
hai mép clia goi nén hinh anh cdc dudng thing d, a, b;
san nha coi nhi mit phing (P) chiia a va b. Hoi duong
thing d c¢6 vudng géc véi mit phiang (P) hay khong?

Ta thtta nhan dinh Ii sau:

_s N : : Eoga Hinh 12
Néu mot dudng thang vudng goc voi har duong

thing cat nhau cting thudéc mét mat phang thi n6
vuong goc vO1 mat phang ay.

E 1 Cho hinh chép S.ABCD
Vidu1 | Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA 1L AB, SA L AC. ¢6 ddy ABCD la hinh thoi,

Chitng minh riing SA L (ABC) va SA L BC. SA L (ABCD). Ching minh
ring BD 1 (SAC).

Gidi. (Hinh 13) 2

& ” S
Ta c6 AB va AC la hai dudng thang cdt nhau trong

miit phing (ABC) va SA L AB, SA L AC.
Suy ra SA L (ABC).
Ma BC c (ABC) nén SA | BC.

Il. TINH CHAT Hink 13

Cho diém O va dudng thing a. Goi b, ¢ Ia hai
dudng thing phan biét cing di qua diém O va ciing vudng
gbc véi dudng thang a (Hinh 14).
a) Mit phang (P) di qua hai dudng thang b, ¢ ¢6 vudng
gbc vai dudng thing a hay khong? § 0~
b) C6 bao nhiéu mit phing di qua diém O va vudng géc
véi dudng thing a?

Tinh chat 1

"4 C6 duy nhat mot mit phing di qua mot diém cho tride va vudbng géc véi mot
dudng thiang cho trudc.
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Vidu 2 & Cho miit phzzmg (P) va duong th?mg a cit (P)
tai O sao cho a L (P). Gia st b 12 dudng thing di qua
diém O va b L a. Chiing minh ring b < (P).

Gidi

Ta ldy diém M trong mit phing (P), M khic O (Hinh 15).
NéuM e b thi b c (P). Xét M ¢ b. Goi ¢ la dudng thing
di qua O, M va (Q) 1a mit phing di qua b, c. Do a L b,
al cnénal (Q). Quadiém O c6 hai mit phﬁng (P) va
(Q) cling vudng géc véi dudng thing a, suy ra hai mit
phéng @6 tring nhau theo Tinh chét 1. Vay b < (P).

Vidu3 | Cho doan thing AB c6 dinh. Mit phiang (P)
dugc goi 1a mit phing trung truc ctia doan thing AB néu
(P) di qua trung diém O clia doan thﬁng AB va (P) L AB.
Chiing minh ring néu diém M trong khong gian thoi mén
MA = MB thi M thudc (P).

Gidi. (Hinh 16) o
Goi O la trung diém ciia doan thing AB.
N&u M tring O thi M thudc (P).

Néu M khic O thi tam gidc MAB can *
tai M, suy ra OM L AB. Theo Vi du 2,

ta c6 OM c (P), suy ra M thudc (P).

Hinh 16

Z» Cho mit phing (P) vi diém O. Goi a, b 12 hai

dudng thang ciit nhau thudc mit phiang (P) sao cho a va

b khong di qua O. LAy hai mit phing (Q), (R) 1an lugt di

qua O va vudng goc véi a, b (Hinh 18).

a) Giao tuyén A ctia hai mit phfmg (Q). (R) c6 vubng gbc
v6i mit phing (P) hay khong?

b) C6 bao nhidu dudng thing di qua O va vudng géc
véi (P)?
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a

o // b ///
y ~M >
Hinh 15

E 2 Hinh 17 m6 td mdt clia

g6 ¢6 dang hinh chit nhit,
G do nep clia va mép dudi
ctia 1an lugt ggi nén hinh
anh hai dudng thing d va a.
Piém M la vi trf giao giia
mép gin ban 1& va mép dudi
cua ctia. Hay gidi thich tai
sao khi quay canh ctia, mép
dudi ctia la nhiing dudng
thing a ludn ndm trén miit
phing di qua diém M c6
dinh va vubéng goc véi
dudng thang d.

Hinh 18



Tinh chat 2

‘ C6 duy nhat mot dudng thing di qua mot di€ém cho truée va vudng géc véi mot
miit phing cho trudc.

-

Vidu4 & Cho mit phing (P) va ba diém A, B, C tho

mén (P) L AB va (P) L BC. Chiing minh riing (P) L AC. E:Cho mat phang (P) va
duong thang a cat nhau tai
diém M thod man OM L (P).

Vi hai dudng thang AB va BC ciing di quadiém Bvavuong  Ching minh riing M € a.

géc v6i mit phing (P) nén hai dudng thing nay tring nhau.
Suy ra A, B, C i ba diém thing hang va (P) L AC.

IV. LIEN HE GIUA QUAN HE SONG SONG VA QUAN HE VUONG GOC
cUA PUGNG THANG VA MAT PHANG

thing a, b v mit phing (P).
Quan sat Hinh 19 va cho biét: v

a) Néu hai duodng thing a va b song song véi nhau va a

mit phing (P) vudéng géc véi dudng thing a thi mit

phing (P) ¢6 vudng géc véi dudng thing b hay khong;

b) Néu hai dudng thing a va b cling vudng géc v6i miit

phﬁng (P) thi ching c6 song song vGi nhau hay khong. Hinh 19
Tinh chat 3
I * Cho hai duding thing song song. Mot mit phing vudng géc véi dudng thang nay

thi ciing vudng goc véi dudng thing kia.

* Hai dudng thing phan biét cing vudng géc v6i modt mit phing thi song song
véi nhau.
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-

Gidi ‘L/'
Vi hai dudng thf’mg AD, AN cit nhau trong mit phﬁng ® Cho hinh chop S“?BC c6
SA 1 (ABC). Mit phang (P)

(ADN), AB L AD, AB 1 AN nén AB L (ADN). Do hai .. = phing (ABC)
dudng thang BC, BM cit nhau trong mit phiang (BCM),  vudng géc véi dudng

AB 1L BC,AB L BM nén AB 1 (BCM). thing SA va lin luot cit
, cac dudng thiang SB, SC tai
Vi hai mit phang (ADN) va (BCM) cung vudng goéc voi B’, C’. Chiing minh riing

AB nén (ADN) // (BCM). B'C’}l BC.
Vidu 7 & ChohinhhopABCD.A’'B’C’'D’, AA’ L(ABCD). A’ B’
Chitng minh riing: AA’ L (A’B’C’'D").
D’ : L
Gidi. (Hinh 23) & 1 B
Ta c¢6: AA” L (ABCD) va (A’B’C’'D’) /I (ABCD) nén 1
AA’ L (A’B’C’D"). D ¢
Hinh 23
V. PHEP CHIEU VUONG GOC
“S¥® Cho mit phing (P). Xét mot diém M tuy y trong
khéng gian.
a) C6 bao nhiéu dudng thiang d di qua diém M va vudng
géc v6i mit phing (P)? F
b) Pudng thing d cit mit phing (P) tai bao nhiéu giao M
diém?
Goi M’ 1a giao diem ctua dudng thang d va mét phang (P) p .
(Hinh 24). Biém M’ dugc goi 1a hinh chiéu vubng goc Hinh 24

(hay hinh chiéu) cta diém M trén mit phfmg (P).

‘ Cho mit phang (P). Quy tic dit tuong tGng mdi diém M trong khong gian vdi
hinh chiéu vuéng g6c M’ ctia diém d6 1én mit phing (P) dudc goi 1a phép chiéu
yuéng géc 1én mit phing (P).

Nhén xét: Vi phép chi€u vudng géc 13 mot trudng hop dic biét ctia phép chiéu song song
(khi phuong chigu vudng géc v6i mit phang chidu) nén phép chiéu vudng géc c6 day du
cdc tinh chat ctia phép chiéu song song.
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Vidu8 = Cho mit phing (P) va dudng thing a. Xdc dinh hinh chiu clia dudng thing
a trén mit phing (P).
Gidi
» Néu duong thing @ vudng géc véi mit phiang (P) thi
hinh chiéu cta a trén (P) 1a mot diém, diém dé la giao
diém ctia a va (P).

* P& tim hinh chiéu a’ ctia duding thing a trén miit phing
(P) trong trudng hop dudng thing a khong vudng géc véi
mit phing (P), ta c6 thé 1am nhu sau (Hinh 25):

Hinh 25

Bude 1. Chon hai diém thich hdp A, B trén dudng thing a.

Budce 2. Xdc dinh 1an lugt hinh chiéu A’, B’ clia hai diém
A, B trén mat phfmg (P).

Khi d6, dudng thing a’ di qua hai diém A’, B’ chinh 12 hinh

chi€u cia a trén mit phing (P).

-

Z
6 Cho mit phing (P) va

g o i o s . doan thing AB. X4c dinh
Luu y rang khi dudng thang a cat mat phang (P) thi ta hinh chi€u ciia doan thing

thudng chon diém A Ia giao diém cla dudng thing @ Vi 4B wrén miit phéng (P).
mat phf‘ing (P).

Vidu 9 = Cho mit phing (P) va tam gidc ABC. X4c dinh hinh chiéu ctia tam gidc ABC
trén mit phang (P).

Gidi \
C
A (
B
LB o
'// .1// /./ A ’ = B’
LP B y

a) b)
Hinh 26

GoiA’,B’, C’ 14n 1ugt 12 hinh chiu cta ba diém A, B, C trén mat phﬁng (P).
Khi d6 xay ra céc trudng hgp sau:
a) Truong hop 1: Ba diém A’, B’, C’ khong thiang hang.
Khi d6, hinh chiéu ctia tam gidc ABC trén miit phfing (P)latam gidc A'B’C’ (Hinh 26a).
b) Truong hop 2: Trong ba diém A’, B’, C’, ¢6 hai diém tring nhau.
Chiing han, diém A’ triing véi diém B’. Khi d6, hinh chiéu clia tam gidc ABC trén miit

phéng (P) 14 doan thing A’C’ (Hinh 26b).
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Gidi. (Hinh 29)

a) Vi SA L (ABC) nén AC 14 hinh chiéu ctia SC trén
miit phiang (ABC). Ma BC 1 AC nén theo dinh If
ba dudng vudng gbc ta c6 BC L SC. Viy tam
gidc SBC vuong tai C.

b) Tac6 BC vudng géc véi hai dudng thing SA vaAC
cit nhau trong mit phing (SAC) nén BC L (SAC),
ma AH nim trong mit phing (SAC) nén BC
vudng géc véi AH. Vi AH vuong goc véi hai
dudng thing SC va BC cit nhau trong mit phing
(SBC) nén AH vubng géc véi mit phing (SBC).

. BAI TAP

Quan sit Hinh 30 (hai ¢0t cia bién bio, mit
dudng), cho biét hinh d6 ggi nén tinh chat nao
vé quan hé vudng géc gitta dudng thing va a b
miit phing.

[/
=
N

2. Cho hinh chép S.ABC. Goi H la hinh chiéu y
ctia § trén mit phing (ABC). P 4 B8
a) Xdc dinh hinh chiéu cta cdc dudng thing s 30

SA, SB, SC trén mit phing (ABC).

b) Gia sit BC L SA, CA 1 SB. Chting minh riing A

H la tryc tim cua tam gidc ABC va AB L SC. -

3. Cho ti dién ABCD c6 AB L (BCD), cac tam
gidc BCD va ACD la nhiing tam gidc nhon.
Goi H, K 1an lugt 1a tryc tAm clia ¢dc tam gidc
BCD, ACD (Hinh 31). Chiing minh ring:

a) CD 1 (ABH);

£
b) CD 1 (ABK); Hinh 31

¢) Ba dudng thang AK, BH, CD cung di qua mot diém.

4. Cho ti dién ABCD c6 AB L (BCD), BC L CD. Goi M va N Iin lugt I3 hinh chidu
vudng géc ciia B trén AC va AD. Chiing minh riing:
a)CD 1 BM,; b) BM 1 MN.

5. Cho hinh chép O.ABC ¢6 AOB = EEE = 6‘5:4 =90°. Chiing minh ring:
a) BC 1 OA; b) CA L OB; c)AB 1 OC.
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§3 ' GOC GIUA PUGNG THANG VA MAT PHANG.
GOC NHI DIEN

Hinh 32 biéu dién mdt chiéc giy dua vio tudng. Ban Hoa
M néi géc nghiéng gitta chiéc giy va mit dat bing 65°.

< Géc nghiéng giita chiée gdy va - 2
R o A A7 A a : /‘ “,‘*
- mdt dat duoc hiéu nhut thé nao? ¢ L} ¥

Hinh 32

I. GOC GIUA PUONG THANG VA MAT PHANG

Quan st Hinh 32 va cho biét:

a) Hinh chiéu ctia dudng thing MO trén mit phing (P) 1a dudng thing nao;

b) Géc gitta dudng thing MO va hinh chiéu ctia dudng thing d6 trén mit phing (P) 1a
g6¢ nao.

Cho dudng thing d va mit phing (P), ta ¢6 dinh nghia sau:

V E— =V F I 3

* Néu dudng thing d vudng géc v6i mit phang (P) thi géc gitta d va (P) bang 90°.

¢ Néu dudng thang d khong vudng géc véi mit phang (P) thi géc gitia duding
thing d va mit phing (P) 12 géc gifta d va hinh chiéu d’ clia dudng thang d trén (P).

d vudng géc véi (P) d cit (P) nhung khong
vuong goc vai (P)

d

Géc giita d va (P) bing 90°. Géc gitta d va (P) bing
gbc MOH.
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Gidi
Xét Hinh 34b, 30 dai AH chi chiéu cao cta thap, do dai OH chi chiéu dai cta bong thép, do
I6n ctia géc AOH chi s6 do goc giiia tia ndng va mit dat. Vi tam gidc OAH vudng tai H nén

AH = OH . tan AOH =80 . tan40° ~ 67,1 (m).

Il. GOC NHI DIEN
1. Khai niém

Mot dudng thing nim trong mdt mit phang chia mit phing d6 thanh hai phin, mdi phan
dudc goi 1 mot nita mdt phdng va dudng thang dé dugc goi 1a b cia méi nlia mét phiang nay.
“S¥¥» Quan sit hinh anh mdt quyén sé dugec md ra
(Hinh 35), mbi trang s6 goi nén hinh anh clia mot niia
miit phing. Néu diic diém cta hai nita mit phing do.

Hai nita mdit pheng do c6 chung bo la
duwong theng di qua gdy s6. Hinh tao .
béi hai nita mdt pheng c6 chung bo \@, N
do la goc nhi dién. ;

i,

\EI

N AT
£

-

Hinh 35
Ta c6 khdi niém sau:

V A W
Géc nhi dién 1a hinh gdm hai nia mit phing c6
chung bo.

Trong Hinh 36, ta ¢6 gbc nhi dién gdm hai nifa mit
phing (P) va (Q) ¢ chung bd 14 dudng thing d, ki hiéu la
[P, d, Q). Pudng thing d goi 12 canh cla géc nhi dién,
mdi niia mit phing (P) va (Q) goi la mot mdt cha gée
nhi dién.

Chii y: G6c nhi dién con duge ki
hiéu 12 [M, d, N] véi M, N lan ludt 1a
cdc diém thudc cdc niia mit phing
(P), (Q) nhung khong thudc dudng
thing d.

Hinh 36

-

| | %: Trong khong gian cho
d hai miit phiing («), (f) cit

Vidu3 = Trong khong gian cho nhau theo giao tuyén d. Hai
bon nifa mit phing (P), (Q), (R), (S) N v g fas (D) W0
cit nhau theo giao tuyén d (Hinh 37). \ Egncggg ﬁ;egéioﬁh?gli;ﬁg
Hay chi ra ba géc nhi dién ¢6 canh duong thing 42
cua géc nhi dién 1a dudng thing d. Hinh 37

____________
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. BAI TAP

W
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Cho hinh chép S.ABCD ¢6 SA 1L (ABCD), ddy ABCD la hinh thoi canh a vaAC = a.
a) Tinh s6 do ctia géc nhi dién [B, SA, C).

b) Tinh s6 do ctia géc nhi dién [B, SA, D].

¢) Biét SA = a, tinh s6 do clia goc giita dudng thang SC va mit phang (ABCD).

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 @iy ABCD la hinh vudng, hai dudng thing AC va BD
cit nhau tai O, SO L (ABCD), tam gidc SAC la tam gi4c déu.

a) Tinh s6 do ctia géc gilta duong thing SA va mit phing (ABCD).

b) ?hﬁng minh ring AC L (SBD). Tinh s6 do cta goc gitta dudng thing SA va miit
phéng (SBD).

¢) Goi M 1a trung diém ctia canh AB. Tinh s6 do cia gé¢ nhi dién [M, SO, D).

Ddc 1a doan dudng thdng néi hai khu vuc hay hai ving ¢6 d6 cao khic nhau. Do
déc dude xdc dinh bing géc gitta d6c va mit phing nim ngang, & d6 6 ddc 16n
nhit 1 100%, tuong dng véi géc 90° (dd dbc 10% tiong tng véi géc 9°). Gid su
¢6 hai diém A, B ndm & dd cao lan lugt 1a 200 m, 220 m so véi muc nudc bién va
doan doc AB dai 120 m. Do déc d6 bing bao nhiéu phan trim (lam tron két qua dén
hang phan trim)?

Trong Hinh 42, mdy tinh xach tay dang md goi nén B
hinh 4nh cta mot géc nhi dién. Ta goi s6 do goc
nhi dién d6 1a d6 maé cia man hinh mady tinh. Tinh do
md ctia man hinh mdy tinh theo don vi d9, biét tam
gidc ABC ¢6 d¢ dai cac canh 1a AB=AC =30 cm va
BC = 3043 cm.

Hinh 42
Trong Hinh 43, xét cdc géc nhi dién c6 géc phing
nhi dién tuong tng la I}, 6‘ ; B, E trong cung
miit phiing. Luc gidc ABCDEG nim trong mit phiing
d6 ¢6 AB = GE = 2 m, BC = DE, A=G = 90",
Bl =g O=D= y. Biét ring khoang céch tii C ) =
viDd&nAGla4m,AG=12m,CD=1m. Timx, y Hinh 43
(lam tron két qua dén hang don vi theo don vi dg).

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA L (ABC). Goi « 1a 86 do cia goc nhi dién [A, BC, S].
Chting minh ring ti s& dién tich cta hai tam gidc ABC va SBC bing cosa.



S4 | HAI MAT PHANG VUONG GOC

|
|
3

h__

-
'i S

I. DINH NGHIA

Hai véach ngién tu trong Hinh 45 gogi nén hinh anh
hai mit phing (P) va (Q) cit nhau tao nén bén géc nhi
dién. Cac gbc nhi dién d6 c6 phai la nhiing géc nhi dién
vuong hay khong?

Nhan xét: Hai mit phing cit nhau tao nén bén géc nhi
dién. N&u mdt trong bén géc nhi dién dé vudng thi céc
gdc nhi dién con lai cing vudng.

Ta c6 dinh nghia sau:

Hai mit phing cit nhau tao nén bén géc nhi dién.
Néu mdt trong cdc géc nhi dién do 12 géc nhi dién
vudng thi hai mit phiang da cho goi 1a vuéng géc
voi nhau.

Khi hai mit phing (P) va (Q) vudng géc véi nhau, ta ki
hiéu (P) L (Q) hodc (Q) L (P) (Hinh 46).

Vidul = Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD 1a hinh thoi,
AC cit BD tai O va SO L (ABCD). Chiting minh ring
(SAC) L (SBD).

Hinh dnh tuwong nha
vubng goc vdi nén nha goi
. b nén khdi niém nao trong
Hinh 44 | hinh hoc?

Dé cong trinh xdy dung dudc an toan va bén
viing, ngudi ta thudng xay tudng nha vudng géc
‘3. /,p v6i nén nha (Hinh 44).

L
Hinh 46

-

[ 1 Néu vi du trong thuc

tién minh hoa hinh 4nh hai
mat phang vudng goc.

25



Gidi. (Hinh 47)

Ta thiy: Géc AOB 1a géc phiing nhi dién ctia géc nhi dién
[A, SO, B]. Do OA L OB nén AOB = 90°. Vi viy géc
nhi dién [A, SO, B] la géc nhi dién vuong. Hai mit phﬁng
(SAC), (SBD) cit nhau tao nén bon g6c nhi dién, trong
d6 goc nhi dién [A, SO, B] la géc nhi dién vudng nén
(SAC) L (SBD).

Hinh 47

II. DIEU KIEN DE HAI MAT PHANG VUONG GOC
%% Nén nha, cdnh clia vi mép cénh ctia & Hinh 48
g0i nén hinh 4nh mit phing (P), mit phing (Q) va dudng
thing @ nim trén mat phang (P). Quan st Hinh 48 va
cho biét:

a) Vi trf tuong d6i ctia dudng thing @ va mit phing (Q);

b) Hai miit phing (P) va (Q) c6 vudng géc véi nhau khong.

Pinhli 1

Néu mit phiang nay chida mot dudng thang ma Hinh 48
dudng thing d6 vudng géc véi mit phing kia thi
hai miit phing d6 vudéng géc véi nhau.

Chiing minh
Gia st ¢6 hai miit phaemg (P) va (Q) thoa man a < (P) va
a 1 (Q). Goi O l1a giao diém ctia a va (Q). i

Do hai mit phiang (P) va (Q) cling chifa O nén hai mit
phiing d6 cit nhau theo giao tuyén d di qua O. Trong miit :
phing (Q), qua O ké dudng thing b vudng géc véi d. LAy é 7 4
hai diém M, N 14n lugt thuoc dudng thing a, b (Hinh 49).
Ta thdy dudng thing d vudng géc vé6i hai tia OM, ON,
suy ra géc MON la géc phang nhi dién ctia géc nhi dién
[M, d, N]. Do a L (Q), ON < (Q) nén a L ON, suy ra Hinh 49
MON = 90°. Vi thé, géc nhi dién [M, d, N] la géc nhi

dién vudng hay (P) L (Q).

1)
1=
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Vidu 2 @ Cho hinh chép S.ABCD c6 SA L (ABCD), day
ABCD 1a hinh chit nhat (Hinh 50). Chting minh ring:

a) (SAB) 1L (ABCD); b) (SAB) L (SAD).
Gidi
a) Do SA L (ABCD), SA — (SAB) nén (SAB) L (ABCD,).
b) Vi SA L (ABCD), AB c (ABCD) nén SA 1 AB.
Do AB vudng géc véi hai duding thang SA va AD cit V
nhau trong mit phﬁng (SAD) nén AB L (SAD). 2 Cho hinh chép S.ABCD

Tac6: AB L (SAD), AB — (SAB) nén (SAB) L (SAD). c6 ddy ABCD 1a hinh thoi,
SA L (ABCD). Ching minh
ring (SAC) L (SBD).

Hinh 50

-

Il. TINH CHAT
%K Cho hinh chép S.0AB thoa man (AOS) L (AOB),

hi
AOS = AOB = 90° (Hinh 51).
a) Giao tuyén ciia hai mit phang (AOS) va (AOB) la
duong thfmg nao?

b) SO c6 vudng géc véi giao tuyén cha hai mit phing
(AOS) va (AOB) hay khong?
¢) SO c6 vudng géc véi miit phing (AOB) hay khong? Hinh 51

Trong trudng hop tong quit, ta c6 dinh Ii sau:
Dinh Ii 2

V - - =

N&u hai mit phang vudng goc véi nhau thi bat ci
dedng nio nim trong mit phing niy vi vuong goc
véi giao tuyén ciing vudng géc v6i mit phing kia.

Me a L
Chitng minh _\d 51
Cho hai mit phing (P), (Q) vudng géc v6i nhau va cdt . \b
nhau theo giao tuyén d. Cho dudng thing a = (P) sao cho A N 0
a Ld. Goi O la giao diém cua a va d. — |

LAy hai diém M, N 1an lugt trén hai mit phing (P), (Q) .

sao cho M, N khong thudc dudng thing d. Goi géc aOb 1a V

géc phang nhi dién ctia géc nhi dién [M, d, N] (Hinh 52). Cho ti dién ABCD
P o L REAL A A~ 5 W g " ¢c6 (ABD) 1 (BCD) va

Do g6c nhi dién d6 1a géc nhi dién vudng nén aOb =9(0°, €D/ BD. Chitng miinh tine

tdc 12 a L Ob. Pudng thing a vuong géc véi hai dudng tam gidc ACD vuong.

thﬁng cit nhau ctia mit phg’mg (O ladvaObnéna 1 (Q).

Q7



Vidu3 = Cho hinh chép S.ABCD c6 (SAB) L (ABCD),
ddy ABCD la hinh chit nhat (Hinh 53). Chiing minh ring:
(SBC) L (SAB).

Gidi

Do (SAB) L (ABCD), (SAB) n (ABCD)=AB, BC c (ABCD)
va BC L AB nén BC 1 (SAB).

Tacé BC — (SBC) vaBC 1L (SAB), suy ra (SBC) L (SAB).

=Y Trong Hinh 54, hai bia ctia cudn sich goi nén
hinh 4nh hai mit phing vudng géc véi mit ban. Hiy du
doan xem gay sich c6 vudng géc véi mét ban hay khong.

Dinh 1 3

V : Vo s -
N&u hai mit phing cit nhau va ciing vudng géc véi

mit phing thi ba thi giao tuyén ciia ching vudng
gbc véi mit phing thi ba dé.

Chiing minh

Gia st hai mit phing (P), (Q) cit nhau theo giao tuyén d;
(P) vi (Q) ciing vudng géc v6i mit phing (R). Goi a, b
IAn lugt 12 giao tuyén ctia mit phing (R) v6i hai mit phing
(P), (Q). Xét diém M thudc duong thing d (Hinh 55).
Trong mit phing (P), goi d, 1a dudng thing di qua diém
M via vudng géc vdi dudng thing a. Theo Pinh i 2, ta c6:
d, L(R).

Trong mit phing (Q), goi d, 1a dudng thing di qua diém
M va vubng géc véi dudng thing b. Theo Pinh Ii 2, ta cé:
d, L (R). Suy rad, trung d, nén hai dutng thang d6 cling
ndm trén ca hai mit phing (P) va (Q). Cho nén d - d, va
d truing nhau. Viy d 1 (R).

Vidu4 = Cho hinh chép S.ABCD c¢6 diay ABCD la

hinh vuong canh a véi tim O, SO = ﬂ. Hai miit phing

(SAC) va (SBD) cuing vudng géc vdi mit phang (ABCD)
(Hinh 56).
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Hinh 55

Hinh 56



a) Chitng minh riing SO L (ABCD). ‘%j;?
b) Tinh géc giita dudng thing SA va mijt phiing (ABCD). 4 Cho hinh chép S.ABC c6

Gidi

SALSB,SB1SC, SC LSA.
Chiing minh ring:

a)Ta c6 (SAC) L (ABCD), (SBD) 1L (ABCD) va a)(SAB) L (SBC);
(SAC) n (SBD) = SO. Suy ra SO L (ABCD). b) (SBC) L (SCA);

b) Do SO L (ABCD) nén géc gilta SA va mit phing  ¢) (SCA) L (SAB).
(ABCD) 1a géc SAO.

Vi-iam piic SAO vabng tai Dich 50 = AD= L2

nén tam gidc SAO vudng cén tai O.

Suy ra SAO = 45°. Viy géc giita dudng thing SA va miit phing (ABCD) 12 45°.

BAI TAP

(7]

Quan sit ba mit phing (P) (Q), (R) 6
Hinh 57, chi ra hai ciip mit phing ma mdi cip
g6m hai mit phing vudng gée véi nhau. Hay
st dung ki hiéu dé viét nhiing két qua do.

Chiing minh dinh Ii sau: Néu hai mit phing
vudng géc véi nhau thi mit phang nay chua - = .
mdt dudng thing vudng géc v6i mit phing Kia.  Hinh dnh mé phong vé tinh LOTUSat-1

(Nguon: JICA Viét Nam)
Chiing minh cdc dinh 1i sau: Hinh 57

a) Cho ohai mit phing song song. Néu ngét mit phing vudng géc véi mot trong hai
madt phang doé thi vudng goc v6i mit phing con lai;

b) Né&u hai mit p}hz“qmg (phan biét) cling vudng géc véi mit phing thi ba thi song song
v6i nhau hoic cit nhau theo mot giao tuyén vudng géc véi mit phang thif ba dé.
Cho mot dudng thing khong vudng gée véi mit phing cho trude. Chiing minh ring
ton tai duy nhat mot mit phing chida dudng thing d6 va vudng géc véi mit phing
da cho.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 &y ABCD la hinh chii nhat, mit phiang (SAB) vudng
g0c véi miit ddy, tam gidc SAB vudng cén tai S. Goi M 1a trung diém clia AB. Chiing
minh rdng:

a) SM L (ABCD); b) AD 1 (SAB); ¢) (SAD) L (SBC).

Cho ling tru ABC.A’B’C’ c6 tht ca céc canh cling bing a, hai mit phiang (A’AB) va
(A’AC) cung vudng gbc vi1 (ABC).

a) Chiing minh ring AA” 1 (ABC).

b) Tinh s6 do gbc giita dudng thing A’B va mit phing (ABC).






Il. KHOANG CACH TU MOT PIEM DEN MOT MAT PHANG

Khi lip thiét bi cho nha ban Nam, bédc thg
khoan tudng tai vi tri M trén tudng c6 do cao so v6i nén
nha 14 MH = 80 cm. Quan st Hinh 61, nén nha g0i nén
miit phiang (P), cho biét @6 dai doan thing MH goi nén
khdi niém gi trong hinh hoc lién quan d&n diém M va mit
phing (P).

Nhan xér: Do dai doan thing MH goi nén khdi niém —
khoang céch tit mot diém dén mot mit phéng.

Ta c6 dinh nghia sau (Hinh 62):

> T I | M
Cho mit phing (P) va diém M khong thudc mit ‘
phing (P). Goi H 13 hinh chiéu cia M trén miit - HI P
phiing (P). Do dai doan thing MH goi 1a khodng cich ?/ il
tit diém M dén miit phing (P), ki higu d(M, (P)). - T
LA

Chii y: Khi diém M thudc mit phang (P) thi d(M, (P)) = 0.

Vidu2 = Cho hinh chép S.ABCD c6 diy ABCD 1a hinh
vudng canh a, O 1a giao diém cua AC va BD, SO L (ABCD),
SO=q. Tinly

a) Khoang céch tii di€ém § dén mit phang (ABCD);
b) Khoang céch tif diém B d&n mit phing (SAC).
Gidi. (Hinh 63)

a) Ta c6: O € (ABCD), SO L (ABCD).

Hinh 63

Suy ra khodng cich tit diém S dén mit phing (ABCD)
1250 =a. p
b) Do SO L (ABCD), BO c (ABCD) nén SO L BO. 1 Cho hinh chép S.ABC
" " T — , . P c6 SA L (ABC), AI 1L BC
Vi BO vudng géc v6i hai duong thang AC va SO cdt nhau (I e BC),AH L SI(H e SI).

trong (SAC) nén BO L (SAC). Do O e (SAC), BO L (SAC)  Ching minh ring khong

) ? a2 cich tit A dén mit phing
nén khodng céch tii B dén mit phang (SAC) 1a BO = > (SBC) bing AH.
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a) Khoang céch tii diém A d&&n mit phing (P) ¢6 phu thude
vao vi tri clia diém A trén dudng thing A hay khong?
Vi sao?

b) Khoang cich d6 ggi nén khai niém nao trong hinh hoc
lién quan dén dudng thing A va miit phing (P)?

Ta c6 dinh nghia sau:

M A

[ Cho dudng thing A song song song v6i mit phing
(P). Khodng cdch giita dudng thang A va mit phiang
(P) 12 khodng cdch tit mot diém bat ki thudc dudng : h
thdng A d&n mit phing (P), ki hiéu d(A, (P)).

Hinh 68
Trong Hinh 68, ta c6: d(A, (P)) = MM’ = h, trong do M € A,

M e (P), MM’ L (P)vaAll (P).

Vidu4 = Cho hinh chép S.ABCD cé6 ddy ABCD 1a hinh
vudng canh a, SA L (ABCD). Ching minh CD // (SAB) va
tinh khoang cdch gilia CD va miit phing (SAB).

Gidi. (Hinh 69)
Do CD // AB, AB  (SAB), CD ¢ (SAB) nén CD // (SAB). . ko8
Vi D e CD nén d(CD, (SAB)) = d(D, (SAB)). o el it chois SABE

Do SA L (ABCD), DA — (ABCD) nén SA 1 DA. ¢0 SA = a, goéc gita SA va
& T, : P mp(ABC) 1a 60°. Goi M,
Vi DA vudng géc véi hai dudng thang AB, SA cat nhau  y i, lugt 12 trung diém

trong (SAB) nén DA L (SAB). ctia canh SA va SB. Ching

; i minh MN // (ABC) va tinh
Do d6 d(D, (SAB)) = DA = a. Vay d(CD, (SAB)) = a. d(MN, (ABC)).

V. KHOANG CACH GIUA HAI MAT PHANG SONG SONG

N
a) Trong Hinh 70, san nha va tran nha cla ciin phong goi
nén hinh anh hai miit phfmg song song (P), (Q). Chiéu
cao cua can phong la 3 m.

Chiéu cao d6 goi nén khii niém gi trong hinh hoc lién
quan d&n hai mit phing song song (P), (Q)?

Hinh 70
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HINH LANG TRU DUNG. HINH CHOP DEU.
S6 | THE TicH COA MOT $G HINH KHOI

O 16p 7, ta dd 1am quen v6i hinh ling try ding tam gidc va
hinh lang tru ding td gidc, tic 1a nhting hinh ling tru ding
c6 day la tam gidc hodc ti gidc.

Hinh lang tru diing vdi day la )
da gidc, ddc biét la da gidc déu, /ﬁ:;}\
6 tinh chdt gi (Hinh 79)? .

(Nguon: https://shutterstock.com)
Hinh 79

I. HINH LANG TRU DUNG. HINH LANG TRU DEU
“S K Cho hinh ling tru tam gidc ¢6 c4c mit bén 13 hinh B’
chi nhat & Hinh 80a, 80b. Hay cho biét moi canh bén clia '
ling tru d6 c6 vudng goc véi cac mit day hay khong.

Ta c6 cdc dinh nghia sau:

V — = aw - —

* Hinh lang tru c6 canh bén vudng géc véi mit ddy
dugc goi 1a hinh lang tru ditng.
* Hinh ling tru ding c6 ddy 1a da gide déu goi 12
hinh ldng tru déu.
* Hinh ldng tru ding c6 ddy la hinh binh hanh dugc
goi la hinh hop diing.

A ¢
Hinh 80
Chii y: Khi ddy ctia hinh ldng tru ddng 1an Iugt 1a td gidc, ngi gide, luc gidc, ta goi hinh

lang try ding d6 1an luot 1a hinh ling try ding td gidc (Hinh 81a), hinh ling try ding ngi
gidc (Hinh 81b), hinh ling tru ding luc gidc (Hinh 8lc).

B’ c’

B! C' 4 -
. _ I
. D ] '
B‘L ------------- i :B. -------- EC
Nl
g D
. _-__—__TD/ \G_____________E/

Hinh 81
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Nhan xét
* Mdi miit bén cta hinh ling tru ddng 12 hinh chii nhat, mit phing chida né vudng géc véi
mat day.
* Hinh hop chii nhat la hinh hdp diing cé ddy la hinh chii nhat.
Hinh hop chti nhit cé 6 mit 1a hinh chi nhat.
Néu mdi mit ctia hinh hop 12 hinh chii nhat thi hinh hop @6 12 hinh hop chii nhat.
D0 dai cdc duding chéo cha hinh hop chi nhat 14 bing nhau.
* Hinh I4p phuong 12 hinh hop chii nhit c6 tat ci cdc mit 1 hinh vudng.

Né&u cdc miit ctia hinh hop chit nhit ¢6 dién tich bing nhau thi hinh hdp chit nhat d6 1a
hinh 13p phuong.

Vidul = Cho hinh hop chii nhat ABCD.A’B’C’D’ ¢6 i B’
AB =a, AD = b, AA’ = ¢ (Hinh 82). Tinh d6 dai dudng :
chéo ctia hinh hop chii nhét do6. c i
Gl(f! A'i:.:.:_::::____(_! _________ B

T
Do C’C L (ABCD) nén C’C 1L AC. Theo dinh i Pythagore, = H‘C
trong tam giac vudng ACC’ ta c6: Hinh 82 |

AC?=AC*+CC*=AC" + .
Ap dung dinh 1i Pythagore vio tam gidc vudng ABC, ?

ta co: Cho hinh lap phuong
c6 canh bing a. Tinh d6

2 2 AR5 2
AC=AB +BC =a"+b". difflautng chéo cha hinh
Vay do dai duong chéo cua hinh hop chi nhat lap phuong dé.
ABCD.A’B’C’D’ la:

d=AC =va* +b* +c*.

Il. HINH CHOP DEU. HINH CHOP CUT DEU

rY DE tao md hinh mot thap chudng & Hinh 83a tii mdt tim bia hinh vuéng, ban
Dung cit bo phan mau tring gdm bon tam gidc cin bing nhau ¢6 ddy 1a cic canh clia
tdm bia (Hinh 83b) r6i g4p lai phan mau xanh d€ tao thainh mot hinh chép tii gide. Quan
sat Hinh 83a, 83b va cho biét:

a) Pdy ctia hinh chép ma ban Diing tao ra Ia tif gidc c6 tinh chét gi;

b) Céc canh bén ctia hinh chép dé ¢6 bing nhau hay khong.
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(Ngudn: https://www.shutterstock.con)
a)

Hinh 83

b)

Nhén xét: Hinh chép ti gide c¢6 ddy la hinh vudng va cdc canh bén bing nhau la

hinh chop tit gidc déu.
Mot cdch tong qudt, ta ¢6 dinh nghia sau:

[ Hinh chép déu 1a hinh chép c6 ddy 1a da gidc déu va cdc canh bén biing nhau.

Chii y

 Khi ddy ctia hinh chép déu lan luot la tam gidc déu,
hinh vudng, ngii gidc déu, luc gidc déu, ta goi hinh chép
déu d6 1an luct 1a hinh chép tam gidc déu, hinh chép ti
gidc déu, hinh chép ngii gide déu, hinh chép luc gide déu.

* Hinh chép tam gidc déu c6 canh bén bing canh ddy la
td dién déu.

C6 nhiéu vét thé trong thuc tién, trong khoa hoc — ki thuit
xuit hién & dang td dién déu. Ching han: Trong hod hoc
c6 md hinh td dién déu veé lai hod orbital. Bon orbital lai
hod sp? ¢6 cdc truc ddi xing tao véi nhau mot gée khoang
109°28’ va hudéng vé bon dinh clia mdt hinh i dién déu.
St lai hoa nay didc goi 1a lai hod sp® hay lai hod tit dién
(Hinh 84).

Bao tang Louvre 6 thu do6 Paris (Phap) 1a mét trong nhing
bdo tang ndi tiéng nhat thé gidi. Hinh 85 1a 4nh chup kim
tu thap kinh & bao tang Louvre, kim ty thap kinh dé c6
dang hinh chép ti gidc déu.

Hinh 84

(Nguon: https://shutterstock.com)
Hinh 85
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Ta da biét ring déi véi mot hinh chép bt ki, doan thing
ndi dinh véi hinh chi€u cta dinh trén mit ddy dudc goi
12 duwomg cao cha hinh chép d6; hinh chiéu cta dinh trén
mat day goi la chdn duong cao cia hinh chép do; do dai
dudng cao dudc goi 1a chiéu cao cta hinh chép do.

Vidu2 & Goi diém O la chin dudng cao cta hinh chép
tam gidc déu S.ABC (Hinh 86). Chiing minh ring diém O
cdch déu ba diém A, B, C.

Giai

Do SO 1 (ABC) nén SO L OA, SO 1 OB, SO 1L OC. Xét
ba tam gidc vudng SOA, SOB, SOC, ta c6: SO chung,
SA = SB = SC, suy ra cdc tam gidc vuong dé bing nhau.
Do d6 OA = OB = OC.

Viy diém O c4ch déu ba diém A, B, C, tiic 1a chin duong
cao cua hinh chép tam gidc déu S.ABC la tAm dudng tron
ngoai tié€p ctia ddy ABC.

Trong trudng hop tong qudt, ta ¢ tinh chat sau:

-

gCho hinh chop tam giac
déu S.ABC. Ching minh
ring cdc canh bén tao véi
miit phing chita ddy cic
géc bing nhau.

B
Hinh 86

Chan dudng cao ctia hinh chép déu la tAm dudng tron ngoai tiép cia ddy.

Khéi bé tong & Hink 87a goi nén hinh dnh mot hinh chép bi cit di bi mit phing (R)
song song véi ddy. Hinh 87b 1a hinh biéu dién cta khdi bé tong & Hinh 87a. Hay du doan

vé mdi quan h¢ gitta cdc dudng thing chda cdc canh A B,

AB,.AB. AB,.

Hinh 87

Nhén xér: Hinh 87b g¢i nén hinh anh cta hinh chép cut nf gidc déu.
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I1I. THE TICH CUA MOT SO HiNH KHOI

Phan khong gian dugc gidi han bdi mot hinh ling tru (ké ¢4 hinh ling tru dy) dugc goi
12 khoi ldng tru. Ta dinh nghia tiong tu cdc khoi sau: khéi hop, khoi chép, khéi chép
cut déu.

Dinh, canh, mit cha cdc khoi ling tru, khdi hop, khdi chép, khoi chép cut déu 1a dinh,
canh, miit ctia cdc hinh ling try, hinh hop, hinh chép, hinh chép cut déu tuong dng.

1. Thé tich ctia khéi ling tru
S » Hay néu lai cong thic tinh thé tich ctia khdi ling
tru dlmg tam gidc, khoi ling tru ding ti gidc.

Cho hinh ldng try A A,..A A/A)..A, (Hinh 90). Ta goi
chiéu cao cta hinh ling tru d6 1a khoang cach gitia hai mit
phiing song song (A A,..A ) Vi (A/A}...A)).

Ngudi ta c6 thé chiing minh digc dinh If sau:

V & O EE——
Thé tich ctia khdi ling tru bing dién tich ddy nhin

vGi chiéu cao.

Cu thé, ta c6: V=S . h, trong d6 V la thé tich ctia khdi
ling tru, S 1a dién tich ctia ddy va h 1 chiéu cao cta khoi
ldng tru. D’

Nhan xét A’ / \ B

* Do chiu cao ctia khoi ldng tru ding bing dd dai canh
bén nén thé tich ctia khdi ling tru ding bing dién tich ddy
nhan véi dd dai canh bén.

* Vi khéi hop 12 khéi ling tru ¢6 ddy 12 hinh binh hanh ~D
nén thé tich cta khoi hop bing dién tich ddy nhin véi
chiéu cao (Hinh 91). Hinh 91

* Thé tich ctia khoi hop chit nhat vé6i ba kich thudc: chiéu

dai a, chiéu rong b, chidu cao c, 1a: V = abe. V
* Thé tich chia khdi lap phuong canh @ la: V = a’. Tinh thé tich ctia khdi
ling tru ABC.A’B’C’ biét

Vida4 | T mot tim bia hinh vuong (Hinh 92a), }‘;‘d }‘;ﬁf} C%“hAb,ﬁng a V;‘
ngudi ta cit & bdn géc cta tim bia d6 bon hinh vuong 51 CRicu cua A ren mdt

v S R , 2 = o phang (ABC) la trung diém
bang nhau, mai hinh vuoéng c¢é canh bang 6 cm, roi gap AR

tdm bia lai d€ dugc mot chi€c hop khong nip c6 dang
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hinh hdp chii nhat (Hinh 92b). Tinh canh clia tim bia 1 :
ban diu, biét ring thé tich ctia chiéc hop bing 600 cm®.  f. S—

Gidi

Gia sti tAm bia ban dau c¢6 canh x (cm) (x > 12). Khi d6: ‘

———— -
1
i
i
1
[
1
1
[
1
[
]
1
i
[
L
1
1
1
1
1
1

Ddy ctia chiéc hop 1a hinh vudng canh x — 12 (cm) nén

dién tich ctia ddy chi€c hop 1a (x — 12)2 (sz)_ | a)

Ma chiéu cao ctia chi€c hop 12 6 cm, suy ra thé tich cia :
chiéc hop bing (x — 12)* . 6 (cm?). s e AN

Theo d bai, thé tich ctia chiéc hop biing 600 cm® nén
(x — 12)*. 6 = 600 < (x — 12)* = 100.
Véix>12tacé:x—12=10< x=22 (cm).

b)
Hinh 92

Vay d6 dai canh clia tAm bia ban dau 12 22 cm.

2. Thé tich cia khdi chép va khéi chop cut déu
a) Thé tich ciia khéi chop

Ta goi chiéu cao cia khoi chép 1a chiéu cao cta hinh
chép tuong ting (Hinh 93).

Ngudi ta ¢6 thé chiing minh dugc dinh If sau:

V W - m
Thé tich ctia khdi chép bdng mot phan ba dién tich
ddy nhan véi chiéu cao.

Cu thé, ta co: 1V = %S . h, trong do " la thé tich cua khoi

chop. S 1a dién tich cua day va A 1a chiéu cao cua khoi chop.

Vidu5 = Tinh thé tich cta khéi chép S.ABCD. Biét ddy
ABCD lahinh vudng canh a, SA L (ABCD), géc gitia dudng
thing SB va mit phing (ABCD) bing 60° (Hinh 94).

Gidi
Do SA L (ABCD) va BA chia trong (ABCD) nén SA L AB,
suy ra SA=AB .tanSBA.

Hinh 94
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-

Vi SA L (ABCD) nén géc giita dudng thing SB va miit

phéng (ABCD) bing SBA. Suy ra SBA = 60°. 5 Cho khoi ut dién déu

ABCD canh a. Ching
T, b8 = . PG = 3. Mit khdc, do dign  minh ring thé tfch;:ﬁa khdi
tich hinh vuéng ABCD 1a S, , . = a” nén thé tich ciakhdi i dién d6 bing < lf'
chop S.ABCD la:

1 I » 03\/5

SABCD.SA=§a .aN3 = 3

Veasen = 3

b) Thé tich ciia khéi chop cut déu

Ta goi chiéu cao ctia khdi chép cut déu 1a chiéu cao ctia hinh chép cut déu tiong ting.

Ngudi ta ¢ thé chiing minh dudc dinh If sau:
Thé tich ctia kh&i chép cut déu dugc tinh theo cong thiic:

1
V=3, +.[S8 +5,),
trong d6 h 1a chiéu cao va S|, S, 1an lugt 1 dién tich hai ddy ctia khdi chép cut deu.
Vidu 6 = Cho khéi chép cut tam gidec déu ABC.A’B’C’

¢6 chiéu cao bi‘ing 3a,AB =4a,A’B’ = a (Hinh 95). Tinh
thé tich ctia khéi chép cut déu ABC.A’B’'C’.

Gidi
Dién tich tam gidc déu ABC Ia:
o 1 o .
S. = LAB. AC .sinBAC =—.4a . P™=smer = 4342, B
l 2 - Hinh 95

Dién tich tam gidc déu A’B’C’ 1a:

S 1 x/gaz

1 ; .
S,=—-AB .AC .sinBAC’ =—.a.a. sin60° =
“ 2 2 4 .

A e e » A IR 5L r 1N, =
Thé tich kho1 chop cut déu ABC.A’B’C’ la: /6' Mot thing ding The

1 B 3d c6 dang khdi chép cut td

V=—.3a.| 434’ +\/4\/§G’2 Tt gidc ddu vGi hai canh ddy

14n lugt dai 2 dm va 3 dm,

213a° chiéu cao bing 4 dm. Tinh
R

thé tich cia thung dung ric.
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BAI TAP cCUOI CHUGONG VIII

Cho hinh 1ap phuong MNPQ.M’N’P’Q’ ¢6 canh bing a.

a) Goc gitia hai dudng thang MN va M’P’ bing:

A. 30°. B. 45°. C. 60°. D. 90°.

b) Goi «r 1a s6 do géc gilta dudng thang M’P va miit phing (MNPQ). Gi4 tri tan o

bing:
Al B.2. C.A2. 5L

V2

¢) So do ctia goc nhi dién [N, MM’, P] bing:

A. 30°. B. 45°. C. 60°. D. 90°.

d) Khoang cach tit diém M dn miit phang (NQQ’N’) bing:

A.a. B. —=—. C.aV2. D. <.
7 2

Cho hinh hop chtt nhat MNPQ.M’N’P’Q’ ¢6 MN =2a, MQ =3a, MM’ = 4a. Khoang
céch giiia hai dudng thing NP va M’N’ bing:

A. 2a. B. 3a. C. 4a. D. 5a.

Cho khdi ling tru c6 dién tich ddy bang a” va chiéu cao biang 3a. Thé tich clia khéi
ling tru d6 bing:

3
a

A. & B. 34%. C. ? D. 94’

Cho khéi chép c6 dién tich ddy 12 a® va chiu cao 12 3a. Thé tich ctia khdi chép bing:
3

A. d. B. 34" 43 % D.9d°.

Cho tit dién OABC thod min OA = a, OB = b, OC = ¢, AOB = BOC = COA =90°.

Thé tich ctia khdi td dién OABC bing:

A. abc. B. a_bc. C. a_bc. D.a_bc.

2 3 6

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA L (ABC),AC L BC,SA=BC= ax/g, AC =a (Hinh 99).
a) Tinh géc giita hai dudng thing SA va BC.

b) Tinh géc giita dudng thing SC va mit phang (ABC).

¢) Tinh s6 do ctia géc nhi dién [B, SA, C].



d) Tinh khodng cich tit B dén mit phﬁng (SAQ).
e) Tinh khoang cich giiia hai duding thing SA va BC.
g) Tinh thé tich ctia khdi chép S.ABC.

Cho hinh ling tru tam gidc déu ABC.A’B’C’ ¢6 tit
ca cac canh bing a. Goi M la trung diém clia AB
(Hinh 100).

a) Tinh géc giiia hai dudng thing AB va B'C’.

b) Tinh géc giita dudng thing A’B va mit phang (ABC).
¢) Tinh s& do ctia géc nhi dién [B, CC’, M].

d) Chdng minh ring CC’ // (ABB’A’). Tinh khoéng
cich giita dudng thing CC’ va miit phing (ABB’A’).
e) Chiing minh ring CM 1 (ABB’A’). Tinh khoing
cdch giita hai duong thing CC’ va A’M.

g) Tinh thé tich cta khdi ling tru tam gidc déu
ABC.A’B’C’ va thé tich khéi chép A’ MBC.

Hinh 101 12 hinh chup dén Kukulcan, 12
mot kim ty thdp Trung My nim & khu di
tich Chichen Itza, Mexico, dugc ngudi
Maya xay vao khoang tif thé ki IX dén
thé' ki XII. Phan thin ctia dén, khong bao
gébm ngoi dén niam phia trén, c6 dang
mot khdi chép cut ti gide déu (khong
tinh cAu thang v coi cdc mit bén la
phiing) véi do dai ddy duéi 1a 55,3 m,
chiéu cao 12 24 m, géc gitia canh bén va
mit phing ddy 13 khoang 47°.

(Nguébn: https:/vi.wikipedia.org)

(Nguon: https://shutterstock.com)
Hinh 101

Tinh thé tich phan than ngdi dén c¢6 dang khéi chép cut tif gide déu dé theo don vi

mét khoi (1am tron két qua dén hang phén trim).
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Gidi
Xem bé boi 12 mdt khdi ling tru ding c6 chiéu cao bing 7,5 m va mit ddy 1a mot da gidc
8 canh.

Chia miit ddy cta khoi ling tru thanh 2 phin: mot phan 13 hinh chii nhit va mot phan 1a
hinh thang can (Hinh 2).

Tu Hinh 1 va Hinh 2, ta mﬁy hinh chit nhit ¢6 cdc kich thudc 1a: chiéu dai 13,4 m va chiéu
rong 1,2 m; hinh thang cin c6: ddy 16n 6,4 m, ddy bé 2,8 m va chiéu cao 1,2 m.

Dién tich mit ddy ctia khéi ling tru 1a:

S=L12. 13,4+%(6,4+2,8) .1,2=21,6 (m?).

Thé tich nuée t6i da ma bé boi ¢6 thé chifa dugc bing thé tich ctia khoi ling tru do:

V=S.h=21,6.75=162 (m°).

Il. GOI Y T® CHUC CAC HOAT PONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

Tién trinh t6 chiic cac hoat dong bao gom: phan chuin bi; phan thuc hién; phan tong két.

1. Phan chuan bi

o

¥R Gido vién thyc hién nhilng nhiém vu sau:

— Chia 16p thanh nhiing nhém hoc sinh;

— Giao nhiém vu cic nhom tinh todn chi phi vét liéu lam bao bi chia cing mot loai san

pham va lua chon kiéu bao bi ¢6 chi phi thip nhat.

5% Mbi nhém hoc sinh trao ddi, thao luin dé xdc dinh rd: Nhiém vu ctia nhém va
thdi gian hoan thanh nhiém vu do; nhiém vu cta tliing thanh vién trong nhém va thdi gian

hoan thanh nhiém vu do.

M&i nhém hoc sinh tién hanh 1ap k& hoach thuc hién nhiém vu. Cu thé nhu sau:

— Suu tAm céc sin phidm cling loai nhung ¢ hinh dang bao bi kh4c nhau (nhu: ¢6 dang
khdi hop chii nhat, khoi tru, khoi chép, khéi chép cut déu, ...). Ching han, sén phim siia
ddc v6i khai lugng tinh 380 g ¢6 hai dang bao bi khic nhau nhu & Hinh 3.
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— Bao cao tim hiéu vé gid thinh sin phdm bao bi, tinh toan chi phi bao bi theo miu sau:

Chi phi bao bi tinh vao
gid bdn sin phim
Gia thanh sin phim (nghin dong/cm® néu
STT | Hinh dang bao bi | Chat liéu bao bi bao bi san pham tinh theo dung
(nghin dong/m?) tich hoiic nghin dong/g
g 3 ~ #
néu san pham tinh theo
khéi luong)

— Dua trén bdo c4o, mdi nhém lua chon ki€u bao bi ¢6 chi phi san xuat thdp nhat cho loai
san ph4m ma nhém da chon.
3. Phan tong két
.‘,"-‘" ~ ~ A 2 P
=*EY» Lam viéc chung ca Idp.
— Cac nhom béo céo két qua va giai thich cdch 1am ctia nhém, ¢ 16p g6p ¥ cho tiing nhém.

— Téng két va rat kinh nghiém.

ll. DANH GIA

Gio vién tién hanh téng két, rit kinh nghiém va danh gia.

Hinh thic danh gia: Theo hinh thic danh gia caa hoc tép du an.

1. Panh gia hoat dong ca nhan

« Mdi cé nhin tu ddnh gid vao phiéu c4 nhén.

« Nhém d4nh gi4 tiing thinh vién trong nhém vio phiéu ddnh gid c4 nhan.
2. Panh gia hoat dong va san phflm cua nhom

« Nhém ty ddnh gid lai hoat @ong ctia nhém va cho diém vio phiéu danh gid hoat dong
ctia nhom.

* Gifo vién va cdc nhém ddnh gid va cho diém phan trinh bay cta tiing nhém vao phiéu
danh gia hoat dong nhom.
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¢) Vé mdt phdng song song véi mdt phdng

Sti dung cong cu E] dé v& mot miit phing di qua mot diém va song song véi miit phing
cho trude.

d) Vé dwong thing vuéng goc véi mt ph dng

St dung cong cu dé vé mot dudng thing di qua mot diém va vudng gée véi mot mit
phing cho trudc.

e) Vé hai mdt phang vuong géc

Budc 1. VE mot miit phing p.

Butde 2. VE mot dudng thing nim trong mit phing p.

Budc 3. St dung cOng cu vé mot miit phiing qua mot diém va vudng géc véi dudng
thiing viia tao.

Budc 4. An céc d6i tuong phu, ta dugc hinh dnh hai mit phing vudng géc (Hinh 2).

=7 N 9 A
" 1 Thyc hanh vé hai mit

Q phéng phan biét cting vudng
g6¢ v6i mot mijt phing khéc.

Hinh 2

2. Tao m6 hinh hinh khong gian st dung cong nghé thuc t€ 4o ting cuong
trén GeoGebra

a) Cong nghé thuwc té do ting cwong (Augmented Reality)

Cong ngh¢ Augmented Reality (viét tit 1a AR) hay con goi 13 cong nghé thuc € 4o ting
cuong. Thuit ngii thuc t€ ting cudng (AR) xuat hién 1an dau tién vao nhiing nim 1960
va ban diu hé thong dugc thiét k€ ding cho AR va VR (Virtual reality). Cong nghé AR
cung c¢ip cho ngudi dung kha niing nhin thdy va tuong tdc v6i nhiing vat thé o (khoi
ldng tru, hinh hop, ...) mdt cach chin thét va sdng dong nhat. Va su khéc biét, cling 12 1¢i
th€ ctia AR so véi cac phan mém 3D thong dung khéc 1a ngudi sii dung c6 thé di chuyén
trong khong gian trong lic cam chiéc dién thoai va quan sdt duge nhiing hinh énh 4o
trong khong gian 16p hoc. Cong nghé AR ciing khong khé dé tiép can, chi cAn mot chiée
dién thoai thong minh hoiic méy tinh bang, chiing ta da co thé sit dung duoc thong qua
cac phan mém hd tr¢ AR mdt cach dé dang.

123



b) Thuc hanh tao mé hinh sit dung céng nghé thuc té do tdang cuong trén GeoGebra
Tru6e hét, ta can tdi phAn mém GeoGebra 3D Calculator trén dién thoai thong minh
hoac may tinh bang.

Jidu 1l Tao md hinh td dién.

Bude 1. Vao phan mém GeoGebra 3D Calculator. Giao dién ctia phan mém tuong ty nhu
st dung trén mady tinh.

>
a giac

&

Bude 3. St dung cong cu Trinish chap v chon vao tam gide viia tao, sau d6 nhip do cao bat ki

* hoac hinh nén

(Hinh 3), ta dudgc td dién nhu Hinh 4.

Bude 2. Su dung cong cu va tao mot tam gidc bat ki trong mit phing.

Hinh 3 Hinh 4

Butde 4. Nhan vao biéu tugng AR & géc phai giao dién. Sau d6 chon vi trf dit td dién trén
man hinh thiét bi va di chuyén xung quanh dé quan sat td dién tif cdc huéng khdc nhau
(Iuu ¥ vAn huéng camera cua thiét bi vao vi tri dit od dién ban dau) (Hinh 5 va Hinh 6).

%Thljc hanh vé hinh chép
ti gidc trén phidn mém
GeoGebra 3D Calculator
va chuyén sang ch€ 4 AR.

Hinh 5 Hinh 6

3. Thuc hanh tinh cdc s6 dic trung do xu thé trung tim cho mau sé liéu
ghép nhém

Vidu 2 = Tim & phan vi cho méu s6 liéu ghép nhom trong Vi du 6 trang 11.
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BANG GIAI

THUAT NGO

bién ¢ déc 1ap

bién ¢ giao
bién ¢d hop

bién c6 xung khic

dao ham c4p hai cia ham s6
y =flx) tai x

dao ham ctia ham sd y = f(x)

tai x,

duong ’thﬁng vuong goc vai
mit phang

go6c nhi dién

ham so logarit
ham s6 mil

hinh chép cut déu
hinh chép déu
hinh Ling tru déu
phuong trinh mii

s6 do ctia goc nhi dién

126

THICH THUAT NGU

GIAI THICH TRANG

hai bién ¢6 A va B dudc goi 1 doc 14p néu viéc xay ra hay
khong xay ra ctia bién ¢6 nay khong 1am anh hudng dén
xdc suat cta bién co kia

giao clia tp hop cdc két qué thuén 10i ctia bién ¢d A va
bién c6 B

hop ctia tap hop cdc két qua thuén 10i cta bién ¢d A hoiic
bién ¢6 B

néu tap hop céc két qué thudn 1gi ctia bién c6 A va B giao
nhau béng réng thi A va B goi 1a hai bién ¢ xung khic
dao ham ctha y' tai x (néu c¢6) véi y' 1a dao ham ctia ham
s0 y = flx) tai x

Jx) - f(x)

I—IO

gidi han htiu han (néu c6) lim véi ham

0 y = flx) xdc dinh trén khoéng (a ; b) va diém X thudc
khoang do.

duong thing vudng géc véi moi dudng thing trong
mat phang

hinh gdm hai nita mit phing c¢6 chung b
ham s8 ¢6 biéu thitc y = log_x (@ >0,a= 1)

him s6 c6 biu thitc y=a* (a>0,a= 1)

phan cta hinh chép déu bi gi6i han bdi mit ddy va
miit phiing (P) song song vdi ddy cit hinh chép déu d6

hinh chép c¢6 ddy 1a da gide déu va cdc canh bén
bing nhau

hinh ldng try ding c6 ddy la da gidc déu

phuong trinh ¢ chia 4n & s6 mil cia luy thita

s0 do clia goc phiing nhi dién tudng dng véi gée nhi dién d6

17

15

14

16

73

60

80

111

109

107

48
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| BANG TRACUUTUNGU

T ———

TUNGT

bat phuong trinh logarit
bat phwong trinh mi

bicn ¢6 xung khac

cach tinh dao ham bing dinh nghia

cian bic n

cong thire cong xac suat
cong thire nhan x4c suat

o sb

dao ham

dao ham cap hai

dao ham cua ham hop

dao ham cuia ham s6 logarit
dao ham cua ham s6 lwong giac
dao ham cua ham s6 mi
dinh li ba duwong vudng goc
d6i co s6 cua logarit

duong thfmg vuong goc vol
mit phang

gia toc tirc thoi

gia toc trung binh

giao cua hai bién ¢b

gia tri dai dién

goc gitta hai dwong thang trong
khong gian

gég giita dwong thing va mit
phang

goc nhi dién

g6c phing nhi dién

51
51
16
60
28
18
20
27
59
73
69

74
74
15

L

77

89

-
92

TUNGU

hai mit phang vuéng goc
ham s 16garit

hinh chép cut déu

hinh chép cut tir giac déu
hinh chép déu

hinh ling tru déu

hinh ling tru ding

- L T A
hop cua hai bicn co

khoang cach gitta hai duong thing

chéo nhau

khoang cach tir mot diém dén
mot mat phang

l16garit ciia mot luy thira
16garit thap phan

logarit ty nhién

phép chiéu vudng gbe

phép tinh logarit

phép toan trén cac bién co
phwong trinh mii

phuong trinh l6garit

$6 do cua goc nhi dién

s6 gia coa bién sb

s6 gia clia ham s6

st bién thién ciia ham s6 16garit
su bién thién ctia ham s6 mi
tan s6 tich luy

thé tich ciia khoi chop cut déu

t dién deu

95
43
111
111
109
107
107
14

105

101

o8] oo (08 ] % [F%]
o wn Ln n (o

114
109
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