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CHUYÊN ĐỀ 5. THẲNG HÀNG, ĐỒNG QUY, ĐIỂM CỐ ĐỊNH, ĐƯỜNG CỐ ĐỊNH

I.THẲNG HÀNG, ĐỒNG QUY:Những điểm thẳng hàng đặc biệt :

1. Bổ đề hình thang

[image: image1.wmf]//,
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Cho hình thnag ABCD có hai đáy là AB, CD khi đó trung điểm các cạnh đáy, giao điểm 2 đường chéo và giao điểm của 2 cạnh bên nằm trên một đường thẳng.

Chứng minh:

Giả sử các đường thẳng AD, BC cắt nhau tại M, 
AC, BD cắt nhau tại P, đường thẳng MP cắt AB, CD

lần lượt tại N, Q .Ta chứng minh: N,Q lần lượt là trung điểm

của AB, CD.
Thật vậy: Do 
[image: image971.png]


 theo định lý Thales ta có:
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. Lấy (1) nhân với (2) ta có:
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 thay vào (1) ta có 
[image: image4.wmf]QDQC

=

. Hay N, Q lần lượt là trung điểm của AB, CD.
Ví dụ 1.

Cho tam giác nhọn ABC đường cao AH, phân giác trong góc 
[image: image5.wmf]·
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 cắt BC tại O, qua O dựng các đường thẳng OM vuông góc với AB, ON vuông góc với AC.

a. Chứng minh: 5 điểm A, M, H, O, N cùng nằm trên một đường tròn.
b. Chứng minh: AH là phân giác của 
[image: image6.wmf]·
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.
c. Đường thẳng qua O vuông góc với BC cắt MN tại K. Chứng minh: 
[image: image7.wmf]..
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.
d. Gọi I là trung điểm BC. Chứng minh: A, K, I thẳng hàng .
Giải:
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Do 
[image: image8.wmf]AOMN
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 nên ta có: 
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 (cùng phụ với 
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), ta cũng có:
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Từ đó suy ra 
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DD

∽


(g.g) dẫn đến 
[image: image13.wmf],
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tương

tự ta cũng có: 
[image: image14.wmf]KMOM
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 Do 
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suy ra 
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 hay 
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Dựng đường thẳng qua K song song với BC cắt AB, AC lần lượt tại E, F, ta dễ chứng minh được: KEMO, KNFO nội tiếp, kết hợp với 
[image: image18.wmf]·
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 ta có biến đổi góc: 
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·

·

·

OEKOMKONKOFK

===

 suy ra tam giác OEF cân tại O, dẫn tới 
[image: image20.wmf],
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 theo bổ đề hình thang ta có A, K, I thẳng hàng.

2. Đường thẳng Ơle:

[image: image904.png]o1




Trong một tam giác: Trực tâm H, trọng tâm G, tâm đường tròn ngoại tiếp O nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Ơle của tam giác. Đồng thời ta có: 
[image: image21.wmf]3
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.
Chứng minh :

Dựng đường kính AN của (O) .Vì AN là đường 
kính của (O) nên 
[image: image22.wmf],
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 do 
[image: image23.wmf]//

BHACBHNC

^Þ

.

Chứng minh tương tự ta cũng có 
[image: image24.wmf]//
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 nên tứ giác

BHCN là hình bình hành, suy ra 2 đường chéo NH, BC
cắt nhau tại trung điểm M của mỗi đường nên N, H, M
thẳng hàng.

Ta có MO là đường trung bình của tam giác AHN nên 
[image: image25.wmf]1
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. Gọi G là giao điểm của AM và HO, do 
[image: image26.wmf]//
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 (cùng vuông góc với BC). Theo định lý Thales ta có: 
[image: image27.wmf]1
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 là trọng tâm của tam giác ABC và H, G, O thẳng hàng. Do 
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. (Đường thẳng qua H, G, O gọi là đường thẳng Ơle của tam giác ABC).
3. Đường thẳng Simson , đường thẳng Steiner.
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Đường thẳng Simson: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O) M là một điểm bất kỳ trên đường tròn. Kẻ MH, MI , MK lần lượt vuông góc với AB, BC, AC. Chứng minh rằng ba điểm H, I, K thẳng hàng.

Chứng minh : 
Tứ giác MIBH có 
[image: image30.wmf]·
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nên là tứ giác nội tiếp 
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 (cùng chắn

cung HM), mà tứ giác ABMC nội tiếp nên
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, do đó 
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Mặt khác tứ giác KCMI nội tiếp

(vì 
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) nên 
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. Vậy H, I, K thẳng hàng.

Đường thẳng đi qua H, I , K được gọi là đường thẳng Simson của điểm M.
Chú ý: Ta có bài toán đảo về bài toán Simson như sau: Cho tam giác ABC và một điểm M nằm ngoài tam giác. Chứng minh rằng nếu hình chiếu của M lên ba cạnh của tam giác ABC là ba điểm thẳng hàng thì M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
Ví dụ 1.

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp (O) , tiếp tuyến tại A của (O) cắt CB tại K, kẻ tiếp tuyến KD với (O). Gọi G,E,F lần lượt là hình chiếu vuông góc của D trên AB, BC, CA.

a. Chứng minh: 
[image: image36.wmf]2
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.
b. Chứng minh: 
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c. Chứng minh: 
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.
d. [image: image906.png]


Chứng minh: G là trung điểm của EF.
Giải:

a. Học sinh tự chứng minh 
b. Từ chứng minh câu a ta suy ra:
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 suy ra 
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tương tự 
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 mà 
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 suy ra 
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c. Kẻ đường kính BK của (O) ta có: 
[image: image44.wmf]·
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lại có 
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suy ra
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d. Áp dụng câu c ta có: Tứ giác BGDE nội tiếp đường tròn đường kính BD nên 
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 tương tự ta cũng có: 
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Từ đó suy ra 
[image: image49.wmf]·

·

·

·

.sin.sin

,

.sin.sin

GEBDABCABABC

GF

CDACBACACB

==

 dựng đường cao AH của tam giác ABC thì ta có: 
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 suy ra 
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. Mặt khác từ các tứ giác BGDE, CFGD, ABCD nội tiếp ta có biến đổi góc: 
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·

180

EGDDGF

Þ+=°

hay E, G, F thẳng hàng. Nói cách khác G là trung điểm của EF.

(Đường thẳng qua E, G, F chính là đường thẳng Simson của D với tam giác ABC)

Đường thẳng Steiner
Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), M là điểm bất kỳ thuộc đường tròn. Gọi N, P, Q theo thứ tự là các điểm đối xứng với M qua AB, BC, CA. Chứng minh rằng N, P, Q thẳng hàng.

Chứng minh: 
Gọi H, I, K theo thứ tự là hình chiếu của M lên AB, BC, AC; thế thì H, I, K thẳng hàng (đường thẳng Simson ). Dễ thấy IH là đường trung bình của tam giác MNP nên 
[image: image54.wmf]//
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Tương tự 
[image: image55.wmf]//
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Theo tiên đề Ơ-clit và do  H, I, K thẳng hàng 

nên suy ra N, P, Q thẳng hàng. Đường thẳng đi qua N, P, Q được gọi 

là đường thẳng Steiner của điểm M. 
Chú ý :

a) Ta có thể chứng minh ba điểm N, P, Q thẳng hàng bằng cách dùng phép vị tự: Các điểm N, P, Q lần lượt là ảnh của H, I, K trong phép vị tự tâm M tỉ số 2, mà H, I, K thẳng hàng nên N, P,Q cũng thẳng hàng. Như vậy đường thẳng Steiner là ảnh của đường thẳng Simson trong phép vị tự tâm M tỉ số 2.
Ngoài ra liên quan đến đường thẳng Simson, Steiner ta cũng có kết quả sau:

“ Đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác ABC”.

[image: image908.png]


Thật vậy, gọi D là trực tâm của tam giác ABC; BD, CD cắt (O) lần lượt ở E, F. Dễ dàng chứng minh được E đối xứng với D qua AC, F đối xứng với D qua AB. Ta có FDMN là hình thang cân và các tứ giác IBHM , MBFC nội 
tiếp nên ta có: 
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do đó 
[image: image57.wmf]//
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. Tương tự ta cũng có:


[image: image58.wmf]//
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 mà H, I, K thẳng hàng nên N, P, Q
thẳng hàng. Nói cách khác: Đường thẳng Steiner

của điểm M đi qua trực tâm của tam giác ABC.
Cách khác:

Gọi AS, BJ, CR là các đường cao của tam giác ABC, D là trực tâm. Ta có 
[image: image59.wmf]·
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(tính chất đối xứng ). Lại có 
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(cùng bù với 
[image: image61.wmf]·
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Suy ra 
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 nên ADBN là tứ giác nội tiếp, do đó 
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Chứng minh tương tự 
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. Vậy N, D, Q thẳng hàng hay đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác ABC.
Ví dụ 1.

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp (O) có trực tâm là điểm H. Một điểm D nằm trên cung nhỏ BC, gọi E là điểm đối xứng với D qua BC, đường tròn ngoại tiếp tam giác ODE cắt AD tại G. Gọi J là giao điểm thứ 2 của đường tròn ngoại tiếp tam giác AGO với AH.
Chứng minh: J, O, E thẳng hàng.

a. Chứng minh: G là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE.
b. Chứng minh: Trực tâm tam giác AGO nằm trên đường thẳng HE.
[image: image909.png]N {QW



 Giải: 
a, Ta có: 
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Suy ra 
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 hay J, O, E thẳng hàng.

b, Từ các tứ giác AJOG, ODEG nội tiếp
Ta có biến đổi góc:
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suy ra tam giác GJE cân tại G.

Gọi F là giao điểm thứ 2 của AH với (O) thì F đối xứng với H qua BC nên tứ giác HEDF là hình thang cân. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AGO tại giao điểm thứ 2 là K. Suy ra 
[image: image71.wmf]·

·

·

·

·

(

)

·

2221802

JGEAODABDAFDJHEJKE

====°-=

 suy ra G là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE.
c, Ta có: 
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 lại có 
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 suy ra 
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 hay OG là trung trực của KE hay E là điểm đối xứng với K qua OG. Do 
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 và tứ giác AJGK nội tiếp nên AG là phân giác của 
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 suy ra H, K đối xứng nhau qua AG. Suy ra HE là đường thẳng Steiner của K trong tam giác AGO. Theo tính chất vừa chứng minh thì HK đi qua trực tâm của tam giác AGO.
4. Đường thẳng Pascal

[image: image910.png]


Cho 6 điểm A, B, C, D, E, F cùng thuộc một đường tròn (Có thể hoán đổi thứ tự ). Gọi P, Q , R lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng 
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. Khi đó 3 điểm P, Q, R cùng nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Pascal.

Chứng minh:

Giả sử DE cắt BC tại M cắt AF 
tại N, BC cắt AF tại S.
Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image79.wmf]SMN
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và cát tuyến: ABP ta có :
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)

..1 hay .1

PMANBSPMASBM

PNASBMPNANBS

==

.

Áp dụng định lý Menelaus cho 
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và cát tuyến : CDR ta có: 
[image: image82.wmf](
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. Áp dụng định lý Menelaus cho 
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 và cát tuyến: QEF ta có: 
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Mặt khác các tứ giác ABCF, BCDE, AFED nội tiếp nên: 
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. Từ 
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 ta suy ra 
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 .Theo định lý đảo Menelaus ta suy ra P, Q, R thẳng hàng

[image: image911.png]


Đường thẳng PRQ ở trên được gọi là đường thẳng Pascal ứng với bộ điểm 

A,B,C, D,E,F. Bằng cách hoán vị các điểm A,B,C, D,E,F
ta thu được rất nhiều các đường thẳng Pascal khác nhau, cụ thể 

ta có tới 60 đường thẳng Pascal. Chẳng hạn vẽ hình bên minh họa 

trường hợp các điểm ACEBFD.

Ngoài ra khi cho các điểm trùng nhau (khi đó lục giác suy biến thành tam giác,

 tứ giác, ngũ giác), ví dụ 
[image: image88.wmf]EF
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 thì cạnh EF trở thành tiếp tuyến của đường tại E, ta còn thu thêm được rất nhiều các đường thẳng Pascal khác nữa. Hình vẽ dưới đây minh họa trường hợp các điểm ABCDEE, ABCCDD.
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5. Đường thẳng Gauss

[image: image912.png]VA)
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Cho tứ giác ABCD có AB, CD cắt nhau tại M, AD, BC cắt nhau tại N. Khi đó trung điểm các đoạn thẳng AC, BD, MN nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Gauss của tứ giác ABCD.
Chứng minh:

Gọi I, E, F lần lượt là trung điểm của BD, AC ,MN 

và K, G, H lần lượt là trung điểm của các 

đoạn thẳng CN, CD, DN. Dễ thấy các điểm F, H, K thẳng hàng. 

E, G, K thẳng hàng. I, G, H thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image90.wmf]//,//,//

FKMCIHBCEKDN

 nên
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 nhân 3 đẳng thức ta có:

 
[image: image92.wmf]....
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 . Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác CDN và đường thẳng đi qua B, A, M ta có: 
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, suy ra 
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. Theo định lý Menelaus đảo ta suy ra I, E, F thẳng hàng.

6. Đường thẳng Niutơn

[image: image913.png]


Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp (I). Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BD, AC . Khi đó 3 điểm I, M, N thẳng hàng. Đường thẳng đi qua I, M, N gọi là đường thẳng Niutơn của tứ giác ABCD.
Chứng minh: (Ta chỉ xét trường hợp AB không song song với CD)

Gọi các tiếp điểm của (I) với AB, BC, CD, DA lần lượt 
là X, Y, Z, T thì 
[image: image95.wmf]IXIYIZITr
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.

Giả sử AD, BC cắt nhau tại P, trên PD lấy E sao cho


[image: image96.wmf],

PEAD

=

 trên PC lấy F sao cho 
[image: image97.wmf]PFBC
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 thế thì:
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. Từ đó suy ra :
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.  Theo cách xác định

E, F ta có: 
[image: image101.wmf],,,
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suy ra: 
[image: image102.wmf](
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.

Lại có: 
[image: image103.wmf],
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nhưng 
[image: image104.wmf]11111
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suy ra 
[image: image105.wmf](
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. Từ (1), (2) ta suy ra


[image: image106.wmf] hay S//,// suy ra
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 thẳng hàng.

7. Trục đẳng phương của hai đường tròn

a. [image: image914.png]


 Cho đường tròn (O;R) và một điểm M, đường thẳng thay đổi qua M cắt (O) tại A, B.
Khi đó đại lượng: 
[image: image107.wmf](
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 gọi là phương tích của điểm M với đường tròn (O)
+ Nếu M nằm ngoài (O) thì 
[image: image108.wmf](
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. 
+ Nếu M nằm trong (O) thì 
[image: image109.wmf](
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.

+ Nếu M nằm trên (O) thì 
[image: image110.wmf](
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.

Từ đó ta cũng có kết quả: Khi M nằm ngoài (O) và MC là

tiếp tuyến của (O) tại C thì 
[image: image111.wmf](
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.

(Đây là những kết quả quen thuộc đã được chứng minh trong phần cát tuyến, tiếp tuyến).

b. Các điểm có cùng phương tích với 2 đường tròn phân biệt 
[image: image112.wmf](
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 và 
[image: image113.wmf](
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;
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 nằm trên một đường thẳng gọi là trục đẳng thức của 2 đường tròn đó.

Trong phạm vi THCS ta cần chú ý đến các trường hợp là:

[image: image114.png]DF D / C | |
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+ Nếu 
[image: image115.wmf](
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 cắt nhau theo dây AB, lấy điểm M trên đường thẳng AB (M nằm ngoài 2 đường tròn) cát tuyến qua M cắt 
[image: image116.wmf](
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 tại C, D , cát tuyến qua M cắt 
[image: image117.wmf](
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 tại E, F thì 
[image: image118.wmf]...
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+ Nếu 
[image: image119.wmf](
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 tiếp xúc nhau tại N thì trục đẳng phương là đường thẳng qua N vuông góc với 
[image: image120.wmf]12
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II. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TOÁN CHỨNG MINH THẲNG HÀNG , ĐỒNG QUY

1. Một số tiêu chuẩn để chứng minh ba điểm thẳng hàng.

Để chứng minh 3 điểm A, B, C thẳng hàng theo thứ tự, thực chất của các phương pháp cơ bản là chứng minh hai đường thẳng AB và AC trùng nhau.

Trong phần này chúng ta đưa ra một số tiêu chuẩn để chứng minh 3 điểm A, B, C thẳng hàng.

[image: image915.png]


Tiêu chuẩn 1. Ba điểm phân biệt A, B, C theo thứ tự nằm trên một đường thẳng khi và chỉ khi 
[image: image121.wmf]·
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Xét một đường thẳng 
[image: image122.wmf]xx
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 qua B 
Để chứng minh A, B, C thẳng hàng ta quy

về chứng minh:

+ 
[image: image123.wmf]·
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 hoặc 
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Ví dụ 1.

Cho nửa đường tròn đường kính AB. Lấy điểm C thuộc AB sao cho 
[image: image125.wmf]CACB
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 và điểm M thuộc nửa đường tròn đó. Đường thẳng qua M vuông góc với MC cắt tiếp tuyến qua A tại 
[image: image126.wmf]1

M

. Đường thẳng C vuông góc với 
[image: image127.wmf]1
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 cắt tiếp tuyến qua M tại 
[image: image128.wmf]2
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. Chứng minh 
[image: image129.wmf]12
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 thẳng hàng.
Giải:
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Ta có: 
[image: image130.wmf]·
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 (Tứ giác 
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 (góc giữa hai tiếp tuyến và dây cung).
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[image: image136.wmf]Þ

tứ giác 
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đó ta có: 
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Ví dụ 2.

Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O). Các tiếp tuyến qua A, C cắt nhau ở M. Vẽ hình bình hành ACMN.  Đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN cắt (O) ở D. Chứng minh N, C, D thẳng hàng. 
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Giải:
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(tứ giác ADMN nội tiếp) .
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(góc giữa tiếp tuyến và dây cung).
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Mặt khác, tứ giác ABCD nội tiếp nên
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Từ (1) và (2) ta có : 
[image: image145.wmf]·
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suy ra (đpcm).
Ví dụ 3.

Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O) các tia AB , CD cắt nhau tại E .AD cắt BC tại F. Gọi M là giao điểm thứ hai khác C của hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác BCE, CDF. Chứng minh E, M, F thẳng hàng.

(Trích đề thi vào lớp 10 -Trường chuyên Lê Quý Đôn -Đà Nẵng năm 2012)

Giải:

Để chứng minh E, M, F thẳng hàng ta chứng minh:

[image: image918.png]
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 Vì vậy ta cần quy hai góc này về hai góc đối trong một tứ giác nội tiếp.

Thật vậy ta có: 
[image: image147.wmf]·
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 do EBCM 
nội tiếp. 
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nội tiếp. Từ đó ta có:
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Để ý rằng: ABCD là tứ giác nội tiếp nên:
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 mà 
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nên 
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 Do đó 3 điểm E, M, F thẳng hàng. 

Ví dụ 4.

Cho 3 điểm thẳng hàng theo thứ tự A, M, B về cùng một phía của đường thẳng AB vẽ hai hình vuông AMCD và BMEF. Hai đường tròn 
[image: image153.wmf](
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 và 
[image: image154.wmf](
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 ngoại tiếp hai hình vuông đó cắt nhau tại M và N. Chứng minh rằng:

a. B, C, N thẳng hàng.
b. A, E, N thẳng hàng.
[image: image919.png]


 Giải:

a. Ta có:
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(góc nội tiếp).
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Vậy 
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b. Từ kết quả câu trên, ta có : 
[image: image160.wmf]MBCMEA
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Mặt khác tứ giác BMEN nội tiếp được nên
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Ví dụ 5.

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O) có trực tâm H. Gọi P là điểm nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image163.wmf](
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 và nằm trong tam giác ABC. PB cắt đường tròn (O) tại M khác B. PC cắt (O) tại N khác C. BM cắt AC tại E, CN cắt AB tại F. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AME và đường tròn ngoại tiếp tam giác ANF cắt nhau tại Q khác A. Chứng minh M, N, Q thẳng hàng.

[image: image920.png]


(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên – Trường THPT chuyên ĐHQG Hà Nội - năm 2013)
Giải:

Để chứng minh: M, N, Q thẳng hàng ta chứng minh: 
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Ta có 
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 nên tứ giác AEPF nội tiếp, 

suy ra 
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Từ các tứ giác AQFN, AQEM nội tiếp

ta có 
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[image: image169.wmf]·
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Vậy 3 điểm M, N, Q thẳng hàng.
Ví dụ 6.

Cho tam giác ABC và điểm O nằm trong tam giác đó (O không nằm trên các cạnh tam giác). Điểm M nằm trên tia OA (M khác O, A) sao cho đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM cắt tia OB tại giao điểm thứ hai là N, đường tròn ngoại tiếp tam giác ACM cắt tia OC tại giao điểm thứ hai là P. Gọi I, J lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, MNP. Chứng minh: O, I, J thẳng hàng.

(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường chuyên tỉnh Bà Rịa Vũng Tàu – Năm 2012).
Phân tích định hướng giải

[image: image921.png]


Giả sử đường tròn (J) cắt OA, OB, OC lần lượt tại D, E, F. Để chứng minh O, I, J thẳng hàng ta chứng minh: 
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. Điều này cũng

tương đương với 
[image: image171.wmf]·
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. Ta cần

tìm liên hệ của các góc  này với các góc

của tứ giác nội tiếp. Thật vậy ta có:
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lại có: 
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mặt khác 
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Bây giờ ta quan tâm đến hai tam giác 
[image: image175.wmf],

ABCDEF

DD
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Nếu hai tam giác này đồng dạng với nhau thì bài toán sẽ được giải quyết.
Từ định hướng trên ta có thể giải bài toán như sau:

+ Để ý rằng do các tứ giác AMNB, AMPC là tứ giác nội tiếp nên ta dễ chứng minh được:
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mà 
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. Hoàn toàn tương tự ta có : 
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[image: image180.wmf],
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Từ đó suy ra 
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 suy ra 
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 mặt khác 
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·

ODEOAB

=

 nên 
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[image: image922.png]


+ Tam giác IAB cân tại I , 
[image: image187.wmf]JDE
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 cân tại J mà 
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 nên hai tam giác này đồng dạng với nhau, dẫn đến 
[image: image189.wmf]IAAB
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 nhưng 
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 suy ra 
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 từ đó ta có: 
[image: image192.wmf]AOIDOJ
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 suy ra 
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Tiêu chuẩn 2. A, B, C thẳng hàng 
[image: image194.wmf]Û

 đường thẳng AB và AC cùng song song hoặc cùng vuông góc với một đường thẳng. 
Ngoài ra ta cũng có thể chứng minh

theo hướng: 
[image: image195.wmf]·
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 thì A, B, C thẳng hàng.

Ví dụ 1.

Cho nửa đường tròn tâm (O) đường kính AB. Gọi C là trung điểm cung 
[image: image196.wmf]»

,

ABK

 là trung điểm đoạn BC, AK cắt (O) tại M . Kẻ CH vuông góc với AM; OH cắt BC tại N, MN cắt (O) tại D. Chứng minh B, H, D thẳng hàng.
Giải:

Ta có: 
[image: image197.wmf]·

90

AMB

=°

(góc chắn nửa đường tròn) 
[image: image198.wmf]//
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(cùng vuông góc với AM).
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Mà K là trung điểm của BC nên K là trung điểm của 
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[image: image200.wmf]BHCM
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 là hình bình hành 
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Mặt khác, 
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 (góc chắn cung 
[image: image203.wmf]»
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 vuông cân tại 
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Lại có 
[image: image206.wmf]OCOM
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 (bán kính đường tròn (O))
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 (góc nội tiếp cùng chắn cung CD), do đó 
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.Từ (1) và (2) ta có đpcm.

Ví dụ 2.

[image: image924.png]


Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Trên đường tròn lấy điểm D khác A sao cho 
[image: image213.wmf]·
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. Trên đường kính AB lấy điểm C khác A, B và dựng 
[image: image214.wmf]CHAD

^

 tại H. Phân giác trong góc 
[image: image215.wmf]·

DAB

 cắt đường tròn tại E và cắt CH tại F. Đường thẳng DF cắt đường tròn tại giao điểm thứ 2 là N. Chứng minh: Tứ giác AFCN nội tiếp và N, C, E thẳng hàng. 

(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường chuyên Phan Bội Châu Nghệ An – năm 2013)
Giải:

Ta có: 
[image: image216.wmf]·
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(cùng chắn cung AD) suy ra 
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Hay tứ giác AFCN nội tiếp.

Ta có: 
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vậy 
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 hay 3 điểm N, C, E thẳng hàng

Ví dụ 3.

Cho đường tròn (O) đường kính 
[image: image222.wmf]2.
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=

 Từ điểm A nằm ngoài đường tròn kẻ hai tiếp tuyến AM, AN đến đường tròn (O) (M, N là hai tiếp điểm). Gọi H là trực tâm tam giác ABC, F là giao điểm của BC và AH. Chứng minh M, H, N thẳng hàng.

(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường chuyên Bắc Ninh năm 2014)
[image: image925.png]


Giải:

Để chứng minh M, H, N thẳng hàng ta chứng minh: 

[image: image223.wmf]·
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.

Ta có: 
[image: image224.wmf]·
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==

 (Do 5 điểm

A, M, N, O, F cùng nằm trên một đường tròn và 
[image: image225.wmf]AMAN

=

).

Như vậy ta cần chứng minh:


[image: image226.wmf]·
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.
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Xét tam giác 
[image: image227.wmf],.
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DD


Ta có: 
[image: image228.wmf]·

NAH

 chung, 
[image: image229.wmf]2
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AHAFAIAOAN
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(Tính chất quen thuộc của tiếp tuyến, cát tuyến)

suy ra 
[image: image230.wmf]·

·

 hay ANHAFN suy ra .

AHAN

AFNANH
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=DD=
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Ví dụ 4.

Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O . Gọi 
[image: image231.wmf]111

,,

ABC

 là trung điểm các cung 
[image: image232.wmf]»
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 của (O) và I là tâm đường tròn nội tiếp của tam giác ABC . 
[image: image233.wmf]11

AC

 cắt AB ở M; 
[image: image234.wmf]11

AB

 cắt AC ở N. Chứng minh M, I, N thẳng hàng.
Giải:

+ Vì 
[image: image235.wmf]111

,,

ABC

là trung điểm các cung 
[image: image236.wmf]»
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 nên 
[image: image237.wmf]111

,,

AABBCC

 là các tia phân giác trong của tam giác ABC do đó chúng đồng qui tại I.
Ta có: 
[image: image238.wmf]·
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[image: image926.png]
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[image: image240.wmf]·
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cân tại 
[image: image241.wmf]1

A


+ Tương tự ta có : 
[image: image242.wmf]1
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D

 cân tại 
[image: image243.wmf]1

A


Xét tứ giác 
[image: image244.wmf]1

ABMI

 có:


[image: image245.wmf]11
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 và 
[image: image246.wmf]·
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 (góc nội tiếp)


[image: image247.wmf]·
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.

Mặt khác, 
[image: image248.wmf]1

BB

 là phân giác góc 
[image: image249.wmf]·
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nên 
[image: image250.wmf]·
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so le trong//
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. Tương tự 
[image: image251.wmf]//
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[image: image252.wmf],,
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 thẳng hàng.

Ví dụ 5.

Hai đường tròn 
[image: image253.wmf](
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OO

 tiếp xúc ngoài tại A .Vẽ hai đường kính 
[image: image254.wmf]12

,

AAAA

 và tiếp tuyến chung ngoài tương ứng 
[image: image255.wmf]12

BB

. Gọi (d) là đường thẳng 
[image: image256.wmf]2

B

 và vuông góc với 
[image: image257.wmf]12

AB

. Gọi 
[image: image258.wmf](
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¢

 là đường thẳng qua 
[image: image259.wmf]2

A

 vuông góc với 
[image: image260.wmf]2

,

AAd

 và 
[image: image261.wmf]d

¢

 giao nhau tại M. Chứng minh 
[image: image262.wmf]1

,,

BAM

thẳng hang.
[image: image927.png]


Phân tích định hướng giải

Vì 
[image: image263.wmf]111

ABAB

^

 (góc nội tiếp chắn nửa đường 
tròn), để chứng minh 
[image: image264.wmf]1

,,

BAM

 thẳng hàng ta

sẽ chứng minh 
[image: image265.wmf]111

MBAB

^

 nghĩa là chứng minh

tứ giác 
[image: image266.wmf]112
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 nội tiếp được. Do


[image: image267.wmf]1122
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 nên 
[image: image268.wmf]·
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AOBAOB

=

(2 góc đồng

vị) 
[image: image269.wmf]11222122
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. Tương tự, 


[image: image270.wmf]11211
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ABABAB

 cắt 
[image: image271.wmf]22

AB

 tại N thì 
[image: image272.wmf]12

ABNB


là hình chữ nhật
[image: image273.wmf]·
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. Mặt khác,


[image: image274.wmf]·
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(góc giữa tiếp tuyến và dây cung )
[image: image275.wmf]·
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NBBBAA
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tứ giác 
[image: image276.wmf]1122

ABBA

 nội tiếp được. Ta có 
[image: image277.wmf]122

ABAM

 nội tiếp được trong đường tròn đường kính 
[image: image278.wmf]1

AM

. Vậy tứ giác 
[image: image279.wmf]112

ABBM

nội tiếp được. Từ đó ta có đpcm.

Ví dụ 6.

Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm là điểm H. Gọi M, N là chân các đường cao hạ từ B, C của tam giác A, B, C. Gọi D là điểm trên cạnh BC. Gọi 
[image: image280.wmf](

)

1

w

 là đường tròn đi qua các điểm B, N, D gọi 
[image: image281.wmf](
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w

 là đường tròn đi qua các điểm C, D, M. Dựng DP, DQ lần lượt là đường kính của 
[image: image282.wmf](
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.Chứng minh P, Q, H thẳng hàng. 
[image: image283.wmf](
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Phân tích định hướng giải

Gọi S là giao điểm thứ 2 của hai đường tròn 
[image: image284.wmf](
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.
Ta dễ chứng minh được ANSM là

tứ giác nội tiếp (Đây là bài toán rất quen

thuộc) từ đó suy ra 5 điểm A, N, S, H, M
cùng nằm trên một đường tròn.

+ Trước hết ta chứng minh:

A, S, D thẳng hàng: Ta có: 
[image: image285.wmf]·
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cùng chắn cung 
[image: image286.wmf]·
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 do các 

tứ giác NSDB, NHKB nội tiếp. Suy ra 
[image: image287.wmf]·
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do đó A, S, D thẳng hàng.

+ Vì 5 điểm A, N, S, H, M cùng nằm trên một đường tròn nên:


[image: image288.wmf]·
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. Vì DP là đường kính của 
[image: image289.wmf](
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 suy ra 
[image: image290.wmf]·
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là đường kính của 
[image: image291.wmf](
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 nên 
[image: image292.wmf]·
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 điều đó chứng tỏ các tia PS, HS, QS trùng nhau. Hay P, S, Q thẳng hàng

Tiêu chuẩn 3: Xét đường thẳng 
[image: image293.wmf](

)
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 đi qua B và hai đường thẳng 
[image: image294.wmf](
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D

,
[image: image295.wmf](
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D

 song song tương ứng qua A, C tạo thành hai tam giác BMA và BNC như một trong hai hình vẽ dưới đây:

[image: image296.png]



Khi đó nếu 
[image: image297.wmf]MANC

MBNB
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 thì A, B, C thẳng hàng.

Ta chứng minh tiêu chuẩn này như sau:

Vì 
[image: image298.wmf]12

//

DD

 nên ta có: 
[image: image299.wmf]·

·

AMBCNB

=

 do đó 
[image: image300.wmf]AMBCNB

DD

°
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suy ra 
[image: image301.wmf]·

·

MBANBC

=

 hay A, B, C thẳng hàng.

Ta còn gọi đây là phương pháp: “Chứng minh 2 tia trùng nhau”
Ví dụ 1.

[image: image929.png]


Cho hình thang
[image: image302.wmf](
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ABCDABCD

. Hai đường chéo cắt nhau tại M , kéo dài hai cạnh bên cắt nhau tại N. Chứng minh đường MN đi qua trung điểm của 2 cạnh đáy. (Bổ đề hình thang)
Giải:

Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AB, CD.
Ta chứng minh M, E, F thẳng hàng.

Thật vậy, do 
[image: image303.wmf]//

ABCD

 nên:


[image: image304.wmf]2
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[image: image305.wmf],,
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 thẳng hàng.

Ta còn phải chứng minh M, E, F thẳng hàng.

Xét 
[image: image306.wmf]NAB

D

 có 
[image: image307.wmf]//

CDAB

 nên 
[image: image308.wmf],,

CDNDNDDF

NEF
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 thẳng hàng. Từ đó ta có đpcm.

Ngoài ra ta cũng có thể chứng minh theo cách khác:

Áp dụng định lý Thales với 
[image: image309.wmf]//

ABCD

 ta có: 
[image: image310.wmf]DFCF
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(cùng bằng 
[image: image311.wmf]NF

NE

). Ta cũng có: 
[image: image312.wmf]DFCF

EBAE
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(cùng bằng 
[image: image313.wmf]MF

ME

) . Nhân hai đẳng thức trên ta có: 
[image: image314.wmf]..
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[image: image315.wmf]22

DFCFDFCF
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 suy ra F là trung điểm của CD.

Từ đó ta cũng suy ra E là trung điểm của AB.
Ví dụ 2.

Cho đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC, (I) tiếp xúc với BC, AB, AC lần lượt tại D, E, F. Vẽ AM là đường trung tuyến của tam giác ABC. Gọi K là giao điểm của EF và DI. Chứng minh A, K, M thẳng hàng.

[image: image930.png]


Giải:

Qua K vẽ đường thẳng song song với BC cắt AB, AC lần lượt ở X, Y

[image: image316.wmf],//
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Ta có 
[image: image317.wmf]·
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[image: image318.wmf]Þ

 Tứ giác EXKI nội tiếp.


[image: image319.wmf]·
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.

Tương tự tứ giác IKFY nội tiếp 
[image: image320.wmf]·
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Mà 
[image: image321.wmf](
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 cân tại 
[image: image322.wmf]·
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nên 
[image: image323.wmf]·
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 cân tại I. Mà IK là đường cao 
[image: image324.wmf](
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.

Do đó IK là đường trung tuyến 
[image: image325.wmf]2

XY
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. Do đó 
[image: image326.wmf]2
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 có 
[image: image327.wmf]//

AXXY

XYBC

ABBC

Þ=

. Xét 
[image: image328.wmf]AXK

D

 và 
[image: image329.wmf]ABM
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 có 
[image: image330.wmf]·
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(đồng vị và 
[image: image331.wmf]//
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. Do đó 
[image: image333.wmf](
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Hai tia AK, AM trùng nhau. Vậy ba điểm A, K, M thẳng hàng.

Ví dụ 3.

Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên tiếp tuyến tại A của đường tròn (O) lấy điểm C. Vẽ cát tuyến CDE (tia CD nằm giữa hai tia CA, CO; D, E thuộc đường tròn (O), D nằm giữa C và E). Gọi M là giao điểm của CO và BD. Gọi F là giao điểm của AM và đường tròn (O) (F khác A). Chứng minh rằng ba điểm E, O, F thẳng hàng.
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Giải:

Vẽ 
[image: image334.wmf]AHOC
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 tại H. Xét 
[image: image335.wmf]CAD
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 và 
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có 
[image: image337.wmf]·
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ACDchungCADCEA

=

(hệ quả góc tạo

bởi tia tiếp tuyến và dây cung).

Do đó 
[image: image338.wmf](
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[image: image339.wmf]2
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+ 
[image: image340.wmf]ACO
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 vuông tại A , AH là đường cao 
[image: image341.wmf]2
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. Do đó 
[image: image342.wmf](
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Xét 
[image: image343.wmf]CDH
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 và 
[image: image344.wmf]COE
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có 
[image: image345.wmf]·
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(vì 
[image: image346.wmf]..
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Do đó 
[image: image347.wmf](
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Mặt khác 
[image: image348.wmf]·
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 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).

Ta có 
[image: image349.wmf]·
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tứ giác ADMH nội tiếp 
[image: image350.wmf]·
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. Mà 
[image: image351.wmf]·
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(hai góc nội tiếp cùng chắn cung DF). Do đó 
[image: image352.wmf]·
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hai tia EF, EO trùng nhau. Vậy E, O, F thẳng hàng.

Ví dụ 4.

Từ điểm A nằm ngoài đường tròn (O) vẽ hai tiếp tuyến AB, AC (B, C là hai tiếp điểm ) và một cát tuyến ADE đến (O) sao cho ADE nằm giữa hai tia AO, AB. Đường thẳng qua D song song với BE cắt BC, AB lần lượt ở P, Q. Gọi K là điểm đối xứng của B qua E. Chứng minh rằng ba điểm A, P, K thẳng hàng.

Giải:

+ Gọi H, I lần lượt là giao điểm 

của BC với OA, DE. Ta có AB, AC
[image: image932.png]


là các tiếp tuyến của đường tròn (O) 

[image: image353.wmf],
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 là tia phân giác của


[image: image354.wmf]·
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, ABC cân tại 
[image: image355.wmf]OAO
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 là 

đường cao của tam giác ABC.
+ Xét 
[image: image356.wmf]ABD
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 và 
[image: image357.wmf]AEB
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 có: 
[image: image358.wmf]·
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 (hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung).

Do đó 
[image: image359.wmf](
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 vuông tại B, BH là đường cao 
[image: image360.wmf]2
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. Do đó 
[image: image361.wmf](

)

2

..

ADAEAHAOAB

==


+ Xét 
[image: image362.wmf]AHD

D

 và 
[image: image363.wmf]AEO
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 có 
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(vì 
[image: image365.wmf]..
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Do đó 
[image: image366.wmf](
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tứ giác OEDH nội tiếp 
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có 
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. Do đó: 
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 nên 
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+ Gọi Hx là tia đối của tia HE, 
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 là đường phân giác ngoài của góc 
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 nên 
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[image: image378.wmf]//,

DQAD

DQBEIBE

BEAE

Þ=D

 có 
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+ Xét 
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 và 
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( đồng vị và 
[image: image386.wmf]//
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[image: image388.wmf](

)

..

APQAKBcgc

DD

∽
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 hai tia AP, AK trùng nhau hay A, P, K thẳng hàng.

Ví dụ 5.

Cho tam giác nhọn 
[image: image390.wmf](
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 nội tiếp đường tròn (O) các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Vẽ CI vuông góc với OA tại I. Gọi M là trung điểm BC. Chứng minh rằng ba điểm M, I, F thẳng hàng.
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 Giải:

+ 
[image: image391.wmf](
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 cân tại O, 
OM là đường trung tuyến 
[image: image392.wmf]OM
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 là đường

cao, đường phân giác nên 
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Ta có: 
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nên nội tiếp 
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[image: image399.wmf]Þ

hai tia IM, IF trùng nhau. Vậy ba điểm M, I, F thẳng hàng.

Ví dụ 6.

Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O). Đường phân giác AD của tam giác cắt cung BC ở E. Đường tròn (I) tiếp xúc trong với (O) tại S và tiếp xúc với BC tại T cắt AD ở M, N (N nằm giữa A và M), CM cắt đường tròn (O) ở K. Vẽ dây KL song song với AB. Chứng minh rằng C, N, L thẳng hàng.

Giải:

[image: image934.png]


Vì 
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 do các tam giác IST, OSE cân suy ra S, T, E thẳng hàng.
+ Xét 
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[image: image407.wmf]2

.

ECET

ETESEC

ESEC

=Þ=


+ Xét 
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Do đó 
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Hai tia CN, CL trùng nhau. Vậy C, N , L thẳng hàng.

Tiêu chuẩn 4: Sử dụng các tính chất của đường tròn để chứng minh A, B, C thẳng hàng. Ví dụ: B là tâm của đường tròn đường kính AC hoặc các đường tròn tâm A và tâm C tiếp xúc tại B, hai đường tròn cắt nhau thì đường nối tâm của hai đường tròn vuông góc dây cung chung của hai đường tròn đó …

Ví dụ 1.

Cho đường tròn (O) và dây cung AB. Lấy I thuộc đoạn AB sao cho 
[image: image418.wmf]IAIB

>

. Gọi D là trung điểm cung nhỏ AB. DI cắt (O) tại giao điểm thứ hai C. Tiếp tuyến với (O) tại C cắt AB tại K, EC cắt (O) tại giao điểm thứ hai F. Chứng minh D, O, F thẳng hàng.
Giải:
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Ta có: 
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và dây cung).
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Do K là trung điểm của IE nên 
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là trung điểm đường kính DF.
Ví dụ 2.

Cho đường tròn (O;R) đường kính AB và C nằm giữa O và A. Vẽ đường tròn (I) đường kính BC . Vẽ AD là tiếp tuyến ACF là cát tuyến của đường tròn 
[image: image426.wmf](
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sao cho tia AO nằm giữa hai tia AD, AE. Đường thẳng vuông góc với AB vẽ từ C cắt đường tròn (O) ở N, P (D, P cùng thuộc một nửa mặt phẳng bờ AB). DI cắt NB ở S. Gọi J là trung điểm của SD; L, T lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác SBC, SEF. Chứng minh rằng ba điểm J, L, T thẳng hàng.
Giải:
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Xét 
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(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).


[image: image434.wmf]NAB

D

 vuông tại N, NC là đường cao


[image: image435.wmf]2

.

ANABAC

Þ=
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. Gọi R là giao điểm của DN và AS.
Xét 
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 AR là đường phân giác 
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 cũng là đường cao, 
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 vuông tại D, DR là đường cao 
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+ Xét 
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Tứ giác CBSR nội tiếp 
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 thuộc đường trung trực của RS (1)

Chứng minh tương tự có tứ giác RSFE nội tiếp 
[image: image455.wmf]T
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thuộc đường trung trưc của RS (2).

Mặt khác 
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 vuông tại R , RJ là đường trung tuyến


[image: image457.wmf]RJSJDJJ
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 thuộc đường trung trực của RS (3).

Từ (1),(2) và (3) có J, L, T thẳng hàng.

Ví dụ 3.

Cho điểm A nằm ngoài đường tròn (O;R). Vẽ các tiếp tuyến AB, AC của đường tròn 
[image: image458.wmf](
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vẽ cát tuyến ADE của đường tròn 
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 tia AD nằm giữa hai tia AO, AB). Gọi F là điểm đối xứng của D qua AO, H là giao điểm của EF và BC. Chứng minh rằng A, O, H thẳng hàng.
Giải:
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Vì tiếp tuyến AB, AC của đường tròn 
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 Tứ giác DBCF là hình thang.

Hình thang DBCF nội tiếp đường tròn (O)
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[image: image466.wmf],

DBCFBFCD

Þ==

.

+ Xét 
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+ Xét 
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Ta có: 
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 cùng thuộc đường trung trực của đoạn thẳng BC.

Vậy A, O, H thẳng hàng.

Ví dụ 4.

Từ A ở ngoài đường tròn (O) vẽ tiếp tuyến AB vẽ BH vuông góc với OA tại H, vẽ cát tuyến ADE.  Đường thẳng qua B vuông góc với OE cắt đường tròn (O) ở I. Đường thẳng qua D song song với BE cắt BH ở G đường thẳng qua D song song với EI cắt AI ở K. Vẽ hình thoi 
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 chứng minh rằng ba điểm M, N, D thẳng hàng.
[image: image938.png]


 Giải:

Xét 
[image: image483.wmf]ABD

D

 và 
[image: image484.wmf]AEB

D

 có 
[image: image485.wmf]·

(

)

,

BADchung

 

[image: image486.wmf]·

·

ABDAEB

=

.  Do đó 
[image: image487.wmf](

)

.

ABDAEBgg

DD

∽



[image: image488.wmf]2

.

ABAD

ABADAE

AEAB

Þ=Þ=

. 
[image: image489.wmf]ABO

D


vuông tại B, BH là đường cao
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tứ giác DHOE nội tiếp do đó 
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. Gọi S là giao điểm của BH và AE ; HS, HA là các đường phân giác trong và ngoài của tam giác 
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 (tứ giác KMGN là hình thoi). Ta có D, M, N cùng thuộc đường trung trực của đoạn thẳng KG. Vậy M, N, D thẳng hàng. 

Ví dụ 5.

Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên tiếp tuyến tại A của đường tròn (O) lấy điểm C. Vẽ cát tuyến CDE (tia CD nằm giữa hai tia CA, CO ; D, E thuộc đường tròn (O), D nằm giữa C và E ). Gọi M là giao điểm của CO và BD. Gọi F là giao điểm của AM và đường tròn (O) (F khác A). Chứng minh rằng E, O, F thẳng hàng.

Giải: 
Vẽ CN là tiếp tuyến của đường tròn (O) (N khác A).

[image: image939.png]


Ta có 
[image: image507.wmf],

CACNCO

=

 là tia phân giác góc 
[image: image508.wmf]·

CAN



[image: image509.wmf]·

·

MACMNC

Þ=

(tính chất trục đối xứng ) mà 
[image: image510.wmf]·

90

ANB

=°
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Ta có: 
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Mà 
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(hệ quả góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung)

Do đó 
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 tứ giác CMND nội tiếp 
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là đường kính của đường tròn (O)
Vậy ba điểm A, E, F thẳng hang.

Tiêu chuẩn 5:  Sử dụng các điểm phụ:

+ Để chứng minh 3 điểm A, B, C thẳng hàng, nếu ta xác định được điểm D khác A, B, C mà 2 trong 3 bộ ba điểm A, B, D hoặc A, C, D hoặc B, C , D thẳng hàng thì suy ra A, B, C, D thẳng hàng, dẫn đến A, B, C thẳng hàng.

+ Một cách khác ta cũng thường xuyên dùng đó là: Giả sử điểm C thuộc hình (H). Giả sử AB cắt hình (H) tại 
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 có các tính chất như điểm C từ đó suy ra 
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 dẫn đến A, B, C thẳng hàng.

Ví dụ 1.

Cho điểm A nằm ngoài đường tròn (O;R). Vẽ các tiếp tuyến AB, AC của đường tròn 
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, vẽ cát tuyến ADE của đường tròn 
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 tia AD nằm giữa hai tia AO, AB). Gọi F là điểm đối xứng của D qua AO, H là giao điểm của EF và BC. Chứng minh rằng A, O, H thẳng hàng.
Giải:
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+ Gọi 
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(hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung),
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+ Xét 
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Ví dụ 2.

Cho điểm A nằm ngoài đường tròn (O;R). Vẽ các tiếp tuyến AB, AC của đường tròn 
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 và 
[image: image554.wmf]AEAF
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 tia AE nằm giữa hai tia AO, AB). Vẽ đường thẳng qua E vuông góc với OB cắt BC, BF lần lượt tại M, N. Gọi I là trung điểm của AB. Chứng minh rằng ba điểm F, M, I thẳng hàng.
Giải:

[image: image941.png]H=H'



+ Vẽ 
[image: image555.wmf]OKEF
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 tại 
[image: image556.wmf]KK
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là trung điểm 

của 
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cùng thuộc một đường tròn 
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. Mà 
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+ Ta có 
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tứ giác

EMKC nội tiếp 
[image: image562.wmf]·
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 nên 
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 có 
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Gọi 
[image: image567.wmf]I
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 là giao điểm của FM và 
[image: image568.wmf],.
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Vậy 
[image: image569.wmf]II
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 do đó F,M,I thẳng hàng.

Ví dụ 3.

Cho đường tròn (O) có AB và CD là các đường kính. Tiếp tuyến của đường tròn (O) tại B cắt AC ở E. DE cắt đường tròn (O) ở F (F khác D). Gọi M là giao điểm của AF và BE, N là giao điểm của AM và BC. Chứng minh rằng ba điểm E, N, O thẳng hàng.
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Giải:

Ta có: 
[image: image570.wmf]·
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(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
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 mà 

[image: image572.wmf]·
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(tứ giác ABFC nội tiếp)

nên 
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[image: image574.wmf]Þ

Tứ giác CEMF nội tiếp 
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Ta có: 
[image: image576.wmf]·
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+ Gọi I là giao điểm của ON và CM,

K là giao điểm của OE và CM. Do 
[image: image577.wmf]//
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. Áp dụng hệ quả của định lý Talet.

Ta có 
[image: image578.wmf]CINIIM

CICM

OBNOOA

==Þ=

 và 
[image: image579.wmf]CKEKKM
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. Do vậy 
[image: image580.wmf].

IK

º


Vậy ba điểm E, N, O thẳng hàng.

Chú ý rằng: Bài toán này thực chất là bổ đề hình thang.
Ví dụ 4.

[image: image943.png]()



Cho tam giác nhọn ABC (AB, AC) nội tiếp đường tròn (O) các đường cao BD, CE. Gọi M là giao điểm của các tiếp tuyến vẽ từ B, C của đường tròn, N là trung điểm của đoạn thẳng DE. Chứng minh rằng A, M, N thẳng hàng. 

Giải: 
+ Qua M vẽ đường thẳng song song với DE cắt

AB, AC lần lượt ở K, S. Gọi Cx là tia đối của tia CM.
+ Ta có 
[image: image581.wmf]·
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Tứ giác BEDC nội tiếp
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. Mà 
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(đồng vị 
[image: image585.wmf]//

DEKS

). Ta có 
[image: image586.wmf]·
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(hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung)


[image: image587.wmf]·
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 (đối đỉnh) do đó 
[image: image588.wmf]·
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cân tại 
[image: image589.wmf]MMCMS
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. Tương tự 
[image: image590.wmf]MBMK
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[image: image591.wmf]MBMC
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 do đó 
[image: image592.wmf]MKMS
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. Gọi 
[image: image593.wmf]M
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 là giao điểm của

AN và KS, 
[image: image594.wmf]AKM
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 có 
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[image: image596.wmf]AMS
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 có 
[image: image597.wmf]//
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 nên 
[image: image598.wmf]ENNDAN
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. Mà 
[image: image599.wmf].
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Do đó 
[image: image600.wmf]KMSM
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.Ta có 
[image: image601.wmf]MM
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.Vậy ba điểm A, M, N thẳng hàng.

Ví dụ 3.

Cho tam giác 
[image: image602.wmf](

)

ABCABAC

<

 nội tiếp đường tròn (O) ,I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.  Đường thẳng AO, AI cắt đường tròn (O) lần lượt tại D, E, DI cắt đường tròn (O) ở M. Vẽ IK vuông góc với BC tại K. Chứng minh rằng M, K, E thẳng hàng.
[image: image944.png]


Giải: 
Giả sử: ED cắt BC ở N , ME cắt BC
ở T, 
[image: image603.wmf]·
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[image: image604.wmf]EBI
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 cân tại 
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 chung, 
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[image: image612.wmf]·
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 nội tiếp 
[image: image613.wmf]·
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do đó 
[image: image614.wmf]TK

º

. Vậy M, K, E thẳng hàng.

Tiêu chuẩn 6. Sử dụng tính chất của các phép biến hình như đối xứng trục, đối xứng tâm , quay, vị tự… biến một đường thẳng thành một đường thẳng.  Từ đó nếu tìm được một trong các phép biến hình đó biến ba điểm thẳng hàng 
[image: image615.wmf]111

,,

ABC

thành ba điểm A, B, C thì ta có ba điểm A, B, C thẳng hàng.    

Ví dụ 1.

[image: image945.png]


Tứ giác ABCD có 
[image: image616.wmf]µ

µ
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. Kẻ 
[image: image617.wmf]AHBD

^

. Lấy K thuộc BD sao cho 
[image: image618.wmf]BHDK

=

. Dựng hình bình hành ABED. Chứng minh rằng E, K, C cùng nằm trên một đường thẳng và đường thẳng này vuông góc với BD.
Giải: 
Gọi M là trực tâm 
[image: image619.wmf]ABD

D

. Dễ thấy tứ giác

BMDC là hình bình hành (vì các cặp cạnh

đối tương ứng song song với nhau). Gọi N
là giao điểm của BD, MC suy ra N là trung điểm

của BD, MC. Ta thấy phép đối xứng tâm

N biến A thành E, M thành C và H thành

K (theo giả thiết). Mặt khác A, M, H cùng nằm

trên một đường thẳng và đường thẳng này vuông góc với BD, từ đó ta có đpcm.

Ví dụ 2.

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), M là điểm bất kỳ thuộc đường tròn. Gọi N, P, Q theo thứ tự là các điểm đối xứng với M qua AB, BC, CA. Chứng minh rằng N, P, Q thẳng hàng. 

[image: image946.png]N
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Giải:

Gọi H, I, K theo thứ tự là hình chiếu của M lên AB, BC, CA 

thế thì H, I, K thẳng hàng (đường thẳng Simson).

Ta thấy rằng: Phép vị tự tâm M tỷ số bằng

2 biến các điểm H, I, K thành N, P, Q. Mà

H, I, K thẳng hàng nên suy ra N, P, Q thẳng hàng.

Đường thẳng đi qua N, P, Q được gọi là đường thẳng Steiner của điểm M.

Ví dụ 3.

Cho tam giác ABC có H, G ,O lần lượt là trực tâm, trọng tâm, tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác, AH cắt đường tròn (O) tại 
[image: image620.wmf]1

A

. Lấy 
[image: image621.wmf]2

A

 là điểm đối xứng của G qua BC. Vẽ hình bình hành 
[image: image622.wmf]3

AHAO

. Chứng minh 
[image: image623.wmf]123
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AAA

 thẳng hàng.
Giải:

Ta có các kết quả quen thuộc

[image: image947.png]


(Xem thêm phần các định lý hình học nổi tiếng), 
[image: image624.wmf]1

A

 đối xứng với H qua BC và 
[image: image625.wmf]//2
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(M là trung điểm BC). 
Theo giả thiết 
[image: image626.wmf]3

AHAO

 là hình bình hành

nên 
[image: image627.wmf]3

A

 đối xứng với O qua đường thẳng BC.

Vậy phép đối xứng trục BC biến H thành 
[image: image628.wmf]1

;

AG


thành 
[image: image629.wmf]2

;

AO

 thành 
[image: image630.wmf]3

A

.

Mặt khác do tính chất của đường thẳng Ơ-le thì H, G, O
thẳng hàng. Từ đó ta có 
[image: image631.wmf]123

,,

AAA

 thẳng hàng.

II. MỘT SỐ BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN ĐƯỜNG, ĐIỂM CỐ ĐỊNH

Bài 1.

Từ điểm M thuộc đường thẳng (d) ở ngoài đường tròn (O;R) sao cho khoảng cách từ điểm O đến (d) bằng h không đổi ta kẻ 2 tiếp tuyến MA, MB đến (O) (Với A, B là các tiếp điểm).

a, AB luôn đi qua điểm I cố định
[image: image948.png](o
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b, Gọi K là giao điểm của OM, AB. Chứng minh khi M di chuyển trên (d) thì K thuộc đường cố định.
Giải

a, Dựng 
[image: image632.wmf](
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 thì 
[image: image633.wmf]OHh

=

. Gọi I là 
giao điểm của OH và AB thì ta có:


[image: image634.wmf].
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Lại có 
[image: image635.wmf]22
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Suy ra 
[image: image636.wmf]2

R
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h
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. Như vậy điểm I luôn cố định.

b, Theo câu a) thì OI cố định, mặt khác 
[image: image637.wmf]·
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 suy ra điểm K thuộc đường tròn đường kính OI.
Bài 2.
Cho tam giác ABC và điểm M chuyển động trong đoạn BC. Lấy hai điểm N, P trên AC, AB để ANMP là hình bình hành. Khi đó đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN luôn đi qua điểm cố định.

[image: image949.png]CS




Giải
Dựng 
[image: image638.wmf](
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1

O

 qua B tiếp xúc với AC tại A .
Dựng 
[image: image639.wmf](

)

2

O

 qua B tiếp xúc với AB tại A.
Giả sử 
[image: image640.wmf](

)

1

O

cắt nhau tại giao điểm thứ hai là K thì điểm K 
là điểm cố định.

Ta có: 
[image: image641.wmf]·
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suy ra


[image: image642.wmf](
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 vì ANMP là hình bình hành nên theo định lý Thales ta có:


[image: image643.wmf](
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. Từ (1),(2),(3) suy ra 
[image: image644.wmf]·
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 nội tiếp suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN luôn đi qua điểm cố định K.

Bài 3.

Từ điểm M ở ngoài đường tròn (O;R) ta kẻ 2 tiếp tuyến MA, MB đến (O) (Với A,B là các tiếp điểm) và cát tuyến MCD đến (O) sao cho 
[image: image645.wmf]MCMD
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 và tia MC nằm giữa hai tia MO, MA. Giả sử M cố định, khi cát tuyến MCD thay đổi thì trọng tâm G của tam giác BCD luôn nằm trên đường tròn cố định.
Giải

Gọi I là trung điểm của CD, ta có 
[image: image646.wmf]2
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Qua G kẻ các đường thẳng song song với
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IO, MD cắt OB, MB lần lượt tại Q, R 
Ta có các điểm B, O, M cố định, suy ra

P, Q cố định và 
[image: image647.wmf]·
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. Suy ra G thuộc 

đường tròn đường kính 
[image: image648.wmf]2

3

PQMO

=

.

Bài 4.

[image: image951.png]


Cho 3 điểm A, B, C thẳng hàng theo thứ tự đó. Đường tròn (O) thay đổi luôn đi qua B, C. Vẽ đường kính MN vuông góc với BC tại H. Tia AN cắt (O) tại giao điểm thứ 2 là D. Khi đó MD luôn đi qua một điểm cố định nằm trên BC.
Giải 
Ta có: 
[image: image649.wmf]...
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Mặt khác ta cũng dễ chứng minh được:


[image: image650.wmf]..
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. Từ đó suy ra 
[image: image651.wmf]..
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Hay 
[image: image652.wmf].
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 không đổi. Suy ra điểm K cố định.

Hay MD đi qua điểm cố định K.

Bài 5.

Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Trên cạnh BC lấy điểm M. Dựng 
[image: image653.wmf](
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1

O

 qua M tiếp xúc với AB tại A. Dựng 
[image: image654.wmf](
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2

O

 qua M tiếp xúc với AC tại A. Hai đường tròn này cắt nhau tại giao điểm thứ 2 là N. Khi đó:

a. Điểm N nằm trên (O).
b. Đường thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định khi M di chuyển trên cạnh BC.
[image: image952.png]


Giải

a, Ta có: 
[image: image655.wmf]·
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. Tứ giác ABNC có 

[image: image656.wmf]·
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.

Suy ra tứ giác ABNC nội tiếp. Nói cách khác

điểm N thuộc đường tròn (O) cố định.

b, Ta có: 
[image: image657.wmf]·

·

DACDNC
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(cùng chắn cung DC).

Mặt khác ta cũng có: 
[image: image658.wmf]·
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=

 suy ra


[image: image659.wmf]·
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. Suy ra 
[image: image660.wmf]//,

ADBC

 do đó điểm D là điểm cố định.

Vậy đường thẳng MN luôn đi qua điểm cố định là D.
Bài 6.

[image: image953.png]


Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn nội tiếp (O;R). Dựng đường cao AD của tam giác và đường kính AK của (O). Hạ BE, CF lần lượt vuông góc với AK. Cho BC cố định, điểm A di chuyển trên cung lớn BC. Chứng minh: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF là một điểm cố định.

Giải 
Vì 
[image: image661.wmf]·
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 suy ra 4 điểm A, B, D, E nằm trên đường tròn

 đường kính AB có tâm là trung điểm N của AB.

[image: image662.wmf]·
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 nên 4 điểm A, D, F, C nằm trên đường tròn 

đường kính AC có tâm là trung điểm P của AC.
Gọi M là trung điểm của BC, I là trung điểm của BO thì 


[image: image663.wmf],
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 suy ra 5 điểm N, O, E, M,B nằm trên đường tròn 

đường kính BO.

Ta có: 
[image: image664.wmf]·
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 suy ra MN là phân giác của góc 
[image: image665.wmf]·

DNE

.Tam giác DNE cân tại N suy ra MN cũng là trung trực của DE, tương tự ta cũng có MP là trung trực của DF. Suy ra M là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF. Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF là điểm M cố định.

Bài 7.

Cho đường tròn (O) có đường kính AB cố định, M là một điểm thuộc (O) (M khác A, B). Các tiếp tuyến của (O) tại A và M cắt nhau ở C. Đường tròn (I) đi qua M và tiếp xúc với đường thẳng AC tại C. CD là đường kính của (I).

a, Chứng minh: O, M, D thẳng hàng.
b, Chứng minh: Tam giác COD cân

[image: image954.png]


c, Đường thẳng đi qua D và vuông góc với BC luôn đi qua một điểm cố định khi M di động trên đường tròn (O).
Phân tích, định hướng giải 
a. Ta có MC là tiếp tuyến của đường tròn (O)

[image: image666.wmf](
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Xét đường tròn (I): Ta có 
[image: image667.wmf]·
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. Từ (1) và (2)
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MOMDMO

ÞÞ

 và MD trùng nhau
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thẳng hàng.

b. CA là tiếp tuyếm của đường tròn (O)
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. Đường tròn (I) tiếp xúc với AC tại 
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Từ (3) và 
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(hai góc so le trong)

CA, CM là hai tiếp tuyến cắt nhau của 
[image: image674.wmf](
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Từ (*) và 
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cân tại D.
**Thực nghiệm hình vẽ cho thấy đường thẳng đi qua D và vuông góc với BC luôn đi qua trung điểm K của AO. Ta chứng minh điều này như sau:

c. Gọi chân đường vuông góc hạ từ D tới BC là H, N là giao điểm của CO và (I). Ta có 
[image: image676.wmf]·
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+ Vì 
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. Ta có 
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(cùng chắn cung NH của đường tròn (I)) 
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[image: image689.wmf]K
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là trung điểm của OA cố định 
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đpcm.

Bài 8.

[image: image955.png]


Cho đường tròn (O;R) và một đường thẳng d cắt (O) tại C,D. Một điểm M di động trên tia đối của tia DC. Qua M kẻ hai tiếp tuyến MA, MB với đường tròn (O) (A, B là tiếp điểm ). Chứng minh đường thẳng AB luôn đi qua một điểm cố định.

Giải 
Gọi H là trung điểm của CD và giao điểm của AB
với OM, OH lần lượt là E, F .Tam giác OBM vuông

tại B, đường cao BE. Suy ra 
[image: image691.wmf](
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Do 
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nên tứ giác MEHF nội tiếp.

Từ hai tam giác vuông OMH, OEF đồng dạng, suy ra


[image: image693.wmf](
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. Từ (1) và (2) suy ra


[image: image694.wmf]2
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. Do đường tròn (O), đường thẳng d cho

trước nên OH không đổi. Suy ra OF không đổi, điểm F cố định. Do đó đường thẳng AB đi qua điểm F cố định.

Bài 9.

Cho đường tròn tâm (O). Từ điểm A cố định ở ngoài (O) kẻ tiếp tuyến AB, AC tới (O) (B, C là tiếp điểm). Lấy điểm M trên cung nhỏ BC. Gọi D, E, F thứ tự là hình chiếu từ M đến BC, AC, AB. Gọi MB cắt DF tại P, MC cắt DE tại Q. Chứng minh đường thẳng nối giao điểm của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác MPF và MQE luôn đi qua một điểm cố định.

Giải

[image: image956.png]


Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác MPF và MQE cắt nhau tại M, N. Đường thẳng MN cắt PQ, BC theo thứ tự tại K và I. Ta có các tứ giác MDCE, MDBF nội tiếp nên
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. Do đó tứ giác MPDQ là tứ giác nội tiếp.

Suy ra 
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suy ra KQ là tiếp tuyến của đường tròn 

ngoại tiếp 
[image: image699.wmf]MQE
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. Tương tự KP là tiếp 

tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác

MFP. Ta có 
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Theo định lý Thales suy ra I là trung điểm BC. Vậy MN đi qua điểm cố định I là trung điểm BC
Bài 10.

Cho đường tròn (O) và dây cung AB. Lấy điểm E trên dây cung AB (E khác A và B). Qua E vẽ dây cung CD của (O). Trên hai tia DA, DB lấy hai điểm P, Q đối xứng qua E. Chứng minh rằng đường tròn (I) đi qua C tiếp xúc với PQ tại E luôn đi qua một điểm cố định khi E di động trên dây cung AB
[image: image957.png]


Giải

Gọi M là giao điểm của AB và đường tròn (I) 
EP là tiếp tuyến của (I) nên 
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Mặt khác 
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nên 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image710.wmf]AMBM
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.

Do đó đường tròn (I) luôn đi qua trung điểm M của AB là điểm cố định.

Bài 11.

Cho đường tròn (O) đường kính BC.  Gọi A là điểm chính giữa cung BC, điểm M thuộc đoạn BC. Kẻ ME, MF lần lượt vuông góc với AB, AC, MN vuông góc với EF tại N.
a. Khi M di chuyển trên BC, hãy chứng minh: MN luôn đi qua một điểm cố định.
b. [image: image958.png]


Lấy điểm D thuộc đoạn OA, tia BD cắt đường tròn tại giao điểm thứ 2 là P. Chứng minh: Khi D di chuyển trên OA thì tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác APD luôn thuộc đường thẳng cố định.
Giải 
a, Dựng đường kính AK của (O). Ta chứng

minh MN đi qua K. Giả sử FM cắt BK tại J,

EM cắt KC tại H. Do ABKC là hình vuông

nên BEMJ là hình vuông. Suy ra 
[image: image711.wmf],
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giả sử KM cắt EF tại 
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hay 
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 suy ra 
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 tức là:

N,M,K thẳng hàng. Suy ra MN luôn đi qua điểm K cố định.

b, Ta có 
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hơn nữa ta có 
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 nên suy ra I nằm trên BC cố định.
Bài 12.
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Cho đường tròn (O;R) và một đường thẳng d nằm ngoài đường tròn. I là một điểm di động trên d. Đường tròn đường kính IO cắt đường tròn (O;R) tại hai điểm M,N. Chứng minh đường thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định.

Giải:

Đường tròn đường kính IO, cắt đường tròn (O;R)

tại 
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 là tiếp

tuyến của đường tròn (O;R). Gọi E là giao điểm

của IO và MN thì IE cũng là đường cao của 

tam giác cân 
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nên 
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 tại A, gọi K là giao điểm của OA và MN thì 
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. Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image731.wmf]22
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[image: image732.wmf]2
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 mà OA không đổi, do đó K là điểm cố định phải tìm.

Bài 13.

Cho ba điểm cố định A,B,C thẳng hàng theo tứ tự đó. Một đường tròn (O) thay đổi luôn qua B và C.

Từ điểm A kẻ các tiếp tuyến AM, AN đến đường tròn. Đường thẳng MN cắt AO và AC lần lượt tại H và K
a, Chứng minh M, N di động trên một đường tròn cố định.
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b, Gọi I là trung điểm của BC. NI cắt đường tròn (O) tại P. Chứng minh 
[image: image733.wmf]//
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c, Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác OHK luôn đi qua hai điểm cố định.
Giải:
a, Vì AN là tiếp tuyến của đường tròn

(O) nên 
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tiếp tuyến). Suy ra M, N nằm trên đường tròn

tâm A bán kính 
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b, 
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 nên tứ giác AOIN nội tiếp đường tròn đường kính AO, suy ra 
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[image: image744.wmf]·

·

AINMPN

=

 suy ra 
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c, Theo câu a), ta có 
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. Từ (1),(2),(3) suy ra 
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 mà AB, AC, AI cố định 
[image: image755.wmf]AK

Þ
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 cố định. Tứ giác OIKH nội tiếp nên đường tròn ngoại tiếp 
[image: image757.wmf]OHK
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 luôn đi qua I và K cố định.

Bài 14.

Cho tam giác ABC vuông tại C và 
[image: image758.wmf]BCCA

<

. Gọi I là điểm trên AB và 
[image: image759.wmf]IBIA

<

. Kẻ đường thẳng d đi qua I và vuông góc với AB. Gọi giao điểm của d với AC, BC lần lượt là F và E. Gọi M là điểm đối xứng với B qua I.
a, Chứng minh rằng 
[image: image760.wmf]IME
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 đồng dạng với 
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 và 
[image: image762.wmf]..

IEIFIAIB

=

.
b, Đường tròn ngoại tiếp tam giác CEF cắt AE tại N. Chứng minh rằng E, N, B thẳng hàng.
c, Cho AB cố định, C thay đổi sao cho 
[image: image763.wmf]·
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. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp 
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 luôn đi qua hai điểm cố định và tâm đường tròn này trên đường thẳng cố định.
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Giải:

a, Ta có IE là đường trung trực của BM 
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b, Ta có 
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. Xét 
[image: image772.wmf]BAE

D

 có EI, AC là các đường cao cắt nhau tại F nên 
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c, Ta có 
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 suy ra tứ giác AMFE nội tiếp. Từ đó suy ra đường tròn ngoại tiếp 
[image: image776.wmf]AEF

D

 luôn đi qua hai điểm A, M cố định. Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image777.wmf]AEF
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 luôn nằm trên đường trung trực của AM cố định.
Bài 15.

Cho đường tròn (O;R) và điểm A cố định với 
[image: image778.wmf]2
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. Một đường kính BC quay quanh O sao cho ba điểm A, B, C không thẳng hàng. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC cắt đường thẳng OA tại điểm thứ hai là I. Đường thẳng AB, AC cắt đường tròn (O;R) lần lượt tại D và E. Nối DE cắt đường thẳng OA tại K.
a, Chứng minh rằng 
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b, Tính độ dài đoạn thẳng OI và AK theo R.
c, Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE luôn đi qua một điểm cố định khác A khi BC quay quanh O.
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Giải: 
a, 
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b, Từ 
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.Gọi M, N là giao điểm của 

đường thẳng AO với đường tròn (O)
(M nằm giữa A và 
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. Từ (1) và (2) suy ra 
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c, Gọi H là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp 
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 với AO. Ta có:
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điều phải chứng minh.

Bài 16.

Cho đường tròn (O;R), một dây cung CD có trung điểm H. Trên tia đối của tia DC lấy một điểm S và qua S kẻ các tiếp tuyến SA, SB với đường tròn. Đường thẳng AB cắt đường thẳng SO, OH lần lượt tại E, F. Gọi I là giao điểm của AB và CD.
a, Chứng minh tứ giác SEHF nội tiếp được.

b, Chứng minh 
[image: image794.wmf]2
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c, Chứng minh 
[image: image795.wmf]..
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.
[image: image963.png]D\\o
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d, Khi S di động trên tia đối của tia DC, chứng minh đường thẳng AB luôn đi qua một điểm cố định.
Giải 
a, Tứ giác SEHF nội tiếp vì H và E
cùng nhìn FS dưới một góc vuông.

b, Ta có 
[image: image796.wmf](
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 suy
ra 
[image: image797.wmf]..
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. Sử dụng hệ thức lượng

trong tam giác vuông AOS ta có:


[image: image798.wmf]2
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 nên 
[image: image799.wmf]22

.

OHOFOAR

==

.

c, Chứng minh các cặp tam giác đồng dạng:

[image: image800.wmf](
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[image: image801.wmf]..
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Từ đó suy ra 
[image: image802.wmf]..
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d, Từ đề bài O, C, D cố định nên H cố định.
Từ câu b) suy ra 
[image: image803.wmf]2
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 không đổi. Vậy đường thẳng AB luôn đi qua điểm cố định là F.
Bài 17.

Cho nửa đường tròn tâm O đường kính 
[image: image804.wmf]2

ABR
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. Gọi C là trung điểm của đoạn thẳng AO. Đường thẳng Cx vuông góc với đường thẳng AB, Cx cắt nửa đường tròn trên tại I. Gọi K là điểm bất kỳ nằm trên đoạn thẳng CI (K khác C và I), tia AK cắt nửa đường tròn tâm O tại điểm M, tiếp tuyến tại M của (O) cắt Cx tại N. Gọi D là giao điểm của BM cắt Cx.
a. Chứng minh rằng 4 điểm A, C, M, D cùng nằm trên một đường tròn.
b. Chứng minh tam giác MNK cân.
c. Tính diện tích 
[image: image805.wmf]ABD

D

 khi K là trung điểm của đoạn thẳng CI.
d. [image: image964.png]


Chứng  minh rằng khi K di động trên đoạn thẳng CI thì đường tròn ngoại tiếp tam giác AKD đi qua một điểm cố định khác A.
Giải: 
a. 
[image: image806.wmf]·
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cùng thuộc đường tròn đường kính AD.
MN là tiếp tuyến của (O)

[image: image807.wmf]·
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(góc giữa tiếp tuyến và

dây cung). Ta lại có 
[image: image808.wmf]·
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(cùng phụ


[image: image809.wmf]·
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) suy ra 
[image: image810.wmf]·
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 cân tại N.
b. Ta có 
[image: image811.wmf]COI
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 vuông tại 
[image: image812.wmf]2
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Ta có 
[image: image813.wmf]CAKCDB
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. Vì 
[image: image814.wmf]·
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 (cùng phụ 
[image: image815.wmf]·
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[image: image816.wmf]33
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. Do đó diện tích 
[image: image817.wmf]ABD
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là:


[image: image818.wmf]2
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c. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác AKD cắt BA tại E. Suy ra AKDE nội tiếp nên ta có:


[image: image819.wmf]·
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 nên tam giác KEB cân tại K suy ra 
[image: image820.wmf]CECB
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. Như vậy E là điểm cố định.

Hay đường tròn ngoại tiếp tam giác AKD luôn đi qua điểm cố định E.
Bài 18.

[image: image965.png]~




Cho đường tròn (O) và điểm A khác O nằm trong đường tròn. Một đường thẳng thay đổi đi qua A nhưng không đi qua O cắt đường tròn tại hai điểm M, N. Chứng tỏ rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác OMN luôn đi qua một điểm cố định khác O.
Giải:
Gọi giao điểm của đường thẳng OA với đường

tròn (O) là 
[image: image821.wmf],,
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Þ

cố định.

Gọi giao điểm của đường thẳng OA với đường

tròn ngoại tiếp 
[image: image822.wmf]OMN
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 là P.
Từ 
[image: image823.wmf](
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suy ra 
[image: image824.wmf](
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[image: image825.wmf](
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suy ra 
[image: image826.wmf](
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Từ (1) và (2) ta có: 
[image: image827.wmf]..
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 hay 
[image: image828.wmf].
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 mà AI, AK, AO cố định 
[image: image829.wmf]AP
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 không đổi 
[image: image830.wmf]P
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 là điểm cố định.

Bài 19.

Cho điểm M bất kỳ nằm trên nửa đường tròn (O) đường kính 
[image: image831.wmf]2,
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 qua điểm H cố định trên đoạn OB, vẽ đường thẳng d vuông góc với AB. Gọi giao điểm của MA và (d) là D, giao điểm của tiếp tuyến tại M của (O) với (d) là I và (d) cắt MB tại C. Gọi E là giao điểm của AC và đường tròn (O). Gọi K là giao điểm OI và ME.
a. Chứng minh rằng IE là tiếp tuyến của đường tròn (O).
b. [image: image966.png]


Cho M di chuyển trên đường tròn (M không trùng với A;B). Chứng minh rằng tích OI.Ok không đổi và ME luôn đi qua một điểm cố định. 
Giải:

a. Xét 
[image: image832.wmf]ABD
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 có 
[image: image833.wmf];
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[image: image834.wmf]C
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là trực tâm 
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 mà 
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thẳng hàng.

Tứ giác AMCH có 
[image: image838.wmf]·
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AMCH nội tiếp đường tròn đường kính
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(cùng bù với 
[image: image840.wmf]·
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mà MI là tiếp tuyến 
[image: image841.wmf]·
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cân tại 
[image: image842.wmf](
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 Ta có 
[image: image843.wmf]·
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 mà 
[image: image844.wmf]·
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cân tại 
[image: image845.wmf](
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. Từ (1) và 
[image: image846.wmf](
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[image: image847.wmf]CDE
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 vuông tại E có 
[image: image848.wmf]ICIDICIDIE
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.  Từ đó ta có 
[image: image849.wmf];,
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 là cạnh chung suy ra 
[image: image850.wmf](
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là tiếp tuyến của đường tròn (O).
b. IM, IE là tiếp tuyến của 
[image: image851.wmf]OIOME
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 tại K. 
[image: image852.wmf]OMI
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 có 
[image: image853.wmf]·
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 nên 
[image: image854.wmf]22
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 không đổi. Gọi S là giao điểm của ME và AB. Xét 
[image: image855.wmf]OKS
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 và 
[image: image856.wmf]OHI
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 có 
[image: image857.wmf]·
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[image: image858.wmf]2
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 mà OH cố định 
[image: image859.wmf]OS
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 không đổi 
[image: image860.wmf]S
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 cố định hay ME luôn đi qua điểm S cố định.
Bài 20.

[image: image967.png]


Cho đường tròn (O;R) và dây BC cố định, A là điểm chuyển động trên cung lớn BC của 
[image: image861.wmf](
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OABC
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, gọi M là trung điểm của AC, H là hình chiếu vuông góc của M trên AB. Chứng minh khi điểm A thay đổi trên cung lớn BC thì H nằm trên một đường tròn cố định.

Giải: 
Ta có 
[image: image862.wmf]OMAC
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 nên M nằm trên đường tròn 

đường kính OC. Gọi I là trung điểm của OC
thì I cố định. Giả sử (I) cắt CB tại N thì


[image: image863.wmf]·
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 nên suy ra N là trung điểm của BC.
Suy ra MN là đường trung bình của tam giác 

ABC kết hợp giả thiết 
[image: image864.wmf]MHAB
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 suy ra


[image: image865.wmf],
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gọi K là giao điểm của (I) với HM
thì 
[image: image866.wmf]·
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 nên NK là đường kính của (I), mà N, I cố định suy ra K cố định, NK là đường kính của (O) nên 
[image: image867.wmf]·
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 tứ giác BCKH nội tiếp nên H nằm trên đường tròn đường kính KB cố định.

Bài 21.

Cho 3 điểm B, M, C cố định theo thứ tự nằm trên một đường thẳng. Dựng (O;R) qua B, C 
[image: image868.wmf](
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 qua M kẻ cát tuyến vuông góc với OB cắt (O) tại A, P. Chứng minh: A,P thuộc một đường tròn cố định.
[image: image968.png]


Giải: 
Gọi H là giao điểm của AP với OB thì H là trung

điểm của AP, kẻ đường kính BD của (O) thì 


[image: image869.wmf]DADP
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. Trong tam giác vuông BAD ta có:


[image: image870.wmf]2
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 lại có tứ giác MHDC nội tiếp nên


[image: image871.wmf]..
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(hệ thức quen thuộc, hs tự chứng minh)

Từ đó suy ra 
[image: image872.wmf]2
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 mà điểm

B,M,C cố định nên BM.BC không đổi và 
[image: image873.wmf]BABP
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 suy ra

A, P nằm trên đường tròn tâm B bán kính bằng 
[image: image874.wmf].
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Bài 22.

Cho đường tròn (O) và dây 
[image: image875.wmf]2
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 không đổi 
[image: image876.wmf],
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 là điểm chuyển động trên cung lớn BC của 
[image: image877.wmf](
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 các tiếp tuyến của (O) tại B, C cắt nhau ở M, gọi D, E lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên AB, AC. Chứng minh rằng: Khi điểm A thay đổi trên cung lớn BC của (O) thì trực tâm của tam giác ADE luôn nằm trên một đường tròn cố định.
[image: image969.png]


Giải: 
Gọi H là trung điểm của BC thì 
[image: image878.wmf]OMBC

^


tại H. Theo giả thiết MD, ME lần lượt vuông

góc với AB, AC nên MHCE là tứ giác nội tiếp

dẫn tới 
[image: image879.wmf]·
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, lại có 
[image: image880.wmf]·
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 suy ra


[image: image881.wmf]·
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 nên 
[image: image882.wmf]·
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suy ra 
[image: image883.wmf]EHAB
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, tương tự 
[image: image884.wmf]DHAC
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 suy ra

H là trực tâm của tam giác ADC . Ta có


[image: image885.wmf]2
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 không đổi, O
cố định suy ra điểm H nằm trên đường tròn 
[image: image886.wmf](
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Bài 23.

[image: image970.png]


Cho đường tròn (O;R) và một điểm A cố định nằm trên đường tròn. Trên tiếp tuyến với đường tròn (O) tại A lấy một điểm K cố định, một đường thẳng (d) thay đổi đi qua K và không đi qua O cắt (O) B,C (B nằm giữa K và C). Gọi M là trung điểm của BC. Vẽ đường kính AN của (O). Đường thẳng qua A vuông góc với CB cắt MN tại H. Khi đường thẳng (d) thay đổi quanh K và thỏa mãn điều kiện đề bài thì điểm H di động trên đường nào.

Giải:

Do AN là đường kính của (O) nên 
O là trung điểm của AN . Lại có

AH, OM cùng vuông góc với BC
nên 
[image: image887.wmf]//

AHMO

 suy ra MO là đường

trung bình của tam giác AHN suy ra


[image: image888.wmf]2
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. Tứ giác BHMC có 2

đường chéo BC, HM cắt nhau tại

trung điểm mỗi đường nên BHMC là hình bình hành.  Dẫn tới 
[image: image889.wmf]//,
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 mà 
[image: image890.wmf]NCAC

^

(do AN là đường kính của (O) suy ra 
[image: image891.wmf],
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 kết hợp với giả thiết 
[image: image892.wmf]AHBC
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 ta suy ra H là trực tâm của tam giác ABC.
Gọi I là điểm đối xứng với O qua M , từ chứng minh ở câu c) ta suy ra AHIO là hình bình hành nên 
[image: image893.wmf]//
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 và 
[image: image894.wmf]HIAO
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, ta cũng có tam giác KOI cân tại K suy ra 
[image: image895.wmf]KIKO
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 không đổi. Dựng hình bình hành HIKJ thì 
[image: image896.wmf]//
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và 
[image: image897.wmf],
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 kết hợp với 
[image: image898.wmf]//
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 và 
[image: image899.wmf]HIAO
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 thì 
[image: image900.wmf]//
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 ta suy ra AOKJ là hình bình hành mà A, O, K cố định ta suy ra điểm J cố định. Do 
[image: image901.wmf]JHKIKO

==

 không đổi suy ra điểm H nằm trên đường tròn tâm J bán kính KO.

[image: image902.wmf]·
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