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Câu I (3,0 điểm).

1). Với 
[image: image1.wmf];;
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 là những số thực thỏa mãn điều kiện 
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. Chứng minh rằng
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2). Giải hệ phương trình 


[image: image7.wmf](

)

3322

2

68

xyxy

xyxy

ì

ï

+=

ï

ï

í

ï

++=

ï

ï

î

.
Câu II (3,0 điểm). 
1). Với mỗi số thực 
[image: image8.wmf]a

 ta ký hiệu 
[image: image9.wmf]a
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá 
[image: image10.wmf]a

  giải phương trình 
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2). Chứng minh rằng từ 
[image: image12.wmf]52

 số nguyên bất kỳ luôn có thể chọn ra được hai số có tổng hoặc hiệu chia hết cho 
[image: image13.wmf]100

.

Câu III (3,0 điểm). Cho tam giác nhọn 
[image: image14.wmf]ABC

V

, đường cao 
[image: image15.wmf]AH

, 
[image: image16.wmf]H

 thuộc 
[image: image17.wmf]BC

. 
[image: image18.wmf]P

  thuộc 
[image: image19.wmf]AB

 sao cho 
[image: image20.wmf]CP

 là phân giác góc 
[image: image21.wmf]·

BCA

. Giao điểm của 
[image: image22.wmf]CP

 và 
[image: image23.wmf]AH

 là 
[image: image24.wmf]Q

. Trung trực của 
[image: image25.wmf]PQ

 cắt  
[image: image26.wmf]AH

 và 
[image: image27.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image28.wmf];
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1). 
[image: image29.wmf]PE

 giao 
[image: image30.wmf]AC

 tại 
[image: image31.wmf]K

. Chứng minh rằng 
[image: image32.wmf]PK

 vuông góc 
[image: image33.wmf]AC

.

2). 
[image: image34.wmf]FQ

 giao 
[image: image35.wmf]CE

, 
[image: image36.wmf]CA

 lần lượt tại 
[image: image37.wmf];

MN

. Chứng minh rằng bốn điểm 
[image: image38.wmf];;;

EKNM

 thuộc một đường tròn.

3). Chứng minh rằng bốn điểm 
[image: image39.wmf];;;
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 thuộc một đường tròn.

Câu IV (1,0 điểm). Giả sử 
[image: image40.wmf]0;;1
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. Chứng minh rằng
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Câu I. 
1). Ta có điều kiện 
[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

1111

abbccaabcabcabc

++=+++Û---=

.
Và
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image45.wmf](
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Nhận xét: Bài toán kết hợp giả thiết cũng nhưng cách phân tích nhân tử ở đẳng thức suy ra điều phải chứng minh. 

Ý tưởng: Trước hết, quan sát giả thiết của bài toán, một đẳng thức khá cồng kềnh tuy nhiên rất đối xứng, vì thế ta sẽ nhóm nhân tử lại như sau:
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Để đơn giản hơn nữa, ta sẽ đặt 
[image: image47.wmf]1;1;1
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, suy ra 
[image: image48.wmf]1
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. Chính vì thế ta cần biểu diễn mẫu của các phân số trong đẳng thức cần chứng minh theo 
[image: image49.wmf];;
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 hay chính là việc thế 
[image: image50.wmf]1;1;1
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 vào đẳng thức bài cho, ta có:
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Kết hợp với giải thiết  
[image: image53.wmf]1
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 ta sẽ đưa 
[image: image54.wmf]VT

 về cùng mẫu như sau:
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 (điều phải chứng minh).

Bài toán kết thúc.

2).  Ta có   
[image: image58.wmf](
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 (do 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế, sau đó đưa về phương trình có chứa mối liên hệ giữa 
[image: image62.wmf];

xy

 và thế ngược lại một trong hai phương trình của hệ, tìm nghiệm của hệ ban đầu.

Ý tưởng: Đây là một hệ phương trình đối xứng, đồng thời lại xuất hiện các tổng 
[image: image63.wmf]xy
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 và tích 
[image: image64.wmf]xy

 nên ta nghĩ đến việc đặt ẩn phụ (
[image: image65.wmf];
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) nhưng việc phân tích 
[image: image66.wmf]33
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 theo 
[image: image67.wmf];
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 sẽ gặp khó khăn. Vì thế hướng đi này không khả thi, quan sát kỹ một chút, ta thấy rằng  phương trình một có hằng số 
[image: image68.wmf](
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 đồng thời hằng số 6 xuất hiện ở phương trình hai do đó ta nghĩ đến chuyện thế, đồng thời chú ý đến hằng đẳng thức 
[image: image69.wmf](

)

(

)

3

33

3

xyxyxyxy

+=+++

 nên phương trình hai trong hệ tương đương với: 
[image: image70.wmf](
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 suy ra 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Giải hệ phương trình 
[image: image74.wmf](
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2. Giải hệ phương trình 
[image: image75.wmf](
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Câu II. 

1). Ta chứng minh đẳng thức 
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Ký hiệu 
[image: image77.wmf]{
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+) Xét trường hợp 
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+) Xét trường hợp 
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Suy ra 
[image: image86.wmf](
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+) Xét trường hợp 
[image: image87.wmf]2
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Ta thu được 
[image: image90.wmf](
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*) Phương trình đã cho tương đương với 
[image: image92.wmf]12
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Nhận xét. Để giải bài toán trên cần sử dụng phương pháp biến đổi tương đương đưa về xét khoảng giá trị của nghiệm. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Các ký hiệu cơ bản: “
[image: image93.wmf]x
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá 
[image: image94.wmf]x

 và 
[image: image95.wmf]{
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 là phần lẻ hay phần thập phân. Do đó 
[image: image96.wmf]{
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”. Ví dụ: Cho số 2,49. Ta có 
[image: image97.wmf]2,492
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 và 
[image: image98.wmf]{
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· Xét các khoảng giá trị của nghiệm như bài giải đã làm theo đúng phương pháp thông thường khi làm bài toán phần nguyên.
2). Chúng ta xét các số dư của 
[image: image99.wmf]52

 số trong phép chia cho 
[image: image100.wmf]100

 và chia các số thành các nhóm theo số dư như sau 
[image: image101.wmf]{
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 Vì có 
[image: image102.wmf]51

 nhóm nếu tồn tại 
[image: image103.wmf]2

 số có số dư thuộc cùng một nhóm. Nếu hai số đó đồng dư thì hiệu của chúng chia hết 
[image: image104.wmf]100

. Nếu hai số có số dư khác nhau thuộc cùng một nhóm có tổng số dư bằng 
[image: image105.wmf]100

 thì tổng của chúng chia hết cho 
[image: image106.wmf]100.

 

Nhận xét. Áp dụng kiến thức về số dư trong phép chia số nguyên và nguyên lý Dirichlet (Đi - rich - lê) 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Phép chia một số nguyên  a cho một số tự nhiên b khác 0 ta được thương là số nguyên p (p cùng dấu với a) và số dư là số tự nhiên r. Ta có r luôn nhỏ hơn b. Hay r lớn nhất có thể tồn tại là 
[image: image107.wmf]1
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.
Phép chia một số tự nhiên cho 100 ta có thể nhận được các số dự sau 
[image: image108.wmf]{
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 (có 100 phần tử).

· Tư duy bài toán: Bài toán yêu cầu chứng minh từ 52 số nguyên bất kỳ luôn có thể chọn ra được hai số có tổng hoặc hiệu chia hết cho 
[image: image109.wmf]100

.

Từ các số dư 
[image: image110.wmf]r

 có thể tồn tại trên, chọn và ghép đôi hai số thành nhóm các số dư 
[image: image111.wmf]{
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 (có 51 nhóm).
· Nguyên lý Dirichlet (phát biểu cho bài toán này): “Có 
[image: image112.wmf]n

 cái lồng và cần nhốt 
[image: image113.wmf]1

n

+

 con chim và lồng. Ta luôn có ít nhất một cái lồng chứa 2 con chim.” 
Vì ta đang xét với 52 số nguyên bất kỳ nên ta sẽ nhận được 52 số dư bất kỳ khi chia cho 100 nên sẽ luôn có 1 số dư thuộc cùng một nhóm với một trong 51 số dư còn lại.
+ Nếu số dư đó cùng nhóm có tổng bằng 100 thì chia hết cho 100.
+ Nếu số dư đó cùng nhóm có số bằng nhau khi chia cho 100 (hay đồng dư với nhau khi chia cho 100) thì có hiệu chia hết cho 100.

Câu III.
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1). Ta có tam giác 
[image: image114.wmf]EPQ

D

 cân tại 
[image: image115.wmf]E

 và 
[image: image116.wmf]CQ

 là phân giác góc 
[image: image117.wmf]·
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, nên 
[image: image118.wmf]·
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Do đó 
[image: image119.wmf]·
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, nên 
[image: image120.wmf]PKAC
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.
Nhận xét. Chứng minh hai đường thẳng vuông góc ta đi chứng minh góc đó là góc còn lại của một tam giác có tổng hai góc bằng 
[image: image121.wmf]90

°

.   

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Điểm thuộc trung trực của một đoạn thẳng cách đều hai mút của đoạn thẳng đó.
Điểm 
[image: image122.wmf]E

 thuộc trung trực của đoạn thẳng 
[image: image123.wmf]PQ

 nên 
[image: image124.wmf]EPEQ

=

.
· Tam giác có hai cạnh bằng nhau là tam giác cân.
Tam giác 
[image: image125.wmf]EPQ

D

 có 
[image: image126.wmf]EPEQ
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, suy ra tam giác 
[image: image127.wmf]EPQ

D

 cân tại 
[image: image128.wmf]E

.
· Tam giác cân có hai góc kề cạnh đáy bằng nhau.
Tam giác 
[image: image129.wmf]EPQ

D

 cân tại 
[image: image130.wmf]E

 nên ta có 
[image: image131.wmf]·
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.
· Hai góc đối đỉnh thì bằng nhau.
Ta có 
[image: image132.wmf]·
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 và 
[image: image133.wmf]·
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 là hai góc đối đỉnh nên 
[image: image134.wmf]·

·
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.
· Tổng hai góc nhọn trong một tam giác vuông bằng 
[image: image135.wmf]90

°

.
Tam giác 
[image: image136.wmf]HQC

D

 vuông tại 
[image: image137.wmf]H

, nên 
[image: image138.wmf]·
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[image: image139.wmf]·
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[image: image140.wmf]CK

 là phân giác của góc 
[image: image141.wmf]·
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Từ các chứng minh trên ta có 
[image: image142.wmf]·
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.
· Tam giác có tổng hai góc bằng 
[image: image143.wmf]90

°

 thì góc còn lại là góc vuông.
Tam giác 
[image: image144.wmf]KPC

D

 có 
[image: image145.wmf]·
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 nên 
[image: image146.wmf]·
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 hay 
[image: image147.wmf]PKAC

^

.      

2). Trong tam giác 
[image: image148.wmf]EFC

D

 có 
[image: image149.wmf]CQEF

^

 (do 
[image: image150.wmf]EF

 là trung trực 
[image: image151.wmf]PQ

); 
[image: image152.wmf]EQFC

^

 nên 
[image: image153.wmf].

FQEC
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Từ đó 
[image: image154.wmf]·
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, nên tứ giác 
[image: image155.wmf]EKNM

 nội tiếp đường tròn đường tròn đường kính 
[image: image156.wmf]EN

.

Ta có tứ giác 
[image: image157.wmf]EKCH

 nội tiếp  đường tròn đường kính 
[image: image158.wmf]EC

 nên 
[image: image159.wmf]·
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Chú ý: 
[image: image160.wmf]EF

 là phân giác góc 
[image: image161.wmf]·
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 và 
[image: image162.wmf]CQ

 là phân giác góc 
[image: image163.wmf]·

HCK

, do đó 
[image: image164.wmf]·
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. Do đó tứ giác 
[image: image165.wmf]PECF

 nội tiếp.   
Nhận xét. Chứng minh bốn điểm cùng thuộc một đường tròn ta chứng minh bốn điểm đó tạo thành một tứ giác nội tiếp. Để chứng minh tứ giác do bốn điểm đó tạo thành là tứ giác nội tiếp ta chứng minh hai đỉnh liên tiếp của tứ giác đó cùng nhìn một cạnh dưới hai góc bằng nhau.   

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Đường thẳng nối một đỉnh của tam giác với giao điểm của hai đường cao từ hai đỉnh còn lại là đường cao thứ ba của tam giác.
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· Tứ giác có tổng hai góc đối diện bằng 
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 là tứ giác nội tiếp.
+ Tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính 
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 là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính 
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· Tứ giác nội tiếp có góc ngoài tại đỉnh đối diện bằng góc trong không kề với nó.
Góc 
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 của tứ giác nội tiếp 
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· Đường phân giác của một góc chia góc đó thành hai góc bằng nhau và bằng một nửa góc ban đầu.
+ 
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Suy ra 
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· Hai đỉnh liên tiếp của tứ giác đó cùng nhìn một cạnh dưới hai góc bằng nhau thì tứ giác đó là tứ giác nội tiếp.

Tứ giác 
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 có hai đỉnh 
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 cùng nhìn cạnh 
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 dưới hai góc bằng nhau 
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 là tứ giác nội tiếp hay bốn điểm 
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 cùng thuộc một đường tròn   

Câu IV. Ta chứng minh đẳng bất đẳng thức:
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Bất đẳng thức tương đương với 


[image: image210.wmf]3

3

1113

6

111

1

xyz

xyyz

zx

zxy

xyz

æö

æöæö

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

+++++

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

çç

ç

èøèø

èø

++

+

+³

+++

+



[image: image211.wmf](

)

3

3

39

1.

111

111

1

xyz

xyz

zxy

xyz

æö

+

÷

ç

÷

Û+++++

ç

÷

ç

÷

ç

èø

³

+++

+

.
+) Ta có 
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Áp dụng kết quả (2) ta thu được 
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Từ (1) và (3), suy ra (*) đúng.

Trở lại bài toán: Bất đẳng thức đã cho tương đương với
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Với 
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Dấu “=” xảy ra khi 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng bất đẳng thức Cosi và bất đẳng thức bổ đề để chứng minh bất đẳng thức.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương: 
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· Bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương: 
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· Bất đẳng thức bổ đề: 
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Ý tưởng: Đây là một bài toán rất khó, ngoài việc biểu diễn theo bất đẳng thức Cosi đòi hỏi người làm cần kết hợp với bất đẳng thức bổ đề. Nếu chưa được tiếp xúc sẽ không thể làm được bài này. Và hướng tiếp cận bổ đề như sau: 
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 (bất đẳng thức hiển nhiên đúng với 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 
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