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LOINOI PAU

Muc dich ctia tai liéu nho nay 12 giGi thiéu téi rong rai céc ban, dic biét
12 cdc ban hoc sinh phé thong tat ca cac dé thi Todn quoc gia Viét Nam,
thuoc bang A. Tai liéu ny dugc gilt ban quyén b&i www.ddtoanhoc.net'

2Ki thi chon hoc sinh gidi To4n toan quéc nhidm chon nhitng hoc sinh gidi Todn
16p 10 (nay 1a 16p 12) duoc t6 chitc hang nam 14n d4u tién vao nam hoc 1961-1962
(trir nam 1973 ching ta khong t6 chic ki thi). Thuc t€ cdc nam tir 1962 dén nam
1975 ki thi chi duoc dién ra & mién Béc (goi 1a ki thi chon hoc sinh gidi Todn toan
mién Bic). Sau ngly gidi phong hoan toan mién Nam théng nhét t6 quoc ki thi méi
duoc t6 chiic trong pham vi toan quéc.

Tir 14n thi thit nhat dén 14n thi thit tdm ki thi duoc t6 chiic trong mot ngdy, thoi gian
lam bai thi 1a 4 tiéhg, khong ké thoi gian chép dé. Tir 14n thit chin trd di, ki thi méi
duoc t6 chitc trong hai ngy, thoi gian 1am bai méi ngay 1a 3 tiéng. DE thi thuong
duoc dé cap dén cdc phan mon ciia Toan hoc so cdp nhu: S6 hoc, T6 hop, Do thi,
Pai 56, Gidi tich, Luong gidc, Hinh hoc phdng va Hinh hoc khong gian.

Tt nam 1974 cho dén nay dua trén két qua cua cac ki thi Toadn quéc gia hang nam
ching ta da tuyén chon mot s6 hoc sinh dat diém cao tham gia cudc thi chon doi
tuyén Todn quéc gia di thi Toin quéc t&€ (IMO) va da dat dugc nhiéu thanh tich
vang doi.

!'Tac gia xin cam on ban quan tri mang www.ddtoanhoc.net da giGi thiéu tai liéu nay
téi cacban doc

2C6 tham khao tir cudn sach “Cdc bai thi hoc sinh gici Toan PTTH toan qudc (tix ndm 1962
dén 1991)” cua tac gia Lé Hai Chau, do nha xuat ban Gido duc 4n hanh nam 1994
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Chuong 1

Cac bai thi Toan quoc gia Viét Nam,
bang A

1.1 Nam 1962

1. Chting minh ring v6i moi s6 duong a, b, ¢, d ta ¢ bit dang thitc

1 1 1
T 1717 1 =71 1

1
a b c+3 a+c+b+d

2. Hay xac dinh dao ham bac nhit twong tng vé6i gid tri = 1 cia ham s6

f@)=00+z)-V2+22-V3+23

3. Cho mot ti dien ABC D va A, B' 1a nhiing hinh chiéu cta cac dinh A, B 1én
cac mit doi dién. Ching minh rang A A’ v BB’ cét nhau khi va chi khi hai
dudng thang AB va C'D vuong géc v6i nhau. Néu AC = AD = BC = BD
thi hai duong thang AA’ v BB’ c6 cit nhau khong ?

4. Dudng cao cia mot hinh chép ti gidc déu bang h. Mat bén tao véi day mot
g6c «.. Qua canh ddy ta dung mot thiét dién vuong goc v6i mat doi dién.
Tinh thé tich ctia hinh chép tao thanh va bién luan cong thitc tim duoc.

5. Gidi phuong trinh sau day véi 4n s6 thuc z:

. 1
sin® z + cos® z = Z
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1.2 Nam 1963

1. Ba hoc sinh 16p X tén 1a Dan, M&o, Thin di choi nhin thdy mot nguoi 1ai mot
chiéc xe 6 t6 vi pham luat 1¢ giao thong, khong ai nhé s6 xe 1a bao nhiéu,
nhung mdi ngudi déu nhé mot diac diém clia s6 xe. Dan nhé rang hai chit s6
dau giong nhau, Mo nhé rang hai chit s6 cudi cing giéng nhau. Thin thi
qua quyét rang s6 xe ¢6 bon chit s6 13 mot s6 chinh phuong. Ching ta hiy
thir tim s6 xe do ?

2. Hay xdac dinh cdc gi4 tri gi6i han sau day

3
_1 b o
i 8x i Vi 12) Va—b

z—1 622 — 51 +1 z—a z

— a2

L2

. Giai phuong trinh

cos® x + cos? 2z + cos? 3z + cos? 4z = 2

4. Cho hinh hop ABC'D.A'B'C'D'. Nguoi ta cit hinh hop ndy bing mot mit
phéng qua ba dinh A, B’, D’. Chitng minh ring dudng chéo ctia A'C' ctia hinh
hop cat thiét dién tam gidc tao thanh tai trong tam clia tam gidc d6.

5. Pdy cua mot hinh lang tru ding 14 mot hinh thoi ABC D canh a va géc nhon
60°. Ta noi dinh B’ v6i diém giita M ctia AD, dinh D’ v6i diém giita N cla
AB. Hai dudng thang B'M va D'N cat nhau theo géc B'OD' bang «. Tim
thé tich ctia hinh lang tru d6.

6. Hoi nghi dai biéu thanh nién ban vé cong tic chong han & mot huyén gém
c6 47 nam nit thanh nién. C6 L& nhan ra minh quen 16 nam, c6 Pao nhan ra
minh quen 17 nam, c6 Man quen 18 nam, .... , c6 Cam ngudi nit cudi cung
quen tét ca cac ban nam cé mat. Hoi ring hoi nghi ¢6 bao nhiéu nam va bao
nhiéu nif thanh nién ?

~

(a) Hay xac dinh gid tri cia m sao cho phuong trinh
22+ (2m+6)z +4m +12 =0

¢6 hai nghiém s6 va ca hai 16n hon —1.

(b) Tinh dao ham ctia ham s6 sau day

Cu+Vie+1l Vit wr—u

f(u)_\/1+u2—u+u+\/1+u2

8. Giai phuong trinh

) . 3
sin® x cos 3x + cos® r sin 3x = 3
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9. Cho mét hinh chép tam gidc S.ABC c6 mat SCB vuong gbc véi ddy, cac
canh SC = SB = 1 vA cic géc phang & dinh bing 60°. Hay xdc dinh thé
tich ctia hinh chép.

10. Tinh canh a va dién tich S cia mot tam gidc biét hai géc A va B va nita chu
vi p. Hay xdc dinh S v6i p ~ 23.6; A ~ 52°42'; B = 46°16'.

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.3 Nam 1964

1. Goi « 1a mot géc tuy y. Hay xdc dinh gid tri clia cdc biéu thitc dudi day

2m dm
cos o + cos(a + ?)%— cos(a + ?)

2. V& duong biéu dién clia cdc ham s6 dudi day
u=+/(2?—1)2 & y=z++/(22-1)2

Trong d6 = € R. Bién luan s6 nghiém ctua phuong trinh

z+/(@2-12=m
tuy theo gid tri cua tham s6 m.

3. Tir mot diém O nim ngoai mot mat phang (P), ta ha cdc dudong vudng géc
OH xuéng cic dudng thiang clia P, di qua mot diém c6 dinh A. Hay xdc
dinh quy tich (c) ctia diém H.

Goi (C) 1a mdt nén nghiéng c6i dinh tai O va ddy 1a (¢). Ching minh rang
cdc mat phing song song véi (P) hay vuong géc véi O A cit (C) theo nhitng
dudng tron.

(C') c6 hai mat d6i xiing cat né theo hai géc a, 8. Hay xéac dinh quan he giita
o va 3.

4. Mot cay dam nhanh nhu sau: cay moc lén dugc mot nam thi bit dau dam
nhanh, sau d6 c hai nam cay lai ddm ra mot nhanh. Quy luat ay cta than
chinh ciing dugce dp dung cho cdc nhanh cdy moc ra, tic 12 mbi nhanh sau
khi moc ra mdt ndm thi ddm ra mot nhanh con va nhanh chinh dé ca hai
nam sau lai ddm ra mot nhanh. Coi than chinh 12 mét nhanh dac biét , tinh
$6 nhanh cua cay trong nam thit nam.

Goi s6 nhanh trong nam thit n 1a S,,. Chiing minh ring
Sn = Snfl + Sn72

Goi a > b 14 hai s6 thoa mén cdc dang thitc @ + b = 1 vh ab = —1. Chiing
minh bang quy nap rang

Sn — X (an—H _ bn—l—l)

Sl

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.4 Nam 1965

1. Tai mot thoi diém ban dau ¢ = 0, chiéc tdu thuy clia hai quan ta & vi tri ban
dau O phat hién mot chiée tau thuy cua dich & vi tri ban dau A, cach tau cla
tala OA = a va dang chay vé6i van toc v khong déi trén dudng thang vuong
goc voi OA. Dé dudi ban quan dich ta m& may chay véi van téc 14 v khong
déi tréen mot dudng thang 1am mot gée nhon ¢ v6i O A

(a) Khi ¢ di dugc chon trudc, hoi khodng céach cuc tiéu dat duge gitta tiu
ta va tdu dich 12 bao nhiéu? Cdc van téc u va v phai thoa mén diéu kién
gi thi cuc tiéu Ay triét ticu?

(b) Néu diéu kién dy khong dugc thod man thi phai chon géc ¢ nhu thé
nao dé khoang cdch cuc tiéu & trén bé nhit c6 thé? Khi dat khoang cich
ngéan nhat Ay thi huéng ta phai bin vao tau dich mot géc 12 bao nhiéu
vao dudng di cna dich?

2. Cho mot vong tron 16n véi hai day cung AB va C'D song song véi nhau. Goi
M 13 mot diém chay trén vong tron 4y. Pudng thang M D cat duong thang
AB tai ().

(a) Khi M tién t6i D hay tGi C' thi tam vong tron tam gidc AMCQ tién t6i
dau? Hay xdc dinh quy tich clia tAm vong tron (M CQ).

(b) Ngudi ta lay mot diém E ¢6 dinh ngoai mat phang cia hinh v&. Ta phai
chon diém E nhu thé€ ndo dé cho quy tich clia tim mét cdu (MCQE)
tring v6i quy tich cia tam vong tron (MCQ) ?

3. (a) Cho hai s6 khong am z,y c6 téng 12 a khong d6i. Hay xdc dinh gid tri
cla x,y dé cho téng 2™ + y™ 1a bé nhat, trong d6 m 12 s6 tu nhién cho
truGe. Cho n s6 khong am c6 téng khong déi, chitng minh ring mudn
cho téng 7" +x7* +- - - + ™ 12 bé nhdt thi phai c6 11 = 29 = - - - = .

(b) Nguoi ta mudn chua mot mét khoi bot hod chét vao 8 thuing gb hinh lap
phuong ma moéi mat phang tdm gb c6 bé day nhat dinh khong déng ké.
Gid tién moi tam gb vudng véi bé ddy 4y ti 1€ vé6i binh phuong dién tich
cua né. Hoi phai chon cic canh xy, x5, . . ., g nhu thé€ nao cua 8 thung
g6 d6 ma do ton tién gd nhat?

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net



(© Ha Duy Hung Cdc bai thi Todn quoc gia Viét Nam bdng A

1.5 Nam 1966

1. Nguoi ta tinh ring néu khong ké sic cdn ctia khong khi thi mdi vién dan bén
ra tir ndong clia mot khdu sting vach ra trong khong gian mot dudng parabol
nam trong mat phang ding qua truc clia nong sting. Néu 14y vi tri cta khdu
sting trén mat dat 1am géc O, 14y duong thing nim ngang lam truc hoanh
Oz va lay duong thang ding 1am truc tung Oy thi phuong trinh cta dudng

parabol ay la
g

— 272902 +ztano
2u§ cos® o

y =
trong d6 « 1a géc ctia nong sting véi mat dat, ¢ 1a gia toc trong trudng, v 1a
van t6éc ban diu cua vién dan

(a) V6i géc « nhu thé nao thi vién dan di xa nhat ?

(b) Véi nhitng géc o nao thi vién dan triing vao mot diém c6 toa do X > 0,
Y > 0 ? Nhitng diém bén t6i dugc trong pham vi khong gian nao?

2. Trong mot miat phang () ngudi ta cho hai duong thang c6 dinh a va b va
hai duong thang bién thién z va y; trong khi bién thién z va y luon luon song
song v6i nhau va theo thit tr di qua hai diém A vd B nim trén dudng thing
A; x cat b 6 diém C; y cat b 6 D. Qua giao diém M cta AB va C'D ngudi
ta dung dudng thiang song song véi z,né caita 6 L va b & N

(a) C6 nhan xét gi vé€ ba diém L, M, N ? Chiing minh nhan xét d6. Hay
xdc dinh quy tich ctia diém M?

(b) Cho mot mat phang thit hai P’ khong song song véi P va mot diém O
nam ngoai P va P’. C4c mat phang Oa, Ob, Oz, Oy c6 thé hoac cat P’
hoic song song véi P, trong trudng hop ching cit P’ thi cdc giao diém
v6i P’ s& theo thit tu goi 1 o/, ¥, 2', 4. Nhu vay trong mat phiang P’ s&
c6 mot bai toan quy tich d6i véi giao diém M’ clia duong thang M véi
mat phang P'. Hay phat biéu bai toan quy tich d6 ?

(¢) Tim xem 2 va y phai & vi tri nao thi 2’ va 3’ song song véi nhau, & vi
tri nao thi A’D’ va B'C" song song véi nhau?

3. Cho ba s6 z,y, z khong am thod man cdc dang thitc dudi day
r+by <36 & 21 + 32 < 72

trong d6 b 1a mot s6 duong cho trudc. Ching minh réng téng = +y + 2 16n
’ X 36
nhat 13 bang max{36, 24 + ?}.

Ung dung. Ngudi ta van chuyén hang diém A dén diém M thi ¢6 ba cdch van
chuyén nhu sau:

(a) Chuyén bang xe hoi theo duong ACM.
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(b) Chuyén bing dudng thuyén theo dudng ADM.

(c) Chuyén bang xe hoi tir A dén B rdi chuyén tiép bang thuyén tir B dén
M

C

Téng s6 xe hoi ¢6 thé ding dé€ van chuyén 13 9 chiéc, téng so thuyén 1a 45
chiéc. Moi chiéc xe hoi néu chay trén dudong A B thi ddm béo trung binh moi
ngay chuyén dugc bon tin hang tir A dén B va néu chay trén duong AC M
thi mdi ngay 2 tan hang tir A dén M. Madi chiéc thuyén néu di duong BM

-~ 2 8 - N N ¢ 2 ¢ >
thi dam bao moi ngay van chuyén duogc 15 tan hang tir A dén M. Hoi rang

néu td chitc van chuyén nhu thé nao (bao nhiéu tin mdi ngay theo cich 1,
theo cach 2, va theo cdch 3) dé cho tdng s6 tdn van chuyén duoc 1a nhiéu

’ C o xe e . \ , 4
nhat? N&u modi chiéc xe hoi chay trén duong AC'M dam bao khong t6i 3

mdi ngay thi nén t6 chitc van chuyén nhu thé nao?

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.6 Nam 1967

1. Khéo sét su bién thién va v& d6 thi ctia ham s6

1
y:§]x3—x2—2:r|—|x+1|

2. Cho hai bd song 1a hai dudng thing song song nim ngang. Dong nudec chay
song song v&i bo tir trdi sang phai véi van téc 1a u. Mot chiée pha ¢6 van téc
riéng khong déi 13 v, xudt phat tir diém O cha by dudi 14y 1am truc Oz chd
xe sang bo kia

(a) Biét rang dudng di thuc t€ ctia pha 1am mot géc o v6i Oz, hoi ring van
toc thuc t€ V' cua pha la bao nhiéu? Bién luan.

(b) Phéi chon géc « 12 bao nhiéu dé thoi gian di 1a it nhat ?

3. Cho mot duong tron (L) ¢6 tam 1a O noi tiép trong mot hinh thoi ABCD.
Mot ti€p tuyén bién thién clia dudng tron (L) cét cic duong thang AB, AD,
BC, CD theo thit tw & cac diém M, N, P, Q).

(a) Hay doan nhan h¢ thic giita hai doan thang BM vh DN; chiing minh
hé thitc d6. Trén hinh v€ con cé nhitng hé thiic nao dang chid y (phat
hién dugc cang nhiéu cang tot).

(b) Bon dudng tron cung di qua diém O va theo thif tu c6 tam 1a A, B, C, D
cat bon doan thang AB, BC, CD, DA & tdm diém. Hay xét xem hinh
t4m canh 16i nhan tdm diém d6 lam dinh ¢6 tinh chét gi dic biét, ching
minh céc tinh chat d6. Si dung vao viéc dung hinh tdm canh déu.

(c) Hay phat biéu mot bai todn trong khong gian bing cach cho hinh v&
cta bai todn trén day quay quanh truc AC.

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.7 Nam 1968

1. Cho hai 86 a, b thod man diéukiéna > b>0,vaa+b=1

(a) Chitng minh rang néu m,n 1a cdc s6 nguyén duong thoa man m > n
thia™ —a” > b6 —b" >0

(b) Vé6i mbi s6 nguyén duong n ngudi ta thiét lap tam thiic bac hai
fu(z) = 2% — 0"z — o™

Ching minh rang tam thic f,,(x) ¢6 hai nghiém s6 phan biét nam giira
—1val.

2. Cho mot duong tron ¢6 dinh O ban kinh . Mot tam gidc bién thién AABC
luon ngoai ti€p dudng tron d6 va cé dinh A chay trén dudng thang c¢6 dinh
x, con hai dinh kia chay trén mét dudng thang co dinh y song song véi .

(a) Cho trudc dudng tron O, hai dudng thang z,y va géc A hiy dung tam
gidac AABC. Bién luan.

(b) Tinh cic géc cta tam giac AABC theo géc A, ban kinh r va khoang
cach h giita hai duong thang x, 3. Bién luan.

(c) C6 nhan xét gi v& mdi quan hé giita hai doan thang 1B va IC (I 1a tiép
diém clia dudng tron O véi duong thang i ? C6 cdch gi dé dodn nhan
ra mdi quan h¢ dé6 ma chua can ching minh gi ¢d ? Ching minh diéu
doan nhan dé.

Tir hé thitc gitta I B va IC hdy ¢6 gang phat hién ra nhitng hé thic ddng
chi y khdc (phdt hién duoc cang nhiéu cang tot).

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.8 Nam 1969

1. Trong mot tram 1u6i lién lac gitta hai ving A va B ¢6 n tram & viing A va
k tram & ving B. M6i tram & viing A c6 thé lién lac dugc véi it nhit k — p
tram & ving B. Chiing minh rang néu n - p < k thi ¢ it nhat mot tram &
viing B c6 thé lién lac duogc v6i moi tram & viing A.

2. Hay xac dinh géc z biét rang 0 < z < 7 va

8

3sinz — sin 3z

+3sin?2 <5

3. Chonhiing s6 £.0,y; > 0,20 < 0,y2 > 0,23 < 0,y3 < 0,24 > 0 > y4. Biét
rang v6i moéi i = 1,4 ta ¢ (x; —a)® + (y; — b)* < ¢*. Hay ching minh rang
a® + b% < . Phét biéu su kién trén duéi dang mot ménh dé trong hinh hoc
phéng.

4. Cho hai vong tron tam O, O’ ban kinh R, R’ twong tng cit nhau & hai diém
P, va moi duong thang (A) bién thién ludn bi hai vong tron néi trén cét
thanh mot hang diém diéu hoa.

(a) Tir hai tam O va ()’ nguoi ta ha cac duong vuong géc OH va O'H'
xuéng duong thang (A). Hiy dung suy luan logic ma doan nhan quy
tich clia cdc diém H va H' (cang dodn nhan dugc chinh x4c cang tot).

(b) Chiing minh nhitng diéu dodn nhan vé quy tich ctia hai diém H va H'
va x4c dinh giéi han cta cdc quy tich d6. Trong truong hgp nao thi quy
tich di qua hai diém O va O'.

(c) V6i gia thiet rang OO’ < v/ R? + R hiy x4c dinh trén duuuudng thang
(A) mot diém M sao cho téng ctia cac doan thang MO va MO’ 1angén
nhat so véi moi con dudng khac n6i O va O va ¢6 diém qua mot diém
trén (A). Ching minh rang dudng di ngén nhét d6 1a khong déi khi (A)
bién thién. Phai déi cau hoi nhu thé nao dé OO’ > VR? + R? .

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.9 Nam 1970

1. Cho A, B, C 1a ba géc ciia mot tam gidgc AABC. Chiing minh ring
A B C

. . ) 1
— . —_ . J— < —
Sin 9 Sin 5 Sin 9 1
2. Tim tat ca cac s6 tu nhién khong chia hét cho 45 ma la ude s6 cua s6 N =
1890. C6 bao nhiéu sé nhu thé ?

3. V6i méi diém (z,y) trong mit phang toa do ngudi ta cho tng véi mot s6
thuc f(z,y). Gia st rang

(@) f(x,0) = ax véi a 1a mot hang s6 khac khong

(b) Néu (x1,41) va (Zo,y2) 12 hai diém phan biét trong mat phing toa do
ma f(z1,y1) = f(z2,y2) thi f(z,y) c6 gid tri khong ddi tai moi diém
(z,y) cla duong thang di qua hai diém doé.

Hay ching minh rang

(a) Vé6i mbi s6 thuc o tap hop tit ca cac diém (z,y) tai d6 f(z,y) = a 1a
mot dudng thang D, va tat ca cdc duong thang D, dé déu song song
v6i nhau.

(b) V6i moi z,y tacd f(x,y) = ax + by trong d6 b 1a mot hang so.

4. Cho mot vong tron ¢d dinh tdm O ban kinh R véi hai duong kinh vuong goc
c6 dinh AB, C'D va ti€p tuyén At tai diém A. Mot diém M chay trén dudng
tron d6, cac duong thang BM, DM cat At theo thit tu & P va @

(a) Khi diém M chay trén dudng tron thi P, Q) luon c6 méi lién hé sau day:
khodng cach giita hai diém P va ) 12 ti 1& thit tu cha ba doan thang
AP, AQ va duong kinh. Sau d6 tim céch biéu dién moi lién hé nay
bang mot cong thitc don gidn nhat.

(b) Dung thuéc va compa dung diém M sao cho B@ va DP song song véi
nhau.

(c) Hai dudng thang OP va B(Q cit nhau & N. Du dodn qu§ tich ctia N
roi chimg minh né.

(d) BP va BQ cit tiép tuyén & diém D theo thi tu & P’ vd '. C6 nhan
xét gi v€ mai lién hé gitta P’ va )'. Ching minh nhan xét d6. DP va
D@ cat duong thang BC' & P” va (7. C6 nhan xét gi vé mai lien he
gitta P” va ”. Chiing minh rang nhan xét dé.

5. Cho mot khai lap phuong ABC D.EFGH va mot mat phang P di qua dinh
A va 1am v6i ba canh AB, AD, AF ba géc bang nhau
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(a) Tinh cosin chung clia ba géc bang nhau d6 va dung hinh chiéu vuong
géc cha khai lap phuong xuéng mat phang P.

(b) Can cif vao hinh chiéu nay dé phdt hi¢n ra nhitng quan h¢ dang chd y
(cang phdt hién cang nhiéu cang tot) gitta mat phang P v6i cic dudng
thang noi cdc cap diém 14y trong tdm diém A, B,C, D, E,. F,G, H va
cdc mat phang chifa timg bo ba diém ciing 14y trong 8 diém do.
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1.10 Nam 1971

N, 7 P — ~ P Al e T”’/ ~ 2,° N\ P
1. Nguoi ta xét cac cdp phan so toi gian — < 1 va b < 1v6im,n,p,qlacac
T q

s0 nguyén duong sao cho néu U tga, P tg S thi a + = 45°
n q

(a) Cho m va n hay xdc dinh p va ¢. Khi nao thi c6 16i giai ?
(b) Cho n va g hdy xdc dinh m va p. Khi nao thi cé 16i giai ?

(¢) Cho m va q hay x4c dinh n va p. Khi nao thi ¢c6 mét 16i giai? Khi nao
thi ¢6 hai loi giai ?

2. Cho mot hinh lap phuwong ABCD.EFGH c6 canh AB = 2a va xét cac
duong thing d cit ba duong thang vo han AE, BC vi DF (trudng hop dac
biét d c6 thé song song v6i mot trong ba dudng thang dé). Goi M 1a giao
diém cha d véi dudng thang BC va m 1a khoang cich tir M dén B

(a) Hay ching minh ring mat phang M AFE cat F'G tai mot diém F’ cach
mot khoang bang m va mat phang M DF cat EH tai mot diém F” cich
H ciing mot khoang bang m. Tir d6 suy ra ciach dung giao diém P clia
duong thang d v6i mat EFGH.

(b) Tinh kho4ng cich tir P dén cic duong thang EF vh EH theo m. Hay
tim mot hé thic gitra hai khoang cach dy khong phu thudc vao m. Tir
dé suy ra quy tich ctia diém P. Phan nao cha qu¥ tich thi tng véi céc
diém M trén canh BC?.

(c) Cé4c dudng thang d tao nén mot mat S. Mat S cit cac mat ctia hinh lap
phuong theo nhitng dudng thang nao, tai sao?.

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.11 Nam 1972

1. Goi « 1a géc bién thién tuy y va £ = cos «, iy = COS na

(a) Chiing minh rang ¢ng v6i mot gia tri cha x trong khoang —1 <z < 1
ta c6 mot va chi mot gid tri xdc dinh ctia y. Coi y nhu 14 mot ham s6
cta z, taky hiéu y = T,,(x). Hay tinh 7} (z), T>(z) va chiing minh cong
thuc

Toii(z) =22 -T,(z) — Tho1(x)
Tir d6 suy ra rang 7, (x) 1a mot da thitc bac n.

(b) Chiing minh rang da thic 75, (z) ¢6 n nghiém thuc phan biét trong doan

[—1,1].

2. Cho mot s6 nguyén duong N ,ta xét tat ca cdc udc s6 18 n clia N va 14y téng
n—1

cua tdt ca cdc s6 dang (—1) 2

(a) Goi téng ay 1a f(N) hdly ching minh ring néu r 1a mot s6 nguyén, p
14 mot s6 nguyén t6 thi f(2) =1 va f(2") =1 va

fv) = 0 néupcddang 4k — 1

{2 néu p ¢6 dang 4k + 1
14+7r néup coédang 4k + 1
f") = 1 néu p c6 dang 4k — 1 va r chan
0 néu p cé dang 4k — 1 varle

(b) Chiing minh rang f 12 ham nhan tinh, nghia 1a néu M, N 1a hai s6
nguyén duong thoa man ged(M, N) =1 thi

J(MN) = f(M) - f(N)

dua vao két qua trén ma tinh f(5* - 112 - 17%9) va f(1980). Néu quy luat
chung dé tinh f(N).

3. Cho mot tam gidc ABC va mot dudng thang d di qua dinh A va khong song
song v6i BC

(a) Nguoi ta dung hinh binh hanh C EF'G sao cho cac dinh E, F, G theo
thtt tw ndm trén cdc dudng thang d, AB, BC va sao cho C'E song song
v6i trung tuyén A7 cta tam gidac AABC, sau d6 dung hinh binh hanh
FEAK H sao cho cdc dinh K, I theo thit tw nim trén cdc dudng thang
AB va BC. Hai duong thang BC va d cit nhau & diém U. Ngudi ta
lay diém V trén dudng thang d déi xiing 6i U qua diém A. Ching minh
ring diém V, diém I, giao diém clia F'G vad K H 1a ba diém thang hang
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v6i nhau va thang hang véi hai dinh B’, C’ cia hinh binh hanh BB'CC'
nhan B, C lam hai dinh d6i dién va cé cac canh theo tha tu song song
v6i d va Al.

(b) Xét cap duong thang F'G va K H cat ba duong thing BC,CA, AB &
ba cap diém dugc sip xép nhu thé nao d6. Tir d6 c6 thé phdt biéu nén
mét dinh 1y téng quit nhu theé ndo? Néu trong mat phang ABC ¢6 cho
trudc mot diém O thi qua O c6 thé dung duoc hai duong thang F'G va
K H hay khong?.

4. Cho mét khéi tit dien déu ABC'D c¢6 canh ¢ trén doan thang AB ngudi ta 14y
. o 2 :
hai diém F va K’ sao cho AF = %; AR =22 tren doan thang AC nguoi

. . ez 3 .
ta 14y hai diém F, F’ sao cho AF = %; AF = Ia va trén doan thang AD
. 2
14y hai diém G, G’ sao cho AG = g; AG! = Ea
(a) Trén mat phang BC D hiy xac dinh hai giao tuyén ctia mat phing nay
v6i hai mit phang EFG va E'F'G’. Nghién cita xem hai giao tuyén
nay cé vi tri tuong doi nhu thé nao doi véi tam gidac BC'D. Tu d6 cé
thé phat biéu nén mot dinh 1y téng quét nhu thé nao?

(b) Tinh thé tich ctia khoi EFGE'F'G’ theo a va tinh géc ma hai mat phang
EFG 1am v6i cic dudng thang AB, AC, AD.

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net




(© Ha Duy Hung Cdc bai thi Todn quoc gia Viét Nam bdng A 21

1.12 Nam 1973

Nam 1973 Viét Nam khong t6 chic ki thi.

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.13 Nam 1974

1.

2.

3.

(a) V6i s6 nguyén duong 7 1a thi s6 sau day
11...1=77...7
12 s6 chinh phuong? (& day c¢6 2n chit s6 1 va n chit s6 7).
(b) Hay xac dinh tat ca cdc chir s6 b sao cho
11...1=0bb...b

1a s6 chinh phuong? (& day ¢ 2n s6 1 va n s0 b).

(a) C6 bao nhiéu cap s6 nguyén lién ti€p x, x + 1 sao cho = 1a bo cua 9 va
2+ 1 1a bdi cua 25?7 Hay xdc dinh cac cap dé.

(b) C6 bao nhiéu cap so (z,z + 1) sao cho x 14 boi ctia 21 va z + 1 1a boi
ctua 165?

(c) Hay xéc dinh cdc bo ba s6 nguyén lién ti€p (z,z + 1,2 + 2) thod min
rlaboicna9, r+ 11aboicha 25 va x + 2 1a boi cna 4.

Cho moét tam gidc ABC' ¢6 dinh vuéng & A va duong cao AH. T chan H
cua duong cao ta ha cdc duong vudng géc H P va H() theo thi tu xuéng cic
canh AB va AC. Cho mot diém M chay tuy y trén duong thang PQ; dudng
thang vuoéng géc v6i dudng thang M H & diém M cat duong thang AB & R
va cat cdc duong thang AC & S

(a) C6 nhitng nhan xét gi vé dudng tron qua ba diém A, R, S va chitng minh
nhan xét do

(b) Néu ta 1ay di hai vi tri cha M, M, clia diém M thi ta s& ¢ céc vi
tri tuong tng R, vd R, cha diém R, S; vd S,. Ching minh ring ti s6
Ry - Ry
St - 59
R va S chay véi nhitng van téc nhu nhau (khi M chay trén duong thang
PQ).

(c) Taldy diém K doi xiing véi diém I qua tam doi xiing M. Puong thang
di qua A va vuong géc véi dudng thang P() cat dudng thang RS & diém
D. Chiing minh ting BHR = DHR. Hay phat hién them mot ding
thitc tuong tu.

khong déi. Tam gidac ABC phéi thod mén diéu kién gi dé cho

. Trong khong gian cho 12 duong thang chita 12 canh clia mot khai 1ap phuong

c6 canh bang don vi. Nguoi ta cit 12 dudng thang d6 bing mot mat phang
P. Hay xét su tuong giao clia mat phang P niy véi 12 duong thang néi trén.
Bién luan theo céc vi trf c6 thé cta P.

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net

22



(© Ha Duy Hung Cdc bai thi Todn quoc gia Viét Nam bdng A 23

1.14 Nam 1975

1. Khéng giai phuong trinh 2° — 2 + 1 = 0 hdly x4c dinh téng cha cac luy thira
bac tdm cla cdc nghiém s6 cua né.

2. Giai phuong trinh sau day

y3_|_m3 y3+n3 y3 _|_p3

3 3 y—m y—n y—p
+ + —5+5 : : =0
(y+m)®  (y+n)p (y+p)?3 2

2'y+m y+n y+p

3. Cho tir dién ABCD ¢6 BA vuong goc véi AC' va DB vudng géc véi mat
phang BAC. Goi O 1a diém giita clia AB, ta hdy ha OK vuoéng géc véi DC.
Chitng minh ring diéu kién cin va du dé ti so cdc thé tich

Vikoac _ AC
Vkogpp  BD
12 2AC - BD = AB2.
4. Cho cap s6 cong —1,18,37,..., Tim s hang cua cip s6 ma khi viét toan

dung chit s6 5.

cotg’ x

5. Chitng minh ring téng cac gi4 tri cuc dai va cuc tiéu clia ham s6 y = 3
cotg 3z

trén (0; g ) 1a mot so hita ty.

6. Trong khong gian cho mot dudng thang c6 dinh A va mot diém A c6 dinh
nam ngoai A. Mot dudng thang d bién thién quay xung quanh diém A. Goi
M N 1a dudng thang vudng géc chung ciia d vi A (M trén d va N trén A).
Hay tim quy tich ctia diém M va quy tich trung diém ctia doan thang M N.
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1.15 Nam 1976

1. Hay tim nghiém nguyén cua hé phuong trinh
x:n—ky — y12
yx+y — .7,‘3

2. Hay x4c dinh dang cua tam gidc A ABC biét ring

acosA—+bcosB+ccosC B a+b+c
asin A+ bsin B+csinC IR

6 d6 a, b, cla do dai cta ba canh BC,C A, AB va R 1a ban kinh dudng tron
ngoai ti€p tam gidc AABC.

3. Chitng minh ring v6i moi diém M trong tam gidc AABC ta déu cé bat dang
thiic

893
< -
dadyde < 27abc

trong d6 dg, dy, d. 12 khoang cach tir diém M dén cdc canh BC,CA, AB;
a,b,cla do dai cua ba canh BC,CA, AB va S la s6 do dién tich cta tam
gidc di cho. Hay m& rong bat dang thitc trén cho trudng hop tit dién trong
khong gian.

4. Tim $6 c6 ba chit s6 biét ring s6 d6 bang 1.5 14n tich cdc giai thira cia ba
chit s6 clia n6 (& day tich cac giai thita cua s6 n nghia la tich 1-2---n).

5. Cho mat phang P va hai duong thiang chéo nhau d, d’ cat P 1an luot & A, A’
Goi d” 1a nhitng duong thang chuyén dong song song v6i P va tua lén d, d’
& M, M’
(a) Hay xdc dinh vi trf clia dudng thang d” sao cho M M’ 1a ngén nhit.
(b) Cho trudc mot duong thang d,,. Hiy xdc dinh trong nhitng duong thang
d” duong thang d; vuong géc v6i duong thang d,,.
6. Cho k va n 1a hai s6 nguyén duong va xi, xs, . .., T} 1a nhitng s6 duong c6
tong bang 1. Ching minh rang

R L R TR
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1.16 Nam 1977

25

1. Giai bat phuong trinh

\/ 1 \/ 1 z-—1
— S y/1==>
Z Z Z

2. Chiing minh rang ton tai 1977 tam gidc ma céac géc A, B, C cua nd thod méan
hé thitc
sinA+sinB+sinC 12 12

= — & sin Asin Bsin C =
cos A +cos B+ cosC 7 St A s Dsin 25

3. Hoéi rang n duong tron chia mat phang ra lam bao nhiéu phan néu bat cit
cip hai dudng tron nao ciing cat nhau tai hai diém phan biét va khong cé ba
dudng tron nao cé giao diém chung.

4. Tim diéu kién can va di dé ham s6 f(t) = mt® + nt? + pt + q c6 gid tri
nguyén véi moi gid tri cua 7.

5. Cho ag,ay,...,a,, 0,1 1a mot diy hita han cdc s6 thuc thoa mén cdc diéu
kién ay = a, 1 =0 va

ap—1 — 205 + Qg1 ‘ <1

Ching minh ring

k(n+1—k)

ap < ————=
2

véimoi k=0,1,...,n+ 1.

6. Cho da gidc (P) ¢6 m canh va da gidc (P’) ¢6 n canh lan Iugt ndm trong hia
mat phang song song v6i nhau. Xét ho nhitng doan thang AA’ véi A va A’
tuong Gng nam trén cdc canh cia hai da gidc (P) va (P'). Hay néi 16 cdch
tim:

(a) Poan thing A A’ ngan nhit.
(b) Poan thang A A’ dai nhit.
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1.17 Nam 1978

1. Tim tat ca cdc s6 c6 ba chit s6 Zyz sao cho hai ldn s d6 bang tdng clia hai
SO YZT va ZTY.

2. Tim tat ca nhitng gid tri cia m sao cho hé phuong trinh au day chi ¢c6 mot
nghiém

22 =1—1y°

{x2 =2l |z —y —m
3. Ba cua hang luong thuc A, B, C tao thanh mot tam giac AABC, trong d6
CAB = 30°, AB = (0.75AC thudng xuyén cung cap mi soi cho nhan dan
trong viing 1an luot theo ty 1& 5 : 4 : 3. Phai dat dia diém cidn mi soi M &
dau dé tiét kiém chi phi chuyén trd biét rang chi phi d6 ti I¢ v6i s6 lugng va

duong di.
e . @b R L e s
4. Tim ba phan s0 toi gian i tao thanh mot cap s6 cong biét rang
b 1+a & c 1+b
a T+d ‘ b 1+d

5. Mot con song dao khic dau bé rong a mét dén maot chod 1& theo géc vuodng
bé rong khidc sau 1a b mét. Tim chiéu dai 16n nhat cia mot be gd hinh chi
nhat ma chiéu ngang 14 ¢ mét dé khi be troi tir khiic ddu sang khiic sau dén
chd r& khong bi tic.

6. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ Chiimg minh rang c6 thé dung
duoc mot tam gidc ¢6 cdc canh bang cac khoang cach tir A, A, D dén dudng
chéo BD' cta hinh hop. Ky hiéu kich thuéc cta hinh hop 1a aq, as, a3z va
nhitng khoang cach néi trén 1a mq, mo, m3. Hay xdc dinh hé thic giita
ag, s, a3, M1, Mo, 1M3.
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1.18 Nam 1979

1. Chitng minh rang v6i moi z > 1 ton tai mot tam gidc ma s6 do cdc canh 1a
nhing 6 Pi(z) = 2* + 28 + 222 + 2+ 1, Po(z) = 223 + 22 + 22 + 1, vA
Ps(z) = 2* — 1. Chiing minh réing trong tit ca c4c tam gidc d6 géc 16n nhat
déu nhu nhau va hiy xdc dinh gid tri clia né.

2. Cho phuong trinh z° + az? + bz + ¢ = 0 ¢6 ba nghiém thuc (khong nhat
thiét phan biét) 1a ¢, u, v. Vi nhitng gid tri ndo cla a, b, c thi cdc s6 3, u?, v*
nghiém ding phuong trinh 22 + a?22 + 32 + 3 =072

3. Hay chia mot manh vudn hinh tam gidgc AABC ¢6 ba canh khong bang nhau
bang doan thing AM sao cho hai tam gidc ABM va AC'M cé ti s6 dién tich
bang ti s6 chu vi tuong ing.

4. Chiing minh rang v6i moi s6 nguyén duong n thi 2 cos nf 1a mot da thic bac
n cua 2 cosf.

5. Tim tdt ca nhiing s6 « sao cho phuong trinh 22 — 2z[z] + — a = 0 ¢6 hai
nghiém s6 khong am. (& d6 [z] 1a phin nguyén cuia s6 z)

6. Trong khong gian cho hai hinh chit nhat biang nhau ABCD va ABEF ¢6
AB = m, BC = BE = m+/2. Hiy xé4c dinh vi tri tuong d6i clia hai mat
phéng chita hai hinh chit nhat néi trén dé sao cho C'A vuong géc v6i BE.
Trong trudong hop dy hdy xdc dinh vi tri va kich thude t& dién déu cha hai
dinh nidm trén C'A va hai dinh con lai ndm trén BF.
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1.19 Nam 1980

1. Cho cdc goéc ay, o, . . ., a, ndm trong doan [0°, 180°] sao cho gid tri cha

(2

Z(l + cos ay)

k=1

14 mot s6 nguyén 1é. Chiing minh rang
Z sinqy, > 1
k=1

2. Goi T la téng clia k s6 duong my, . .., my. Ching minh ring ta c6 bat dang
thic

i m +L 2>k E—I—z 2
1 k my - T k

3. Cho P 12 mot diém nam trong tam gidc A; A, As. Puong thang P A; cit canh
doi dién tai diém B;. Goi C; 1a trung diém ciia doan thang 4;5; va D; 1a
trung diém clia doan thing PB;. Hay so sinh dién tich chia hai tam gidc
C1C3C5 va D1 D5 Ds.

4. Chtng minh ring v6i moi hinh tit dién ta déu tim duoc trong khong gian hai
mat phang sao cho ti s6 dién tich clia cac hinh chi€u vuong géc cia i dién

len hai mat phing d6 khong nhd hon v/2

5. Phuong trinh z* — 222 — 22 + m = 0 ¢6 thé ¢6 ba nghiém hira ty phan biét
khong? Tai sao?

6. Cho s6 nguyén n > 1 va s6 thuc p > 0. Hay tim gi4 tri cuc dai clia biéu thitc

n—1
E TrT+1
k=1

khi cdc x;, chay khap moi gid tri thuc khong 4&m sao cho >, @, = p.
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1.20 Nam 1981

1. Chting minh rang mot tam gidc 13 vuong khi va chi khi téng ctia sin ba géc
bang téng cuia cosin ba géc d6 cong véi 1.

2. Cho hai da thic f(p) = p'? — p!!' +3p'® + 11p® — p> +23p + 30 va g(p) =
p® + 2p + m. Hay xdc dinh gi4 tri nguyén clia m dé€ tén tai mot da thic k(p)
ma f(p) = g(p) - h(p) v6i moi gid tri thuc cua p.

3. Cho hai diém M vi N & ngoai mot mat phang R. Hiy x4c dinh vi trf clia

2 2 ’ M S R
diém A trén R sao cho ti s I la cuc tiéu.
4. Giai hé phuong trinh

2?2+ + 22+ 12 =50
22—+ 22—t =24
rz = Yyt
z—y+z+1t=0

e

5. Cho n s6 thuc 1,19, ...,t, sao cho & € [p,q] v6ik =1,n(6d60 <p <q
1 cdc s0 cho trudc). Biét rang

1
A:E(t1+t2+---+tn)
va .
B:;(t§+t§+---+ti)
e A Apg
Hay chiing minh rang — > ———. Héy xdc dinh diéu ki¢n can va du de
B~ (p+q)

c6 dang thifc.

6. Cho hai duong tron c¢é tam O7, O ban kinh khac nhau, ti€p xiic ngoai tai
A va mot diém M trong dudng tron tim O, khong nim trén dudng thang
010,. Tim moét dudng thang d di qua M sao cho dudng tron ABC ti€p xic
v6i duong thang O;0,. B 1a mot giao diém nio dé clia d v6i dudng tron tam
O, va C 1a mot giao diém nao do cia d v6i dudng tron tam Oy.
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1.21 Nam 1982

1. Lap phuong trinh bac hai ¢6 hé s6 nguyén va cé hai nghiém 13 cos 72° va
cos 1449,

2. Giai va bién luan theo m phuong trinh z(z + 1)(z +2)(z +3) —m+1 = 0.

3. Cho tam gidc AABC. Trén ba canh clia né dung ba tam gidc déu ra phia
ngoai tam gidc d6. Goi A 14tm gidc ¢6 cdc dinh 14 tm cta ba tam gidc déu
noi trén. Tuong tu trén cic canh cua tam gidc AABC dung ba tam gidc déu
vé phia trong v6i tam gidc d6 va goi A’ 1a tam gidc ¢6 ba dinh 1a ba tam cta
ba tam gidc vira dung. Ching minh rang dién tich ctia tam giac AABC bing
hi¢u cta dién tich hai tam giac A va A’.

4. Tim nghiém nguyén duong cua phuong trinh

2% +2Y + 27 = 2336

voiz <y < z.

5. Cho p 14 s6 nguyén duong va hai s6 thuc ¢, z. Gid sit rang ¢?*1 < 2 < 1 va
0 < g < 1. Hay chiing minh rang

Il

k=1

z—qk
z + gk

P k
1—g¢q

<
- kl_[l1+q’“

6. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’. Chiing minh rang khong ¢6 mot
duong thang nio cit ca bon dudng thang AA', BC, D'C' va dudng néi trung
diém hai canh BB’ va DD'.
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1.22 Nam 1983

1. Cho a va b 1a hai s6 nguyén duong, b > 2. S6 2¢ + 1 chia hét cho s6 2° — 1
hay khong ?

2. (a) Chiing minh ring v/2(sint + cost) > 2+v/sin 2¢ v6i moi 0 < ¢ < g

2 cot 2y S tan 2y

(b) Tim y sao cho 1 + v6i moi y € (0, 7).

coty ~— tany

3. Cho tam gidc AABC va diém M bat ki nim trong tam gidc d6. T M
ha nhiing dudng thang vuong géc M A, M B,, MC| lan lugt dén cic canh
BC,CA, AB. Hay xac dinh quy tich cic diém M sao cho s6 do di¢n tich
cta tam gidc AA; B,C, bang s6 k cho truGe. Bién luan.

4. C6 thé biéu dién mot s6 nguyén dusi dang mot trong céc tong sau hay khong

1 1 1
@ —+—+--+—
a1 ao Qg
1 1 1
(b) —+ —+---+ —
ap a2 ag
trong d6 aq, as, . . ., ag 12 cic s6 nguyén duong phan biét.
5. So sanh
n n
k 1
Sy = & T,= —
2n—2k+1)2n—k+1) k

k=1

6. Cho mot ti dién trong d6 cdc cap canh doi dién bang nhau timg doi mot va
theo thit ty bang a, b, ¢ (a < b < ¢). Mot mat phang cit ti dién da cho theo
mot ti gidc. Hay tim vi trf cha mat phang sao cho tif gidc thiét dién cé chu
vi bé nhit. Trong diéu kién néi trén hdy tim quy tich clia nhiing trong tim
clia cac tu gidc thiét dién.
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1.23 Nam 1984

1. (a) Hay xac dinh da thic cua = ¢é bac nho nhat véi hé s6 nguyén cé mot
nghiém la V2 + 3.
(b) Giai phuong trinh

1+VI+22(y/ (1 +2) =1 —2)3)=2+V1—a?

2. Cho day s6 ug,us,..., nhu sau: u; = 1,us = 2,up1 = U, — U, 1 VOi
n=23,...,. DAy 86 vy, vy, .. ., dugc xdc dinh bdi quy luat

n
Up = E arccotg u;
k=1

Hay x4c dinh lim,, ,, o, v,

3. Trong mit phang P cho hinh vuéng ABC'D canh bing a. Trén nita dudng
thang Az vuong géc v6i P 14y diém S sao cho SA = 2a.

(a) M va N 12 hai diém tuong ting di dong trén BC va DC

i. Xdc dinh vi trf clia hai diém M, N sao cho
BM + DN > 33@

dong thoi hai mat phang SAM va SMN vuong géc v6i nhau va
tich BM - DN dat gid tri bé nhat?

ii. Xdc dinh vi trf ctia M, N sao cho NAM = 45° va thé tich ciia tit
dién SAM N 1a 16n nhit, nho nhat. Tinh céic gid tri d6.

(b) @ 1a diém di dong sao cho @ luén nhin AB va AD duéi cdc géc vuong.
Goi 7 12 mat phang vuong géc v6i P theo giao tuyén AB, DQ cat 7 &
QI

i. Tim quy tich diém Q'.

ii. Diém @ & trén s& v& nén dudng (K). Goi R 1 giao diém thi
hai khac v6i Q cua CQ va (K). Chimg minh ring dai luong
sin? Q' DB +sin? R’ DB 1a mét hing s6 khong phu thuoc vao vi tri
chia (, trong d6 R’ 1a giao diém ctia DR v6i mat phang «.

4. (a) Cho z,y Ia cdc s6 nguyén khong dong thoi bang khong. Hay xdc dinh
gid tri bé nhat cta biéu thic A = 522 + 11zy — 5¢2|.

(b) Tim tat c4 cic s6 duong £ dé

trong d6 [¢] 12 phdn nguyén cla sé 1.
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5. Cho a, b la cdc s6 thuc v6i a # 0. Hay x4c dinh da thic P(x) thod man di€u
kién
zP(z —a) = (z — b)P(x)

6. Cho gbc tam dién Sxyz dinh S trong d6 157 = o, x/\Sy =73, y/S\z = 7. Goi
A, B, C tuong tng la gia tri ctia cdc géc nhi dién canh Sy, Sz, Sx cha géc
tam dién dy

(a) Chung minh ring

sina  sinf  siny

sinA  sinB  sinC’

ii. o+ 8 =290°khi va chi khi 4+ B = 180°.

(b) Gid st rang @ = 8 = v = 90°. Goi O 1a diém c6 dinh trén Sz
sao cho SO = a. M va N la hai diém di dong trén Sz, Sy 520 chc cho
SM + SN = q. Ching minh rang dai lugng SOM + SON + MON
12 mot hing s6 khong phu thuoc vao vi tri cia M vd N. Tim quy tich
tam / cua hinh cau ngoai ti€p ti gidc OSM N.

1.
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1.24 Nam 1985

1. Tim tit ca cac nghiém nguyén ctia phuong trinh
22—y =22y +8
2. Goi M 1la tap hop tit ca cdc ham s6 f xac dinh v6i moi s6 nguyén nhén
nhiing gid tri thuc thoa man cac tinh chat sau day
(a) V6i moi s6 nguyén = va y thi f(z) - f(y) = f(z +y) + f(z — v).
(b) f(0) #0.

PR y 5
Tim tat ca cdc ham s6 [ € M sao cho f(1) = 3

3. Mot hinh hop chit nhat véi cic kich thude a, b, ¢ bi cat bdi mot mat phang di
qua giao diém cdc dudong chéo ctia hinh hop va vuong géc v6i mot trong cdc
duong chéo clia hinh hop d6. Hay tinh dién tich thiét dién nhan dugc.

4. Ki hiéu uSc chung 16n nhat ctia hai s6 tu nhién a va b 1a ged(a, b). Chiing
minh ring véi ba s6 tu nhién a, b va m, di€u kién can va da dé ton tai so tu
nhién n sao cho (a™ — 1) - b chia hét cho m 1a ged(ab, m) = ged (b, m).

5. Hay tim tét ca cdc gid tri thuc clia tham s6 a dé phuong trinh
162* — az® + (2a 4+ 17)2* —az + 16 = 0
¢ bén nghiém phan biét lap thanh mot cip s6 nhan.
6. Mot hinh chép tam gidc O.ABC c¢6 dién tich day 12 ABC biang S. Tinh
thé tich ctia hinh chép biét rang mdi dudng cao theo thut tu ha tir cdc diém

A, B, C khong thé bé hon trung binh cong clia hai canh bén thuoc bé mat
doi dién véi cac dinh do.
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1.25 Nam 1986

1. Cho n bét phuong trinh
42 — daz + (a; — 1) <0
1 , ) .
6 d6 a; € [5, 5] v6i moi i = 1,2,...,n. Goi z; la nghiém bat ki cta bét
phuong trinh ting v6i tham s6 a;. Chiing minh rang

n 2 n
Y k1 T < D k1 Tk 11
7 o 7

2. Goi R, r 12 ban kinh céc hinh ciu ngoai ti€p va noi ti€p hinh chdép 1986 déu

. R 1
(a) Chiing minh rang — > 1 +
r Ccos

1986
(b) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh chép c6 canh ddy bang a khi & bét
dang thitc trén x4y ra ddu bang.

3. Cho M (y) 1a mot da thitc bac n sao cho M(y) =2Y,v6iy =1,2,...,n+1.
Hay xdc dinh M (n + 2).

4. Cho hinh vuong ABC D canh 2a. Trong mat phang vuong géc véi mat phang
chita hinh vuong di qua AB ta dung mot tam gidc déu AM B. Mot diém S
chay trén AB cich B mot khoang SB = x. Goi P 1a hinh chiéu clia diém
M lén duong thing SC va E, O theo thit tu 13 cdc trung diém clia AB, CM

(a) Hay xac dinh quy tich cia P khi S chay trén AB.

(b) Tinh c4c gi4 tri cuc dai va cuc tiéu cia SO.

5. Tim cdc gi4 tri tu nhién clia n > 1 dé cho bat dang thitc

n n—1
E 2> E
T = Ty * Tk

ding v6i moi xx, £k =1,n

6. Tir day so tunhién 1,2,3, ..., talap ddy s6 sau day: s6 hang thit nhat 1a s6
18, cu thé 12 s0 1; hai s6 hang ti€p theo 14 cdc s6 chdn 2 va 4; ba s6 hang tiép
theo 1a cdc s6 1€ 5,7, 9; bon s6 hang ti€p theo 1a cac s6 chan 10, 12,14, 16;
nam s6 hang ti€p theo 1a cac s6 1& 17,19, 21, 23,25, ...,. Hay xdc dinh s6
hang téng qudt cta day trén.

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net




(© Ha Duy Hung Cdc bai thi Todn quoc gia Viét Nam bdng A 36

1.26 Nam 1987

e . . R T . T
1. Cho cap so cong gom 198? sO0 hang dau u; = To87 va cong sai d = 3974 °
Hay xac dinh gi4 tri cua tong

S:ZCOS(iuliUQi"'iU1987)

& do téng 3 chita tit ca cdc s6 hang Gng véi tat ca cdc cich khdc nhau ¢
thé dugc dé 14y cac ddu + hay — truéc cac s6 ui, Us, . . ., Uiggy.

2. Cho hai day s6 {x, }° va {y,} 1> theo quy luat sau day: z¢ = 365; 1,11 =
T (21980 4+ 1) + 1622 v6in > 0 va yg = 16; ypi1 = Yn(yS + 1) — 1952 véi
n > 0. Ching minh rang |z, — yx| > 0 v6i moi n, k tu nhién.

3. Trong mat phang cho n dudng thang doi mot cat nhau nhung khong cuing di
qua mot diém. Chitng minh ring ton tai {t nhat mot diém 12 giao clia hai va
chi hai trong s6 n duong thang do.

4. Choa; >0v6imoii=1,nvan>2 DitS=>, | a. Ching minh ring
n 2m gl+2m—2t

Y e 2
(S —ap)? 1 = (n—1)¥1p2"

k=1

vOi moi m, ¢ nguyén thoa man m > ¢ > 0. D4u bing xay ra khi nao ?

5. Ham s6 f(z) xdc dinh va ¢6 dao ham trén [0, +o00]. Biét rang véi moi z > 0
luon c6

@ [f(z)] <5
(b) f(z)- f'(z) = sinz
Tén tai hay khong lim,_, o f(z) ?
6. Trong khong gian cho 5 nira dudng thang Oz, v6i k = 1,5. Goi « 1a gid tri

bé nhit trong tdt ca cdc géc hop boi cdc cap nira dudng thing Oz; va Ox;.
Chiting minh ring o < 90°.
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1.27 Nam 1988

1. C6 1988 con ga nhot vao 994 chudng ¢ hai con. Sau mbi ngay ngudi ta lai
thay doi vi trf clia ga sao cho khong c¢6 hai con g nao di & chung trude d6
lai ndm trong cing mot chudng lan nita. Hoi ¢é bao nhiéu ngay lam duoc
nhu vay.

2. Cho da thitc P(z) = apz™ + a2t + -+ a,_17 + a, v6in > 3. Biét rang

n?—n

da thic ¢6 n nghiém thuc va g = 1,a; = —n,ay = . Hay xéc dinh

cic hé¢ s6 a; v6ii=3,4,...,n.

3. Mat phang dugc phan chia thanh cdc tam gidc déu bing nhau sao cho hai
tam gidc bat ki khong c6 diém chung nao hodc ¢6 chung nhau mot dinh hodc
chung nhau mot canh. C6 hay khong mat hinh tron chita ding 1988 dinh cac
tam giac dé ?

4. Day s6 {z,} bi chan ma thoa mén diéu kién z,, + z,,1 > 2z,,2 V6i moi
n > 1 ¢6 nhat thiét hoi tu hay khong ?

5. Gia stt ring c6 tam gidac AABC ba géc nhon dé tan A, tan B, tan C 12 ba
nghiém ctia phuong trinh 2% + pz? + gz + p = 0 (¢ # 1). Ching minh rang
p<—=3v3vag>1.

6. Trong khong gian cho ba dudng thang a, b va ¢ doi mot chéo nhau. Chiing

minh rang a, b, ¢ ¢6 dudng vuong géc chung khi va chi khi tich cta ba phép
doi xitng 14n lugt qua a, b, ¢ cling 14 phép doi xing déi véi mot duong thang,
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1.28 Nam 1989

1. Cho hai s6 tynhién N, n. Chitng minh rang v6i moi s6 thuc khong am o < N,

v6i moi s6 thuc z ta luon c6 bat dang thitc

ZW Smin{(n—l—l)m ;}

P [sing |

Bai giai. Dau tién ta dé y dén bat ding thic |sin 3| < |S] véi moi 5 € R,
ta nhan dugc

S < LR s ST < hw= e
=0

Dé chiing minh bat dang thitc con lai, ta st dung cong thitc bién déi Abel

n n—1
Z akbk = Z Ak<bk - bk+1) + Anbn
k=0

k=0

trong d6 A, = Y°°_ a;. Khi d6

sin(o 4+ k)z 1 1 1
sie T F)L S
Z N1tk ZSk(N+k N+k—1>+ N+n

k=0

do d6 ta cé danh gid

i sin(a + k)
N+k

n—1
1 | 1
_ s, .
kzgs’“<1v+k N+k—1>+ N+n

k=0
n—1
1 1 1 max,_g | S|
< — . S|l=—— =
_<;<N+k N+k—1)+N+n> g?,—ﬂ ¢ N
Mot tinh toan quen thudc cho ta
k+1
k sin(az + ;) sin % 1
|Sk|:‘Zsin(a+i)x = — —7
2 in 2

véimoi 0 < k£ < n.
. Xét day s6 Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,.... Pat f(n) = 1985n? + 1956n +
1960.

a) Chitng minh rang tén tai v6 han s6 F thuoc ddy Fibonacci sao cho f(F)
chia hét cho 1989.
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b) Tén tai hay khong mot s6 G cua ddy trén sao cho f(G) + 2 chia hét cho
19897

Bai giai. Dit g(n) = 4n? + 33n + 29 thi ta c6 ngay v6i moi n nguyén
f(n) = g(n) (mod 1989), do d6 bai todn dugc dua veé tuong tng thay [ bai
g. Chi y rang g(—1) = 0 nén y tudng & day 1a ta di chiing minh ring trong
day s6 Fibonacci ¢é vo s6 s6 hang dong du v6i —1 theo modulo 1989. Ki
hi¢u F;, 1a s6 Fibonacci thit n, v6i F; = F5 = 1 va r, 1a s6 du cua F,, chia
cho 1989. Xét 19892 + 1 cap s6 (r;,7;41) thi hién nhién s& c6 it nhét hai
cap phan bi¢t tring nhau, nghia 12 ¢6 thé tim dugc i,j > 1 ma r; = ri; va
i1 = T3 j11- NhO cong thiic cia ddy s6 Fibonaccitasuy rarang 1 = ro = 1
va 1 =y = r;41. Thanh thir v6i moi n» nguyén khong amtacé r,4; = F,, =
rn =1 (mod 1989). T day 7,; = r; = 1 (mod 1989), do d6 ma ta c6 thé
coij>3. Laicdrj_y =rp1 —r; =0 (mod 1989), r; o =1, —1jm1 =1
(mod 1989), var; 3 =r;_1 —r;_o = —1 (mod 1989). Nhu thé r,_3 = —1
(mod 1989) va r;_» = 1 (mod 1989). Tit r,1;_3 = 7,3 (mod 1989) ta
nhan dugc v6in = 1,2,3,...,thir,;_3 = rp1y;-3 = -+ = 1j_3 = —1
(mod 1989). D6 la dieu phai chiing minh.

. Trong mat phang cho hinh vuong ABC' D ¢6 canh bing 2, cic chit A, B, C, D
xép theo thit tu ndo d6 trén hinh vuong. Poan thang AB duogc doi chd lién
tuc dé dén tring véi doan thang C'D sao cho A tring véi C va B triung véi
D. Goi S 1a dién tich clia hinh do doan thang AB quét ra trong khi doi ché.
C s . C s o y

Chtng minh rang c¢6 thé tim duge mot cadch doi chd sao cho 5 < % (néu
mot dién tich nao d6 duge quét hai 1an thi cling chi tinh moét 14n).

Bai giai. Trén thuc t€ cich doi doan thang A B dugc chon khd don gidn. Vé
cac dudng tron noi va ngoai ti€p hinh vuong, ta cho diém A chuyén dong
theo chiéu ngugc kim déng ho, va do dé6 B. Tir d6 AR luon tiép xic véi
duong tron nodi ti€p cta hinh vuong. Ki hiéu S; 1a dién tich giGi han bai hai
dudng tron (hinh vanh khin) va Sy 1a dién tich ctua phan giéi han béi doan
thang BC' va cung nhé BC cia dudng tron ngoai tiép (phan gach chéo).

~._ e

Déthay S\ =7-(vV2)??—7m-12=71va Sy =

D

(7 (V2)? - 4)= g —1.

DN | —

39
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Bing céch chon dich chuyén nhu trén ta thay phan dién tich do AB vach ra

) . .o .
khong vuot qud S; — Sy = g t1< % D6 1a diéu phéi ching minh.
. Tén tai hay khong cdc s6 nguyén z, y khong tan cing bang 0 hodc bang 5
thoa man diéu kien 22 + 19y = 198 - 101989 2

Bai giai. Ta s& ching minh ring phuong trinh 22 + 1932 = 198 - 10'%% Ju6n
c6 nghiém (z,y) thod man (xr — y,5) = 1. Trude hét ta hay chd y dén cic
dang thtc sau day

100=924+19-1%2, 1980 =212+19.9?

(2% + 19y%) (a® + 19b?) = (za — 19yb)? + 19(xb + yz)? YV x,y,a,b
Ta goi mot s6 n nguyén duong 1a dep néu né biéu dién duoc dudi dang
2?4+ 1992 v6i (z — y,5) = 1. Bang quy nap dé dang c6 dugc s6 10™ 1a s6
dep v6i moi m nguyén duong. Dac biét s6 10198 1a s6 dep. Ngoai ra do cdc
dang thitc néi trén nén 1980 - 10'9%8 ciing 12 s6 dep. Diéu nay két thiic ching
minh bai toin.

. Cho diy da thitc {P,(z)} > xdc dinh nhu sau: Py(z) = 0 va

z— P2(z)

2
v6i moi n > 0. Chiing minh rang v6i moi = € [0, 1], va v6i moi n nguyén
khong am, ta co

Poii(z) = Py(z) +

2
OS\/__Pn(x)Sn—_H

Bai giai. Béing quy nap dé dang nhan duoc ddnh gid sau
0< Pyx) <P(z) <1 Vzelo,1]

Doi v6i mbi z € [0, 1] ¢o dinh, day s6 { P, (z)}1> 1a mot day khong gidm,

bi chan trén nén diy ham d6 hoi tu diém t6i ham f(z) ndo d6. Nho cong thitc

ta suy ra f(z) = v/z. Thanh thi bat dang thitc thi nhit dugc kéo theo nhanh

chéng. Xét ham g,(z) = f(z) — P,(z) thitacd g,11(z) < g,(z) (1 — g )
" 2

do d6 ma g,(z) < ﬁ(l — g) < . Tir day suy ra két luan clia bai

n

todn.

. Cho hinh hop chir nhat ABCD.A’B'C’'D’'. Ching minh rang néu mot dudng
thang A cét ba bon duong thang AB', BC',C D' va DA’ thi phéi cat hoac
song song v6i dudng thang thit tu.
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1.29 Nam 1990

1. Cho day s6 {z,}; thod mén |z1| < 1, dugc xdc dinh boi cong thic truy
hoi sau day
— Ty, + /3 — 322
Tpny1 = 9

(a) Hdi rang can c6 diéu kién gi d6i v6i z; dé day s6 néi trén gém toan s6
duong?
(b) Day s6 nay c¢6 tuin hoan khong? Giai thich cau tra 16i cta ban.
Bai giai. Dé day s6 goém toan s& duong trude hét ta phai ¢6 x1, 7o 12 cic s6
s ) —z1 4+ /3 — 322 .
duong. Tir déng thic £, = — 5 L ta suy ra ring /3 — 322 >

3 R ia e 3
ta nhan dugc 0 < 71 < \g_ Ta s€ ching minh rang diéu kién 0 < z; < \g_

12 di dé€ ddy s6 noi trén gém toan s6 hang duong. Thuc vay, ta ¢ thé tim
duoc mot géc v € (0°, 60°) thod man x; = sin o Khi d6 rét nhanh ta 6

Ty = 73 cosa — % -sin @ = sin(60° — «). Tt d6 bang quy nap dé dang ta
nhan dugc
_Jsina néu n lalé
= sin(60° — «)  néu n la chin

Bay gio ta xét cau hoi thit hai clia bai todn, chd y dén y thit nhét ta dé dang
suy ra rang ddy s6 nay luon tudn hoan trong hoan canh z,z, > 0. Néu
x9 < 0 < z; thi dé dang suy rang rang x3 = x; va do d6 rat nhanh bing quy
nap ta nhan duoc diy s6 tuin hoan. Néu z; < 0 thi zo > 0 va do d6 ta chi
viéc lap lai 1f luan cho diy d6i v6i s6 hang bat ddu 1a z, thi ta cling c6 két
qua 1a day néi trén tudn hoan.

2. Cho 2n —1 s6 tunhién lién ti€p 1,2, 3, ..., 2n — 1. Hay gach di it nhat n — 1
so theo quy tic sau day
+) Néu da gach s6 a thi phai gach s6 2a
+) Néu di gach s6 a va s6 b thi phai gach s6 a + b
Hoi ring can phai gach s6 nao dé téng cdc s6 con lai 16n nhat? Gidi thich
cau tra 1oi cua ban.

Bai giai. Ta gia st rang cdc s6 bi gach 1a a;,as,...,a, vitaxem 1 < a; <
ag < -+ < a, < 2n—1. Khi dé p > n — 1. Ta s& ching minh ring
a;+ap ;11> 2nvéimoii=1,2,...,p. Trudc hét ta thdy rang a; > 1 thuc

vaynéua; = 1thiso 1+1 = 2 cling bi xod va do d6 3 = 2+1 ciing bi xo4, ctit
thé thi tét ca cdc s6 bi xod va tdng con lai bang khong. Ta thdy a; +a, > 2n vi
néu khong, s6 a; + a,, phai bj xod, nhung diéu nay khong thé vi a; +a, > a,.
Tiép theo a,_; + a1 > a,_,41 Vi néu khong s6 a,_; + a; s€ bi xo0d, nhung
s0 nay lai khong thudc vao diy néi trén. Do d6 a,_; + a2 > a,_;42 Vi néu
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khong s6 nay s& bi xod nhung d€ ¥ ring a, ; +as > a, ; +a; > ap ;1.
Tiép tuc ta thu duge két qua la a, ;11 +a; > a, thcla ap_ip1 +a; > 2n. Tr

P

day ta nhan duge > 7 a; > g -2n = pn > (n — 1)n. Thanh ra téng cdc s6

con lai khong thé vuot qua n(2n — 1) — (n — 1)n = n?. D4u bang xay ra khi
va chi khi a, ;1 + a; = 2n v6i moi 4, do d6 ma v6i moi i, a; =i - ay. Dac
biét p-a; = a, < 2n — 1. Suy ra rang a; < 2 tic 1a a; = 2. Tém lai cdc s6
cin xo4 s€ 12 tit ca cdc s6 chdn 2,4, ..., 2n — 2. Cubi cung dé thay rang néu
x04 s6 2 dau tién thi tat ca cdc s6 cin xod chinh 1a tdt ca cac s6 chan.

. Ngudi ta muén cit mot hinh tit dién bing ba mat phang dé dugc mot hinh
hop sao cho ba mit céc dinh hinh hop nam trén cac mit cta hinh t& dién.

a) Co thé cat dé the tich hinh hop bang 10 thé tich hinh t& dién khong? Giai
thich.

b) Hiy xdc dinh moét giao diém nao d6 clia ba mat phang cat dé thé tich hinh

N 11 2 2 ~ ~ .
hop bang 0 thé tich cua hinh ti dién.

. Trong mat phang cho tam gidc AABC. Hay x4c dinh quy tich cic diém M
trtong mat phang d6 sao

MA-MA"=MB-MB' =MC -MC'

& d6 A, B',C" 1an luot 1a hinh chiéu ctia diém M lén cic duong thing
BC,CA, AB.

Bai giai. Ddp s6 cta bai todn 1a M tring véi truc tam tam gidc AABC hoidc
12 M nam trén dudng tron ngoai ti€p tam gidc do.

. Gia st rang f(z) 1a mot da thic véi hé s6 thuc khdc hiang s6 thod man diéu
kién

f(a)- f(22%) = f(22° + )
v6i moi z € R. Chiing minh rang da thic f khong ¢6 nghiém s6 thuc.

Bai giai. Giadstrang f(z) = >_,_, arz”® v6icdc s6 ay, . . ., a, 12 cac s6 thuc
va a, # 0. Theo gid thiét suy ra a2 = ay do d6 ma ay = 0 hodc ag = 1. Néu
ao = 0 thi ta c6 thé viét f(z) = 2* - g(x) v6i g 1a mot da thitc khong nhan 0
12 nghiém. Thé vao déng thitc di cho ta nhan dugc két qua la ¢(0) = 0, mau
thudn. Vay thi ag = 1. So sdnh hé s6 cha 2*" ta nhan duoc a? = a,, va do d6
ma a, = 1. Bay gio ta gia st rang f(z) = 0 c6 nghiém zy nao d6. Khi d6
2x3 + 1 cling 12 nghiém va chd ¥ ring nghiém nay ¢6 cing d4u véi nghiém
Zg. Tat nhién zy # 0 nén ta s&€ nhan dugc mot day vo han giam ngit hoac
tang ngit cdc nghiém cta f(z). Diéu nay 12 khong thé bai vi rang f 12 mot
da thitc va né chi ¢6 hira han nghiém ma thoi.

. Cdc em nhd & mot 16p hoc ding vong tron choi mot tro choi keo. Co gido
cho méi em mot s chin chiéc keo (em nio ciing ¢6 keo va s6 keo mbi em
c6 duoc c6 thé khic nhau). Mot em nio d6 dua mot nira sd keo clia minh
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cho ban & ngay bén canh bén tay phai minh. Ti€p theo em vira nhan duogc
keo ctua lam nhu thé néu s6 keo minh hién ¢é 1a s6 chan, con néu la s6 1€ thi
s€ nhan dugc mot chiée keo tir cO gido trude khi chia cho ban nhu thé. Cic
em cif 14n luot dua keo nhu thé theo mot vong tron. Chitng minh rang s& dan
dén truong hgp 1a ¢c6 mot em néu dua mot nira s6 keo cua minh khong cho
ban ma cho ¢6 gido thi tit ca cdc em ¢6 s6 keo bang nhau.

Bai giai. Mdi 14n mot em dua keo cho ban ta ¢6 thé coi thanh hai bu6e: diu
tién dua nira s6 keo cho ¢o gido, sau d6 ¢o6 gido s€ dua cho ban ké ti€p. Thanh
thir bai todn quy vé 1a can chitng minh dén mot thoi diém nao dé cdc em c6
s6 keo nhu nhau. Thuc vay gia st tai thoi diém 4 s6 keo 16n nhat ma moi em
c6 thé c6 1a M; va s6 keo it nhit mot em c6 thé cé 14 m;. Hién nhién ta cé
m; < M;. Nhung vi cdc s6 M;, m; déu 1a cdc s6 nguyén duong, day s6 {M;}
12 khong tang va {m;} khong giam nén dén mot thoi diém 7y nao do ta s& ¢6
M;, = my, tic 1a tat ca cdc em c6 s6 keo nhu nhau.

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.30 Nam 1991

1. Hay xdc dinh tit ca cdc hAim s6 f : R — R sao cho bat dang thitc sau ding
vGi cdc s0 thue x, ¥, z bat ki
1

Bai giai. Ddp s cua bai toan 1a f(z) =

DN | —

Ta lan lugt thuc hién cdc buéc chon 4n nhu sau

)
L
2
(¢) Chox =y =z =1 tanhan duoc f(1) = —.
1
(d) Cho y = z =1 ta nhan duogc f(z) > 5

1

Vay f(x) = = va dé thlr d6 1a ddp s6 cua bai todn.

[\

2. Cho trude s6 1é k£ > 1. VGi mobi s6 nguyén duong n ta xdc dinh f(n) 1a s
nguyén khong am 16n nhat sao cho " — 1 chia hét cho 2/ . Hiy x4c dinh
cong thiic tinh f(n) theo k va n.

Bai giai. Day 14 mot cau hoi quen thuoc trong Ly thuyét s6, tic 1a tim s6
mii ctia 2 (ma téng quat 1a cho mot s6 nguyén t6 tuy y) trong phan tich chinh
tic cua cdc s6 dang k™ — 1 v6i k cho truce, tuy vay cau hoi nay c¢é 1& khong
phit hgp v6i mot bai thi Toan do cach hdi mang tinh chung chung ctia né va
két qua chi mang tinh dinh tinh, c6 y nghia ly thuyét nhi€u hon.

D€ xac dinh cong thic ctia f(n) ta can xdc dinh mot s6 cong thic truy hoi
sau. Dau tién ta xét f(4n), dé dang ¢6 k** — 1 = (k" — 1)(k*" +1). Do k"
12 s6 chinh phuong 18 nén k2 + 1 14 s6 nguyén chin khong chia hét cho 4.
Vi th€ ma f(4n) = f(2n) + 1 v6i moi s6 nguyén duong n.

Tiép theo ta s& chiing minh mot két qua: Néu f(1) = a thi v6i moi s6
nguyén duong 1 m ta ¢6 f(m) = a. Thuc vay, v6i moi s6 m 1é ta ¢c6
k" —1=(k-1Fk""1+---4+1)vadé yrang k™' +---+ k+ 1 1a téng
chia mot s6 1é cdc so 18, do d6 1a so 1é. Vay ta c6 hé thie f(n) = f(1) vé6i
moi n 1€. Ngoai ra cin chi y rang 1ap luan trén ddng cho mot s6 nguyén &
1 tuy y (titc khong nhét thiét phai 1a s6 duong)

Bay gio ta xét dén f(4n+2). Ta ki hiu g(n) 14 s6 nguyén khong am 16n nhat
thod man 29" |k + 1. Nho nhan xét cudi cling ngay phia trén ma ta c6 g(n) =
g(1) v6i moi n nguyén duong 1€. Lic nay tir k4712 -1 = (k2 +1—1) (k> +141)
tasuyra f(4n+2) = f(2n+ 1)+ g(2n+1) = f(1) + g(1).
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Dén day ta da c6 thé hoan thanh cong thiic can tim: v6i méi s6 nguyén duong
n ta viét n = 2™¢ v6i ¢ 1a s6 nguyén duong 1é. Khi dé

f(n):{m) néum = 0

m—1+f(1)+g(l) néum>0

trong d6 f(1) 1a s6 mii cha 2 trong k — 1 va g(1) 12 s6 mii cha 2 trong k + 1
va chid y rang min{ f(1), g(1)} = 1.

. Cho mot géc tam dién vuong Oxyz va ba diém co dinh A, B, C theo thit tu
nam trén Oz, Oy, Oz. Mot mat cdu (F) thay déi nhung luon di qua A, B, C
va (F) cat théem cdc canh Oz, Oy, Oz cha géc tam dién Ian luot tai cdc diém
A, B',C". Goi M va M’ theo thi tu la trong tam cta tam giac A’BC va
AB'C'. Hoi rang khi mit cdu (E) thay d6i thi trung diém S clia doan thang
M M’ chay trén hinh nao?

Bai giai. Ta st dung vector vao bai toian nay. Ta c6 h¢ thitc sau day

1 = = 1 — P
08 =5+ (OM +OM)= (3 04+ 0

sym sym

Néu goi A”, B",C" 1a trung diém ca cic doan thing AA’, BB',CC' thi ta
c6 hé thic 1 .
i
08=2-"04
sym
Vi tam dién da cho 1a tam dién vuéng nén O E chinh 1a duong chéo ctia hinh
hdp chit nhat v6i ba canh co s61a OA”, OB”, OC" hay ta cé hé thic vector

sau
OF =¥ 04"
sym
Nhu vay quy tich clia diém E 14 anh vi tu quy tich cla tAm mat cdu theo ty
1. ) < o L aia s N
SO 3 vé6i tam vi tu O. Dé dang thdy rang quy tich diém F chinh 1a nlra dudng

th.'?l;lg Ity huéng vuong géc véi mat phiang (ABC) tai tam dudng tron ngoai
ti€p I cia tam gidc A ABC' va hudng trong phan nira khong gian khong chia
diém O. Tir d6 dé dang suy ra quy tich cha diém E.

. C6 1991 hoc sinh ding thanh mot vong tron va quay mit vao trong dé choi
mot chd troi d€m s6 nhu dudi day. Mo6i hoc sinh d€m mot s6 1an luot theo
chiéu kim déng hé, bat dau tir hoc sinh A nao d6. Cic s6 dém duoc 12 1,2, 3
va cit lap theo th tu nhu thé. Néu hoc sinh nao dém s6 2 hoac s6 3 thi phai
roi ngay khoi vi tri ctia vong tron. Hoc sinh con lai cudi ciing s€ dugc thudng.
Hoi hoc sinh mu6n duoc thudng thi Iic bat ddu choi phai chon vi tri thit bao
nhiéu theo chiéu kim déng ho ké tir hoc sinh A dém s6 1 1an d4u tién ?

Bai giai. Dau tién ta xét tro choi trong truong hop s6 ngudi tham gia 1a 3.
Khi d6 chia s6 ngudi ra thanh cdc nhém v6i moi nhém ¢é 3 nguoi. Sau moi

45
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vong dém thi duong nhién s& chi con lai 3® — 2-3"~! = 3"~! ngudi va ngudi
dém s6 1 dau tién s€ d€m s6 1 dau tién & cac vong sau. Do d6 anh ta 1a nguoi
duy nhat duge thudng

Quay trd lai bai todn, dau tién ta c6 3% < 1991 < 37. Vi ring sau mot s6 lan
chic chin chi con lai ding 1 ngudi nén dé tim ra ngudi chién thang ddu tién
ta cdn ¢6 1991 — 729 = 1262 ngudi cin phéi roi khoi vong truée khi con 3°
ngudi. 1262 ngudi ndy nam trong 1262/2 = 631 nhém ba ngudi, tic 1a can
c6 631 = 1893 < 1991 nguoi ding truée d6. Vi thé€ ma muon chién thiang
ban can phai 1a nguoi ding thit 1894 néu nhu ngudi dém dau tién duge danh
s0 1a 1.

Comment. Thuc t& ta ¢6 thé gidi bai todn trén téng quét cho n ngudi bat ki
cho truée véi mot 1y luan mang tinh chit ch€ hon nho viée xay dung truy hoi
mot ham dém.

. Cho tam gidac AABC véi trong tam la G va noi tiép trong duong tron ban
kinh R, cac duong trung tuyén clia tam giac nay xudt phat tir cic dinh A, B, C
kéo dai cit dudng tron 14n luot tai D, E, F. Ching minh ring

§<1+1+1<\/§ 1+1+1
R~ GD GE GF ™ AB  BC C(CA

Bai giai. Trudc tién ta dua vao vai ki hi¢u; a, b, ¢ tuong tng 1a do dai cta
cac doan thang BC,C A, AB va m, 1a do dai dudng trung tuyén xuit phat
tir dinh A. Ta ciing ki hi¢u giao diém clia cic dudong trung tuyén xuét phat
tir cac dinh A, B, C' dén céc canh dai dién la M N, P. Su dung tinh chat

phuong tichtacé MA-MD = MB - MC_—hay MD_
1
GD:GM+MD:§ ma-m \[dodoma
TP | f
ta c6 bat ding thic —— < ——. Tuong tu ta cling nhan dugc hai bat dang

"°GD = BC
thitc nira, cOng tat ca lai ta s€ nhan dugc

1+1+1<\/§ 1+1+1
GD GE GF ™~ AB  BC C(CA
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Tiép theo ta danh gid bat dang thic con lai. Theo tinh todn & trén, GD =
4m? + 3a® .
M 907 e dung cong thic dudng trung tuyén 4m? = 2(b* + 2) —a

12m,
a2 + b + 2 GA 4m?
ta nhan duoc GD = h = a .
a i QoL 6m, ay GD  a?+ b2+ ¢?

2

Hay

Z GA . 3(&2—|—b2+62) .
ot GD  a?+b24+c2

cong vao ca hai v€ véi 3 ta nhan dugc

AD
GD

cyclic

6

Cuéi cung ta dé y ring AD 1a day cung clia dudng tron ngoai tiép nén do dai
ctia n6 khong vuot qua do dai dudng kinh ctia dudng tron dé, nghia 1a khong
vugt qua 2R. Do vay

AD < 2R
« GD — 4~ GD
cyclic cyclic
hay
3 < 1 N 1 N 1
R~ GD GE GF

. Cho céc s6 duong z, y, 2 duong thoa man x > y > 2. Chiing minh rang
2 2 2
x z  z°x

>yt 42
z T ]

Bai giai. Bat dang thic cin ching minh tuong duong véi

-z z—z T —
xZ-y T2 422, Y

z x Y

>0

47
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Trén thuc t&€ diéu nay duoc suy ra khong méat khé khan nhu sau

_ 20, _ 20, _ 20
2. Ut ) et Gl e i ol ')

z vy o Y

Tt thitc cha biéu thitc cudi cling c6 thé thay 1a khong am nhd bign déi dai s6
don gian sau

Ply—2)+y'z—z)+2 @ —y)=y—2) (@ —y)(z—2) >0

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.31 Nam 1992

1. Cho tit diéen ABCD thod min tdng ba géc phang dinh A va B cling bing
180°. Hai géc phang tai C' 1a ACD vi BC'D c¢6 téng bang 180°. Hay x4c
dinh téng cac dién tich ctia bon mit theo k = AC + CB va ACB = 1.

2. V6i mdi s6 nguyén duong n ki hiéu f(n) 1a s6 cac udc duong clia n ma dong

du v6i +1 theo modulo 10, va xédc dinh g(n) 1a s6 cdc udc duong clia n ma
déng du v6i +3 theo modulo 10. Chiing minh rang f(n) > g(n).

3. Cho cdc s6 duong a, b, c. Xac dinh day {a,}, {b,} va {c,} thod min gy =
a, by = b va ¢y = ¢, dong thoi

2 N 2
s Cn = Cp
i an + b,

Gpt1 = Op + 77— b+1:
b, +c, Cn + G,

v6i moi n € Z, . Chiing minh rang a,, tién dén vo han khi n tién ta vo cling.

4. Mot hinh chit nhat kich thude 1991 x 1992 duoc chia thanh cic hinh vuong
don vi, ma ta dinh s8¢ cdc hinh vuong d6 bsi (m,n) véi 1 < m < 1991 va
1 < n < 1992 (tdc 1a 6 vudng ndm & dong thd m va cot thit n. Dau tién
ta son mdu cdc hinh vuong (m,n),(m + 1,n + 1) va (m + 2,n + 2) véi
m < 1989,n < 1991. Sau d6 mdi lan t6 mau ta td6 ba hinh vuong chua to
mAau ma ndm trén cing mot hang hodc trén cling mot ¢ot. Hoi ring véi cach
lam trén cé thé t6 mdu tit ca cdc hinh vuong cta hinh chit nhat hay khong.

5. Cho hinh chit nhat ABC'D véi tam O va géc AOB < 45°. Quay hinh chit
nhat quanh tam O béi géc 2 thod man 0° < 7 < 360°. Hay xdc dinh x dé
phan giao ctia hinh chit nhat méi va hinh chit nhat ban dau cé dién tich bé
nhit c6 thé.

6. Cho da thiic p(x) v6i hing s6 ddn ddu bang 1 va moi hé s6 1a bang 0 hoac 1.
1-+5

Ching minh riang da thic p(x) khong ¢6 nghiém thuc nao 16n hon 5

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.32 Nam 1993

1. Cho f : [v/1995, c0) — R duogc xdc dinh boi f () = (199341995 — 22 ).
Hay xdc dinh cac gid tri 16n nhat va bé nhat ctia ham s6 do.

2. Cho ABCD la tit giac thoa man AB khong song song v6i CD va BC
khong song song v6i AD. Cic diém P,Q, R, S thay d6i duoc 1ay trén
AB,BC,CD, DA tuong tng sao cho PQ RS 1a hinh binh hanh. Hay xac
dinh quy tich tam cta hinh binh hanh dé6.

3. Hay xic dinh ham f(n) xdc dinh trén tap cdc s6 nguyén duong véi cdc gid
tri nguyén duong thod mén f(f(n))= 1993n'9% v6i moi n nguyén duong.

4. Cho ttt dien ABC D véi cac dinh nam trén mot mét ciu ¢6 dinh S. Hay xac
dinh tat c4 cdc vi trf ¢6 thé chia tf dién dé biéu thic AB? + AC? + AD? —
BC? - BD? — CD?

5. C6 1993 diém duoc sip x&p trén dudng tron. Tai thoi diém ban ddu méi diém

duoc gén tuy ¥ cdc s6 1a +1 hoac 1a —1. Tai lanthitn = 1,2, 3, ..., cdc dinh

s& duoc thay nhan. Vao lan tht n mot dinh dugce gan s6 +1 néu nhit hai s6

lan can ¢6 cling s6 gén lién ¢ 1an thit n — 1. Chitng minh rang dén mot 1an n
nao d6 thi tat ca cdc s6 déu bang 1.

6. Ngu@l ta xac dlnh dﬁy Ao, 1, A2, ..., va bo, bl, bg, ceey thoa mén g = 2, b() =

2a,b . ) .. .
“ bpi1 = v/Gni1bn. Hiy xdc dinh hai day néi trén hoi tu

G+ bn o
c6 cung gi6i han va hay xdc dinh giéi han cua chiing.

19 an+1 —

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.33 Nam 1994

1. Giai hé phuong trinh sau day

P+3z-3+In(z?—z+1)=y
Y +3y—3+n(y'—y+1) =2
2P+32-3+In(z*-z+1)=1x

2. Cho tam giac ABC. Lay doi xing cac dinh cua tam gidc qua cic canh doi
dién clia né dé duoc tam gidc A’ B'C’. Hay x4c dinh diéu kién cin va db trén
tam gidc ABC dé hai tam giac ABC va A'B'C’ 1a tuong duong.

3. Xdc dinh day xg, 21, 29,...,b0izg=a 6 d0 0 <a<1va
™ .
Tpg1 = —Q(arccos Ty + 5 )arcsm Ty
T

Chiing minh rang day d6 hoi tu va hay xédc dinh gidi han cla ching.

4. C6 n+ 1 chiéc hop duge x€p trén mot vong tron. C6 mot chi€e hop ¢ chira
n vién d4, nhitng chiéc khéc thi tréng khong. Ta x4dc dinh mot cdch chuyén
déi nhu sau: chon hai chiéc hop 4 v B, 14y hai vién d4 tir A, mot vién dat
n6 vao mot chiéc hop gan ké véi B, vién con lai duoc dat gan ké v6i A. Chi
y rang ta c6 thé 1ay A = B. Vi n nhu thé nao dé sau khi thuc hién mot
chudi cdc chuyén déi néi trén dé€ nhan duge ring moi vien dd & trong mot
chiéc hop.

5. Gia st S 1a mot hinh cau tam O. G va G’ 1a hai duong tron 16n vudng goc
trén S. Lay A, B, C trén G va D trén G’ sao cho cdc dudng cao clia mot ti
dien ABC'D giao tai mot diém. Hay xdc dinh quy tich ctia diém giao.

6. Ton tai hay khong cdc da thdc p(z), q(z) va r(z) v6i cdc hé s6 1a céc s6
nguyén duong thoa man diéu kién p(z) = (2% — 3z + 3)q(z) va ¢(z) =
(2%/20 — z/15 4+ 1/12)r(x)?

(© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net
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1.34 Nam 1995

1. Hay x4c dinh tit ca cic nghiém thuc cua phuong trinh

2° — 32 — 8z +40 — 8(dz +4)Y =0

2. Ddy s6 nguyén {a, }1> duoc xdc dinh bdiag = 1, a; = 3, tpyo = api1 +9ay,
v6i n chdn va 9a,, .1 + 5a, v6i n 1é. Ching minh rdng a?gqs + afges + a2gq7 +
Ag9s + 3999 + 3000 Chia hét cho 20, va réng khong c6 s6 hang ag, . 1 12 s6
chinh phuong.

3. Cho tam gidc AABC véi cdc duong cao AD, BE,CF. Cac diém A’, B, '
tréen AD, BE, CF sao cho AA'/JAD = BB'/BE = CC'/CF = k. Hay x4c
dinh tat c4 céc s6 k dé tam giac A’B'C’ déng dang v6i tam gidc ABC

4. Cho tit dien ABCD. A’ 1a tam cta dudng tron ngoai ti€p mat d6i dién dinh
A. Cac diém B',C', D' x4c dinh tuong tu. p4 12 mat phing di qua A vuong
géc véi C'D', pp 1a mat phang di qua B va vuong géc véi D'A’. pe 1a mat
phéng di qua C va vuéng géc v6i A’B’. Cudi cling pp 1a miat phang di qua
D va vuong géc véi B'C'. Chitng minh ring bon mat phang néi trén cé diém
chung. Hdi rang néu diém chung d6 triing v6i tam clia mat cdu ngoai ti€p ti
dién ABCD thi tit dién d6 phai déu c6 ding khong? Giai thich cau tra 1oi
cta ban.

5. Hay xdc dinh tdt ca cdc da thitc p(x) thod méan p(z) = a ¢6 hon 1995 nghiém
thuc, tat ca 16n hon 1995, v6i moi a > 1995 (n€u nghiém nao dé6 c¢é boi thi
no ciing duge tinh thanh cac nghiém véi s6 boi do)

6. C6 bao nhiéu cich dé t6 mau cdc dinh clia 2n da gidgc déu v6i n mau, sao
cho méi dinh dugc t6 mot mau, va bat ki mau duoc dung cho hai dinh khong
ké nhau? Hai cach t6 mau dugc coi 1a nhu nhau néu cich nay duoc nhan tir
cach kia sau mot phép quay.
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1.35 Nam 1996

1.

[\

Hay x4c dinh t4t ca cac so thuc z, y sao cho

\/3_-<1+xiy>:2

VTy - (13%?}):4\/5

SABC 1a mot t¢ dien. DAB, EBC, FC A 14 cdc tam gidc trong mat phang
cia ABC doéng dang véi cdc tam gidc SAB, SBC, SCA tuong tng. O la
tam cua dudng tron ngoai ti€p tam giac DEF. Gia st rang K 12 mat ciu
ngoai tiép cia SABC dai dién v6i O (cdi ma ti€p xiic véi cdc mit phang
SAB,SBC,SCA, ABC nam trén cdc canh doi dién cia ABC t6i S, nhung
ma nam trén cling phia cta d6i véi SAB cua C, cliing phia d6i v6i SBC cua
A, cung phia d6i v6i SCA ctia B). Chimg minh rang K ti€p xdc v6i mat
phiang ABC & diém O.

. Cho n la mot s6 nguyén duong va £ 1la mot s6 nguyén duong khong 16n hon

n. Hay xdc dinh s6 cdc bo k phan tl ¢ thi tu (ag, as, . . ., a,,) thod man cdc
diéu kién sau day

(a) T4t ca cdc a; déu phan biét va thudc vao {1,2,...,n}

(b) a, > a, véi r < s nao do

(¢) a, c6 cung tinh chan 1é véi r doi véi r nao do.

. Hay x4c dinh tat ca cac ham s6 f(n)xdc dinh trén tap cdc s6 nguyén duong

vGi cdc gid tri nguyén duong thoa méan
fn)+f(n+1)=f(n+2)f(n+3)—1996

vé&i moi n nguyén duong.

. Tam gidc AABC v6i BC =1 va géc A bang z. Ki hiéu f(z) 1a khoang

cach bé nhat c6 thé giira tam dudng tron noi tiép va trong tam clia tam gidc.
Hay xdc dinh f(x). Hoi rang gid tri 16n nhat cha f(z) khi 60° < z < 180°
l1a bao nhiéu?

. Cho z,y, 2, w 1a céc s6 thuc khong am thoa min diéu kién 2(wx + wy +

wz + zy + 2z + yz) + wry + xyz + yzw + zwz = 16. Ching minh ring
Jw+z+y+2) > 2wr +wy+wz+zy+ x2 +yz)

© Copyright 2005 by Ha Duy Hung & www.ddtoanhoc.net

53



(© Ha Duy Hung Cdc bai thi Todn quoc gia Viét Nam bdng A 54

1.36 Nam 1997

1. S 1a mot dudong tron ¢6 dinh v6i ban kinh R. P 1a mot diém c6 dinh nam
bén trong duong tron v6i OP = d < R. Tt gidc ABC' D 1a mot ti gidc thay
déi sao cho A, B,C, D nam trén S, AC giao v6i BD tap diém P, vi AC
vuong goc t6i BD. Hay xdc dinh gid tri 16n nhat va bé nhit cla chu vi ti

gidc ABCD theo R va d.
2. Chon > 1 1a mot s6 nguyé khong chia hét cho 1997. Dat a,, — m + %
1997 .
vé6im=1,2,...,1996 va b,, = m + m voim=1,2,...,n— 1. Sap

m
x&p tdt ca cdc so hang a;, b; trong mot ddy theo thit tu tang dan. Ching minh
rang hiéu giita hai s6 hang lién ti€p 1a bé hon 2.

3. C6 bao nhiéu ham f(n) x4dc dinh trén tap cdc s6 nguyén duong véi cdc gid
tri nguyén duong thod man f(1) =1 va f(n)f(n+2) = f(n+1)? + 1997
v6i moi n nguyén duong.

4. Cho k = /3. Hiy tim mot da thtic p(z) v6i cic hé s6 hitu ty va cap cang
nho cang t6t thoa man p(k + k%) = 3+ k. Hoi ring ¢6 ton tai hay khong mot
da thitc ¢(z) v6i hé s6 nguyén thod man q(k + k?) = 3 + k?

5. Chiing minh ring v6i moi s6 nguyén duong n ¢é thé tim duge mot sé nguyén
duong f(n) sao cho 19/(™ — 97 ma chia hét cho 2.

6. Cho 75 diém trong mot lap phuong don vi, sao cho khong c6 ba diém nao
thang hang. Chiing minh ring chiing ta cé thé chon dugc ba diém tao thanh
mot tam gidc véi dién tich khong vugt qua 7/72.
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1.37 Nam 1998

T, (22 + 3)
14322

n

1. Xdc dinh day {z,} boizi=a>1, 2,1 =1+1n Chimg minh

rang ddy d4 cho hoi tu va x4c dinh gi6i han ctia no.

2. Cho O la tam cua hinh cau ngoai ti€p ti dién ABCD. Gia strrang A', B/,
C’, D' 1a cdc diém trén mat ciu ngoai ti€p d6 sao cho AA', BB', CC', DD’
la cdc duong kinh. Ki hiéu A" 1a trong tam cua tam giac BC'D. Cic
diém B" C", D" x4c dinh twong tu. Ching minh ring cic dudong thing
AA B'B”,C'C”,D'D” 1a déng quy. Gia st rang ching gap nhau tai X.
Chitng minh rang dudng thang di qua diém X va trung diém cta doan thang
AB la vuéng géc véi C'D.

3. Cho day ag,a,as, ..., dugc xdc dinh boi ag = 20, a; = 100, a,,2 =
4da,41 + Sa, + 20. Hay xdc dinh s6 nguyén duong m bé nhit thoa man
(pp — gy Q1 — A1, Gy y2 — (o, - .. 12 chia hét cho 1998,

4. Tén tai hay khong mot ddy s6 thuc vo han {z,}1> thod mén |z,| < 0.666

VA [Ty — | >

v6&i moi m, n nguyén duong phan biét
n?+mn+m?+m i &y &P i

5. Tim gid tri bé nhét ctia biéu thitc

VE+12+ -2+ (- 124+ (y+ 12+ /(2 +2)2+ (y + 2)?
v6i x, y 1a cac bién thuc.

6. Hay xdc dinh tit ca cdc s6 nguyén duong n sao cho ton tai da thic p(x) vé6i
hé s6 thuc thoa man

1
:;L'n—|——

1998
D (ac + —)
71998 o
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1.38 Nam 1999

1. Hay x4c dinh tit ca cdc nghiém thuc ctia h¢ phuong trinh

(1 + 42x—y) . 5y—2x+1 — 22x—y+1 + 1
v +4r+In(y? +22)+1=0

2. Cho tam gidc AABC. Vé6i A’ 1a trung diém cua cung BC cia mot dudng
tron ngoai ti€p khong chita A. B’ va (' duge xac dinh tuong tu. Cac doan
thang A'B’, B'C" v C' A’ giao nhau v6i cdc canh clia tam gidc tai sdu diém
, hai trén méi canh. Cdc diém d6 chia mdi canh clia tam gidc thanh ba phén.
Chitng minh rdng ba doan ¢ gilta méi phan cua canh bang nhau khi va chi
khi tam gidac ABC déu.

3. Day ay, a9, as, . .., dugc xac dinh bdi a1 = 1,a0 = 2 va a2 = 3y 1 — Uy
Dﬁy bl,b27b3, ey dUQC X4ac dll’lh boi bl = 1,b2 = 4, bn+2 = 3bn+1 — bn
Chitng minh ring cdc s6 nguyén duong a, b thod min 5a? — b? = 4 khi va
chi khi a = a,, va b = b, v6i n nguyén duong nao dé.

4. Hay x4c dinh gi4 tri 16n nhat cla biéu thic

2 2 N 3
2+1 P41 2241

vGi moi s6 duong x,y, z thoA man zyz +z + 2z =1y

5. Cho bon tia OA, OB, OC, OD trong khong gian sao cho géc giita hai trong
chiing 12 bang nhau. Chitng minh ring khi ma mat tia thay déi OX, thi téng
chia cic cosin cha géc XOA,X0B.X0C,X0D 1a hang s6 va téng cic
binh cosin clia cdc goc d6 cling 12 hing s6.

6. Hay xéc dinh tét ca cdc ham f(n) xdc dinh trén tap cac s6 nguyén khong 4m
vGi céc gid tri trong {0,1,2,...,2000} thoa man céc diéu kién sau day

(@) f(n)=nvéi0<n <2000
(b) f(f(m)+ f(n)) = f(m+ n) véi moi m, nnguyén duong.
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1.39 Nam 2000

1. Xac dinh mot day cédc so thuc duong g, x1, Zg, . . . , boi

To=b, Tp1=\c—\Vc+ua,

Hay xac dinh tit ca cdc gid tri cua ¢ thoa man déi véi moi b trong khoang
(0, ¢) sao cho diy 12 ton tai va hoi tu dén mot giGi han khi n tié€n ra vo cling.

2. Cho hai dudng tron C' va C’ ¢6 cac tam 1a O va O’ tuong ting sao cho cac
duong thang OX va O' X’ cat nhau. M va M’ 1a cic diém thay ddi trén C' va
C' twong tng sao cho XOoM = X'0'Mm (theo hudng nguge kim dong ho).
Hay xdc dinh quy tich trung diém ctia doan thing M M’. Gia st ring OM va
O'M’ cét nhau & (). Chiing minh rang duong tron ctia QM M’ Tuon di qua
mot diém c6 dinh.

3. Cho p(z) = 2* + 153z — 111z + 38. Chting minh réng p(n) chia hét cho
32900 v4i it nhét chin s6 nguyén duong n ma bé hon 32°°, Hoi rang c6 bao
nhiéu s6 n nhu the?

4. Cho mot géc v thdoa man 0 < o < 7. Ching minh rang ¢é duy nhét mot
tam thic bac hai 2% + ax + b 12 nhan ti cta p,(z) = sin az™ — sin(na)z +
sin(na — «) v6i n > 2. Chiing minh riang khong cé mot da thic tuyén tinh
« + ¢ nao ma chia hét p, () v6i moi n > 2.

5. Hiy x4c dinh tit cd n > 3 thod man ching ta cé thé tim duoc n diém trong
khong gian sao cho khong c6 ba diém nio thiang hang va khong ¢ bon diém
ndo cling ndm trén dudng tron va cdc dudng tron qua ba diém bt ki 14 c6
cung ban kinh.

6. Cho da thiic p(z) v6i hé s6 thuc thod man p(z? — 1) = p(z)p(—=). Hay xdc
5 c

dinh s6 16n nhét cac nghiém thuc cha p(z) cd thé
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1.40 Nam 2001

1. Cho hai duong tron O va O’ cit nhau & A va B. Puong thang 177" tiép xiic
v6i dudng tron thi nhat tai diém T va duong tron thit hai tai 77. Cdc dudng
vuong géc tir T va T’ cat dudong thang OO’ tai S va §'. Tia AS cat duong
tron thit nht tai R va tia AS’ cit dudng tron thi hai tai R'. Chiing minh rang
R, B va R’ thang hang.

2. Cho s6 nguyén duong n va a, b 1a hai s6 nguyén 16n hon 1nguyén to cung
nhau. Gia st ring M = a®" + 4% ¢6 it nhat hai u6c 1é 16n hon 1. Hay xac
dinh s6 du cua M cho 6 - 12"

3. V6i s6 thuc a, b duge xdc dinh day zg, x1,22,..., b6l g = @, Tp 1 = Ty +
bsinz,,. Néu b = 1 ching minh rang day da cho hoi tu t6i mot gid tri hitu
han v6i moi a. Néu b > 2 ching minh rang ddy phan ki véi a nao dé.

4. Hay x4c dinh gi4 tri 16n nhat cla biéu thic

1 2 3

VRV VE

6 d6 x,y, z 1a cac s6 duong thod man diéu kién sau

1 .
7§ < z < min{zv/2,yV/3}

z+2v/3 > /6
yV3 + 2v/10 > 2V/5

5. Hay xdc dinh tat ca cdc ham gi4 tri thuc xdc dinh trén khoang (—1; 1) thoa
man

2x
2 _ 27\2
(- () = L+ (@)
vé&i moi .
6. Cho ay,ay, ..., a9, 1A Mot hodn vi cla {1,2,...,2n} sao cho

|Clz' - CLz’+1| e |@j - CLj+1|

v6i moi 1 # j. Ching minh rang a; = as, +n khi va chi khi 1 < ay; < n
veii=1,2,...,n
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1.41 Nam 2002

1. Giai phuong trinh

Vi-3/I0—3z =52

2. Cho tam gidac AABC can v6i AB = AC. Goi O 1a mot diém thay d6i trén
duong thang BC thod min tam O clia dudng tron ban kinh O A khong nhan
cac duong thang AB vi AC lam tiép tuyén. Cic dudng thang AB, AC cit
cac duong tron & M, N tuong ung. Hay xac dinh quy tich truc tam ctia tam
giac AAMN.

3. Cho m < 2001 va n < 2002 la cac s6 nguyén duong. Mot tap hop cac s6
thuc phan biét duoc sap xép trong mot bang vai 2001 hang va 2002 cot. Mot
6 trong bang dugc goi 1a x4u néu nhu né bé hon it nhat m s6 trong cling
mot cot va it nhét n s6 trong cing mot dong. Hoi rang s6 16n nhét ¢6 thé clia
$6 x4u 1a bao nhiéu?

4. Néu tat ca cdc nghiém thyc cla 2° + az? + bz + ¢ 1a thyc thi hiy ching minh

rang
12ab + 27c < 6a° + 104/ (a2 — 2b)3

5. Hay x4c dinh t4t ca cdc s6 nguyén duong n dé€ phuong trinh
a+b+c+d=nVabed
¢6 nghiém s6 nguyén duong
6. Cho n 1a s6 nguyén duong. Chiing minh ring phuong trinh

1 1 1

1
x—1+22x—1+.“+n2x—1_§

c6 nghiém duy nhét z,, > 1. Ching minh rdng khi n tién ra vo han thi z,
tién dén 4.
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1.42 Nam 2003

1. K{ hiéu R 1a tap hop cac s6 thuc. Mot ham f : R — R thoa méan
f(cotgx) = cos 2z + sin 2z

v6i moi 0 < z < 7. Xdc dinh ham g(z) = f(z)f(1 —z) v6i —1 <z < 1.
Hay x4c dinh gi4 tri 16n nhét va nhé nhit clia g(z) trén doan thang [—1; 1].

2. Cho hai dudng tron C' va Cy ti€p xiic ngoai nhau tai diém M va ban kinh
ctia Oy 16n hon cha C,. Mot diém A chuyén dong trén Cy khong thang hang
v6i dudng thang di qua hai tam. B va C 1a cic diém trén C thod min AR
va AC tiép xic v6i C,. Cic duong thaing BM, C'M giao véi Cy 14n nita tai
E, F tuong ting. D 1a giao clia tiép tuyén tai A v duong thang FF. Ching
minh ring quy tich ctia diém D khi ma A thay d6i 12 mot duong thang.

3. Cho S, 1a s6 cdc hodn vi cua (aq,as,...,a,) cia (1,2,...,n) thod méan
1 < lax — k| < 2 v6i moi k. Ching minh rang 7/4S,,_1 < S, < 25,1 v6i
moi s6 nguyén n > 6.

4. Hay xé4c dinh s6 nguyén duong n 16n nhét thod man rang cdc phuong trinh
sau c¢6 nghiém s6 nguyén z, y1, Y2, - - -, Yn

(z+ 1)+ =@+2) +ys=---=(z+n)* +42

5. Xéc dinh da thic p(x) = 42° — 222 — 152+ 9 va q(z) = 1223 + 62> — Tz + 1.
Ching minh rang mdi da thic ¢6 it nhdt ba nghiém thuc phan biét. Cho 4
12 nghiém s6 16n nhdt cha p(z) va B 1a nghiém 16n nhét cta da thic ¢(z).
Chiting minh ring A? + 3B? = 4.

6. Ki hiéu R™ 1a tap hop céc so thuc duong. Ki hi¢u F 1a tap hop tdt ca cac
ham f : R™ — R™ thoa min:

f(3z) > f(f(22)) +

v6i moi 7. Hay xdc dinh hang s6 thuc o 16n nhat thoa méan f(z) > « -z véi
moi f € F vamoixz € RT.
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1.43 Nam 2004

1. Giai hé phuong trinh sau day

B4y —2)2=2
Y’ +y(z —7)" =30
242z —y)?P=16

2. Cho tam gidc AABC trong mat phiang. D 14 giao diém cha doan thang AR
v6i dudng phan gidc trong gbc ACB cha tam gidac AABC. Xét mot duong
tron (O) thay déi luon di qua hai diém C vh D va khong ti€p xtic vdi cdc
duong thing BC va C'A. Pudng tron nay cat BC vi C' A tuong tng tai cic
diém thi hai M va N.

(a) Chitng minh ring t6n tai mot duong tron (S)ti€p xic véi cdc dudng
thang DM, DN tai M, N tuong tng.

(b) Duong tron (S) cit cdc duong thing BC va AC tai cdc diém tuong ting
1a P va (). Chiing minh rang cdc do dai chia cdc doan thang M P va
NQ@ 1a hing s6 khi ma dudng tron (O) thay déi.

3. Chiing ta ki hiéu A la tap tat ca 16 s6 nguyén duong dau tien A = {1,2,...,16}.
Hay xac dinh s6 nguyén duong bé nhit £ cia ma c6 tinh chat sau day: véi
moi tap con clia A ma ¢ ding & phan tr ching ta ¢6 thé tim dugc trong né
hai phén tlr a, b ma a2 + b? 12 s6 nguyén t6.
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4. Xét ddy s6 thuc {z,,} 7 dugc xac dinh boi

(2 + 2 cos2a)x, + cos® a
(2 — 2cos2a)x, + 2 — cos2a

1 = 1 and Tpi1 =

véimoin = 1,2,.... 0 d6 « 1a mot tham s6 thuc. Hay xdc dinh tét ca cdc
gid tri ¢6 thé cha « sao cho day {y, } 1 vé6i
n

1
%ZZHQ%

k=1

c6 gi6i han hitu han khi ma n tién ra vo han. Hay xac dinh cac giéi han do
trong cac truong hop cta « tim dugc.

5. Xét cdc s6 thuc duong z, i, z thod man diéu kién
(z+y+ 2)° = 322y2
Hay x4c dinh gi4 tri 16n nhat va nhd nhat ctia biéu thitc

$4—|—y4+z4

(z+y+2)*
6. V6i mdi s6 nguyén duong n ta ki hieu S(n) 12 tong cua tdt ca cdc chif s6 cla

n trong co sG 10. Xét tat ca cdc s6 nguyén duong m thoa man 2003|m, tim
gid tri bé nht c6 thé caa S(m).
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1.44 Nam 2005

1. Cho z,y 1a céc s6 thuc thod mén diéu kién:
r=3Vr+1=3\/y+2—-y

Hay x4c dinh gi4 tri 16n nhat va bé nhét cla biéu thitc P = z + .

2. Cho (O) 12 mot dudng tron ¢6 dinh ban kinh R. Ldy cdc diém A va B ¢6
dinh trén duong tron (O) thod man A, B va O khong thang hang. Xét diém
thay déi C nam trén dudng tron (O) (C # A, B). Dung hai dudng tron (O1),
(0,) di qua cac diém A, B va tiép xtc v6i BC, AC tai C, tuong ing. Pudng
tron (O1) giao v6i dudng tron (Oy) & D (D # C'). Chitng minh ring

(@) CD < R;

(b) Puong thang C'D luén di qua mot diém khong phu thuoce vao diém C
khi C chay trén duong tron (O).

3. Cho da gidc A; Ay A3 A A5 Ag A Ag 161 tdm canh sao cho khong ¢6 ba duong
chéo nao dong quy. Giao cta hai duong chéo tuy y duoc goi 1a mot "nat". Xét
tat ca cdc tu gidc 16i dugc tao bGi bon dinh cta bat gidc A As Az Ay A5 Ag A7 Ag
va cdc tir gide d6 s€ duge goi la nhitng "t gidc con". Hay xdc dinh s6 nguyén
duong n bé nhat thoa man

Ching ta c6 thé t6 miu n "nit" sao cho v6i moi 4 # k ma i,k €
{1,2,3,4,5,6,7,8}, thi cic s6 s(i, k) 1a bang nhau, & d6 s(i, k)
duoc ki hiéu 1a s6 cac "t giac con" ¢6 A;, Ay 1a cac dinh va giao
cta hai dudng chéo 1la mot nut.

4. Hay xdc dinh tét ca cdc ham s6 f : R — R thod mén diéu kién
F(F@ =)= F=) - Fly) — F(@) + Fly) — 2y
v6i moi z,y € R.
5. Hay tim tét cac bo ba (z,y, n) cdc s6 nguyén duong thod man diéu kién

zh+yt

3n
n!

6. Lay {z,} 1a day s6 thuc dugc xdc dinh boi 1 = a, x, 1 = 323 — 722 + 5z,
n € N. Hay x4c dinh tat ca cac s6 thuc a thod man day {z, } c6 gi6i han hiu
han khi ma n — 400 va xdc dinh giéi han d6 trong truong hgp tim duoc.
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