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Tµi liÖu «n thi Olympic §¹i sè tuyÕn tÝnh. 

 Trần Thị Thúy-Bộ môn Đại số XSTK 

=========================================================== 

Chương trình Olympic Toán Đại số tuyến tính bao gồm các phần  
 

Phần 1. Ma trận 

 + Các phép toán về ma trận 

 + Ma trận nghịch đảo 

 + Hạng của ma trận 

Phần 2. Định thức 

Phần 3. Phương trình và hệ phương trình 

Phần 4. Véctơ riêng và giá trị riêng 

Phần 5. Đa thức 

=========================================== 

PhÇn I.1  Luü thõa ma trËn. 

Bµi to¸n 1:  Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp s. H·y tÝnh nA . 

1. Tr­êng hîp  s = 2. 

Phương pháp 1. Dïng ®Þnh lÝ Hamilton-Cayley. 

Mäi ma trËn Cdc,b,a,  







 ,

dc

ba
A  ®Òu lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh bËc hai 

0)(2  bcadxdax . 

Ví dụ áp dụng 

VD1. TÝnh 

2006

01

10










 

LG. §Æt 











01

10
A . Theo ®Þnh lÝ trªn ta cã EEAA  2A     0.1)00(2  

VËy     .
1003100322006 EEAA   

       Cã thÓ suy ra kÕt qu¶ tæng qu¸t 





   lÎ   n   nÕu

ch½n  n    nÕu

A

E
An . 
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VD2. Cho 









21

12
A . TÝnh nA . 

LG. Theo ®Þnh lÝ Hamilton-Cayley ta cã  0342  EAA . (*) 

 XÐt phÐp chia cña ®a thøc nx cho ®a thøc .342  xx , gi¶ sö ®­îc th­¬ng lµ ®a thøc 

q(x) vµ d­ lµ ®a thøc ax+b. 

                                 baxxqxxxn  )(342  

Ta hoµn toµn cã thÓ t×m ®­îc hÖ sè a vµ b b»ng c¸ch thay x = 1, 3 vµo ®¼ng thøc 

trªn. Ta ®¹t ®­îc kÕt qu¶ lµ 
















2

33
2

13

n

n

b

a
  

     VËy   bEaAAqEAAAn  )(342 . KÕt hîp víi (*) ta cã                           




















10

01

2

33

21

12

2

13 nn
n bEaAA . 

VD3.(OL2002) Cho 
























1
2

3

2

1
2

5

2

3
1

A . TÝnh 2002A . 

LG. Lµm hoµn toµn t­¬ng tù nh­ c¸c vÝ dô trªn ta cã kÕt qu¶ lµ 
























3
2

1

2

3
2

35
3

2

1

23)23()()3( 22004 EAEAAqEAAA  

VD4. T×m tÊt c¶ c¸c ma trËn vu«ng cÊp 2 mµ b×nh ph­¬ng cña nã b»ng E. 

LG. Gi¶ sö 









dc

ba
A . Do 11

22  AAEA . 

 NÕu 11  bcadA khi ®ã theo ®Þnh lÝ Hamilton-cayley ta cã 

EA
da

cb

da
da

cb

da

da
dc

ba

E
da

A

EAdaE

EbcadAdaA





























































1

0
2
0

2
0

0
2

2

0)(

0)()(2

 

 NÕu 11  bcadA khi ®ã theo ®Þnh lÝ Hamilton-cayley ta cã 
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













)1(0

0
0)(

0)(

0)()(2

A do lo¹iA

da
Ada

EAdaE

EbcadAdaA

 

VËy 12 









 bca

ac

ba
A -     víi . 

VD5. T×m tÊt c¶ c¸c ma trËn vu«ng cÊp hai, thùc A mµ EA 3 . 

LG. Gi¶ sö 









dc

ba
A . Do 111

32  bcadAAEA . 

Theo ®Þnh lÝ Hamilton-cayley ta cã 

                              

   (2)               

(1)     

0)(

0)(

0)()(

2

23

2







AAdaE

AAdaA

EbcadAdaA

 

Trõ (1) cho (2) ta cã 

                           












(4)                        

(3)                    

AA

da

AdaAda

2

2

01

0)1()1(

 

Tõ (3) suy ra 1
1











 bc

ac

ba
A 2a-a      víi . Thö l¹i kÕt qu¶ nµy ta thÊy ®óng. 

Tõ (4) suy ra EAAA  23 . 

KÕt luËn ma trËn A cÇn t×m lµ  

                                    1

1

2 





















bcaa

ac

ba
A

EA

   víi  

VD6. T×m tÊt c¶ c¸c ma trËn vu«ng cÊp hai mµ luü thõa 4 b»ng E. 

LG. Gi¶ sö 









dc

ba
A . Do 













0

0
0))((

2

2

224

EA

EA
EAEAEA  

NÕu 022  EAEA  , ta gi¶ sö 









''

''
2

dc

ba
A  th× suy ra  


















01''''''

01''''''

0'')1')(1'(

0'')1')(1'(

dacbda

dacbda

cbda

cbda
 

Céng hai vÕ cña hai ph­¬ng tr×nh trong hÖ trªn ta cã 
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)(1''''2)''''(2
2

thùc A dolÝ  v«Acbdacbda   

VËy nÕu 02  EA  th× 02  EA  hoÆc 02  EA  th× 02  EA . 

VËy 









EA

EA
EA

2

2

4  

Trë vÒ bµi to¸n nh­ ë VD2. 

VD7. Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp hai thùc tho¶ m·n 3)(n  0nA . Chøng minh 

r»ng 02 A . 

LG. Do 00  bcadAAn . KÕt hîp víi ®Þnh lÝ Hamilton-Kelly ta suy ra 

 

PCM)(§   















00

0)(0

0)(...)(

)(0)(

2

2

1122

22

AA

AdaAda

AdaAdaAAA

AdaAAdaA

nnnn  

VD8. (OL 96) Cho 









0c

ba
A , Chøng minh r»ng nÕu 01996 A  th× 02 A . 

LG. VD nµy lµ tr­êng hîp ®Æc biÖt cña vÝ dô 7 trªn. 

VD9. (OL 99) Cho ma trËn 





















2000
0

1999
1998

x

x

A . Gi¶ sö )),(( xnaA ij

n  . H·y tÝnh 

),(limlim
1

xnaij
xn 

. 

LG. TÝnh nA  b»ng ph­¬ng ph¸p nh­ c¸c VD trªn. Sau ®ã ®i tÝnh lim cña tõng sè 

h¹ng. 

Phương pháp 2.  Sö dông kÕt qu¶ sau: nÕu 






 


xx

xx
A

cossin

sincos
 th× 

*Nn     






 


nxnx

nxnx
An

cossin

sincos
. 

VD10. TÝnh 

2003

01

10










 

LG. 






 





















































 01

10

2

2003
cos

2

2003
sin

2

2003
sin

2

2003
cos

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

01

10

2003

2003








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VD10. Cho N   n























1

1

n

x
n

x

A . TÝnh  











EA
x

I n

nx

1
limlim

0

. 

LG. Ta cã 

2

2

2

22

2

1

sin,

1

1

cossin

sincos
1

n

x

n
x

n

xn

x
A

















 




  cos    víi  

 

 

 

MÆt kh¸c    11
2

2

2

lim 











n

n n

x
 

Vµ   n  khi  x
tg

x
n

n

x
tg




  

Do ®ã    









































 01

10

1cossin

sin1cos11
limlimlim

00 xx

xx

x
EA

x
I

x

n

nx

. 

VD11. Cho 


























n

j

n

j
n

j

n

j

A j 2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

, h·y tÝnh p

n

pp AAAS 110 ...  . 

LG. §Æt 





















 cos sin-

 sin 

A  vµ 

nn

nn
n 





22

22
cos

2
. Suy ra 

pnppn AAAEEA )1(.2.1 ...  S  vµ  

NÕu p chia hÕt cho n th× S = nE 

NÕu p kh«ng chia hÕt cho n th× nh©n c¶ hai vÕ cña ®¼ng thøc trªn víi pA ta cã  

0)(...2  EASSEAASA pppp . Nh­ng do p kh«ng chia hÕt cho n nªn dÔ 

dµng kiÓm tra ®­îc 0 EA p . Do ®ã S = 0. 

Bµi to¸n 2. Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp 3. H·y tÝnh luü thõa bËc 

n cña A. 

Phương pháp 1.  T×m ®a thøc bËc hai nhËn ma trËn A lµ nghiÖm b»ng c¸ch : 

tÝnh 2A  vµ t×m hai sè  ,  sao cho EAA  2 . 

 













































 1

cossin

sincos
1

11
2

2





nn

nn

n

x

x
EA

x

n

n
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Khi ®ã ph­¬ng tr×nh bËc hai cÇn t×m lµ 02  xx . 

C¸c b­íc tiÕp theo lµm gièng nh­ bµi to¸n 1. 

VD1. TÝnh 

n

















210

030

002

 

VD2.(OL97) Gi¶ sö 




















nnnn

nnnn

nnnn

zyxz

zyxy

zyxx

1

1

1

. H·y  x¸c ®Þnh  nnn zyx ,,  theo 000 ,, zyx . 

GY. Bµi to¸n quy vÒ viÖc tÝnh luü thõa ma trËn 

n























111

111

111

 

VD3. TÝnh 

100

200

010

012

















 

Phương pháp 2.  Dïng nhÞ thøc Newton: NÕu A vµ B lµ hai ma trËn giao 

ho¸n th× 



n

k

knkk

n

n BACBA
0

)( . 

Ta ¸p dông ph­¬ng ph¸p 2 khi ph­¬ng ph¸p 1 kh«ng lµm ®­îc. 

VD4. TÝnh 100A  víi 
























102

011

121

A . 

GY. Ta cã A = E + B víi 0,

240

120

000

,

002

001

122
3 










































 BB 2B  

Khi ®ã  
























989919800200

49509901100

1002001

2

99.100
100 2100100 BBEBEA  

VD5.  TÝnh 

100

100

200

010

012

















A  

LG. T¸ch A = E + N víi nhËn xÐt lµ NNNNN k 
















 ,...,,

100

000

011
2  
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Ta cã NENCENCENCNEA
k

k

k

kk

k

kk )12()( 200
100

1

100

100

1

100

100

0

100

100100 
















 



. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------- 

PhÇn I.2  Ma trËn nghÞch ®¶o. 

Bµi to¸n c¬ b¶n 1:  Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp n tho¶ m·n N*)(k    0kA . Chøng 

minh r»ng c¸c ma trËn E + A vµ E - A lµ c¸c ma trËn kh¶ nghÞch. 

CM. 

XÐt  

  EAEAAAAAAAEAAAEAE kkkkk   )...()...()...( 121212

 Suy ra ma trËn E - A  lµ ma trËn kh¶ nghÞch vµ   121
... 
 kAAAEAE  

T­¬ng tù E + A còng lµ ma trËn kh¶ nghÞch víi chó ý lµ 0)(0  kk AA  . 

Bµi tËp ¸p dông . 

Bµi 1.  Cho c¸c ma trËn vu«ng A, B tho¶ m·n 0, 20001999  BABAAB . Chøng minh 

r»ng ma trËn E+A+B lµ trËn kh¶ nghÞch. 

CM. 

Cã   03999

3999

3999
  kkk BACBA  ( V× nÕu 2000k  th× 0kA , nÕu 

0199939992000 3999  kBkk ). 

Bµi 2. Cho A vµ B lµ c¸c ma trËn vu«ng c©p n thùc tho¶ m·n 

02000  BBAAB 1999A  vµ  . Chøng minh r»ng E +A +B lµ ma trËn kh¶ nghÞch. 

CM.           §Ó cm bµi 2 ta chØ cÇn chØ ra hai ma trËn A vµ B giao ho¸n. 

ThËt vËy.  

                       
     

ABBABA

EEAEAEEAEABAAB








 

Sau ®ã ¸p dông bµi 1 ta cã ®pcm. 

Bµi 3. Cho 2n sè tháa m·n ®iÒu kiÖn 



n

i

iiba
1

0 . BiÕt 































1..........

......................

.....1

....1

21

22212

12111

nnnn

n

n

bababa

bababa

bababa

A . H·y t×m ma trËn nghÞch ®¶o cña ma trËn. 
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LG.  

   NhËn xÐt  

      
   

AEA

AEEAEEAbaEA ii








2

2)(0)(

1

2 -1E)-A(E  
 

Bµi 4. Cho  0)A(     )(, RMBA n vµ B lµ ma trËn luü linh. Chøng minh r»ng ma 

trËn BAAE 1   kh¶ nghÞch. 

LG.  

Chó ý r»ng B lµ ma trËn luü linh th× ma trËn BAA 1  còng lµ ma trËn luü linh cïng 

cÊp.  Sau ®ã ¸p dông bµi to¸n c¬ b¶n 1 ta cã ®pcm. 

Bµi 5. Cho A lµ ma trËn luü linh vµ f(x) lµ ®a thøc cã hÖ sè tù do kh¸c 0. Chøng 

minh r»ng f(A) lµ ma trËn kh¶ nghÞch.  

LG. 

    .......

...)(1...)(...)(

1

1

1

1

1101

AEaAaEaAaA

AaAaEAfxaxaxfaxaxaxf

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n







00

0
a

1

a

1
0)(a   

 Do A lµ ma trËn luü linh nªn tõ ®¼ng thøc trªn ta suy ra EAf
a

)(
1

0

 lµ ma trËn luü 

linh. Suy ra )(
1

0

Af
a

 lµ ma trËn kh¶ nghÞch. Suy ra f(A) lµ ma trËn kh¶ nghÞch. 

Bµi 6. Cho     )(, RMBA n sao cho E - AB kh¶ nghÞch. Chøng minh r»ng ma trËn  

E - BA   còng lµ ma trËn kh¶ nghÞch. 

CM.  

Ph¶n chøng.   Gi¶ sö     

  000000 0000 AxByxBAxxxBAE   0o y víi  BA)x-(E cho sao    

NÕu 00 y  th× 00 x  (m©u thuÉn ) 

NÕu 00 y  th× ta xÐt 0)()( 00000  AxyByAyyABE . (M©u thuÉn víi gi¶ thiÕt 

ma trËn E - AB kh¶ nghÞch). 

VËy ®iÒu gi¶ sö ban ®Çu cña ta lµ sai. §PCM. 

Bµi 7. Cho ia  lµ c¸c sè thùc. Chøng minh r»ng ma trËn A cho d­íi ®©y  kh¶ nghÞch 

vµ tÝnh det ( 1A ) 
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





























2

1234

2

2

143

34

2

12

432

2

1

1

1

1

1

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  

LG. Ta cã  

 

 
 22

4

2

3

2

2

22

1

142

4

2

3

2

2

22

1

2

4

2

3

2

2

22

1

12

4

2

3

2

2

22

1

)1(

11
)1(

)1(

1
.)1(

aaaaA
AaaaaAA

A
aaaa

AEaaaaAA

c

c











 

=========================================================== 

                PhÇn I.3   H¹ng cña ma trËn  

1. C¸c bÊt ®¼ng thøc c¬ b¶n vÒ h¹ng cña ma trËn. 

             

 ncÊp  vu«ngtrËnma lµ B A,    víin 

p ncÊp trËnma lµ B  n,m cÊp trËnma lµ  A     víi

cÊp cïng trËnma  c¸clµ B  A,       víi

)()()()(

)(),(min)(

)()()(

ABrBrArBAr

rArABr

BrArBAr







B  

HÖ qu¶ 1.  NÕu A, B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n tho¶ m·n AB = 0 th×  

                           nBrArBAr  )()()(  

HÖ qu¶ 2. NÕu A, B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n vµ A lµ ma trËn nghÞch ®¶o th× 

)()()( BArABrBr  . 

CM.          Ta cã )()()()()()( 1 ABrBrABrABArBrABr    

2. C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña h¹ng ma trËn. 

TÝnh chÊt 1.         0Axpht cña  nghiÖm  dim)(Ar  . 

TÝnh chÊt 2.   NÕu A lµ ma trËn cña ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh FEf :  trong mét cÆp c¬ 

së nµo ®ã th×  fAr Imdim)(  . 

3.  Bµi tËp  

Bµi 1. Chøng  minh r»ng nÕu EARMA n  2:)(  th× nAErEAr  )()( . 

LG.  

NhËn thÊy 0))(( 22  AEAEEA  nªn ¸p dông hÖ qu¶ 1 ta cã 

nAErAEr  )()(  

MÆt kh¸c ta cã nErAEEArAErEAr  )2()()()( .Suy ra §PCM. 
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Bµi 2. Cho P, Q lµ hai ma trËn vu«ng cÊp n tho¶ m·n QQPP  22 ,  vµ )( QPE   

lµ ma trËn kh¶ nghÞch th× )()( QrPr  . 

CM.  

¸p dông hÖ qu¶ 2 ta cã  

                    

PCM§  ).()(

)()())(()(

)()())(()(

2

2

PrQr

PQrPQQQrQQPErQr

PQrPQPPrQPEPrPr







 

Bµi 3. Cho 1)(:)(  BrRMB n . Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt sè thùc m sao cho 

mBB 2 . 

CM. 

Do 1)(:)(  BrRMB n  nªn )0,...,0,0(),...,,( 21  naaa  vµ c¸c sè thùc nmmm ,...,, 21 sao 

cho  























nnnn

n

n

amamam

amamam

amamam

B

...

.............

...

...

21

22212

12111

. 

Ta thÊy 
















 



n

k

k

n

k

k mmBBmB
11

2 m víi    . 

Gi¶ sö tån t¹i sè 'm  sao cho '0)'(''2 mmBmmBmmBBmB    

(do 0B n  nª 1)(Br ). 

Bµi 4. Cho 02000 A  . Chøng minh r»ng )...()(: 2 nAAArArn     . 

CM. 

XÐt hai ph­¬ng tr×nh    

                               
(2)                      

(1)                                                  

0....

0

2 



xAxAAx

Ax

n
 

DÔ thÊy nÕu x lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (1) th× x còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng 

tr×nh (2). 

Gi¶ sö x lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (2) .  

 Ta cã 

)B (víi      222232 ...)...(...   nnn AAEBxAxAAEAxAxAxAAx  
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NhËn xÐt r»ng AB = BA nªn suy ra 

2000. k   nÕu 

 

0

)1(...)()( 134222222322 xBAxBABxABAAxBAxBABxAABABAxBxAAx kkk

Suy ra  x còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (1).  

VËy hai tËp nghiÖm cña (1)(2) trïng nhau.  KÕt hîp víi tÝnh chÊt  

 0Axpht cña  nghiÖm  dim)(Ar  ta suy ra §PCM. 

Chú ý: Bµi nµy còn có cách giải khác.Ta thấy VP luôn nhỏ hơn hoặc bằng VT. Ta 

chứng minh VT nhỏ hơn hoặc bằng VP bằng cách đi cm ma trận )...( 1 nAAE  

là ma trận khả nghịch. 

Bµi 5. Chøng minh r»ng h¹ng cña  ma trËn ph¶n ®èi xøng cÊp n lÎ lu«n lµ sè ch½n. 

CM. 

Do A lµ ma trËn ph¶n ®èi xøng nªn cAA   

Suy ra 0)1(  AAAAA cnc . Mµ h¹ng cña ma trËn ph¶n ®èi xøng b»ng 

h¹ng cña c¸c ma trËn con chÝnh cña A. Suy ra §PCM. 

Bµi 6. Chøng minh r»ng víi A lµ ma trËn vu«ng cÊp 3 bÊt k× 

0Tr(A)   vµ  1)(02 ArA  . 

CM.  

()  Do .0)(1)( 2  AATrAAr   

 .  Gi¶ sö .02 A ¸p dông bÊt ®¼ng thøc c¬ b¶n thø hai ta cã 

0Tr(A)  hoÆc0A ra hoÆc Suy 0. Tr(A)A n  nªA Mµ 2 



0.)(

1)(
2

3
)(3)(3)()()(

2

2

AATrA

ArArArAArArAr
 

Nh­ng c¶ hai ®iÒu trªn ®Òu suy ra Tr(A) = 0. VËy bµi to¸n ®­îc CM.  

Bµi 7. a. Cho A, B, C lµ c¸c ma trËn t­¬ng øng cì mxn, nxp, pxq. Chøng minh 

r»ng. )()()()( ABCrBrBCrABr   

b. Cho A, B, C lµ c¸c ma trËn t­¬ng øng cì mxn, nxp, pxq sao cho 

).()( ABrBr  Chøng minh r»ng )()( ABCrBCr  . 

CM. C©u b lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña c©u a. C©u a ®ùoc CM nhê tÝnh chÊt 2 vÒ h¹ng 

ma trËn. 

Bµi 8. Cho A, B lµ hai ma trËn vu«ng cïng cÊp lÎ, AB = 0. Chøng minh r»ng mét 

trong hai ma trËn tt BBAA  ,  lµ suy biÕn. 
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CM. Ta cã 

nBrBrBBrnArArAAr
n

Br
n

Ar

n
Br

n
ArnABrnBrAr

tttt 



)()()()()()(.
2

)(
2

)(

.
2

)(
2

)()()()(

   hoÆcra  Suy    hoÆc 

n nªlÎ  ndo  Nh­ng   hoÆc

 

VËy mét trong hai ma trËn tt BBAA  ,  lµ suy biÕn. 

Bµi 9. Cho A, B lµ hai ma trËn vu«ng cïng cÊp n, A lµ ma trËn luü linh, AB = BA, 

0B . Chøng minh r»ng 1)()(  BrABr . 

CM.  

gi¶ thiÕt ph¶n chøng  )()( BrABr  . Khi ®ã theo bµi 7b ta cã 

0)B dolÝ   (v«  0r(BA)r(AB)r(B)

linh) luü trËnma lµ  Agt  (Do    



 0)(...)()()( 2 kBArBArABArBAr
                        

VËy gtpc cña ta sai. Tøc lµ điều phải chứng minh 

10. Chứng minh rằng )()(
0

0
BrAr

B

A
r 








 

11. Chứng minh rằng  )()(
52

BrAr
BA

BA
r 










 

12. Chứng minh rằng )()(
2

BrAr
BBB

ABA
r

nxn











 

13. Chứng minh rằng )(
0

Brm
B

AI
r

nxn

mxnm









 

14. Cho A là ma trận cấp pxp; B là ma trận cấp qxp; C là ma trận cấp qxq.  

a. Chứng minh rằng )()(
0

CrAr
CB

A
r 








 

b. Chứng minh rằng nếu ma trận A khả nghịch thì )()(
0

CrAr
CB

A
r 








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15. Chứng minh rằng hạng của ma trận đối xứng và phản đối xứng là cấp cao nhất 

của định thức con chính khác 0. 

16.a. Cho ma trận A cấp mxn có r(A) = 1. Chứng minh rằng tồn tại ma trận B cấp 

mx1 và ma trận C cấp 1xn để A = BC. 

b. Cho ma trận A cấp mxn có r(A) = r. Chứng minh rằng tồn tại ma trận B cấp mxr 

và ma trận C cấp rxn để A = BC. 

17. Chứng minh rằng hạng của ma trận phản đối xứng không thể là số lẻ. 

                   

                                    Bµi tËp vÒ h¹ng ma trËn. 

 

Bµi 1. Cho ).,();,( TmnBTnmMA   

a) Khi m kh¸c n, h·y chøng tá r»ng tån t¹i Ýt nhÊt mét trong hai ma trËn A.B; B.A suy biÕn. 

b) Khi m= n, lÊy vÝ  dô chØ ra r»ng kh¼ng ®Þnh ë c©u a kh«ng ®óng. 

Bµi 2. Chøng minh r»ng mäi ma trËn  ATnA );,(  tån t¹i sè nguyªn d­¬ng m sao cho r(Ak) 

= r(Ak+1), mäi k    m. 

Bµi 3. §©y lµ bµi rÊt quan träng. 

Cho ),(),,(),,( TmMCTnMBTnmMA   tháa m·n 0;0  BA . Chøng minh r»ng: r(A) 

= r( A.B ) = r( C.A) = r( C.A.B ). 

 

Bµi 4. MOS 2002. 

Gi¶ sö ),(, TnMQP   tho¶ 








QQ

PP
2

2

  vµ )( QPE   kh¶ nghÞch. 

Chøng minh r»ng )()( QrPr  . 

Bµi 5. MOS 2003. 

Gi¶ sö A lµ ma trËn vu«ng tháa .2003 A Chøng minh r»ng:          

)()(: 2* nAAArArNn    

Bµi 6. Cho ),(, TnmMBA  . Chøng minh r»ng:  

 )(),(min).(

)()()(

BrArBAr

BrArBAr




  

Bµi 7. Cho ma trËn B cã h¹ng b»ng r. Gi¶ sö .;...;
21 riii  lµ r hµng ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña B vµ 

rjjj  ;..;
21

 cét ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña B. 

Chøng minh r»ng: C¸c phÇn tö n»m ë giao cña c¸c hµng, c¸c cét ®ã lËp thµnh mét ma trËn vu«ng 

cÊp r, cã gi¸ trÞ ®Þnh thøc kh¸c kh«ng. 
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Bµi 8. H¹ng cña ma trËn ®èi xøng hoÆc ph¶n ®èi xøng b»ng cÊp cao nhÊt cña ®Þnh thøc con chÝnh 

kh¸c 0. 

Bµi 9. Chøng minh r»ng h¹ng cña ma trËn ph¶n ®èi xøng bao giê còng lµ mét sè ch½n. 

 Bµi 10. Cho VVf :  lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh. 

1) Chøng minh r»ng )dim(ker)dim(dim fimfV  . 

2) Gi¶ sö A lµ ma trËn cña f  theo cÆp c¬ së nµo ®ã th×: 

)(dim)dim(ker

).()dim(

ArVf

Arimf




 

Bµi 11. Gi¶ sö A, B lµ c¸c ma trËn cã cïng sè hµng, ký hiÖu (A,B) lµ ma trËn t¹o thµnh b»ng ma 

trËn B tiÕp sau ma trËn A. Chøng minh r»ng: 

                                            ).()(),( BrArBAr       

Bµi 12. Cho BA,  lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n th× : nABrBrAr  )()()(  ( bÊt ®¼ng thøc 

Sylvester). 

Bµi 13. Cho );,(, TnMBA  n  lÎ. Chøng minh r»ng: 

 NÕu AB  th×   








nBBr

nAAr
t

t

)(

)(
 

Bµi 14. Cho );,(, TnMBA  tho¶ AB . Chøng minh r»ng: 

a) ;)()( nBrAr   

b) Víi k tuú ý tho¶ m·n nkAr )(  tån t¹i ma trËn C sao cho kCrAr  )()( . 

Bµi 15. MOS’95 

Cho .)(:1),,()( rArnTnMaA Þ  ®Æt nnÞA AP  )(  trong ®ã ÞA  lµ phÇn phô ®¹i sè cña Þa . 

T×m  )( APr . 

Bµi 16. Cho RQP ,,  lµ c¸c ma trËn vu«ng cïng cÊp. Chøng minh r»ng  

                                     )()()()( PQRrQrQRrPQr   

Bµi 17. Chøng minh rõng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ),( TnmMB   cã h¹ng nhá h¬n hoÆc b»ng 1 

lµ tån t¹i YXBTYTX n

n .:;   

Bµi 18.MOS’99. 

Cho ),20001999( TMA   *B  lµ ma trËn phô hîp cña AAt . BiÕt 0AAt  vµ  

0* B  h·y x¸c ®Þnh *)(Br . 

Bµi 19. MOS 2000. 

Trªn ®­êng chÐo cña ma trËn thùc vu«ng A cÊp n ®Òu lµ sè 0 c¸c phÇn tö cßn l¹i ®Òu b»ng 1 hoÆc 

2002. Chøng minh r»ng h¹ng cña A hoÆc b»ng n hoÆc b»ng n-1. 

Bµi 20. Cho 









pAr

AA
RnMA

)(
:),(

2

 .    ?)( Atr  
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Bµi 21. Cho c¸c ma trËn 

























110

123

031

A ; 

























113

520

331

T . 

a) T×m ATTB 1 . 

b) T×m vÐc t¬ riªng, gi¸ trÞ riªng cña A . 

 

Bµi 22. BiÕt BA,  lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh xxxf  2)( , vµ  BAAB . TÝnh BA . 

Bµi 23. T×m ma trËn .:),( 2  ARnMA  

Bµi 24. Chøng minh r»ng nÕu  A  lµ ma trËn vu«ng cÊp n víi EA 2  th× 

nAErAEr  )()( . 

Bµi 25. T×m ),2( RM
ab

ba
A 







 
  tháa m·n 













 


31

134A . 

Bµi 26. Víi ),( TnMA . Gi¶ sö 0)( AXtr  ).,( TmnMX   Chøng minh r»ng A . 

Bµi 27.  Cho ),( TnMA  tho¶ 1)( Ar . Chøng minh r»ng AAtrA ).(2  . 

Bµi 28. Cho CBA ,,  lµ ba ma trËn cì qppnnm  ;; , sao cho )()( ABrBr  . Chøng minh r»ng 

)()( ABCrBCr  . 

Bµi 29. Gi¶ sö );,(, TnMBA  A  lµ ma trËn luü linh vµ  BBAAB ; . Chøng minh r»ng 

.1)()(  BrABr  

Bµi 30. Gi¶ sö );,(, TnMBA  chøng minh r»ng:  )()( BrAr
B

A
r 












. 

Bµi 31. Cho  .,; Cba

abbb

babb

bbab

bbba

A 



































 T×m )(Ar . 

Bµi 32. Ký hiÖu   ,  lµ tÝch v« h­íng chÝnh t¾c cña nR , . Cho 
n

k R ;..;;; 321 . 

Chøng minh r»ng: 

1. 0);..;;;( 321 kG  ; 

2. );..;;;( 321 kG   lµ ma trËn ®èi xøng vµ cã c¸c gi¸ trÞ riªng kh«ng ©m. 
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Bµi 32. Chøng minh r»ng *;; R  vµ qpdcba ,,,,,  lµ nh÷ng sè thùc tuú ý, th× ma trËn 



























qpc

pdb

cba

B























..

..

..

 cã c¸c gi¸ trÞ riªng thùc.  

Bµi 33. Chøng minh r»ng nÕu A  th× AE   kh¶ nghÞch. 

Bµi 34. Cho ),( RnMA  lµ ma trËn ph¶n xøng vµ n lÎ, Ra . Chøng minh r»ng AaEn   kh«ng 

kh¶ nghÞch khi vµ chØ khi .0a     

Bµi 35. Gi¶ sö 2n . T×m tÊt c¶ c¸c ma trËn ),( CnMA  sao cho 

MAMACnMM  :),(  

Bµi 36. Trong tËp c¸c ma trËn ®èi xøng ),2()( RMaA ij   cã cïng gi¸ trÞ riªng lµ 21;kk . H·y 

t×m 12max a  ; 12min a . 

Bµi 37. Cho A  vµ B  lµ hai ma trËn ph¶n ®èi xøng. Chøng minh r»ng BA.  còng lµ ma trËn ph¶n 

®èi xøng ( tøc lµ BAAB   ). 

Bµi 38.  Gi¶ sö ),(;, * TnMANpn  . Chøng minh r»ng: n

p

A

p EPEA  )( . 

Bµi 39. Cho ),( RnMA  lµ ma trËn thùc, ®èi xøng. Chøng minh r»ng A  cã ®ñ n gi¸ trÞ riªng 

thùc.    

 

=========================================================== 

                        Phần 2.       §Þnh thøc. 

Bµi 1. Gi¶ sö ),3( RM

khg

fed

cba

A 
















 . 

1) Chøng minh r»ng kh«ng thÓ cã: TÝch c¸c phÇn tö trong mçi hµng < 0 vµ tÝch 

c¸c phÇn tö trong mçi cét > 0. 

2) Chøng minh r»ng kh«ng thÓ cã c¶ s¸u sè h¹ng trong ®Þnh nghÜa cña det(A) 

®Òu > 0. 

 

Bµi 2. Cho .,),,()( ijZaRnMaA ijij   tháa m·n ija  víi i kh¸c j lµ sè ch½n vµ iia   lµ 

sè lÎ. Chøng minh r»ng .0det A  
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Bµi 3. Cho .,),,()( ijZaRnMaA ijij   tháa m·n ija , víi i kh¸c j, lµ sè lÎ vµ iia   lµ 

sè ch½n. Chøng minh r»ng .0det A  

Bµi 4. Cho ),(, TnMBA   vµ 0;0  BABA . Chøng minh r»ng 








AB

BA
det . 

C¸c ph­¬ng ph¸p tÝnh ®Þnh thøc. 

1. §­a vÒ ma trËn tam gi¸c. 

2. T¸ch nh©n tö tuyÕn tÝnh. 

3. Sö dông quan hÖ håi quy. 

4. Thay ®æi c¸c phÇn tö cña ®Þnh thøc. 

5. BiÓu diÔn thµnh tæng c¸c ®Þnh thøc. 

1. §­a vÒ ma trËn tam gi¸c. 

TÝnh c¸c ®Þnh thøc. 

            

0111

1011

1101

1111

1











D                                      

naxxx

xaxx

xxax

xxxa

D











3

2

1

2  . 

2. Ph­¬ng ph¸p t¸ch nh©n tö tuyÕn tÝnh. 

1321

121

311

321

3









x

nx

nx

n

D











              

12

1

3

2

33

1

2

2

22

1

1

2

11

4

1

1

1

1











n

nnn

n

n

n

xxx

xxx

xxx

xxx

D











  (§Þnh thøc 

vandermonde) 

3. Ph­¬ng ph¸p sö dông c¸c quan hÖ håi quy. 

Ký hiÖu iD lµ ®Þnh thøc cÊp i. Quan hÖ håi quy: )1(. 21   nnn qDDpD  ë ®ã      n >2 vµ 

p, q lµ c¸c h»ng sè. 

Chó ý: Th­êng dïng khai triÓn Laplace ®Ó cã ®­îc quan hÖ (1). 

a) Tr­êng hîp q = 0. 

(1) lµ .1

1

1

1

2

2

1 DpDDpDppDD n

n

n

nnn



    

 

b) Tr­êng hîp 0q . 
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Gäi  ,  lµ hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh 













q

p
qpxx 02  

Nªn (1): 
 
 















)3(.

)2(.
)(

111

111

21

nnnn

nnnn

nnn
DDDD

DDDD
DDD




  

Dïng (2) vµ (3) ®Ó thu ®­îc kÕt qu¶. 

 

Bµi tËp1. Cho   :, R  , tÝnh: 

  





























000

010

01

00

D   

 

Bµi tËp 2. Chøng minh r»ng:  

 

 

 

 

 

 

 

ë ®ã ij

nnnnn

n

n

n

A

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

D ;

321

3333231

2232221

1131211

1











  lµ phÇn bï ®¹i sè cña phÇn tö n»m ë hµng i, cét j 

cña .1D  

 

  

4. Ph­¬ng ph¸p thay ®æi c¸c phÇn tö cña ®Þnh thøc. 


 











n

j

n

i

ij

nnnnn

n

n

n

AxD

xaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxaxa

1 1

1

321

3333231

2232221

1131211

.










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VÝ dô. TÝnh 

naxxx

x

xaxx

xxax

xxxa

D











3

2

1

  

6. Ph­¬ng ph¸p biÓu diÔn ®Þnh thøc thµnh tæng c¸c ®Þnh thøc. 

VÝ dô. TÝnh 

nnnnn

n

n

n

n

babababa

babababa

babababa

babababa

D





















321

3332313

2322212

1312111

 

Bµi tËp. 

Dïng ph­¬ng ph¸p nh©n tö tuyÕn tÝnh,  t×m 

0

0

0

0

xyz

xzy

yzx

zyx

D  . 

 

1. Cho 2n sè  

                             




n

i

iin

n

babbbb

aaaa

1

321

321

.0:;....;;;

;...;;;

   

                 TÝnh 

nnnnn

n

n

n

babababa

babababa

babababa

babababa

D











1

1

1

1

321

3332313

2322212

1312111











 

2. MOS 2003. 

 

Cho 































4

3

2

1

1111

1111

1111

1111

x

x

x

x

A  . Trong ®ã 4321 ;;; xxxx  lµ nghiÖm cña ®a thøc 

1)( 4  xxxf . T×m det(A). 
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3. Gi¶ sö ®· biÕt kÕt qu¶ cña ®Þnh thøc Vandermonde, h·y tÝnh ®Þnh thøc sau: 

1

1

2

1

4

1

2

11

1

5

2

5

4

5

2

55

1

4

2

4

4

4

2

44

1

3

2

3

4

3

2

33

1

2

2

2

4

2

2

22

1

1

2

1

4

1

2

11

1

1

1

1

1

1























n

n

n

n

n

nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx















  

4. Chøng minh r»ng, nÕu BAABRnMBA  :),(,  th× 022  BA . 

6. (Định lý đường chéo trội): Cho niaaCnMaA
n

ji
j

ijijij ;1;:),()(
1

 



. Chøng 

minh r»ng 0)det( A . 

=========================================================== 

Phần 4        VÐct¬ riªng- gi¸ trÞ riªng. 

Bµi 1. Gi¶ sö A  lµ ma trËn cã gi¸ trÞ riªng lµ k . Chøng minh r»ng mA  cã gi¸ trÞ 

riªng lµ mk . 

Bµi 2. Gi¶ sö A  lµ ma trËn cã gi¸ trÞ riªng lµ k  vµ 

nn

nnn axaxaxaxaxf  

 1

1

2

2

1

10)(  . Chøng minh r»ng )(Af  cã gi¸ trÞ riªng lµ 

nn

nnn akakakakakf  

 1

1

2

2

1

10)(  . 

Bµi 3. MOS 1995. 

Cho ),( RnMB  vµ 0:  EBR  . Chøng minh r»ng víi mäi 

NnRaaa n  ;;...;; 10  ta cã 0
00




n

k

k

k

n

k

k

k EaBa  . 

Bài 4.Cho   là giá trị riêng khác 0 của ma trận không suy biến A. Chứng minh 

rằng 


1  là giá trị riêng của ma trận 1A . 

Bài 5. Chứng minh rằng hai ma trận đồng dạng thì tập giá trị riêng của chúng trùng 

nhau. 

Bài 6. Chứng minh rằng ma trận A không suy biến khi và chỉ khi mọi giá trị riêng 

của A đều khác 0. 

Bài 7. Chứng minh rằng mọi giá trị riêng của ma trận A đều bằng 0 khi và chỉ khi 

tồn tại số tự nhiên k sao cho 0kA   
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Bài 8. Chứng minh rằng nA  .... 21 , với i là các giá trị riêng của ma trận vuông 

cấp n  A. 

Bµi 9. MOS 1999. 

Cho 1)( 21999  xxxf  vµ 
























2521

0194

0032

0034

C . T×m ).(det Cf . 

Bµi 10. Cho ),(, TnMBA   sao cho hoÆc A  hoÆc B lµ ma trËn kh¶ nghÞch. Chøng 

minh r»ng AB ®ång d¹ng víi .BA  

Bµi 11. Cho ),(, TnMBA  . Chøng minh r»ng AB  vµ .BA  cã cïng tËp gi¸ trÞ riªng. 

Bµi 12. Cho ),(, TnMBA   sao cho .ABAAB   Chøng minh r»ng 0A . 

Bµi 13. MOS 2001. 

Gi¶ sö ),( RnMA  cã phÇn tö lµ c¸c sè nguyªn ch½n. Chøng minh r»ng A  kh«ng 

thÓ cã gi¸ trÞ riªng lµ sè lÎ.  

Bµi 14. Cho .:);;..;;( 21 XXAaaaX c

n   T×m c¸c gi¸ trÞ riªng cña A . 

Bµi 15. Gi¶ sö  ),( RnMA , kh«ng cã gi¸ trÞ riªng lµ sè thùc. Chøng minh r»ng n lµ 

sè ch½n. 

Bµi 16. Cho .1)(),,(  ArankCnMA  Chøng minh r»ng: 

)(1)det()2

).()1 2

AtrAE

AAtrA




 

3) NÕu 1)( Atr  th× A
Atr

EAE .
)(1

1
)( 1


  . 

4) Cho ),( CnMB  kh«ng suy biÕn sao cho 0).(1 1  BAtr . Chøng minh r»ng 

)( AB  kh¶ nghÞch vµ ....
)(1

1
)( 11

1

11 






 BAB

ABtr
BAB  

Bµi 17. Cho   BABEFTnMA n |),,(  chøng minh r»ng: 

1) F  ®ãng kÝn ®èi víi phÐp nh©n ma trËn. 

2) FC , kh«ng suy biÕn th× FC 1 . 

Bµi 18. Cho ),( RnMA . Chøng minh r»ng:  AAAtr c 0).( . 

Bµi 19. Kh«ng dïng ®a thøc ®Æc tr­ng, h·y chøng minh r»ng      

                                            ).()( 1 AtrASStr   
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Bµi 20. Gi¶ sö  n

m EARnA 2:),( , chøng minh r»ng A kh«ng cã gi¸ trÞ riªng lµ 

sè thùc. 

Bài 21. Chứng minh rằng tập các giá trị riêng của ma trận AB trùng với tập các giá 

trị riêng của ma trận BA. 

Bài 22.  

a. Chứng minh rằng mọi ma trận đối xứng thực thì các giá trị riêng của nó đều 

là số thực. 

b. Chứng minh rằng nếu Rqp,d,c,b,a,  ;0;;  thì ma trận  

 

 

 

cũng có mọi giá trị riêng là số thực 

Bài 23. Cho p > 0 là bội của giá trị riêng 0  của ma trận thực A và rEAr  )( 0 . 

Chứng minh rằng prn 1 . 

Bài 24. Cho ma trận )...a a  a  ( n321aA  . Tìm giá trị riêng của ma trận AAc  

Bài 25. Tìm giá trị riêng của ma trận      
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Bài 26. Cho ma trận
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Chứng minh rằng 
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n xaxaaxf ;...)( 1

21

  là các căn bậc n của 1. 

Bài 27. Tìm giá trị riêng của ma trận sau 
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