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Câu I (3,0 điểm).

1). Giải hệ phương trình
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2). Với 
[image: image2.wmf];;

abc

 là 3 số thực đôi một phân biệt, chứng minh rằng
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Câu II (3,0 điểm). 
1). Với mỗi số thực 
[image: image4.wmf]x

 ta định nghĩa 
[image: image5.wmf]x
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá 
[image: image6.wmf]x

. Chứng minh rằng với mọi số nguyên 
[image: image7.wmf]n

 ta luôn có
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2). Với 
[image: image9.wmf];;
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 là các số thực dương thỏa mãn đẳng thức 
[image: image10.wmf]abbccaabc
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 


[image: image11.wmf]222

333

abc

M

bca

=++

. 

Câu III (3,0 điểm). Cho tam giác 
[image: image12.wmf]ABC
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 nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image13.wmf](
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 là trực tâm của tam giác 
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. 
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 là đường kính của 
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 thuộc 
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 sao cho 
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1). Chứng minh rằng các đường thẳng 
[image: image21.wmf]BH

 và 
[image: image22.wmf]DE

cắt nhau trên 
[image: image23.wmf](
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2). Gọi 
[image: image24.wmf]F

 là giao điểm của các đường thẳng 
[image: image25.wmf]EH

 và 
[image: image26.wmf].

AB

 Chứng minh rằng 
[image: image27.wmf]A

 là tâm đường tròn bàng tiếp ứng với đỉnh 
[image: image28.wmf]D

 của tam giác 
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3). Gọi 
[image: image30.wmf]I

 là tâm đường tròn nội tiếp của tam giác 
[image: image31.wmf]DEF
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. Chứng minh rằng 
[image: image32.wmf], 
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 và 
[image: image33.wmf]IH

 đồng quy.

Câu IV (1,0 điểm). Với 
[image: image34.wmf];;

abc

 là các số thực dương, chứng minh rằng 
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LỜI GIẢI – NHẬN XÉT – BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Câu I. (3 điểm)

1). Từ hệ phương trình đã cho ta có 
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Do đó hệ đã cho tương đương với 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm 
[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

;1;1,1;1

xy

=--

.
Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháo thế để đưa về phương trình đẳng cấp có mối liên hệ giữa các biến sau đó thế ngược lại một trong hai phương trình của hệ ban đầu để tìm nghiệm.

Nhắn lại kiến thức và phương pháp: 

· Hằng đẳng thức dạng:
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· Phương trình dạng: 
[image: image41.wmf](
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Vì 
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Ý tưởng: Cả hai phương trình đều xuất hiện hằng số 2. Đồng thời ở phương trình thứ hai có dáng dấp là một phương trình đẳng cấp bậc ba vì vế trái chứa 
[image: image43.wmf]3
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 còn vế phái chứa tích của một hàm số bậc nhất và một hàm số bậc hai vì vậy ta sẽ thực hiện phép thế 
[image: image44.wmf]22

2

xy

=+

 vào vế phải của phương trình hai, ta sẽ có: 
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 (*). Với phương trình này (*) nếu bạn nào tinh ý ra sẽ phát hiện được hằng đẳng thức 
[image: image46.wmf](
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. Vì thế (*)
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. Không thì khai triển tích ra ta cũng sẽ có được điều đó. Việc còn lại chỉ là thế 
[image: image48.wmf]xy
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 ngược lại phương trình thứ nhất trong hệ và tìm nghiệm. 

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Giải hệ phương trình 
[image: image49.wmf](
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Đáp số: 
[image: image50.wmf](

)

(

)

5

;1;1,1;

3

xy

æö

÷

ç

=-

÷

ç

÷

ç

÷

èø

.
2. Giải hệ phương trình 
[image: image51.wmf](
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Đáp số: 
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2). Đặt 
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Khi đó 
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suy ra 
[image: image55.wmf](
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, điều phải chứng minh.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phép đặt ẩn phụ sau đó khai thác giả thiết của bài toán đưa về điều luôn đúng hoặc điều cần chứng minh.

Ý tưởng: Biểu thức cần chứng minh khá là cồng kềnh, tuy nhiên nếu để ý một chút thì biểu thức đó chỉ gồm ba số hạng, vì vế trái chỉ là tổng của các tích các số hạng. Vậy nên để cho đơn giản hóa, ta đặt các biểu thức bên vế phải lần lượt là 
[image: image58.wmf];;
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Khi đó, biểu thức cần chứng minh có dạng: 
[image: image60.wmf]3
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Việc còn lại là từ phép đặt (*), ta mong muốn tìm được mối quan hệ giữa 
[image: image61.wmf];;
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. Thực chất, với phép đặt (*) để tìm mối liên hệ giữa 
[image: image62.wmf];;
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, thì ta sẽ coi  (*) là một hệ phương trình với ba ẩn 
[image: image63.wmf],,
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 như sau: 
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Nhưng với hệ trên, ta sẽ gặp rất nhiều khó khăn tuy nhiên không phải là không làm được nhưng sẽ tốn thời gian rất nhiều. Vậy nên, ta hướng tới lối tư duy như sau. Xét riêng với 
[image: image65.wmf]2
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, đây là hàm số bậc nhất trên bậc nhất với ẩn 
[image: image66.wmf];
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 vì thế ý tưởng của ta là tách riêng hai biến 
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 ra và đưa nó về dạng là 
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[image: image69.wmf];
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 ta sẽ được: 
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Suy ra đẳng thức 
[image: image71.wmf](
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. Và từ đẳng thức này, khai triển hai tích ta sẽ có điều phải chứng minh như sau:
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Với 
[image: image73.wmf];;

abc

 là các số thực khác 0 thỏa mãn 
[image: image74.wmf]111
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. Chứng minh rằng 
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2. Chứng minh rằng nếu 
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 thì ta sẽ có 
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Câu II.
1). Ta có 
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điều phải chứng minh.
Nhận xét. Bài toán về phần nguyên.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Một số khi chia cho 3 chỉ dư 0, 1 hoặc 2 hay nói cách khác một số nguyên bất kỳ được viết dưới dạng 
[image: image83.wmf]3
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· Xét lần lượt với các giá trị của 
[image: image86.wmf]n

 ta có:

+ Với 
[image: image87.wmf]3
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+ Với mỗi số thực 
[image: image89.wmf]x

 ta định nghĩa 
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá 
[image: image91.wmf]x

 hay với mỗi số 
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 ta có 
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 với 
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 là phần thập phân (
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Ta có  
[image: image96.wmf]3
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 (đúng).
Hoàn toàn tương tự biến đổi như trên bài và có được điều cần chứng minh.
2). Ta có 
[image: image97.wmf]111
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Ta có 
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Cộng ba bất đẳng thức trên ta có:
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min

333

111

11

abc

M

abc

bca

++³++=Þ=

 (khi 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương giữa các biến và kết hợp với giả thiết tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương 
[image: image101.wmf]3
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· Cho 
[image: image102.wmf](
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Ý tưởng: đây là một dạng bất đẳng thức đối xứng, điểm rơi sẽ xảy ra tại tâm là 
[image: image105.wmf]abc
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, thế vào giả thiết ta sẽ có được 
[image: image106.wmf]3
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. Việc định hình được điểm rơi sẽ giúp ta vận dụng các bất đẳng thức một cách linh hoạt. Ở biểu thức 
[image: image107.wmf]P

 là biểu thức chứa các phân số, vì thế để tương đồng trong đánh giá, ta sẽ đưa giả thiết về dạng phân số như sau: 
[image: image108.wmf]111

1

abc

++=

. Mặt khác, với điểm rơi 
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 vậy nên ta cần chứng minh cho 
[image: image112.wmf]222
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Bây giờ, ta sẽ đánh giá Cosi cho vế trái của (*) nhưng phải xuất hiện dạng phân thức như vế phải, xét riêng với phân thức 
[image: image113.wmf]2
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· Nếu muốn hạ bậc của 
[image: image114.wmf]b

 hay làm mất biến 
[image: image115.wmf]b

 ta cần áp dụng Cosi cho 4 số thực dương là 
[image: image116.wmf]22
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 không thỏa mãn vế phải (*). Số 
[image: image118.wmf]9
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 được chọn là để cân bằng Cosi với điểm rơi đã chọn. 

· Nếu muốn hạ bậc 
[image: image119.wmf]a

 hay làm mất biến 
[image: image120.wmf]a

 ta cần áp dụng Cosi cho 3 số thực dương là 
[image: image121.wmf]22
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 và thỏa mãn điều kiện của vế phải (*). Số 
[image: image122.wmf]1
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 được chọn là để cân bằng điểm rơi 
[image: image123.wmf]ab
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Vì thế, ta sẽ có được: 
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Suy ra 
[image: image125.wmf](
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:
1) Cho 
[image: image126.wmf];;

xyz

 là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image127.wmf]3
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2) Cho 
[image: image129.wmf];;
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 là các số thực dương thỏa mãn 
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[image: image131.wmf]222

y

xz

P

yzx

=++

.

Câu III.
[image: image132.emf]I
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1). Gọi 
[image: image133.wmf]DE

  cắt 
[image: image134.wmf]()
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  tại 
[image: image135.wmf]P

 khác 
[image: image136.wmf].
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 Do 
[image: image137.wmf]AD

 là đường kính của 
[image: image138.wmf]()
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, suy ra 
[image: image139.wmf]·
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), nên tứ giác 
[image: image142.wmf]APEH

 nội tiếp.

Ta có 
[image: image143.wmf]·
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[image: image144.wmf]·
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[image: image146.wmf]·

APB

=

 (góc nội tiếp)
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Nhận xét. Chứng minh hai đường thẳng cắt nhau trên đường tròn cũng gần giống với việc chứng minh ba đường thẳng đồng quy bằng cách chứng minh một đường thẳng đi qua giao điểm của hai đường còn lại. Do đó ta Gọi giao điểm của 
[image: image148.wmf]DE

 với 
[image: image149.wmf]()
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[image: image150.wmf]P

. Cần chứng minh 
[image: image151.wmf]BH

 đi qua 
[image: image152.wmf]P

 hay 
[image: image153.wmf]BH

 trùng
[image: image154.wmf]PH

.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn là góc vuông.

[image: image155.wmf]·

APD

 là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn 
[image: image156.wmf]()

O

 được chia bởi đường kính 
[image: image157.wmf]AD

 nên 
[image: image158.wmf]·
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APD
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 hay 
[image: image159.wmf]·
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APE
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.

· Đường thẳng a song song với đường thẳng b, đường thẳng c vuông góc với đường thẳng a. Suy ra đường thẳng c vuông góc với đường thẳng b.
Có 
[image: image160.wmf]HEBC

P

 và 
[image: image161.wmf]BCHA

^

 (
[image: image162.wmf]H

 là trực tâm của tam giác 
[image: image163.wmf]ABC

D

) nên suy ra 
[image: image164.wmf]HEHA

^

 hay 
[image: image165.wmf]·
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AHE
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· Tứ giác có hai góc vuông đối diện là tứ giác nội tiếp.
Ta thấy tứ giác 
[image: image166.wmf]APEH

 có 
[image: image167.wmf]·
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APE
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 và 
[image: image168.wmf]·
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 là hai góc vuông đối diện nên tứ giác 
[image: image169.wmf]APEH

 là tứ giác nội tiếp.

· Các góc nội tiếp một đường tròn cùng chắn một cung thì bằng nhau.
+ 
[image: image170.wmf]·

APH

 và 
[image: image171.wmf]·

AEH

 là hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image172.wmf]AH

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image173.wmf]APEH

 nên 
[image: image174.wmf]·

·

APHAEH

=

.
+ 
[image: image175.wmf]·

APB

 và 
[image: image176.wmf]·

ACB

 là hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image177.wmf]AB

 của đường tròn 
[image: image178.wmf]()

O

 nên 
[image: image179.wmf]·

·

APBACB
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. 

· Một đường thẳng cắt hai đường thẳng song song tạo ra các góc đồng vị bằng nhau.
Có 
[image: image180.wmf]HEBC

P

 suy ra 
[image: image181.wmf]·

·

AEHACB

=

 (hai góc đồng vị)

· Hai góc có cùng số đo, có một cạnh chung, hai cạnh còn lại của hai góc cùng nằm về một phía so với cạnh chung thì hai cạnh còn lại trùng nhau.
Từ chứng minh ở trên, ta có 
[image: image182.wmf]·

·

APHAPB

=

, suy ra 
[image: image183.wmf]PHPB

º

 hay 
[image: image184.wmf]BH

 đi qua 
[image: image185.wmf]P

. Do đó 
[image: image186.wmf]BH

 và 
[image: image187.wmf]DE

 cắt nhau tại điểm 
[image: image188.wmf]P

 trên đường tròn.    

2). Ta có 
[image: image189.wmf]HPAC

^

, suy ra 
[image: image190.wmf]·

·

·

AEHAHPAEP

==

.

Suy ra 
[image: image191.wmf]EA

 là phân giác ngoài đỉnh 
[image: image192.wmf]E

 của 
[image: image193.wmf]DEF

D

.

Tương tự 
[image: image194.wmf]FA

 là phân giác ngoài đỉnh 
[image: image195.wmf]F

 của 
[image: image196.wmf]DEF

D


Suy ra 
[image: image197.wmf]A

 là tâm đường tròn bàng tiếp ứng với đỉnh 
[image: image198.wmf]D

 của 
[image: image199.wmf]DEF

D

.

Nhận xét. Bài toán được quy về bài toán chứng minh một tia là tia phân giác của một góc và sử dụng dấu hiệu nhận biết tâm đường tròn bàng tiếp tam giác là giao điểm của hai đường phân giác góc ngoài tại hai đỉnh của tam giác. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hai góc cùng phụ với một góc thì bằng nhau.

[image: image200.wmf]ACBH

^

 (hay 
[image: image201.wmf]ACPH

^

) và 
[image: image202.wmf]AHFE

^

 (chứng minh trên) nên  
[image: image203.wmf]·

·

AHPAEH

=

 (
[image: image204.wmf]·
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).
· Các góc nội tiếp một đường tròn cùng chắn một cung thì bằng nhau.

[image: image205.wmf]·

AEP

 và 
[image: image206.wmf]·

AHP

 là hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image207.wmf]AP

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image208.wmf]APEH

 nên 
[image: image209.wmf]·

·

AEPAHP

=

.

· Một tia tạo với một cạnh của tam giác và tia đối của một cạnh tam giác tại một đỉnh hai góc bằng nhau thì tia đó là phân giác của góc ngoài tam giác.
Từ chứng minh ở trên, ta có 
[image: image210.wmf]·

·

PEAAEH

=

 nên 
[image: image211.wmf]EA

 là tia phân giác của góc ngoài tại đỉnh 
[image: image212.wmf]E

 của tam giác 
[image: image213.wmf]DEF

V

. 
Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được 
[image: image214.wmf]FA

 là tia phân giác của góc ngoài tại đỉnh 
[image: image215.wmf]F

 của tam giác 
[image: image216.wmf]DEF

V

.

· Giao điểm của hai tia/đường phân giác của hai góc ngoài tại hai đỉnh của tam giác là tâm đường tròn bàng tiếp ứng với đỉnh còn lại của tam giác.

[image: image217.wmf]FA

 và 
[image: image218.wmf]EA

 là hai tia phân giác của góc ngoài tại đỉnh 
[image: image219.wmf]F

 và 
[image: image220.wmf]E

 của tam giác 
[image: image221.wmf]DEF

D

 (chứng minh trên) nên A là tâm đường tròn bàng tiếp tam giác ứng với đỉnh 
[image: image222.wmf]D

 của tam giác 
[image: image223.wmf]DEF

D

.   

3). Do 
[image: image224.wmf]I

 là tâm nội tiếp nên 
[image: image225.wmf]EI

 là tia phân giác trong. 

Mà 
[image: image226.wmf]EA

 là tia phân giác ngoài, suy ra 
[image: image227.wmf]EIACEIHB
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P

. 

Tương tự 
[image: image228.wmf]; 

FIHCEFBC

PP

, suy ra 
[image: image229.wmf]IEF

D

 và 
[image: image230.wmf]HBC

D

 có cạnh tương ứng song song, nên 
[image: image231.wmf]; 

BECF

và 
[image: image232.wmf]IH

 đồng quy.

Nhận xét. Bài toán chứng minh ba đường thẳng 
[image: image233.wmf]; ; 

abc

 đồng quy bằng phương pháp chỉ ra hai giao điểm của a và b; b và c trùng nhau. Áp dụng tính chất: Hai điểm cùng nằm trên một đoạn thẳng cùng cách hai đầu mút của đoạn thẳng các đoạn tương ứng bằng nhau thì trùng nhau.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Đường nối đỉnh và tâm đường tròn nội tiếp của tam giác là phân giác trong của tam giác.


[image: image234.wmf]I

 là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 
[image: image235.wmf]DEF

D

 nên 
[image: image236.wmf]EI

 là phân giác của tam giác 
[image: image237.wmf]DEF

D

.

· Phân giác trong và phân giác ngoài của tam giác tại một đỉnh tạo với nhau một góc vuông (tính chất phân giác của hai góc kề bù).

· 
[image: image238.wmf]EA

 là phân giác ngoài (chứng minh trên) và 
[image: image239.wmf]EI

 là phân giác trong (chứng  minh trên) tại đỉnh 
[image: image240.wmf]E

 của tam giác 
[image: image241.wmf]DEF

D

 nên 
[image: image242.wmf]EIAC

^

.

· Hai đường thẳng vuông góc với một đường thẳng thứ ba thì song song với nhau.


[image: image243.wmf]BHAC

^

 (
[image: image244.wmf]H

 là trực tâm tam giác 
[image: image245.wmf]ABC

D

) và 
[image: image246.wmf]EIAC

^

 (chứng minh trên) nên suy ra 
[image: image247.wmf]EIHB

P

. Hoàn toàn chứng minh tương tự ta có 
[image: image248.wmf]; 

FIHCEFBC

PP

.

· Hai tam giác có ba cạnh tương ứng song song thì đồng dạng.

Tam giác 
[image: image249.wmf]IEF

D

 và tam giác 
[image: image250.wmf]HBC

D

 có 
[image: image251.wmf];; 

EIHBFIHCEFBC

PPP

, nên 
[image: image252.wmf]IEFHBC

DD
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 suy ra 
[image: image253.wmf]IFIEEF

HCHBBC

==

  

· Định lý Ta-lét.

Gọi giao điểm của 
[image: image254.wmf]BE

 và 
[image: image255.wmf]HI

 là 
[image: image256.wmf]M

 ta có 
[image: image257.wmf]EIHB

P

 suy ra 
[image: image258.wmf]EIIM

BHHM

=

. Gọi giao điểm của 
[image: image259.wmf]CF

 và 
[image: image260.wmf]HI

 là 
[image: image261.wmf]N

 ta có 
[image: image262.wmf]FIHC

P

 suy ra 
[image: image263.wmf]FIIN

CHHN

=

.
· Hai điểm cùng nằm trên một đoạn thẳng cùng cách hai đầu mút của đoạn thẳng các đoạn tương ứng bằng nhau thì trùng nhau.
Từ chứng minh trên, ta có 
[image: image264.wmf]IMIN

HMHN

=

 mà
[image: image265.wmf]M

; 
[image: image266.wmf]N

 cùng thuộc  
[image: image267.wmf]IH

 nên suy ra 
[image: image268.wmf]M

trùng 
[image: image269.wmf]N

. Hay ba đường thẳng 
[image: image270.wmf]BE

; 
[image: image271.wmf]IH

; 
[image: image272.wmf]CF

 đồng quy. 
[image: image273.emf]N
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Câu IV. (1 điểm)
Ta đặt các đoạn thẳng có độ dài 
[image: image274.wmf];;

abc

 như sau 

[image: image275.png]



Ta có 
[image: image276.wmf]22

3

ABabab

=+-

; 
[image: image277.wmf]22

BCbcbc

=+-

; 
[image: image278.wmf]22

ACca

=+

.

Vì 
[image: image279.wmf]ABBCAC

+³

 nên ta có điều phải chứng minh.   
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