Chương II

                           ĐA GIÁC – DIỆN TÍCH ĐA GIÁC

Chuyên đề 10
                                                      ĐA GIÁC, ĐA GIÁC ĐỀU

A. Kiến thức cần nhớ
1. Đa giác lồi là đa giác luôn nằm trong một nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng chứa bất kì cạnh nào của đa giác đó.
2.Đa giác đều là đa giác có tất cả các cạnh bằng nhau và tất cả các góc bằng nhau 
3.Bổ sung 
● Tổng các góc trong của đa giác n cạnh 
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là
● Số đường chéo của một đa giác n cạnh 
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● Tổng các góc ngoài của đa giác n cạnh 
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( tại mỗi đỉnh chỉ chọn một góc ngoài). 

●Trong một đa giác đều, giao điểm O của hai đường phân giác của hai góc kề một cạnh là tâm của đa giác đều. Tâm O cách đều các đỉnh, cách đều các cạnh của đa giác đều. Có một đường tròn tâm O đi qua các đỉnh của đa giác đều gọi là đường tròn ngoại tiếp đa giác đều. 

B. Một số ví dụ

Ví dụ 1. Tìm số cạnh của một đa giác biết số đường chéo hơn số cạnh là 7. 

Giải

* Tìm cách giải. Bài này biết mối liên hệ giữa số đường chéo và số cạnh nên hiển nhiên chúng ta đặt số cạnh của đa giác là 
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biểu thị số đường chéo là 
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 từ đó ta tìm được số cạnh.

* Trình bày lời giải

Đặt số cạnh của đa giác là 
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thì số đường chéo là 
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theo đề bài, ta có: 
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Vì 
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. Vậy số cạnh của đa giác là 7. 

Ví dụ 2. Trong tất cả các góc trong và một góc ngoài của một đa giác có số đo là 
[image: image17.wmf]47058,5
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. Hỏi đa giác đó có bao nhiêu cạnh?

Giải

*Tìm cách giải. Nếu ta đặt n là số cạnh, 
[image: image18.wmf]a

 là số đo một góc ngoài của đa thì 
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và 
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là một số nguyên. 

Do đó suy ra 
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, từ đó ta có 
[image: image22.wmf]a

là số dư của 
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chia cho . Bằng cách suy luận như vậy, chúng ta có lời giải sau: 

*Trình bày lời giải

Gọi n là số cạnh của đa giác 
[image: image24.wmf](
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Tổng số đo góc trong của đa giác bằng 
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Vì tổng các góc trong và một trong các góc ngoài của đa giác có số đo là 
[image: image26.wmf]47058,5
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nên ta có:
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là số đo một góc ngoài của đa giác với 
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Vậy số cạnh của đa giác là 263

Ví dụ 3. Tổng số đo các góc của một đa giác n – cạnh trừ đi góc A của nó bằng 
[image: image32.wmf]570
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. Tính số cạnh của đa giác đó và 
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A

. 

Giải

*Tìm cách giải. Theo công thức tính tổng các góc trong, ta có: 
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. Quan sát và nhìn nhận, ta có thể nhận thấy chỉ có thêm điều kiện 
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. Từ đó ta có lời giải sau:

*Trình bày lời giải

Ta có: 
[image: image38.wmf](
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 Vì 
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Đa giác đó có 6 cạnh và 
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Ví dụ 4. Một lục giác đều và một ngũ giác đều chung cạnh AD (như hình vẽ). Tính các góc của tam giác ABC

Giải
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*Tìm cách giải. Vì AD là cạnh của lục giác đều và ngũ giác đều, nên dễ dàng nhận ra 
[image: image46.wmf]ABD
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,
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,
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là các tam giác cân đỉnh D và tính được số đo các góc ở đỉnh. Do vậy 
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sẽ tính được số đo các góc.

*Trình bày lời giải

Theo công thức tính góc của đa giác đều, ta có: 
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Suy ra: 
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Ta có: 
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Suy ra  
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Ví dụ 5. Cho lục giác đều ABCDEF. Gọi M, L, K lần lượt là trung điểm EF, DE, CD. Gọi giao điểm AK với BL và CM lần lượt là P, Q. Gọi giao điểm của CM và BL là R. Chứng minh tam giác PQR là tam giác đều. 

Giải

[image: image331.jpg]


Các tứ giác ABCK, BCDL, CDEM có các cạnh và các góc đôi một bằng nhau. Các góc của lục giác đều là 
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Trong tam giác CKQ có 
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Trong tam giác PBA có 
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Từ đó suy ra: 
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, Vậy 
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Ví dụ 6. Cho bát giác ABCDEFGH có tất cả các góc bằng nhau, và độ dài các cạnh là số nguyên. Chứng minh rằng các cạnh đối diện của bát giác bằng nhau.

Giải

[image: image332.jpg]


Các góc của bát giác bằng nhau, suy ra số đo của mỗi góc là 
[image: image73.wmf](
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Kéo dài cạnh AH và BC cắt nhau tại M. Ta có: 
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 suy ra tam giác MAB là tam giác vuông cân. 

Tương tự các tam giác CND, EBF,GQH cũng là cũng là các tam giác vuông cân, suy ra MNPQ là hình chữ nhật. 

Đặt AB = a; BC = b; CD = c; DE = d; EF = e; FG = f; GH = g; HA = h

Từ các tam giác vuông cân, theo định lý Py-ta-go, ta có:


[image: image75.wmf]2

a

MB

=

, 
[image: image76.wmf]2

c

CN

=

 nên 
[image: image77.wmf]22

ac

MNb

=++


Tương tự 
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Do f và b là số nguyên nên vế phải của đẳng thức trên là số nguyên, do đó vế trái là số nguyên. Vế trái chỉ có thể bằng 0, tức là f = b, hay BC = FG. Tương tự có AB = EF, CD = GH, DE = HA.

Nhận xét. Dựa vào tính chất số hữu tỷ, số vô tỷ chúng ta đã giải được bài toán nên trên. Cũng với kỹ thuật đó, chúng ta có thể giải được bài thi hay và khó sau: Cho hình chữ nhật ABCD. Lấy E, F thuộc cạnh AB; G, H thuộc cạnh BC; I,J thuộc cạnh CD; K, M thuộc cạnh DA sao cho hình 8 – giác EFGHIJKM có các góc bằng nhau. Chứng minh rằng nếu độ dài các cạnh của hình 8 – giác EFGHIJKM là các số hữu tỉ thì EF = IJ

(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, tỉnh Hưng Yên, năm học 2009-2019)

C. Bài tập vận dụng

10.1. Số đường chéo của một đa giác lớn hơn 14, nhưng nhỏ hơn 27. Hỏi đa giác đó bao nhiêu cạnh?

Giải
Gọi số cạnh đa giác là n, điều kiệu 
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Ta có: 
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10.2. Tổng số đo các góc của một đa giác n – cạnh trừ đi góc A của nó bằng 
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Tổng các góc trừ đi một góc của đa giác bằng 
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. Vì 
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Vậy đa giác đó có 17 cạnh.

10.3. Cho 
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có ba góc nhọn và M là điểm bất kì nằm trong tam giác. Gọi 
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là các điểm đối xứng với M lần lượt qua trung điểm các cạnh BC, CA, AB.

a) Chứng minh các đoạn 
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b) Xác định vị trí điểm M để lục giác 
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có các cạnh bằng nhau. 
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Giải
a) Ta có: 
[image: image108.wmf]1

AMBC

 ; 
[image: image109.wmf]1

BMCA

 và 
[image: image110.wmf]1

CMAB
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Suy ra các đường chéo 
[image: image111.wmf]1

AA

; 
[image: image112.wmf]1

BB

; 
[image: image113.wmf]1

CC

đồng quy (xem bài 7.7).

b) Theo tính chất các hình bình hành, ta có: 
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Để hình lục giác 
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 có các cạnh bằng nhau thì 
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hay M là giao điểm ba đường trung trực của tam giác ABC. 
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10.4. Một ngũ giác đều có 5 đường chéo và nhóm 5 đường chéo này chỉ có một loại độ dài (ta gọi một loại độ dài là một nhóm các đường chéo bằng nhau). Một lục giác đều có 9 đường chéo và nhóm 9 đường chéo này có 2 loại độ dài khác nhau (hình vẽ). 

                                                                   [image: image119.jpg]



Xét đa giác đều có 20 cạnh. Hỏi khi đó nhóm các đường chéo có bao nhiêu loại độ dài khác nhau?

Giải
Xét các đường chéo xuất phát từ cùng một đỉnh. Ta chọn một đỉnh nào đó rồi đánh số 1, các đỉnh tiếp theo theo chiều kim đồng hồ đánh lần lượt số 2,3,….

Đường chéo ngắn nhất là đường chéo nối đỉnh 1 với đỉnh 3. Đường chéo dài nhất là đường chéo nối đỉnh 1 với đỉnh 11. Từ đó ta có 9 loại độ dài khác nhau.

10.5. Cho ngũ giác lồi ABCDE có tất cả các cạnh bằng nhau và 
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Ta có: 
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Thay vào 
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Tổng các góc của ngũ giác bằng 
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Mặt khác 
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10.6. Cho ngũ giác ABCDE có các cạnh bằng nhau và 
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a) Chứng minh tứ giác ABCD là hình thang cân. 

b) Chứng minh ngũ giác ABCDE là ngũ giác đều. 

Giải

a) 
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b) Chứng minh tương tự câu a, ta có ABCE là hình thang cân. 

Ta có: 
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,mà 
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(Chứng minh tương tự câu a) 

Ta có: 


[image: image172.wmf]//CK
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[image: image173.wmf]BC//AK

(ABCE là hình thang cân) 

mà: 
[image: image174.wmf]ABBC
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Suy ra ABCK là hình thoi
[image: image175.wmf]µ
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ACDE là hình thang cân
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Chứng minh tương tự, ta được: 
[image: image181.wmf]·
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Do đó: 
[image: image182.wmf]µ
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và 
[image: image183.wmf](
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[image: image184.wmf]ABCDE

Þ

là ngũ giác đều

10.7. Cho ngũ giác ABCDE, gọi M, N,P,Q lần lượt là trung điểm của cách cạnh AB, BC, CD, EA và I, J lần lượt là trung điểm của MP, NQ. Chứng minh rằng IJ song song với ED và 
[image: image185.wmf]4

ED
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[image: image337.jpg]


Giải

Nối CE, gọi K là trung điểm của CE. Ta có QK là đường trung bình của tam giác ACE suy ra 
[image: image186.wmf]QK //AC

và 
[image: image187.wmf]1
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M,N lần lượt là trung điểm của AB và BC. Ta có MN là đường trung bình của tam giác ABC, suy ra 
[image: image188.wmf]//AC
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và 
[image: image189.wmf]1
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. Từ đó ta có: 
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và 
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là hình bình hành 
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thẳng hàng và 
[image: image194.wmf]MJ=JK


Xét 
[image: image195.wmf]MKP

D

có I, J lần lượt là trung điểm của MP và MK. Ta có IJ là đường trung bình của tam giác MKP


[image: image196.wmf]//PK

IJ

Þ

và 
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Xét tam giác CDE, PK là đường trung bình 
[image: image199.wmf]//DE
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Þ

và 
[image: image200.wmf]1
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Từ 
[image: image202.wmf](
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và 
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suy ra: 
[image: image204.wmf]//DE

IJ

và 
[image: image205.wmf]IJ=
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10.8. Cho lục giác đều ABCDEF. Gọi 
[image: image206.wmf]A
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,
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,
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,
[image: image209.wmf]D
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,
[image: image210.wmf]E

¢

,
[image: image211.wmf]F
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 lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, DE, EF, FA. Chứng minh rằng 
[image: image212.wmf]ABCDEF

¢¢¢¢¢¢

là lục giác đều. 

Giải

[image: image338.jpg]i



Nhận thấy 
[image: image213.wmf]AAF
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;
[image: image215.wmf]ABC
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;
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;
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;
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; bằng nhau (c.g.c).
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có 
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cân tại B. 
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Tương tự, đối với 
[image: image225.wmf]AAF
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ta có: 
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Chứng minh tương tự ta được: 


[image: image228.wmf]·
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Từ 
[image: image230.wmf](

)

1

và 
[image: image231.wmf](
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, suy ra điều phải chứng minh. 
10.9. Cho lục giác lồi ABCDEF có các cặp cạnh đối AB và DE, BC và EF, CD và AE vừa song song vừa bằng nhau. Lục giác ABCDEF có nhất thiết là lục giác đều hay không?

Giải

[image: image339.jpg]


Lục giác ABCDEF không nhất thiết phải là lục giác đều. Thật vậy: 


● Trên mặt phẳng lấy điểm O tùy ý, vẽ 3 tia OA, OC, OE sao cho độ dài 3 đoạn OA, OC, OE đôi một khác nhau và độ lớn của 3 góc AOC, COE, EOA cũng đôi một khác nhau. 

●  Vẽ các hình bình hành OABC, OCDE, OAFE khi đó ta có được lục giác lồi ABCDEF. 

Rõ ràng
[image: image232.wmf]//CD

AB

,
[image: image233.wmf]AB=ED

,
[image: image234.wmf]BC//EF

,
[image: image235.wmf]BCEF
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,
[image: image236.wmf]//FA

CD

,
[image: image237.wmf]CD=FA

nhưng ABCDEF không phải là lục giác đều. 

10.10. Chứng minh rằng trong một ngũ giác lồi bất kì luôn tìm được ba đường chéo có độ dài ba cạnh là một tam giác.

[image: image340.jpg]


Giải

. 

Giả sử AD là đường chéo lớn nhất của ngũ giác ABCDE. Gọi O là giao điểm AC và BD. 

Xét tam giác 
[image: image238.wmf]AOD

D

có 
[image: image239.wmf]ADOAOD
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Mà 
[image: image240.wmf]OAAC
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;
[image: image241.wmf]ODBD
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Mặt khác: 
[image: image243.wmf]ACAD

£

,
[image: image244.wmf]BDAD

£

nên AD, AC, BD là độ dài ba cạnh của một tam giác 

10.11. Chứng minh rằng tổng độ dài các cạnh của một ngũ giác lồi bé hơn tổng độ dài các đường chéo của nó. 

Giải

[image: image341.jpg]B



Áp dụng tính chất về quan hệ các cạnh của tam giác, ta có: 
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Mặt khác: 
[image: image248.wmf]ANPCAC
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;
[image: image249.wmf]BPDQBD
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;
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Từ 
[image: image254.wmf](
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và 
[image: image255.wmf](
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suy ra điều phải chứng minh 

Nhận xét. Những bài toán về bất đẳng thức, bạn nên đưa về bất đẳng thức tam giác. 

10.12. Muốn phủ kín mặt phẳng bởi những đa giác đều bằng nhau sao cho hai đa giác kề nhau thì có chung một cạnh. Hỏi các đa giác đều này có thể nhiều nhất bao nhiêu cạnh?

Giải

Gọi đa giác đều trên có n cạnh để xếp các đa giác đều bằng nhau không có khe hở thì:
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Vậy đa giác có nhiều nhất là 6 cạnh 

10.13. Cho lục giác ABCDEF có tất cả các góc bằng nhau, các cạnh đối không bằng nhau. Chứng minh rằng 
[image: image262.wmf]BCEFDEABAFCD

-=-=-

. Ngược lại nếu có 6 đoạn thẳng thỏa mãn điều kiện ba hiệu trên bằng nhau và khác 0 thì chúng có thể lập được một lục giác có các góc bằng nhau. 

Giải
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Theo giả thiết 
[image: image263.wmf]µ
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Giả sử 
[image: image264.wmf]BCEF
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,
[image: image265.wmf]DEAB
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,
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. Qua A kẻ đường thẳng song song với BC, qua C kẻ đường thẳng song song với DE, qua E kẻ đường thẳng song song với FA, chúng cắt nhau tạo thành tam giác PQR. Ta có ABCP là hình bình hành nên 
[image: image267.wmf]·
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suy ra 
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Tương tự 
[image: image269.wmf]·
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, do đó 
[image: image270.wmf]PQR

D

 đều, 
[image: image271.wmf]PRPQQR
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, tức là: 
[image: image272.wmf]BCEFDEABAFCD
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Ngược lại giả sử có 6 đoạn thẳng 
[image: image273.wmf]1
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 thỏa mãn điều kiện 
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. Dựng tam giác đều PQR với cạnh bằng a. Đặt trên các tia QP, RQ, PR các đoạn thẳng tương ứng bằng đoạn thẳng lớn hơn trong các cặp 
[image: image280.wmf]1
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và 
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, 
[image: image282.wmf]1
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và 
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,
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và 
[image: image285.wmf]1
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. Dựng thêm các hình bình hành, từ đó ta xác định được lục giác cần tìm. 

10.14. Chứng minh rằng trong một lục giác bất kì, luôn tìm được một đỉnh sao cho ba đường chéo xuất phát từ đỉnh đó có thể lấy làm ba cạnh của một tam giác. 

[image: image343.jpg]


Giải

Xét đường chéo dài nhất của lục giác. 

Trường hợp 1. Trường hợp đường chéo dài nhất chia lục giác thành môt ngũ giác và một tam giác. 

Giả sử đường chéo dài nhất của một lục giác là AE, chia lục giác thành ngũ giác và tam giác. Nếu ba đường chéo từ đỉnh A không là độ dài ba cạnh của một tam giác thì 
[image: image286.wmf]ACADAE
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Ta sẽ chứng minh ba đường chéo kẻ từ đỉnh E thỏa mãn tính chất đó. 

Gọi I là giao điểm của EB và AC; K là giao điểm của EC và AD. Ta có: 
[image: image288.wmf]AIAKACAD
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, kết hợp với 
[image: image289.wmf](
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 suy ra 
[image: image290.wmf]AIAKAE
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Ta lại có: 
[image: image292.wmf]2
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 , kết hợp với 
[image: image293.wmf](
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 suy ra 
[image: image294.wmf]IEKEAE
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Mặt khác, 
[image: image296.wmf]EBECEIEK
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nên từ 
[image: image297.wmf](
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suy ra 
[image: image298.wmf]EBECAE
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. Vậy EA, EB, EC làm thành ba cạnh của một tam giác. 

[image: image344.jpg]B



Trường hợp 2. Trường hợp đường chéo dài nhất của lục giác chia lục giác thành hai tứ giác. 

Giả sử AD là đường chéo dài nhất của lục giác, chia lục giác thành hai tứ giác. Nếu ba đường chéo xuất phát từ đỉnh A không là ba cạnh của một tam giác thì: 
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Gọi I, K lần lượt là giao điểm hai đường chéo của tứ giác ADEF và ABCD. Từ 
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 suy ra: 
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Ta lại có: 
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 . Kết hợp với 
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suy ra 
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Do đó 
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Vậy DA, DB, DF làm thành ba cạnh của một tam giác

10.15. Cho lục giác ABCDEG có tất cả các cạnh 
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. Chứng minh rằng các cặp cạnh đối của lục giác song song với nhau.

Giải
Tổng các góc của lục giác ABCDEG là: 
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, theo giả thiết ta có: 
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Dựng góc 
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Từ 
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suy ra 
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Từ
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và
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suy ra ACKE là hình bình hành 
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nên
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Tương tự chứng minh, ta được: 
[image: image329.wmf]AB//DE

 và 
[image: image330.wmf]BC//EG
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