S6-CHUYEN DPE 8. NGUYEN Li DIRICHLET
PHAN I. TOM TAT LY THUYET
1. Noi dung nguyén li
Néu nhét 1M +r (trong do mn,rl ¥* ) con tho vao N cai chudng thi phai co it nhit mot chudng
chira khong it hon M +1 con tho.
Chung minh
Gia sir nguoc lai mdi chudng chira khong quéa M con tho thi tong sé tho nhot trong 7 chudng s& khong
quéa ™M1 con tho :Mau thuln véi gid thiét 1a sb tho bang M + I vay phai ¢6 it nhat mot chudng chira
khong it hon M +1 con the.
2. Nhan xét
Ban than nguyén li Dirichlet kha don gian va dé hiéu, tuy nhién viéc img dung nguyén li nay lai khong hé
don gian .Van dé & day 1a phat hién ra “chét Dirichlet “ trong cac bai toan , dang toan ctia minh va sau d6
xéc dinh trong d6 dau 1a chudng va dau 1a thé.Cé nhiing trudng hop chudng va thé gan nhu da 6 san,
nhung c6 nhimng trudng hop ching ta phai “xay chudng , tao thé”.
PHAN II.CAC DANG BAI
Dang 1: To4n chia hét
Khi chia s6 @ cho s6 M* 0 1uon c6 M kha ning vé sd du 1 0,1,....,M- 1 (“m chudng “).Do vay, khi
a a. . cho m

FLRRIELT S S|

. da., .
chia M+ 1 6 khac nhau * tasd co MT1sédu «m +1 tho™’) va do do luén

( . a.
¢6 hai phép chia c6 cung s0 du.Gia sur hai so bi chia trong hai phép chia do 1a % va J (voi
i< a - a)Mn
Bai 1:
Chtng minh rang co thé tim duge mot sb c6 dang 19781978.....197800...0 ¢chia hét cho 2012.
Loi giai

1978,19781978 ......, 18181075uART8

2003 s6 1578 . Khi chia cac sb hang cua day nay cho 2012 sé c6

a = \TBIRBUART

m so 1978

Xét day s6 :

hai phép chia ¢ cung sé du. Gia st hai s6 hang cta diy trong hai phép chia d6 1a

b = \EIAPSMARIB
v n s 1978 (

L 1En<mé£ 2013
VO1 .
a- b= 19761ATR14A480q . ONR012

m-n s0 1978 dnso O

=>Hiéucua d va b chia hét cho 2012 hay (dpcm)



Nhin xét: Phuong phap dé giai dang toan nay 14 tao ra diy sb (theo ciu tao sd) tir yéu cau ctia bai toan
(“tao tho™) . Sau d6 ap dung nguyén li Dirichlet cho cac s hang cua diy sé méi (mdi sé hang thay cho
mot “the”, 2012 1a s6 “chudng™).

Bai 2:

By ey . Chirng minh rang ton tai mot s6 hang chia hét cho /M hodc

mimi ¥*)

tong cia mot sd hang lién tiép trong day chia hét cho .

Cho day M sb tu nhién bit ki @

Loi giai

Xét diy sd b =

Khi chia céc s6 hang cta diy nay cho /M thi xay ra mot trong hai trudng hop sau :

* C6 mot phép chia hét , chang han : Q Mn , thi ta c6 diéu phai ching minh :
(@ +a,+...+a )Mn

e Khéng c6 phép chia hét nao .Khi d6 ton tai hai phép chia c6 cung sé du, chang han1a "/
chia cho M (voi L/ </ £M

= (b-b;):m hay (a;, +a;

2

+...+a):m Y e 1 :
) , ta c6 di€u phai chung minh .

Nhin xét: Phuong phap “tao tho “ trong vi du nay 1a dia vao phép toan cong va yéu cau vé tinh lién tiép
clia cac sb hang trong ddy ban dau cua dé bai .

Bai 3:

Cho bén sb tir nhién phan biét & = b>c> d. Chting minh rang:

P =(a- b)la- c)la- d)b- c)lb- d)ic- dM2

Loi giai

a,bcd cho 3 1udn ¢ hai phép chia c¢6 cung sb du

a,bcd

Chia bon s6 phan biét

=hiéu hai s6 bi chia d6 chia hét cho 3 =t6n tai hiéu hai s trong bon s6 chia hét cho 3. Do vay P
chia hét cho 3 (1)

za,bcd

Trong bbn sb néu c6 hai s6 c6 cung s du khi chia cho 4 thi P chia hét cho 4;trai lai , khi chia

bén s6 d6 cho 4 c6 di bén truong hop vé 6 du 12 0,1,2,3 =trong bén s6 L6

1¢, gia sir b.d (@ O\ . (b- d)M

Do vay P chia hét cho 4 (2)

¢0 hai so chan , hai s6

a,C chinva

Tir (1),(2) va (3,4)=1 suy ra PNB4 hay PM2 (dpcm)

Bai 3:



Chung minh rang trong 19 s6 tu nhién lién tiép bat ki ta ludn tim duge mot s6 c6 téng cac chir sb chia hét
cho 10.

Loi gidi

Trong 19 s6 ty nhién lién tiép ludn ton tai 10 s6 tw nhién lién tiép c6 chit sd hang chuc gidng nhau , ki
hiéu chit s6 hang chuc d6 1a @ (cac chit s6 hang trdim, hang nghin, ....(néu c6 ) cling gidng nhau), con cac
chit b hang don vi 1a day 0;1;2;3;...;9.

Do d6 tong cac chit s6 cia mbi sb ciing 13 mot diy 10 sd ty nhién lién tiép, vi thé ton tai s co tong cac
chir s6 chia hét cho 10.

Bai 4:

Cho 12 sé ty nhién khac nhau c6 hai chir s§. Chirng minh rang khong tn tai hai s6 ¢6 hiéu 1a mot sé co
hai chit s nhu nhau.

Loi gidi

C6 12 6 tu nhién khac nhau, ma chi ¢6 11 sé du trong phép chia cho 11, do d6 ton tai hai s6 ¢6 cling s6
du trong phép chia cho 11. Hiéu ciia chiing 1a mot s6 chia hét cho 11, d6 14 s6 ¢6 hai chit s6 nhu nhau.
Bai 5:

Chtrng minh rang trong 11 s ty nhién bét ki bao gid cling ton tai it nhat 2 s6 c¢6 hiéu chia hét cho 10.
Loi giai

V6i 11 sb tu nhién khi chia cho 10 ta dugc 11 sb du, ma mot s6 tw nhién bat ki khi chia cho 10 ¢6 10 kha
nangdula0;1;2;3;..;0.

Vi co 11 sb du ma chi c6 10 kha nang du, theo nguyén li Di-rich-1¢, ton tai it nhét 2 s khi chia cho 10 ¢
cung s6 du do d6 hiéu ctia chiing chia hét cho 10 (dpem).

Bai 6:

Chung minh rang ton tai s6 c6 dang 19941994...199400...0 chia hét cho 1995.

Loi gidi

Ta c6 19941994...199400...0 = 19941994...1994 < 100...0

Xét 1995 sb ¢o dang: 1994 ;19941994 ; ... ;.

+) Néu mot trong céc s trén chia hét cho 1995 thi dé dang ¢ diéu phai chimg minh.

+) Néu cic sb trén déu khong chia hét cho 1995 thi khi chia timg s cho 1995 s& chi c6 1994 kha ning du
lal;2;3;..;1994.

Vi ¢6 1995 s6 du ma chi ¢ 1994 kha ning du, theo nguyén 1i Di-rich-1é ton tai it nhat 2 s6 khi chia cho
1995 ¢c6 cung s6 du, hiéu cua chung chia hét cho 1995.

Khi d6 1994...199400...0 chia hét cho 1995 (dpcm).

Bai 7:

Chimg minh rang ton tai so ty nhién k sao cho (1999k - 1) chia hét cho104.

Loi giai



Xét 104 s6 co dang: 199971 ; 199972 ; ... ; 19997104,

Le‘iy tat ca cac sd trén chia cho 104 s& chi ¢6 103 kha nangdulal;2;3;..; 103 (chay: sé khong co $6
du 0 vi 1999 va 104 13 hai s6 nguyén t6 ciing nhau nén 1999 mii bao nhiéu ciing khong chia hét cho 104)
Ma day sb trén c6 104 s nén sé& co it nhat hai s khi chia cho 104 c6 cung s du.

Goi hai s6 c¢6 cing s6 du khi chia cho 104 12 1999”a va 1999"b (vé6i a > b)

Ta c6: 1999%a - 1999b : 104 => 1999"b[1999*(a-b) — 1] : 104

Ma UCLN(1999”b, 104) 13 1 (vi 14 hai s6 nguyén t6 cling nhau) nén 1999”(a-b) — 1 : 104
batk=a—b,taco 1999k —1: 104 (dpcm)

Bai 8:

Chung minh rang ton tai mot sb chi viét bai hai chir s6 chia hét cho 2003.

Loi giai

Xét 2003 sb ¢o dang 1;11;111;...;

+) Néu c¢6 mot sd chia hét cho 2003 thi ta duoc s6 11...1100..00 : 2003 (dpem)

+) Néu khong c6 mot s6 nao chia hét cho 2003 thi s& c6 2002 kha nangdulal;2;3;...;2002.

Ma ddy s6 trén c6 2003 s6 hang nén s& co it nhét hai s6 khi chia cho 2003 ¢6 cung s6 du

. . 11...11 111...111
Goi hai s0 ¢6 cung s6 du khi chia cho 2003 1a ™ chusel vy nehusel  (yGin>m)

111111 11...11  11..110..00000
Khl d(’) n chusol _ mchusol — n-m chuso 0 , 2003 (dpcm)

Dang 2: Toan suy luin

Bai 1:

C6 10 doi bong thi du v6i nhau vong tron mot lugt , mdi doi phai dau diing mot tran voi mdi doi

khac .Chimg minh rang vao bat cir luc nao ciing c6 hai doi d dau s tran nhu nhau.

Loi giai

RO rang néu trong 10 doi bong c6 1 doi chua d4u mot tran nao thi trong cac doi con lai khong c6 doi nao
da thi ¢au 9 tran . Nhu vay mdi doi chi ¢ s6 tran déu hodc tir 0 dén 8 hodc tir 1 dén 9 .Vay theo nguyén li
Dirichlet phai c6 it nhat hai d6i c6 s6 tran da dau nhu nhau.

Bai 2:

Trong 45 hoc sinh lam bai kiém tra khong c6 ai bi diém duéi 2 va chi c6 2 hoc sinh duoc diém 10 .Chung
minh rng it nhat ciing tim duoc 6 hoc sinh c6 diém kiém tra bang nhau ( diém kiém tra 1a mot s6 ty nhién
tir 0 dén 10).

Loi giai

S6 hoc sinh ¢6 diém kiém tra tir 2 dén 9 1a : 45 — 2 =43

Tac6:43=85+3



Nhu vay , khi phan chia 43 hoc sinh vao 8 loai diém kiém tra ( tir 2 dén 9 ) thi theo nguyén li Dirichlet
ludn ton tai it nhat 5+ 1 = 6 hoc sinh c6 diém kiém tra gidng nhau (dpcm)

Bai 3:

C6 17 nha Toan hoc viét thu cho nhau trao ddi vé 3 van dé khoa hoc , mdi nguoi déu trao d6i vai 16 nguoi
con lai va mdi cap 2 nguoi chi trao d6i v6i nhau mot van dé .Chimng minh rang c6 it nhat 3 nha Toan hoc
trao d6i véi nhau vé cung mot van dé.

Loi giai

Goi A 1a mdt nha Toan hoc nao dé trong 17 nha Toan hoc thi A phai trao ddi véi 16 nguoi con lai vé 3
van dé khoa hoc ( ki hiéu 1a van dé LILIII).

Vi16=3.5+1nén A phai trao dbi v6i it nhat 5 + 1 = 6 nha Toan hoc khac vé cing mot van dé ( theo
nguyén li Dirichlet) .

LNV S S—.

Goi 6 nha Toan hoc cung trao ddi v6i A vé mot van dé (chéng han 13 van dé I)la
6 nha Toan hoc nay lai trao d6i v6i nhau vé 3 van dé nén c6 hai kha ning xay ra:
1) Néu ¢6 2 nha Toan hoc nao d6 cing trao doi v6i nhau vé van dé I thi cung voi A s& ¢6 3 nha Toan hoc
cuing trao ddi vé van dé 1.

2) Néu khong c6 2 nha Toan hoc ndo cung trao d6i v6i nhau vé van dé I, thi 6 nha Toan hoc nay chi trao
d6i v6i nhau vé 2 van dé IT va II1. Theo nguyén li Dirichlet , ¢6 it nhat 3 nha Toan hoc cling trao d6i véi
nhau vé mot van dé ( II hozc III).

Vay ludn co it nhét 3 nha Toan hoc trao d6i v6i nhau vé cung mat van dé .

Nhan xét: Trong vi du trén ta di phai phan chia bai toan thanh hai 16p va sir dung hai 1an nguyén li
Dirichlet : Lan thi nhat v6i 16 tho va 3 chudng ; lan thir hai v6i 6 tho va 2 chudng.

Bai 4:

Chtrng minh rang ton tai mot s6 tu nhién gdm toan chir s 1 chia hét cho 2013.

Loi giai

.1

Xét 2014 co dang 1,11,111,...., 041

a=1gl b=1F.1

. Theo nguyén Iy Dirichlet thi ton tai hai s6 c6 cung sé du khi chia

cho 2013. Gia sir hai s6 d6 1a sl ¥l V6i n>k.
a- b=1¥.1.10 M013
Khi d6 - ksel

c=1.1

nén sd -kl hia hét cho 2013

yi (2007,10°) = 1
Bai 5:

d =>d,>d,>d, >d;

Cho 5 sb tu nhién phan biét “1 . Xét tich



P =(a- a)la,- a)la, - a,a, - alla,- ala,- ala,- alla,- alla,- alla,- aS}Chﬁ,

ng minh ring P Me28
Loi giai

Ta cb 288 = 3225

1. Chting minh P NB*

a,.d,,a,.d

Xét 4 56 4 Ta thdy ton tai hai s6 c6 ctng s6 du khi chia cho 3, gia sir 9 va 9 -

(@ - a,)MB

‘ralalala A N s LA . A 7 N A . . "rwa ‘a
Lai xét 2" 73" 74 “5trong 4 sO nay lai ton tai 2 s0 ¢6 cung so du khi chia cho 3, gid st "4 va 5 =>

(@,- a.)\8
Dovay PM (1)
2. Chtirng minh P NP

Trong 5 s6 da cho c6 3 sd cung tinh chén 1¢.

=2k a,=2k, a,=2X, 54:2k4+1 55:2k5+1

£ IR £ 1. 2 ., a
Neéu ¢6 3 s6 chan, 2 s0 1¢, chang han la: "1

Khi d6: P 216”(1— k?”'kl_ k3]|[k2— k3}'|:k4- kS}IM

Trong d6 3 s Ky koo Ky ¢6 2 s6 cung tinh chin 1é, chang han K va /g, thi (K, - %)m vay P VB2
Néu 6 3 6 1¢, 2 s6 chin thi chimg minh twong tu ta ciing c6 P MB2
Vay trong moi trudng hop ta déu co P NB2 (2)

Tir (1), (2) va (9,32)=1 suy ra I M 32 10y P N8B (dpcm).
Bai 6:
{123...:}

Chimg minh rang trong 7 +1 5§ vitki thudc tap hop ludn tim dugc hai s6 ma sé nay la
boi cua sd kia.
Loi giai

Viét n+1 s6 lay ra dudi dang

I=.:"'1 = 2ICI'{:JI":.:“ bl r~+1 2@1_ r~+1 trong dé q bZ
1£b,b,...b £2n- 1

B 1a cac sb 1¢,
Ta co: . Mit khéc trong khoang tir 1 dén 2n-1 ¢6 diing n s6 1é nén ton tai hai

£ b =b s S - T - B U ST S
sO m, n sao cho " m . Khi do, trong hai s0 ~7 va ~m c¢6 mot s0 1a bdi cua so6 kia (dpcm)

Bai 7:



Xét 100 s6 tu nhién 0< T £ 100 va o tong bang 200 .Chimg minh ring trong 100 sé d6

ludn ton tai mot vai s6 c6 tong bang 100.

Loi giai
; ad =a, =..=a_, =2, A1 Ar 1y AA s A 3

1. Néu 1 - 100 thi ta chon 50 s0 bat ki déu c6 tong bang 100.
, 1

2. Néu " P2 thi ta 1ap day sau

a,3,a ta,a ta, +a, +..+a, +a, +..+ 59‘9( cac s6 hang nay c6 gia trj tir 1 dén 199).

- Néu ton tai mot sb hang nao trong diy chia hét cho 100 thi s6 hang d6 bang 100

- Néu khong c6 s hang nao chia hét cho 100 thi trong 100 sé nay khi chia cho 100 s& ¢ hai s6 hang ¢6
cung s6 du . Hiéu cua chiing cho ta tong can tim.

Bai 8:

Cho 69 sb tu nhién khac 0 phan biét va khong vuot qua 100 .Ching minh rang c6 thé chondugc 4 s trong
69 s6 d6 thoa man tong clia ba sd bang sd con lai

Loi gidi

1f a +a,<a +a, -::...-a:al+a,59£ lm.Khi a £ 32

Gia sir 69 s da cho 1a do “1 . Xét hai day

sau.

l<a +a,<a +a,<..<a +a £ 132])

1f a,- a, <a,- a,<..<ag,- a, £ 1322

Tir (1) va (2) ta c6 134 s6 hang c6 gia tri tir 1 dén 132, suy ra ¢6 2 s bang nhau mdi s6 thudc mot day,

a+a,=a-a .3fm<nf 69 . @;a,;a ;a_

chéng han: tire 1a ta tim duoc 4 sO voi

(

= = =
-:':31 az am ma 51 + az + am an (dpcm)

Bai 9:

Chimg minh rang trong 39 s6 tu nhién lién tiép bat ki luén c6 it nhat mot s6 co tong cacchir s chia hét
cho 11.

Loi giai

s, I TPy S =< <. =
Gid st 39 s0 tu nhién lién tiép do la a<a a

E .

Trong 20 sb hang dau tién ctia ddy nay s& c6 hai sé tan cing 1 0 va c6 mot sd (trong hai s6 nay) c6 chir s6
dung trude so tan cung khac 9. Goi s6 nay 1a N.

Xét cac sd N +1N +2..N +19 thudc 39 sb da cho. Khi dé:

SIN +i) =S(N)+i . i=12..,9 SN +19 =5(N) +10

(ki hiéu S(a) 1a téng cac chir s6 cua a).



SIN),SIN)+1...,5(N)+9S(N)+10

Trong 11 sb tu nhién lién tiép luén c6 mot sb chia hét cho

11, ching han: SN +mMIML M| {£2..,919}

Vay N +m 13 s thoa man.

Bai 10:

Cho 15 sb tir nhién phan biét, khac 0, khong 16n hon 28. Ching minh rang trong 15 sé d6 ludn tim duoc it
nhat mot b 3 s6 ma sd nay bang tong cua hai s6 con lai hodc mot cip 2 sé ma sé nay gap doi sb kia.

Loi giai

. A ‘A < A ) <\ 5 A r \ da Ia i"'ia
Goi 15 s6 ty nhién sap x€p theo thur ty tr nhd dén lénla: 1 2 15,

Xét day so: bl =4, al'bz =d;- ay '"'bl"f = a5 al. Céc s6 hang cua ddy sb nay c6 gia tri tir 1 dén
27 va d61 mot khac nhau.

) 51,52,...

p Day so 'aﬁ;bl'b‘?' '"'bl"f ¢6 29 s6 hang nhung chi nhan 28 gia tri khac nhau (tir 1 dén 28).

b =a(lf£ m£ 141£ n £ 15)

Theo nguyén li Dirichlet, ton tai hai s bang nhau, chang han:
Hay dny” 9 =4, Ua

m

+1 :al +ar.~.

a ., =2

+1

-Néun=1thi

=] :al+an

‘ . d,d_,d . .. .4
~Néu Nt Lhi3sd “v“n"“ml phan bietva M+

.« A A a :a
Vay ta chi viéc chon 356 !

Bai 11:

d . a.,a N
n""mtlhoac 256 L' M+ 5@ thoa man yéu cau dé bai.

Chon 5 ngudi bat ki. Chitng minh rang c6 it nhat 2 nguoi co cing sd ngudi quen trong 5 nguoi do.

Loi giai

M&i ngudi trong s6 5 nguoi co kha nang vé sé ngudi quen (tir 0 dén 4). Ta xét hai truong hop sau:

1. Néu c6 mot ngudi khong quen ai trong s6 4 ngudi con lai thi rd rang khong c6 ai quen ca 4 ngudi. Nhu
vay, 5 ngudi ma chi c6 4 kha nang vé s6 nguoi quen (tir 0 dén 3) nén theo nguyén 1i Dirichlet c6 it nhat
hai nguoi c6 cing sb ngudi quen.

2. Néu mbi nguoi déu co it nhat mot ngudi quen. Khi d6 5 ngudi ma chi c6 4 kha ning vé sé ngudi quen
(tir 1 dén 4), theo nguyén li Dirichlet c6 it nhét hai ngudi c6 cing s6 nguoi quen

Bai 12:

Cé6 6 doi bong thi d4u v&i nhau vong tron mot lugt, moi doi dau ding mot tran vdi modi doi khac. Ching
minh rang vao bt ctr thoi diém nao ciing ¢ ba doi trong d6 timg cip da ddu voi nhau hodc chwa dau véi
nhau tran nao.

Loi giai



Gia str 6 d6i bong da 1a A, B, C, D, E, F. Xét d6i A, Vi A phai dau tir 0 dén 5 tran nén theo nguyén li
Dirichlet ta suy ra. Hodc A di ddu hodc A chwa dau voi it nhat 3 di khac. Khong mét tinh tong quat, gia
st A dd dau v6i B, C, D

-NéuB,C,D tung cap chua d4u v&i nhau thi bai toan duge ching minh.

-Néu B, C, D ¢6 2 ddi da déu véi nhau, vi du 1a C thi 3 doi A, B, C timg cip da dau voi nhau

Nhu vay bat ctr luc nao cling c6 3 doi trong d6 timg cp di dau voi nhau hodc chua d4u v6i nhau trén nao.
Bai 13:

Mot ddi théng c6 800 000 ciy thong. Trén mdi cdy thong c6 khong quéa 500 000 chiéc 14. Chting minh
rang it nhat cling c¢6 2 cdy thong c6 cung sb 14 nhu nhau & trén cay.

Loi giai

Ta hiy tuong tuong mdi ciy thong 1a mot "the", nhu vay c6 800.000 "tho" duge nhdt vao khong qué
500.000 "chiéc 1ong". Long 1 tng véi cdy thong co 1 chiée 1a trén cay, 16ng 2 ing véi cay thong cb 2
chiéc 14 trén cdy v.v... S6 tho 16n hon sd 16ng, theo nguyén tic Piriclé it nhat ¢6 1 1ong nhdt khong it hon

2 tho nghia 13 ¢6 it nhét 2 cy thong c6 cung s 14.

Bai 14:

Mot 16p hoc ¢6 40 hoc sinh. Chimg minh rang c6 it nhat 4 hoc sinh c6 thang sinh giéng nhau

Loi giai

Mot nam c6 12 thang. Ta phan chia 40 hoc sinh vao 12 thang d6. Néu mdi thang c6 khong qua 3 hoc sinh
duoc sinh ra thi s6 hoc sinh khong qua: 312 = 36m336<40. ly.

Vay ton tai mot thang c6 it nhat 4 hoc sinh tring thang sinh ( trong bai nay 40 tho 1a 40 hoc sinh, 12 16ng
la 12 tén thang).

Bai 15:

Cho diy s6 gdm 5 s6 tu nhién bat kial' 9y 83 8, 4@

5. Ching minh réng tdn tai mot sd chia hét cho 5
hoic tong ctia mot sd o lién tiép trong day da cho chia hét cho 5.
Loi giai

Ta s& thanh lap diy s6 méi gém 5 sb sau day:

S. = a

1

= 51+ d,

)

5. = a+ a,+ a,
S = a+a+ a+ a
S

c=4a+ 4a,+ a,+ a,+ a



S(i=1..75

- Néu mot trong cach chia hét cho 5 thi bai toan da dugc chimg minh.

- Néu khong cé s6 nao chia hét cho 5 thi khi dem chia céac s6 S; cho 5 s& duge 5 s6 du co gia tritur 1 dén 4.
C6 5 s6 du ma chi c6 4 gia tri (5 tho, 4 1ong). Theo nguyén tic Diriclé it nhat phai c6 2 s6 du ¢ cung gia
tri. Hiéu ctia chung chia hét cho 5. Hiéu nay chinh 13 tong céc a; lién tiép nhau hodc 14 a; nao do.

Bai 16:

V6i 39 s6 tu nhién lién tiép, hoi rang ta c6 thé tim dwoc mot sé ma téng cac chir s6 ctia n6 chia hét cho 11
hay khong?

Loi gidi

Tir 20 s6 ddu tién cta diy bao gio ta ciing ¢6 thé tim dugc 2 s6 ma chit s hang don vi 13 0, va trong hai sé
d6 it nhét phai c6 mot s6 co chir s6 hang chuc khac 9. Gia sir N 1a s§ d0, va ta goi S 1a tong cac chit sé ciia
N.

NN+ IN + 2.N + 9N + 1912111

Ta c6 diy sb moi s0 van nam trong 39 sb cho trudc
ma tong cac chir s6 cua chiing 1a SiS+ L5 +2..5+95 + 10 pot1a1lsé tu nhién lién
tiép, at phai c6 mot s chia hét cho 11.

Bai 17:

Chtrng minh rang trong 52 s ty nhién tuy ¥, chi it cling c6 mot cip gdbm hai sb sao cho hodc tong hoic
hiéu ciia chiing chia hét cho 100.

Loi giai

Dé lam xuat hién s6 "tho" va sb "16ng ta lam nhu sau:

Trong tap hop céc sd du trong phép chia cho 100 ta 14y ra ting cip s6 sao cho tong cac cip d6 bang 100
va thanh 1ap thanh cadc nhom sau:

(0;0), (1;99),(2:;98),(3;97),(4:96),(5;95),(6;94)...(49; 51), (50 ; 50).

Chu ¥ rang s& ¢6 50 cap nhu vay, ta thém vao cap (0, 0) s& ¢6 51 cap (51 16ng).

- Pem chia 52 sb tu nhién cho 100 s& ¢6 52 sb du (52 tho).

- C6 52 s6 du ma chi ¢6 51 nhém, theo nguyén tac Diriclé it nhat ciing phai ¢ 2 s6 du cing roi vao mot
nhom.

R rang 1a cap s ty nhién tng véi cdp sé du nay chinh 13 hai s6 ty nhién c6 tong hodc hiéu chia hét cho
100. (dpcm)

Bai 18:

Chimg minh rang trong 19 sb tu nhién bat ki ta lu6n ludn tim duoc mot sé ma téng cac chir sb clia nd chia
hét cho 10.

Loi giai

Trudc hét ta chirng minh rang trong n sb ty nhién lién tiép bao gid ciing ton tai mot s6 chia hét cho n. (Céac

ban tir ching minh diéu nay).



V6i 19 s6 ty nhién lién tiép bat ki luon ludn ton tai 10 s6 lién tiép c6 chit s6 hang chuc nhu nhau, con cac
chit b hang don vi c6 gia tri tir 0 dén 9.

Vi thé tong cac chit s6 cia mdi sd trong 10 s6 ndy ciing lam thanh day s6 gdm co 10 sd ty nhién lién tiép,
do d6 ton tai mot sd chia hét cho 10 (dpem).

Bai 19:

Mot trudng hoc ¢6 1000 hoc sinh gdm 23 16p. Chirng minh rang phai c6 it nhat mot 16p c6 tir 44 hoc sinh
tro 1én

Loi gidi

Gia str 23 16p mdi 16p c6 khong qua 43 hoc sinh.

Khi d6 sb hoc sinh la:

43.23 = 989 poc sinh (it hon 1000-989=11 hoc sinh)

Theo nguyén li Dirichlet phai c6 it nhit mot 16p c6 tir 44 hoc sinh tré 1én

Nhén xét: Cac chau hoc sinh dé ¥, v6i dang toan nay, dé bai thudng yéu cau chimg minh c6 it nhét 1 16p,
(hodc twong tu) co it nhat bao nhiéu hoc sinh.

Nhu vy, voi dang nay didu quan trong 1a chung ta can chi ra, d4u 1a tho, d4u 1a chudng. Véi bai s6 1, doc
dé xong cai la nhin thiy ngay s hoc sinh (nhu 13 s6 tho) con sb 16p chinh 14 sé chudng.

Nhén xét thém vé cach giai, thuc ra néi 14 ap dung nguyén 1y Dirichle, nhung cac chau c6 thé thiy chiung
ta dang di chirng minh nguyén 1y ndy, bang viéc gia st nguoc lai (phwong phap phan ching).

Dé hiéu rd hon, chung ta di tiép tuc bai 2.

Bai 20:

Mot 16p ¢6 50 hoc sinh. Chimg minh rang cé it nhat 5 hoc sinh c6 thang sinh giéng nhau

Phén tich:

Doc dé ching ta thay c6 hoc sinh, d& bai yéu cau chimg minh hoc sinh ¢6 cting thang sinh. Viéc “cting
thang sinh” & ddy c6 thé hiéu nhu “nhdt cing chudng”. Nhu viy, chudng ¢ ddy chinh 1a thang sinh, con
hoc sinh 1a“thé”. Hwéng din gidi

Gia st c6 khong qua 4 hoc sinh c6 thang sinh gidng nhau

Mot ndm c6 12 thang, khi d6 s6 hoc sinh ctia 16p c6 khong qué: 12.4=48 (hoc sinh)

Theo nguyén li Dirichlet phai c6 it nhét 5 hoc sinh c6 thang sinh giéng nhau

Bai 21:

C0 sau loai hoc bong khac nhau. Hoi rang phai c6 it nhat bao nhiéu sinh vién dé chéic chin rang co it ra la
6 nguoi cing nhan hoc bong nhu nhau.

Phén tich:

Bai toan ndy, dé bai khong yéu cau chiing ta chirng minh c6 it nhat bao nhiéu gi dy trong mot gi day nira.
Ma nguoc lai, dé bai yéu cau chung ta tim it nhét s6 hoc sinh dé théa mén diéu kién co it nhét nhu céc bai

trude.



Bay gid chung ta phan tich dé nhan ra dau Ia “tho”, dau Ia “chudng” nhé. Nao hidy cha y yéu cau dé bai “it
nhit 6 nguoi cing nhin hoc béng nhu nhau”, nhu vy, ngudi ¢ dy chinh 1a “thd” con loai hoc bong chinh
1a “chudng”. D¢ giai bai toan nguroc ndy, ching ta ciing lam tuong tu, gia sir khong thoa méan dé bai, tirc
mdi loai hoc bong chi ¢o tdi da 5 ngudi. ...

Loi giai

Gia st mdi loai hoc bong chi ¢ 5 nguoi => sb ngudi 1a 56= 30ngu<‘)i.

Néu ta 1y 31 nguoi, khi d6 theo nguyén 1y Dirichle, ton tai 1 loai hoc bong ma c6 it nhat 6 ngudi nhan.
Nhin xét: Ta thiy 31 =30 + 1, nhu vay, ta chi viéc tim s6 16n nhat dé khong thoa man dé bai (chinh 1a
5%6 = 30) cong thém 1 s& thanh s nho nhat thoa man dé bai.

Bai 22:

Trong 45 hoc sinh lam bai kiém tra, khong c6 ai bi diém dudi 2, chi ¢6 2 hoc sinh duoc diém 10. Chiing
minh rang it nhat ciing im dugc 6 hoc sinh c6 diém kiém tra bang nhau (diém kiém tra 1a mot s6 ty nhién)
Phén tich:

Dé bai cho 45 hoc sinh, (chinh 13 s6 “tho™). Nhung s6 chudng thi chiing ta chua biét chinh xac. Ching ta
can cin than hon véi cac dir kién “khong c6 ai bi diém duéi 2, chi ¢6 2 hoc sinh duogc diém 10”. Nhu vay
céc diém chi cothé tir 2 cho dén 10. Nhung chi c6 2 ngudi duge 10 tirc 13 con 43 ngudi con lai chi duoc
diém tir 2 cho dén 9. (c6 8 s6 — tuong Ung 8 “chudng”)

Loi gidi

C6 43 hoc sinh phan thanh 8 loai diém (tir 2 dén 9)

Gia sir trong 8 loai diém déu 1a diém cua khong quéa 5 hoc sinh thi 16p hoc ¢o:

5.8 = 40 hoc sinh, it hon 3 hoc sinh so v&i 43.

Theo nguyén 1y Dirichlet ton tai 6 hoc sinh ¢6 diém kiém tra bang nhau.

Bai 23:

Mot 16p hoc ¢6 50 hoc sinh, c6 duy nhat mot hoc sinh thiéu nhiu bai tip nhat 1a thiéu 3 bai tap. Ching
minh rang ton tai 17 hoc sinh thiéu 1 s6 bai tdp nhu nhau (truong hop khong thiéu bai tap coi nhu thiéu 0
bai)

Phén tich:

Bai ny chiing ta d& ¥ dit kién: “c6 duy nhit mot hoc sinh thiéu nhidu bai tap nhat 13 thiéu 3 bai tap” P
cac hoc sinh con lai chi thiéu 0, 1, hodc 2 bai tap (tirc 12 c6 3 loai thiéu bai tap). Loai bo hoc sinh duy nhat
thiéu 3 bai di, con lai 50 — 1 = 49 ban.

Loi giai

Ngoai ban hoc sinh duy nhat thiéu 3 bai ta con 49 ban.

Gia sir mdi loai bai tip c6 16 hoc sinh.

S6 hoc sinh khong qua 16.3 = 48(thiéu 1 hoc sinh).

Theo nguyén i Dirichlet c6 it nhat 17 hoc sinh thiéu mét s6 bai tip nhu nhau



Dang 3: Su twong hd

Bai 1:

C6 5 dau thi thi dau co, mdi ngudi diu mot tran véi mdi dau thi khac. Chirng minh rang trong sudt thoi
gian thi dAu, ludn tdn tai hai dau tha c6 sd tran da dau béng nhau.

Loi giai

Goi 516ng 0, 1, 2, 3, 4 thir ty chira cac ddu thu dd dau 0, 1, 2, 3, 4 tran. Ciing chi y rang hai 16ng 0 va 4
khong thé cting chira ngudi. Nhu vy chi ¢6 4 16ng, ma c6 5 ngudi, ton tai 2 ngudi trong ciing mot 16ng
ttrc 12 tOn tai hai ddu tha c6 s tran dau béng nhau.

Bai 2:

Cho 5 ngudi tiy y. CMR trong s d6 c6 it nhat 2 ngudi c6 sé ngudi quen nhu nhau (hiéu ring A quen B
thi B quen A).

Phan tich: Chu trong dén cdu hoi “2 nguoi co so ngwoi quen nhw nhau”

Tir @6 hiéu rang 5 nguoi dong vai tro la sé tho. Ta ¢ thé tao ra cdc long nhw sau:
Loi gidi
Goi 10ng 0 chtra nhitng nguoi c6 s6 nguoi quen 1a 0.

Goi 10ng 1 chtra nhitng nguoi c6 s6 ngudi quen 1a 1.

Goi 1dng 4 chira nhitng ngudi c6 sé ngudi quen 1 4.

Nhu vay ta ¢6 5 1ong. Néu 1dng 0 c¢6 chira ai d6 thi 1ong 4 phai tréng. Nguoc lai néu 16ng 4 ¢6 chia ai d6
thi 10ng 0 phai tréng.

Vay thuc chat chi c¢6 4 16ng nhdt 5 thé nén c6 it nhat 2 ngudi & ciing mot phong tie 13 hai ngudi d6 co sd
nguoi quen nhu nhau.

Bai 3:

C6 10 doi bong thi dau v6i nhau mdi doi phai ddu mot tran voi cac doi khac. CMR vao bét cir lac nao
cling c6 hai doi d dau sé tran nhu nhau (ké ca sd tran déu 13 0).

Phan tich: Hiéu twong ti nhw bdi todn trén.

Loi giai

Goi Ay l1a phong chtra cac doi co s6 tran d4u 14 0.

Goi A, 12 phong chtra cac ddi c6 s6 tran ddu 1a 1.

Goi Ao 1a phong chira cac doi c6 s6 tran dau 13 9.

Néu phong A, c6 it nhét 1 doi thi phong A khong c6 doi nao va nguoc lai phong Ay c6 it nhat 1 doi thi
phong A, khong c6 ddi nao.

Vay thuc chét chi co 9 phong dugce st dung ma lai ¢6 9 ddi nén co it nhét 2 d6i vao chung mdt phong hay

co it nhat 2 do1 c6 cung so6 tran dau nhu nhau.



Bai 4:

C6 6 ddi bong thi dau voi nhau (mdi doi phai ddu 1 tran voi 5 d6i khac). CMR vao bt ctr luc nao ciing co
3 do1 trong do ting cap da d4u v&i nhau hodc chua d4u véi nhau tran nao.

Loi gidi

Gid su 6 doi bong do 1a A, B, C, D, E, F. Xét doi A:

Theo nguyén 1y Diriclé ta suy ra: A phai dau hodc khong dau voi it nhat 3 doi khac.

Khong mat tinh tong quat, gia st A da déu véi B, C, D.

+NéuB,C,D tung cap chua d4u v6i nhau thi bai toan duge chirng minh.

+Néu B,C,Dco62d6ida dau véi nhau, vi du B va C thi 3 d6i A, B, C tung cap da d4u vé&i nhau.

Nhu vay bat ctr luc nao cling ¢6 3 doi trong d6 timg cap di dau voi nhau hodc chua ddu v6i nhau trén nao.
Bai 5:

C6 17 nha toan hoc trao doi v6i nhau vé 3 van dé&. Mdi nguoi tra doi véi mot ngudi vé 1 van dé. CMR
cling co it nhét 3 nha toan hoc trao d6i v4i nhau vé cung mot van dé (AvaB,BvaC,CvaA).

Phan tich: Twong tw nhw 17 diém duwoc néi véi nhau b&ng 3 mau a luén ton tai mét tam gidac voi 3 canh
cung mau tiec la 3 nha todn hoc trao déi véi nhau vé ciing mot van dé.

Loi gidi

Mot nha toan hoc trao ddi vi 16 nha toan hoc khac vé 3 van dé b Theo nguyén 1y Diricle c6 it nhat 6
ngudi s& duoc mot ngudi trao dbi vé cing mot van dé, gia st d6 13 van dé L.

6 ngudi nay lai trao ddi v6i nhau vé 3 van dé:

+ TH1: Néu c6 2 ngudi ndo d6 cung trao d6i vé van dé I thi bai toan duoc chimg minh.

+ TH2: Néu khong c6 2 ngudi nao cling trao ddi vé van dé 1 thi 6 ngudi nay chi trao d6i vé 2 van dé I va
1.

Mot ngudi trao d6i voi 5 ngudi con lai vé 2 van dé IT va II1. Theo nguyén 1y Diricle c6 it nhat 3 ngudi
cung dugc mot ngudi trao doi vé 1 van dé, gia sir d6 1a van dé I1. Ba nguoi nay lai tiép tuc trao d6i voi
nhau:

+ TH1: Néu c6 2 ngudi ndo dé cing trao ddi v6i nhau vé van dé I thi bai toan duoc chimg minh.

+ TH2: Néu khong c6 2 nguoi nao clung trao doi voi nhau vé van dé II thi ca 3 nguoi nay trao doi v6i nhau
vé van dé III b Bai toan ciing da duoc ching minh.

Vay luon co it nhét 3 nha toan hoc trao d6i v&i nhau vé cung mot véan dé

Dang 4: Su sip xép

Bai 1:

Cho mét bang vudng 4 x 4. Trén 16 6 cta bang, ta dat 16 s6 ty nhién tir 1 dén 16. Chirng minh rang ton tai
hai 6 ké nhau (tire 14 hai 6 c6 mdt canh chung ) sao cho hi¢u céc s6 & hai 6 d6 16n hon hodc béng 3.

Loi giai



Chuyén tir mot 6 bét ki sang 6 k& né goi 1a mot bude. Xét hai 6 ghi
s6 1 va s6 16 chuyén tir 6 ghi s6 1 dén 6 ghi s6 16 chi can khong

qua 6 budc chuyén (nhiéu nhat 1 3 budc theo hang ngang, 3 budc

theo hang doc). Ton tai mot bude chuyén ¢06 hiéu 1én hon hoac bé‘mg
3. That vay gia st tat ca cac budc chuyén déu nho hon hodc bang 2
thi tir s6 1, qua khong qua 6 budc chuyén ting thém khong qua 12,
khong dat duoc dén s6 16.

Vay tdn tai hai 6 ké nhau c6 hiéu cac s cua hai 6 d6 16n hon hodc
bang 3.

Bai 2:

Viét 16 s6, mbi sb co gia tri batky 1a 1, 2, 3, 4. Ghép thanh ting cip

2 s0 duoc 8 cap s6. Chiing minh rang ton tai hai cdp sO ma tong cac
s0 trong hai cap do bang nhau.

Loi giai

Tong hai s6 ctia mdi cap trong 8 cip s6 c¢6 gia tri nho nhat la: 1 + 1

=2, ¢0 gid tri 16n nhat 13: 4 + 4 = 8. Nhu vy 8 tong d6 nhan 7 gia tri: (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Theo nguyén ly
Dirichlet, ton tai hai téng béng nhau, tire 14 ton tai hai cap co téng béng nhau.

Dang 5: Bai toan hinh hoc

Nguyén li ¢6 thé mo rong nhu sau: Néu cd m vat dat vao n cai ngian kéo va m > k.n thi ¢6 it nhat mot
ngin kéo chira it nhat k + 1 vat. Vi mé rong ndy, ta con co thé giai quyét thém nhiéu bai toan khéc.

Bai 1:

Trong tam gidc déu c6 canh béng 4 (don vi @6 dai, dugc hiéu dén cudi bai Viét) léy 17 diém. Chirng minh
rang trong 17 diém d6 co it nhat hai diém ma khoang cach gitta chung khong vuot qua 1.

Loi gidi

Chia tam giac déu c6 canh bang 4 thanh 16 tam giac déu c6 canh bang 1 (hinh 1).

Vi 17 > 16, theo nguyén li Di-rich-I€, tdn tai it nhat mot tam giac déu canh béng 1co

chura it nhat 2 diém trong s6 17 diém da cho. Khoang cach giita hai diém d6 lun khong

vuot qua 1 (dpcm).
Bai 2:

Hinh 1

Trong mot hinh vudng canh bang 7, 1y 51 diém. Ching minh rang c¢6 3 diém trong 51 diém da cho ndm

trong mot hinh tron c6 ban kinh bang 1.

Loi giai 75
TS
Chia hinh vudng canh bang 7 thanh 25 hinh vuéng bang nhau, canh ctia mdi hinh

vudng nho bang 5/7 (hinh 2).

Hinh 2



Vi 51 diém da cho thudc 25 hinh vuong nho, ma 51 > 2.25 nén theo nguyén 1i Di-rich-1¢, co it nhat mot
hinh vuéng nho chira it nhat 3 diém (3 =2 + 1) trong s6 51 diém da cho. Hinh vudng canh bang c6 ban

kinh dudng tron ngoai tiép la:

’ 95
= < |
100 (dpcm)

Hinh tron nay chinh 13 hinh tron ban kinh bang 1, chira hinh vudng ta da chi ra ¢ trén.

Bai 3:

Trong mit phang cho 2003 diém sao cho cr 3 diém bat ki ¢ it nhat 2 diém cach nhau mot khoang khong
vuot qua 1. Ching minh rang: ton tai mot hinh tron ban kinh bang 1 chira it nhat 1002 diém.

Loi gidi

Lay mot diém A bat ki trong 2003 diém da cho, v& dudng tron C; tim A ban kinh bang 1.

+ Néu tat ca cac diém déu nam trong hinh tron C1 thi hién nhién cé dpem.

+ Néu ton tai mot diém B ma khoang cach gitra A va B 16n hon 1 thi ta v& duong tron C, tim B béan kinh
bang 1.

Khi d6, xét mot diém C bat ki trong s6 2001 diém con lai. Xét 3 diém A, B, C, vi AB > 1 nén theo gia
thiét ta c6 AC < 1 hogc BC < 1. Néi céch khac, diém C phdi thude C; hogc Co.

=>2001 diém khac B va A phai ndm trong C; hoic C,.

Theo nguyén i Pi-rich-1é ta c6 mot hinh tron chira it nhat 1001 diém. Tinh thém tim cta hinh tron nay thi
hinh tron nay chinh 1a hinh tron ban kinh bang 1 chira it nhit 1002 diém trong 2003 diém da cho.

Bai 4:

Cho hinh binh hanh ABCD, ké 17 dudng thang sao cho mdi dudng thing chia ABCD thanh hai hinh thang
c6 ti s6 dién tich bang 1/3 . Ching minh rang, trong 17 dudng thang d6 c6 5 dudng thiang dong quy.

Loi giai adle u

GoiM, Q,N, P lan luot 1a cac trung diém cua AB, BC, CD, DA (hinh 3). / /..;,

Vi ABCD 1a hinh binh hanh => MN // AD // BC ; PQ // AB // CD. 4 - : /9
Goi d 1a mot trong 17 duong théng dd cho. Néud cit ABtai E;CD tai F ; PQ tai / \ / N /
L thi LP, LQ lan luogt 1a duong trung binh cua cac hinh thang AEFD, EBCF. ’ " :*.nh 3 )

Ta c6: S(AEFD) / S(EBCF) = 1/3 hodc S(EBCF) / S(EBFC) = 1/3
=>LP/LQ=1/3hoaclaLQ/LP=1/3.

Trén PQ lay hai diém L,, L, thoa man diéu kién L,P / L,Q = L,Q / L,P = 1/3 khi @6 L tring véi L, hoic L
tring voi L,. Nghia 1a néu d cit AB va CD thi d phai qua L, hodc L.

Tuong ty, trén MN 1ay hai diém K, K, théa man diéu kién K;M / K;N = K,N / K,M = 1/3 khi d6 néu d cét
AD va BC thi d phai qua K, hoac K,.



Tom lai, mdi duong thang trong sé 17 dudng thang di cho phai di qua mot trong 4 diém L, ; L, ; K, ; K.
Vi 17 > 4.4 nén theo nguyén li Di-rich-1¢, trong 17 duong thang d6 s& c6 it nhat 5 duong thang (5 =4+ 1)
cung di qua mot trong 4 diém L, ; L? ; K, ; K, (5 dudng thiang dong quy, dpcm).

Dang 6: Su trung lap

- Hoc sinh thudc ndi dung nguyén 1y. Poc bai toan va phan biét duge yéu td nao dong vai tro 1a “tho™, yéu
td nao dong vai tro 1a “léng”. Hoc sinh chi ra duge s6 tho, sd léng.

- Cdch phdn biét don gian nhat: So thé luén I6n hon sé long.

Bai 1:

Trong 45 hoc sinh lam bai kiém tra khong c6 ai bi diém duéi 2, chi ¢ 2 hoc sinh duge diém 10. CMR it
nhét cling tim dugc 6 hoc sinh c6 diém kiém tra béng nhau (diém kiém tra 1a mot s6 ty nhién tir 0 d&én 10).
Phdn tich: “thé” la 43 hoc sinh, “long” la cdc logi diém tir 2 dén 9.

Loi gidi

C6 45 — 2 =43 (hoc sinh) dugc 8 loai diém tir 2 dén 9.

Do 43 : 8 =5 (du 3).

Theo Nguyén 1y Biricle ¢6 it nhat 6 hoc sinh c¢6 diém kiém tra bang nhau.

Bai 2:

Mot truong hoc ¢6 24 16p gdm 900 hoc sinh. Chimg minh rang c6 mot 16p véi si s6 38 hoc sinh trg 1én.
Phdn tich: Chia 900 hoc sinh vao 24 16p c6 y nghia twong ti nhw nhot 900 con thé vao 24 cdi long. Tir
dé c6 thé ap dung ngay ndi dung nguyén Iy dé gidi bai todn:

Loi gidi

C6 900 hoc sinh dugc chia vao 24 16p, ma 900: 24 = 37 (du 12)

Theo nguyén 1y Diricle s& ton tai mot 16p 6 tir 37 + 1 = 38 (hoc sinh) trd 1én.

Bai 3:

Trong 16p hoc ¢6 30 hoc sinh. Khi viét chinh td mot em pham 14 16i, cac em khac pham s6 13i it hon.
CMR c6 it nhit 3 hoc sinh mac sb 15i bang nhau (ké ca nhitng nguoi mac 0 161).

Phdn tich: Trong bai todn nay “thé” la 29 hoc sinh (trir di 1 em mdc 14 16i), “long” la cdc loai 16i (gom
14 logi: 016i, 1 16i, 2 16i, ..., 13 16i).

Loi gidi

C6 30 hoc sinh trong d6 1 em pham 14 131, s6 con lai 13 29 em pham céc 15i tir 0 dén 13 15i (14 loai 15i).
D029:14=2(du 1)

Theo Nguyén 1y Biricle ¢ it nhat 3 em méc cung s6 18i nhu nhau.

Bai 4:

Trong mdt ky thi todn hoc c6 6 thi sinh dugc vao chung khéo. Thé 16 ctia cudc thi nhu sau: Mi thi sinh

phai giai 5 bai toan. Mdi bai toan ding duoc tinh 4 diém. Mai bai toan sai hodc khong lam dugc déu bi trix



2 diém. Hay chiing to rang trong 6 thi sinh d6 c6 it nhat 2 thi sinh bang diém nhau. Biét ring diém thap
nhit 1a diém 0.

Phdn tich: s6 “thé” dwong nhw la 6 hoc sinh, nhung “long” la gi nhi? Ta phdi ddc biét chii y dén néi
dung cdu héi “it nhét 2 thi sinh bang diém nhau” va lién twong dén néi dung nguyén Iy né giong nhie 2
tho nhot chung mét long. Tir d6 tim ra yéu té long ¢ ddy la sé diém dat duoc.

Giai

Vi mdi thi sinh phai giai 5 bai toan. Mdi bai toan diing dugc tinh 4 diém. Mbi bai toan sai hodc khong lam
dugc déu bi trir 2 diém nén ta c¢6 5 truong hop sau:

Néu dung 5 bai thi sb diém dugc 1a: 5. 4 = 20 (diém).

Néu dung 4 bai thi s diém duoc 1a: 4. 4 - 2 = 14 (diém).

Néu dung 3 bai thi s6 diém duoc 1a: 3. 4 — 4 = 8 (diém).

Néu dting 2 bai thi sé diém duogc 1a: 2. 4 — 6 =2 (diém).

Néu dung 1 bai hoic khong dung bai nao thi déu dugc 0 diém.

Nhu vay ¢6 6 thi sinh dy thi nhung chi c6 5 loai diém nén theo nguyén Iy Diricle s& c6 it nhat 2 thi sinh
bang diém nhau.

PHAN IIL.BAI TOAN TRONG DPE THI HSG6

Bai 1:

Trong mot phong hop ¢6 n ngudi, bao gid ciing tim dugc 2 ngudi 6 s ngudi quen trong sd nhitng ngudi
du hop 1a nhu nhau.

Phén tich:

Phong hop ¢6 n nguoi, c6 thé coi 1a n “tho” roi nay. Bay gid chiing ta x4c dinh dau 1a “chudng”. Hay doc
k¥ dé bai yéu cau gi, chung ta s& nhin ra “chudng” ngay. “tim duoc 2 nguoi c6 sé ngudi quen trong sb
nhing ngudi du hop 12 nhu nhau” => sé ngudi quen giéng nhau, hay chinh 1a nhét cing “chudng”. Nhu
vay, s ngudi quen chinh 13 s6 “chudng”.

Ta thiy 1 ngudi c6 thé quen véi 0 ngudi, 1 ngudi, ....hodc nhiéu nhét 1 n-1 nguoi trong cude hop....
Loi giai

S6 ngudi quen ctia mdi ngudi trong phong hop nhan cac gié tri tir 0 dén N - 1 Rrs rang trong phong
khong thé dong thoi c6 ngudi co sd ngudi quen 13 0 (tirc 1a khong quen ai) va co nguoi cé sé ngudi quen
lan- 1(t1'rc 1a quen tat ca). Vi vay theo s6 lugng ngudi quen, ta chi c6 thé phan n nguoi ra thanh 1 - 1
nhom.

Vay theo nguyén li Dirichlet ton tai mot nhom c6 it nhat 2 ngudi, tic 1a ludn tim duoc it nhat 2 nguoi co
s6 ngudi quen 1a nhu nhau.

Bai 2:



Trong mét ludi 6 vudng kich thudc 5.5, nguoi ta dién ngéu nhién vao cac 6 mot trong cac gi tri 0,1 hodc
2, sau d6 tinh tong tat ca cac 6 theo hang ; theo cot va theo hai duong chéo. Chig minh rang ton tai it
nhat hai tong co gid tri bang nhau.

Phén tich:

Hay doc ky dé bai yéu cau, chiing ta s& thiy “tho” va “chudng”

“Tén tai it nhat 2 tong co gia tri bang nhau” P thé chinh 1a tong (hang ngang, doc, chéo), con gia tri chinh
1a “chudng”. Van d& cua chiing ta la chiing ta can di tim cc gia tri c6 thé ctia tong. Ta thiy mot tong 5 6
s& ¢0 gia tri nho nhat 1a 0, 16n nhat 1a 10.

Loi gidi

Goi cac tong lan luot 1a S1,S2,..S12.

C6 tat ca 12 tong. Ta nhan thay ring cac tong nay chi c6 thé nhan cac gia tri 1a {0, 1,2...., 9, 10}. C6 tat
ca 11 gid tri khac nhau. Tir d6, theo nguyén 1y Dirichlet ta suy ra diéu can chirng minh.

Bai 3:

Gia st trong mot nhém 6 ngudi mdi cap hai hodc 12 ban hodc 1a thi. Ching t6 rang trong nhém c6 ba
ngudi 12 ban 1an nhau hogic c¢6 ba ngudi 1a ké thu 1an nhau.

Loi giai

Goi A 12 mot trong 6 ngudi. Trong sd 5 ngudi cia nhom hoic 13 ¢6 it nhat ba ngudi 14 ban ctia A hodc co
it nhat ba nguoi 14 ké thu cia A, didu ndy suy ra tir nguyén 1i Dirichlet, vi nhitg nguoi khac chi c6 thé 1a
ban hodac thu cua A.

Trong trudng hop dau ta goi B,C,D 1a ban cta A. néu trong ba ngudi ndy c6 hai ngudi 1a ban thi ho cung
v6i A 1ap thanh mot bo ba ngudi ban 1an nhau, nguoc lai, tic 1a néu trong ba nguoi B,C,D khong c6 ai la
ban ai c4 thi chung té ho 1a bo ba nguoi thu 14n nhau.

Tuong ty c6 thé chimg minh trong trudng hop c6 it nhét ba ngudi 1a ké thu cia A. (BPCM)

Bai 4:

C6 5 dau thu thi diu co, mdi ngudi ddu mot tran véi moi dau tha khac. Chimg minh rang trong sudt thoi
gian thi dAu, ludn tdn tai hai dau thu c6 sd tran da dau br:ing nhau.

Loi giai

Ta c6 s6 tran da dau ctia mdi ngudi c6 thé 13 0,1,2,3.4. Nhung vi khong thé c6 cung luc mot nguoi da dau
4 tran va mdt nguoi chua d4u tran ndo, nén co toi da 4 loai sb tran da dau.

Van dung nguyén 1y Dirichlet ta c6 it nhat c6 2 ngudi co cuing s6 tran di dau.

Bai 5:

C6 6 hoc sinh 1am mot bai thi gdom 6 cau hoi. Néu tra 101 dang duoc 2 diém, tra 10 sai bi trir 1 diém. Néu
s6 diém bj trir nhiéu hon sé diém dat duogc thi tinh bj 0 diém. Hoi c6 thé ludn ¢ 2 hoc sinh bang diém
nhau dugc hay khong???

Phén tich va goi y giai:



Bai nay d¢ bai lai hoi theo kiéu c6 hay khong, nhung chiing ta hay binh tinh. Néu mét khi ching ta da hiéu
ban chat clia bai toan dang nay thi s& khong gi 1am ching ta so hay mat tu tin dugc ca.

“Hai hoc sinh béng diém nhau” P Hoc sinh chinh 12 “th¢”, diém chinh 1a “chuéng”.

Vén dé bai toan trd thanh di tim s diém c6 thé (s6 chudng), tir d6 s& giup chung ta tra 161 dugc cau hoi
cta d¢ bai.

Dé thi gdm 6 bai, xay ra cac truong hop sau:

- Dung hét 6 cau => 12 diém

- Plng 5 cau, sai 1 cdu => 5%2 -1 =9 diém

- Pling 4 cAu, sai 2 cau => 4x2 -2x1 = 6 diém

- Pung 3 cau, sai 3 cdu => 3x2 — 3x1 =3 diém

- Dung 2 céu, sai 4 cdu => 2x2 —4x 1 =0 diém

- Plng dudi 2 cau => dé thay sé& bi 0 diém.

Nhin lai ta thdy chi ¢6 0,3,6,9,12 diém tirc 1a chi c¢6 5 loai diém, trong khi c¢6 6 hoc sinh => ¢6 2 hoc sinh

cung diém.

Tai liéu dwoc chia sé boi Website VnTeach.Com
https://www.vnteach.com

Huréng dan tim va tdi cdc tai liéu & day
https://forms.gle/LzVNwfMpYB9qH4JU6
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