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Email: Nguyenanhdungsptoan@gmail.com

CĐ13: HÌNH HỌC

Dạng 1.  Chứng minh song song, vuông góc

Câu 1. (Đề giao lưu HSG 7 huyện Nga Sơn, Thanh Hóa - cụm Liêm- Tiến- Tân- Thanh năm
học 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông cân tại . Gọi  là trung điểm của . Lấy điểm  trên đoạn thẳng

 (  khác  và , đường thẳng vuông góc với  tại  cắt  tại .
a) Chứng minh: .

b) Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho ,  cắt  tại , đường vuông góc với

 tại  cắt  tại . Chứng minh:  là trung điểm của  và  vuông góc với .
c) Chứng minh: .

Lời giải

a) Ta có:   và   ( ) .

Ta có  (c - c - c) suy ra  và .

-Xét  và  có: ; ; 

(g - c - g)

b) Hạ ,  vuông góc với  tại  và .
* Chứng minh:  là trung điểm của .

Xét  vuông tại  và  vuông tại  có ; 

Suy ra  (cạnh huyền – góc nhọn) suy ra .

Xét  và  có ; ;  (so le trong, ).

Suy ra  (g - c - g) suy ra , hay  là trung điểm của .
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* Chứng minh: 

Xét và  có ; ;  chung.

Suy ra  (c - g - c) suy ra . (1)

Trong tam giác  có  vừa là đường trung tuyến vừa là đường cao nên cân tại ,

suy ra .

 Xét  và  có ; ; .

Suy ra   (c - c - c), suy ra . (2)

Từ (1) và (2) suy ra: 

Mà 

c) Gọi giao điểm của  với  là .

Chứng minh   là trung điểm của .

Từ  kẻ  tại . Chứng minh .

Do .
Do  nên 

Mặt khác  hay .
Dấu “ ” khi .

Câu 2. (Đề khảo sát HSG 7 huyện Sông Lô, Vĩnh Phúc năm học 2022 - 2023)

Cho  có góc  nhỏ hơn . Trên nửa mặt phẳng bờ  không chứa điểm  lấy điểm

 sao cho  vuông cân tại . Trên nửa mặt phẳng bờ  không chứa điểm  lấy điểm 

sao cho  vuông cân tại . Gọi  là giao điểm của  và . 

Chứng minh   và   .

Lời giải

Chứng minh được  ( )

Xét  và , có:

 +  (  vuông cân)

 +  (  vuông cân)

 +  = 
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Suy ra  (c - g - c)

Gọi  là giao điểm của  với 

Xét  và , có:

      ( )

        (đối đỉnh)

          900, do đó:  tại .
Câu 3. (HSG 7 huyện Hưng Hà 2022 - 2023)

Cho ,  là trung điểm của . Trên tia đối của của tia  lấy điểm  sao cho . 
Chứng minh rằng:

a)  và 

b) Gọi  là một điểm trên  ;  là một điểm trên  sao cho  . Chứng minh ba điểm 

 thẳng hàng.

c) Từ E kẻ  . Biết . Tính  và  .

Lời giải

a)  Xét  và  có :
   (gt)

  (đối đỉnh )

      (gt )

Nên :      (c - g - c)  

Vì   (2 góc có vị trí so le trong được tạo bởi đường thẳng  và
 cắt đường thẳng  )

Suy ra   .

b) Xét   và  có :

  ( vì  )
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Nên  (c - g - c)

Suy ra: 

Mà  ( tính chất hai góc kề bù )

   Ba điểm  thẳng hàng.

c) Trong tam giác vuông  (  có )

 

 Nên   ( định lý góc ngoài của tam giác ).
Câu 4. (Đề  HSG 7 huyện Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho  có ba góc nhọn,  . Trên nửa mặt phẳng bờ   không chứa điểm  kẻ đoạn

thẳng  vuông góc và bằng . Trên nửa mặt phẳng bờ  không chứa điểm  kẻ đoạn thẳng

 vuông góc và bằng . Từ  kẻ  vuông góc với  (  thuộc ).

a)  Chứng minh .

b)  Chứng minh .

c)  Chứng minh tia  đi qua trung điểm của đoạn thẳng .

Lời giải

a) Ta có:  

 

Xét và có:

;  ; 

Do đó  =  (c - g - c)   ( hai cạnh tương ứng).
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b) Gọi  lần  lượt  là  giao  điểm  của  với  và . 

Theo  chứng  minh  trên:  (c – g – c)

Suy ra  (hai góc tương ứng). Hay 

Xét  vuông tại  có  (định lí).

Mặt khác  (hai góc đối đỉnh)

Suy ra 

Xét  có . Suy ra   vuông tại . 

Do đó 

c)
Gọi  là giao điểm của tia  và .

Kẻ  tại ,  tại   .

Ta có :   ( Cùng phụ )

 (gt)   ( Cạnh huyền – góc nhọn)

   (1)
Chứng minh tương tự :   (2)

Từ (1) và (2) suy ra 

Suy ra   (cạnh góc vuông – góc nhọn kề)
Suy ra  ( hai cạnh tương ứng)
Do đó  là trung điểm của .

Vậy tia  đi qua trung điểm  của đoạn thẳng . 

Câu 5. (Đề minh họa HSG 7 trường Lê Quý Đôn, Thái Hưng- Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho tam giác ,  là trung điểm . Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho 
Chứng minh rằng:

a)    và  .

b) Gọi  là một điểm trên ,  là một điểm trên  sao cho . Chứng minh ba điểm 

 thẳng hàng.

c) Từ  kẻ     ( ); biết ; .  Tính  và ?

Lời giải
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a) Xét và  có:

 (đối đỉnh);  (giả thiết)

Nên  (c - g - c)

 (hai cạnh tương ứng)

Vì  (cmt)   (hai góc tương ứng)
Mà 2 góc này ở vị trí so le trong

Suy ra dấu hiệu nhận biết hai đường thẳng song song).

b) Xét và có:

 (gt); ;  (gt)

Do đó (c - g - c)

suy ra (hai góc tương ứng)

Mà (kề bù)

 thẳng hàng.

c) Trong tam giác vuông  (   ) có  

  

  

 là góc ngoài tại đỉnh  của 

 Nên   ( định lí góc ngoài của tam giác )  

Vậy .

Câu 6. (Đề minh họa HSG 7 trường Lý Nam Đế- Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho tam giác  nhọn. Kẻ  vuông góc với  (  thuộc ), kẻ  vuông góc với

 (  thuộc ),  cắt  tại . Gọi  là trung điểm của . Trên tia đối của tia  lấy
điểm  sao cho  

a) Chứng minh  

b) Từ   kẻ   vuông góc với   (  thuộc  ), trên tia đối của tia   lấy điểm   sao cho

. Chứng minh rằng: 
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c) Chứng minh: 

Lời giải

a) Chỉ ra 
 
(c - g - c)

Suy ra  (hai góc tương ứng)

 Mà hai góc này ở vị trí so le trong suy ra .

b)  (cmt)

Suy ra    

Chứng minh (c - g - c)

Suy ra         

Từ  và  .

c) Chứng minh 
(c - g - c)

 Suy ra , mà  (gt) nên .

Vì  suy ra  cân tại  

 Suy ra                 
 Vì  suy ra  cân tại 

  Suy ra                   

 Từ (3) và (4) suy ra 

+)  có 

       Mà . Từ  và  suy ra .
Câu 7. (Đề minh họa HSG 7 trường Thống Nhất- Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho  có 3 góc nhọn . Tia phân giác của  cắt  tại  lấy  trên  sao 

cho .
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a) Chứng minh: .

b) Vẽ  . Chứng minh rằng: .

c) Chứng minh: .

Lời giải

a) Xét  và  có: 

(c - g - c).

b) Vì nên  (hai cạnh tương ứng) và  (hai góc tương ứng)

Xét  vuông tại  và  vuông tại có: 

 (cạnh huyền- góc nhọn)

 ( hai cạnh tương ứng).

c) 

+ Có 

Suy ra  thuộc đường trung trực của  

Có 

Suy ra  thuộc đường trung trực của  

Do đó   đường trung trực của  

Hay  

+ Có 

Suy ra  thuộc đường trung trực của  
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Có 

Suy ra  thuộc đường trung trực của  

Do đó   đường trung trực của  

Hay  

Có 

Suy ra .

Dạng 2. Hình khối trong thực tiễn (15 đề tách của mình không có)

Dạng 3. Bài toán chứng minh tổng hợp

Câu 1. (Đề giao lưu HSG 7 huyện Cẩm Thủy- Thanh Hóa, trường Tây Đô, trường Phạm Đôn Lễ-
Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho tam giác  có ba góc nhọn ( ). Vẽ về phía ngoài tam giác  các tam giác đều

 và . Gọi   là giao của  và ,   là giao của  và . 

a) Chứng minh rằng: .

b) Chứng minh rằng: .

c) Gọi  và  lần lượt là trung điểm của  và . Chứng minh rằng  đều.

d) Chứng minh rằng  là phân giác của góc . 

Lời giải

I

K

A

B
C

D

E

a) Chứng minh rằng:

Ta có: ;   và  

Suy ra 
 
(c - g - c).

b) Chứng minh rằng:  .

Từ  (câu a) 

Lại có:  (đối đỉnh)

c) Gọi  và  lần lượt là trung điểm của  và . Chứng minh rằng  đều.
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I

K

A

B
C

D

E

M

NJ

Từ  (câu a)   và  

 (c – g – c)    và  

. Do đó  đều.

d) Chứng minh rằng  là phân giác của góc .

Trên tia  lấy điểm  sao cho   đều   và  

Suy ra: , kết hợp   (c - g - c)

  mà 

. Từ đó suy ra  là phân giác của góc .

Câu 2. (Đề khảo sát HSG 7 huyện Sông Lô, Vĩnh Phúc năm học 2022 - 2023)

Cho  có  .  Hai  tia  phân  giác   của  các   và   cắt  nhau  ở  

 . Chứng minh rằng .

Lời giải

+ Kẻ tia phân giác  của góc 

+  Xét có:   

+ Vì  là các tia phân giác của  và  

 

( góc kề bù với góc )

+ Chứng minh được: (g – c – g)                (1)

+ Chứng minh tương tự được                                          (2)
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Từ (1) và (2) ta có .

Câu 3. (Đề khảo sát HSG 7 huyện Yên Thế, Bắc Giang năm học 2022 - 2023)

 1)  Cho đoạn thẳng ,  là trung điềm của . Trên cùng một nửa mặt phăng bờ  vẽ các tia

;  vuông góc với . Gọi  là một điểm thuộc tia . Đường vuông góc với  tại  cắt

tia  ở . Chứng minh .

2) Cho tam giác . Gọi  là giao điểm các đường phân giác của tam giác đó. Từ  kẻ , ,

 lần lượt vuông góc với , , . Trên tia đối của các tia , ,  lấy theo thứ tự ba

điểm , ,  sao cho , , .  Chứng minh .

Lời giải

1) 

Giả sử đường thẳng  cắt  tại  Chứng minh được  (g.c.g)

.

Chứng minh  (c - g - c) hoặc chứng minh  cân tại  (  vừa là đường cao,

vừa là trung tuyến) .

Có  (đpcm).
2)
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Ta có  là giao điểm các đường phân giác 

.

Đặt 

Xét 

 . 

Tương tự ; .

Ta có ;

 ;  .

.
Câu 4. (Đề kiểm tra chọn SG 7 trường TH&THCS Kỳ Đồng, Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho tam  giác cân tại . Trên cạnh lấy điểm sao cho . Đường thẳng vuông

góc với  tại  cắt cạnh tại và cắt tia tại . Qua kẻ đường thẳng song song với 

cắt tia phân  giác  của góc tại .

a) Chứng minh .

b) Chứng minh tam  giác  là tam  giác cân.

c) Trên tia đối của tia  lấy điểm sao cho . Chứng minh  đi qua trung điểm của 

.

Lời giải
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a) Xét  và  có:

 (c – g – c)

 (cặp cạnh tương ứng)

Vì  (so le trong)

Xét  và  có:

( g - c - g)  (đpcm)

b) Vì  (cặp góc tương ứng)

Mà  (kề bù)
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Mà    (quan hệ từ vuông góc đến song song)

 (đồng vị) (1)

Có  (đồng vị) (2)

; 

  Từ (1), (2) và (3)  cân tại .

c)   Gọi  là giao điểm của  và 

Từ  kẻ  tại , có 

 ( so le trong)

có  (cmt)

 Xét  vuông tại và  vuông tại có   

 (cạnh huyền – góc nhọn)

(cặp cạnh tương ứng)

Mặt khác (cùng vuông góc với )

(so le trong)

 Xét  vuông tại và  vuông tại có   

 (cạnh góc vuông- góc nhọn kề)

 (cạnh tương ứng )

 là trung điểm của .
Câu 5. (Đề minh họa HSG 7 trường Trần Thái Tông- Hưng Hà năm học 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông tại  Vẽ đường cao  Vẽ tia  sao cho  Gọi  là tia 

đối của tia  Vẽ  và  vuông góc với đường thẳng    cắt  tại   

cắt  tại  Chứng minh rằng:

a) Tia  là phân giác của  

b)  
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c) 

Lời giải

a) Tia  là phân giác của  
+) Ta có 

   

 

Mà (Do giả thiết cho  

Từ 

là phân giác của 

b) Chứng minh  

+)  (cạnh huyền- góc nhọn) nên 

+)  (Cạnh huyền – góc nhọn) nên 

+) Do đó 

c) Chứng minh  

+)   (cạnh huyền- góc nhọn) nên suy ra  là đường trung trực

của hay tại  

+)  (Cạnh huyền – góc nhọn) nên  suy ra là đường trung trực

của hay tại  

Suy ra 

+) (Cạnh huyền – góc nhọn) nên  

Suy ra 

Do đó  (c - g - c ) nên  suy ra .

Câu 6. (Đề minh họa HSG 7 trường Thái Phương- Hưng Hà năm học 2022 - 2023)
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Cho tam giác  có góc  nhọn. Vẽ ra phía ngoài tam giác đó các tam giác  vuông

cân tại ;  và  cắt nhau tại .

a) Chứng minh: ; .

b) Gọi  là trung điểm của . Chứng minh: .

c) Chứng minh rằng  là phân giác của góc .

Lời giải

a) C/minh được  (Cùng bằng ).
 (  vuông cân tại )

 ( tam giác  vuông cân tại )

 
(c - g - c)

Gọi giao điểm của  với    là .

Chỉ ra được  ( vì )

                     ( vì  )

Từ đó suy ra 

Do đó: .

b) Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho  

(1)

Xét  và  có:

 ( cách vẽ);  ( đối đỉnh);  ( gt)

 
(c - g - c)

( 2 góc tương ứng)

Xét  có   (đ/l)

 

 (*)
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Mà (**)

Từ (*) và (**)  

Xét  và  có

 (cmt),  = (cmt) ;  (cmt)

 (c – g – c)

( 2 cạnh tương ứng)

Từ (1) và (2) ta suy ra (đpcm).

c) Trên tia  lấy điểm , sao cho 

Ta chứng minh được  (c - g - c)

    

   vuông tại  (2)

Từ (1) và (2)   

  là phân giác của .

Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com
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