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Sử dụng điều kiện 
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Chú ý: Ta có 
[image: image2.wmf].0

ABCDABCD

^Û=

uuuruuur

, để chứng minh 
[image: image3.wmf].0

ABCD

=

uuuruuur

 thông thường chúng ta phân tích 
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Bài 1. Cho tứ giác 
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. Chứng minh rằng hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau khi và chỉ khi 
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Ta có 
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Do đó đường chéo AC và BD vuông góc với nhau khi và chỉ khi 
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Bài 2. Cho hình vuông 
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 cạnh a. Gọi M, N thuộc cạnh AB và AD sao cho 
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a) 
Chứng minh rằng CN vuông góc với DM.


b) 
Giả sử P là điểm được xác định bởi 
[image: image13.wmf]BPyBC

=

uuruuur
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Suy ra 
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Vì 
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Do đó 
[image: image24.wmf].0

DMCNaxax

=-+=

uuuuruuur

.                       


Vậy CN vuông góc với DM.

b) 
Ta có 
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Bài 3. Cho tam giác đều 
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. Lấy các điểm M, N thỏa mãn 
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. Gọi I là giao điểm của AM và CN. Chứng minh rằng 
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Mặt khác 
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Ta có 
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Suy ra 
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Do đó 
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Vì tam giác 
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 đều nên 
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. Suy ra 
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Vậy 
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Bài 4. Cho tam giác 
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 cân tại A. Gọi M là trung điểm AB, G là trọng tâm tam giác 
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, I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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. Chứng minh rằng GI vuông góc với CM
[RIGHT][I][B]Nguồn: MathScope.ORG[/B][/I][/RIGHT] .
Lời giải
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 Đặt  
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Gọi J là trung điểm CM, ta có 
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Mặt khác 
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Từ (1) và (2), ta có 
[image: image59.wmf](
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Suy ra GI vuông góc với CM
[RIGHT][I][B]Nguồn: MathScope.ORG[/B][/I][/RIGHT] .
Bài 5. Cho hình vuông 
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, M là điểm nằm trên đoạn thẳng AC sao cho 
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Lời giải
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Mặt khác 
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Vậy tam giác 
[image: image71.wmf]BMN

 vuông cân tại đỉnh M.
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Sử dụng các bất đẳng thức. Cho 
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 dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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 dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Bất đẳng thức cổ điển (Cauchy, Bunhiacopxki...)
Bài 6. Cho tam giác 
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 có trọng tâm G và M là một điểm bất kỳ. Chứng minh rằng 
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Tương tự, ta có 
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Mặt khác 
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Suy ra 
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Theo bất đẳng thức Cauchy, ta có 
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Vậy ta có điều phải chứng minh.
Bài 7. Cho tam giác 
[image: image92.wmf]ABC

 và điểm M bất kỳ. Chứng minh rằng 
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Do đó 
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Bài 8. Cho tam giác 
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Bài 9. Cho tam giác 
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Bài 10. Cho tam giác 
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Phương Pháp. Bài toán: Cho đường tròn (O; R) và điểm M cố định. Một đường thẳng thay đổi đi qua M cắt đường tròn tại hai điểm A, B. Chứng minh rằng 
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Chứng minh: Vẽ đường kính BC của đường tròn (O;R). Ta có 
[image: image140.wmf]MA

uuur

 là hình chiếu của 
[image: image141.wmf]MC

uuur

 lên đường thẳng MB. 
Theo công thức hình chiếu, ta có 



   
[image: image142.wmf](

)

(

)

...

MAMBMCMBMOOCMOOB

==++

uuuruuuruuuruuuruuuuruuuruuuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image143.wmf](

)

(

)

2222

.

MOOBMOOBMOOBMOR

=-+=-=-

uuuuruuuruuuuruuur

.



Từ bài toán trên ta có định nghĩa sau:
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Định nghĩa: Cho đường tròn (O; R) và điểm M cố định. Một đường thẳng thay đổi đi qua M cắt đường tròn tại hai điểm A, B. Khi đó 
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 là đại lượng không đổi được gọi là phương tích của điểm M đối với đường tròn (O;R), kí hiệu là 
[image: image145.wmf](
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Chú ý: Nếu M ở ngoài đường tròn, vẽ tiếp tuyến MT. 

Khi đó  
[image: image146.wmf](
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Tính chất: 
[image: image217.emf]�A
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Cho hai đường thẳng AB và CD cắt nhau tại M. Điều kiện cần và đủ để bốn điểm 
[image: image147.wmf],,,
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 nội tiếp được đường tròn là 
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Cho đường AB cắt đường thẳng 
[image: image150.wmf]D

 ở M  và điểm C trên đường thẳng 
[image: image151.wmf]D



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image152.wmf](
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. Điều kiện cần và đủ để 
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 là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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tại C là 
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Bài 11. Cho tam giác 
[image: image156.wmf]ABC

 nhọn có các đường cao AA', BB', CC' cắt nhau tại H. Chứng minh rằng  
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Lời giải

Ta có 
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 suy ra tứ giác 
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 nội tiếp trong đường tròn (C) đường kính BC. Do đó 
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 (vì cùng bằng phương tích từ điểm H tới đường tròn (C)) 
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Tương tự tứ giác 
[image: image161.wmf]''
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 nội tiếp được nên 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Bài 12. Cho đường tròn (O;R) và một điểm P cố định ở bên trong đường tròn đó. Hai dây cung thay đổi AB và CD luôn đi qua điểm P và vuông góc với nhau.


a) 
Chứng minh rằng 
[image: image164.wmf]22
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b) 
Chứng minh rằng 
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 không phụ thuộc vị trí điểm P.

Lời giải

a) 
Gọi E, F theo thứ tự  là trung điểm của AB, CD.


Suy ra 
[image: image166.wmf]OEAB
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 và 
[image: image167.wmf]OFCD

^

.
[image: image219.emf]�A

�D �C

�B

�M

�N

�P


Ta có 
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Suy ra 
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b) 
Ta có 
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Mặt khác theo câu a) ta có 
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Suy ra 
[image: image176.wmf](
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Vậy 
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 không phụ thuộc vị trí điểm P.
Bài 13. Cho đường tròn đường kính AB và đường thẳng 
[image: image178.wmf]D

 vuông góc với AB ở H
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. Một đường thẳng quay quanh H cắt đường tròn ở M, N và các đường thẳng AM, AN lần lượt cắt 
[image: image180.wmf]D

 ở M', N'. 

a) 
Chứng minh rằng bốn điểm M, N, M', N' thuộc một đường tròn (C) nào đó.

b) 
Chứng minh rằng các đường tròn (C) luôn đi qua hai điểm cố định.
Lời giải
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Vì 
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 nên tứ giác 
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 nội tiếp được suy ra 
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Tương tự Vì 
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 nên tứ giác 
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 nội tiếp được suy ra



[image: image186.wmf].'.

AHABANAN

=

uuuruuuruuuuruuur

.
(2)


Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image187.wmf]'.'.

AMAMANAN

=

uuuuruuuuruuuuruuur

.

Suy ra bốn điểm M, N, M', N' thuộc một đường tròn.

b) 
Gọi P, Q lần lượt là các giao điểm của đường tròn (C) với đường thẳng AB và E, F lần lượt là giao điểm của 
[image: image188.wmf]D

 với đường tròn đường kính AB.


Khi đó ta có 
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Mặt khác 
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)

(

)

2

..

AHABAFFHABAFAFFBAF

=+=+=

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruur

.

Suy ra 
[image: image192.wmf]22
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Do đó P, Q thuộc đường tròn (S) tiếp xúc với AE, AF ở E, F.


Vì (S) là đường tròn cố định nên P, Q cố định thuộc đường tròn (C). 
Bài 14. Cho tam giác 
[image: image193.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn (O) bán kính R. Giả sử M là điểm di động trong đường tròn (O). Nối AM, BM, CM lần lượt cắt (O) tại A', B', C'. Tìm tập hợp điểm M sao cho 
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Lời giải


Ta có 
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Mặt khác 
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Suy ra 
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Gọi G là trọng tâm tam giác 
[image: image199.wmf]ABC

, I là trung điểm GO. Ta có
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Từ (1) và (2), ta có 
[image: image203.wmf](
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Vậy tập hợp điểm M là đường tròn tâm I bán kính 
[image: image207.wmf]Rk

=

.
Bài 15. Cho đường tròn (O) đường kính AB, và điểm H cố định thuộc AB. Từ điểm K thay đổi trên tiếp tuyến tại B của (O), vẽ đường tròn (K; KH) cắt (O) tại C và D. Chứng minh rằng CD luôn đi qua một điểm cố định.

Lời giải

Gọi I là điểm đối xứng của H qua B, suy ra I cố định và thuộc (K). Gọi M là giao điểm của CD và AB.
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Ta có 
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Suy ra 
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Vì A, B, H cố định suy ra M cố định.
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