
Chuyên đề 20. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TRỰC, BA ĐƯỜNG CAO CỦA TAM GIÁC

A. Kiến thức cần nhớ
1. Điểm nằm trên đường trung trực của một đoạn thẳng thì cách đều hai mút của đoạn thẳng đó.

2. Điểm cách đều hai mút của một đoạn thẳng thì nằm trên đường trung trực của đoạn thẳng đó.

3. Ba đường trung trực của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điểm này cách đều ba đỉnh của tam giác đó và là tâm của đường tròn đi qua ba đỉnh của tam giác (gọi là đường tròn ngoại tiếp tam giác) (h.20.1).
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4. Trong một tam giác, đoạn vuông góc vẽ từ một đỉnh đến đường thẳng chứa cạnh đối diện gọi là đường cao của tam giác đó.

5. Ba đường cao của một tam giác cùng đi qua một điểm (h.20.2). Điểm này gọi là trực tâm của tam giác.

6. Bổ sung tính chất của tam giác cân
- Trong một tam giác cân, đường trung trực ứng với cạnh đáy, đồng thời là đường phân giác, đường trung tuyến và đường cao cùng xuất phát từ đỉnh đối diện với cạnh đó.

- Trong một tam giác, nếu hai trong bốn loại đường trùng nhau thì tam giác đó là một tam giác cân.

B. Một số ví dụ

Ví dụ 1: Cho tam giác ABC, 
[image: image2.wmf].

ABAC

<

 Trên cạnh AC lấy điểm M sao cho 
[image: image3.wmf].

CMAB

=

 Vẽ đường trung trực của AC, cắt đường phân giác của góc A tại điểm O. Chứng minh rằng O nằm trên đường trung trực của BM.
Giải (h.20.3)
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* Tìm cách giải.
Muốn chứng minh điểm O nằm trên đường trung trực của BM ta cần chứng minh điểm O cách đều hai đầu của đoạn thẳng BM, nghĩa là phải chứng minh 
[image: image4.wmf].

OBOM

=

 Muốn vậy phải chứng minh 
[image: image5.wmf].

ABOCMO
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Dễ thấy hai tam giác này có hai cặp cạnh bằng nhau nên chỉ cần chứng minh cặp góc xen giữa bằng nhau là đủ
* Trình bày lời giải
Điểm O nằm trên đường trung trực của AC nên 
[image: image6.wmf].
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Do đó 
[image: image7.wmf]OAC
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 cân tại O, suy ra 
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Mặt khác 
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 nên 
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 và 
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 có: 
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 nên 
[image: image14.wmf]ABOCMO
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 (c.g.c). Suy ra 
[image: image15.wmf].
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Điểm O cách đều hai đầu của đoạn thẳng BM nên O nằm trên đường trung trực của BM.

Ví dụ 2: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Tia phân giác của góc HAB và HAC cắt BC lần lượt tại M và N. Các đường phân giác của góc B, góc C cắt nhau tại O. Chứng minh rằng O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN.
Giải (h.20.4)
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* Tìm cách giải.
Muốn chứng minh O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN, ta phải chứng minh O là giao điểm các đường trung trực của các cạnh AM và AN.

Xét 
[image: image16.wmf]ABN

D

 có BO là đường phân giác góc B nên để chứng minh BO là đường trung trực của AN thì chỉ cần chứng minh 
[image: image17.wmf]ABN

D

 là tam giác cân tại B.
* Trình bày lời giải.
Ta có 
[image: image18.wmf]·
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 (vì 
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Mặt khác, 
[image: image22.wmf]·

·

CANNAH

=

 nên từ (1) và (2) suy ra 
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=

 do đó 
[image: image24.wmf]ABN

D

 cân tại B.
Xét 
[image: image25.wmf]ABN
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 cân tại B có BO là đường phân giác của góc B nên BO cũng là đường trung trực của cạnh AN.

Chứng minh tương tự ta được CO là đường trung trực của cạnh AM.

Xét 
[image: image26.wmf]AMN

D

 có O là giao điểm của hai đường trung trực của hai cạnh AN và AM nên O là tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image27.wmf]AMN
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Ví dụ 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường trung tuyến BM. Qua M vẽ một đường thẳng vuông góc với BC cắt đường thẳng AB tại D. Vẽ điểm E sao cho M là trung điểm của DE. Chứng minh rằng 
[image: image28.wmf].

AEBM

^

 

Giải (h.20.5)

* Tìm cách giải.
Xét 
[image: image29.wmf],

DBC

D

 dễ thấy M là trực tâm, suy ra 
[image: image30.wmf].

BMCD

^

 Do đó muốn chứng minh 
[image: image31.wmf]BMAE

^

 ta chỉ cần chứng minh 
[image: image32.wmf]//.
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* Trình bày lời giải.
Xét 
[image: image33.wmf]DBC

D

 có CA và DM là hai đường cao cắt nhau tại M nên M là trực tâm. Suy ra BM là đường cao thứ ba, do đó 
[image: image34.wmf].

BMCD

^

 Ta có 
[image: image35.wmf]MEAMDC
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 (c.g.c).

Suy ra 
[image: image36.wmf]·

·

.

MEAMDC
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 Do đó 
[image: image37.wmf]//.
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Từ (1) và (2) ta được 
[image: image38.wmf].

AEBM

^

 
Ví dụ 4. Cho tam giác ABC cân tại 
[image: image39.wmf]µ

, 45.
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 Vẽ đường trung tuyến AM. Đường trung trực của cạnh AC cắt AB tại D. Trên cạnh AC lấy điểm E sao cho 
[image: image40.wmf].

CEBD

=

 Chứng minh rằng ba đường thẳng AM, BE, CD đồng quy.

Giải (h.20.6)
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* Tìm cách giải.
Vẽ hình chính xác ta dự đoán ba đường thẳng AM, BE, CD là ba đường cao của tam giác ABC nên chúng đồng quy. Do đó ta cần chứng minh 
[image: image41.wmf], 

AMBCCDAB

^^

 và 
[image: image42.wmf].

BEAC

^

 
* Trình bày lời giải.
Điểm D nằm trên đường trung trực của AC nên 
[image: image43.wmf].

DADC

=

 
Do đó 
[image: image44.wmf]DAC
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 cân suy ra 
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·

45.

ACDCAD

==°

 
Xét 
[image: image46.wmf]DAC
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 có 
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 Vậy 
[image: image48.wmf].
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Ta lại có 
[image: image49.wmf]BCDCEB
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 (c.g.c) 
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 Do đó 
[image: image51.wmf].

BEAC
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Mặt khác, AM là đường trung tuyến ứng với cạnh đáy của tam giác cân nên 
[image: image52.wmf].

AMBC

^

 
Xét 
[image: image53.wmf]ABC

D

 có AM, BE và CD là ba đường cao nên chúng đồng quy.

C. Bài tập vận dụng

• Tính chất đường trung trực

20.1. Cho tam giác ABC, góc A tù. Các đường trung trực của AB và AC cắt BC lần lượt tại D và E.
Biết góc DAE có số đo bằng 
[image: image54.wmf]30,

°

 tính số đo của góc BAC.

20.2. Cho tam giác ABC. Trên các tia BA và CA lần lượt lấy các điểm D và E sao cho 
[image: image55.wmf].

BDCEBC

+=

 Chứng minh rằng khi D và E di động thì đường trung trực của DE luôn đi qua một điểm cố định ở trong tam giác ABC.

20.3. Cho góc vuông xOy và một điểm A cố định ở trong góc đó. Vẽ góc BAC bằng 
[image: image56.wmf]90

°

 sao cho 
[image: image57.wmf],

BOx

Î

 
[image: image58.wmf].

COy

Î

 Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh rằng M nằm trên một đường thẳng cố định.

20.4. Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên cạnh BC lấy điểm M bất kì. Vẽ các điểm D và E sao cho AB là đường trung trực của MD, AC là đường trung trực của ME.

Xác định vị trí của điểm M để cho đoạn thẳng DE có độ dài ngắn nhất.

20.5. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Trên cạnh AB lấy điểm M, trên cạnh AC lấy điểm N sao cho 
[image: image59.wmf]·

90.
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a) Gọi O là trung điểm của MN. Chứng minh rằng khi M và N di động thì điểm O di động trên một đường thẳng cố định.

b) Xác định vị trí của M và N để MN có độ dài nhỏ nhất.

20.6. Cho góc xOy khác góc bẹt. Lấy điểm M trên tia Ox, điểm N trên tia Oy sao cho 
[image: image60.wmf]OMONa

+=

 không đổi. Chứng minh rằng khi M và N di động trên các tia 
[image: image61.wmf],

OxOy

 thì đường trung trực của MN luôn đi qua một điểm cố định.

20.7. Cho tam giác ABC sao cho 
[image: image62.wmf]µ
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 và
[image: image63.wmf]µ
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 . Hãy tìm điểm M trên cạnh AB, điểm N trên cạnh BC sao cho 
[image: image64.wmf].
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• Chứng minh đồng quy thẳng hàng

20.8. Cho tam giác 
[image: image65.wmf],.

ABCABAC

<

 Trên các tia BA và CA lần lượt lấy các điểm M và N sao cho 
[image: image66.wmf].

BMCN

=

 Trên cạnh AC lấy điểm D sao cho 
[image: image67.wmf].

CDAB

=

 Chứng minh rằng các đường trung trực của AD, BC và MN cùng đi qua một điểm.

20.9. Cho các tam giác ABC vuông tại A, tam giác DBC vuông tại D trong đó A và D cùng thuộc một nửa mặt phẳng bờ BC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AD và BC. Vẽ 
[image: image68.wmf]; .

AEDNDFAN

^^

 
Chứng minh rằng ba đường thẳng AE, DF, MN cùng đi qua một điểm.

20.10. Cho tam giác nhọn ABC, đường cao AD. Trên tia DA lấy điểm H sao cho 
[image: image69.wmf].

DHDB

=

 Trên tia DC lấy điểm K sao cho 
[image: image70.wmf].

DKDA

=

 
Chứng minh rằng 
[image: image71.wmf].
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20.11. Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên cạnh AB lấy điểm H, trên cạnh BC lấy điểm D sao cho 
[image: image72.wmf]·
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 Đường thẳng DH cắt đường thẳng AC tại O.
Chứng minh rằng hai đường thẳng OB và CH vuông góc với nhau.

20.12. Cho tam giác nhọn 
[image: image73.wmf]µ

, 60.

ABCA
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 Hai đường cao BE, CF cắt nhau tại H. Đường trung trực của HB cắt AB tại M, đường trung trực của HC cắt AC tại N. Chứng minh rằng ba điểm M, H, N thẳng hàng.

20.13. Cho tam giác nhọn ABC. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác và H là trực tâm của tam giác.

Chứng minh rằng 
[image: image74.wmf]·

·
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BOCBHC
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• Tam giác cân

20.14. Cho tam giác ABC, đường phân giác AD. Một đường thẳng song song với AD cắt các đường thẳng AB và AC lần lượt tại E và F.
Chứng minh rằng đường trung trực của EF luôn đi qua một điểm cố định.

20.15. Cho tam giác nhọn ABC, đường cao AH, đường trung tuyến BM và đường phân giác CD cắt nhau tại ba điểm phân biệt E, F, G.
Hỏi tam giác EFG có thể là tam giác đều không?

Hướng dẫn giải
20.1. (h.20.7)
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Điểm D nằm trên đường trung trực của AB nên 
[image: image75.wmf].

DADB

=

 
Suy ra 
[image: image76.wmf]DAB
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 cân, do đó 
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Chứng minh tương tự, ta được 
[image: image78.wmf]µ
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Ta có 
[image: image79.wmf]µ
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Mặt khác, 
[image: image80.wmf]µ
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 nên 
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Suy ra 
[image: image82.wmf]·

·
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BACBAC
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20.2. (h.20.8)

Vẽ tia phân giác của góc B, góc C, chúng cắt nhau tại điểm O ở trong tam giác ABC. Đó là một điểm cố định.
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Trên cạnh BC lấy một điểm M sao cho 
[image: image83.wmf],

BMBD

=

 khi đó 
[image: image84.wmf].
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  (2) 
Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image87.wmf].
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Điểm O cách đều hai đầu đoạn thẳng DE nên O nằm trên đường trung trực của DE. Nói cách khác, đường trung trực của DE luôn đi qua một điểm cố định là điểm O.
20.3. (h.20.9)

[image: image219.png]


Tam giác ABC vuông tại A, tam giác OBC vuông ở O có AM, OM là các đường trung tuyến ứng với cạnh huyền nên 
[image: image88.wmf]1
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MAMOBC
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Điểm M cách đều hai đầu đoạn thẳng OA cố định nên M nằm trên đường trung trực của OA. Do đó M nằm trên một đường thẳng cố định.

20.4. (h.20.10)

[image: image220.png]C
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Vì AB, AC là đường trung trực của MD, ME nên 
[image: image89.wmf]ADAM

=

 và 
[image: image90.wmf].
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[image: image91.wmf]AMD
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 và 
[image: image92.wmf]AME
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 cân tại A, suy ra
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Do đó 
[image: image94.wmf]·
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Ta có 
[image: image95.wmf]·
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[image: image96.wmf]µ
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Suy ra ba điểm D, A, E thẳng hàng và 
[image: image97.wmf]2.
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DE ngắn nhất 
[image: image98.wmf]AM

Û

 ngắn nhất 
[image: image99.wmf].

AMBC

Û^

 
Vậy khi M là hình chiếu của A trên BC thì DE ngắn nhất hay khi AM là đường cao xuất phát từ đỉnh A của 
[image: image100.wmf]ABC

D

 thì DE ngắn nhất.

[image: image221.png]2K
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20.5. (h.20.11)

a) Theo tính chất đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông ta có 
[image: image101.wmf]11
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Vậy 
[image: image102.wmf].
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Điểm O cách đều hai đầu đoạn thẳng AH nên O di động trên đường trung trực xy của AH. Vì AH cố định nên xy cố định.

b) Ta có 
[image: image103.wmf]MNOMONOAOH
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[image: image104.wmf]AH
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  (bất đẳng thức tam giác mở rộng) Dấu 
[image: image105.wmf]""
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  xảy ra


[image: image106.wmf]O

Û

 nằm giữa A và H và 
[image: image107.wmf]OAOHO
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 là trung điểm của AH
MO là đường trung tuyến ứng

với AH của 
[image: image108.wmf]AMH

D

 và 
[image: image109.wmf]1
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[image: image110.wmf];.

HMABHNAC

Û^^

 
Vậy MN có độ dài nhỏ nhất là bằng AH khi M và N lần lượt là hình chiếu của H trên AB, AC (hình 20.12).

20.6. (h.20.13)
[image: image111.png]Hinh 20.13




Trên tia Oy lấy điểm A sao cho 
[image: image112.wmf].

OAa
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 Vì 
[image: image113.wmf]OMONa
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 nên 
[image: image114.wmf].

OMNA

=

 Vẽ đường phân giác Ot của góc xOy và vẽ đường trung trực của OA chúng cắt nhau tại K. Ta phải chứng minh K là một điểm cố định và đường trung trực của MN đi qua K.

Ta có OA trên tia Oy mà 
[image: image115.wmf]OAa

=

 không đổi nên A là một điểm cố định, do đó đường trung trực của OA cũng cố định. Tia Ot là tia phân giác của góc xOy nên Ot cũng cố định. Điểm K là giao điểm của hai đường thẳng cố định nên K cố định.

Điểm K nằm trên đường trung trực của OA nên 
[image: image116.wmf],
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 do đó 
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 cân 
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 Mặt khác, 
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 và 
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 Do đó 
[image: image125.wmf]KMOKNA

D=D

 

[image: image126.wmf].
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Vậy K nằm trên đường trung trực của MN, nói cách khác, đường trung trực của MN đi qua điểm cố định là điểm K.
20.7. (h.20.14)

( Tìm cách giải
[image: image223.png]X



Giả sử đã xác định được điểm 
[image: image127.wmf],
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 điểm 
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 sao cho 
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Ta có 
[image: image130.wmf]MBN
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 cân tại M nên 
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 cân tại N nên 
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Xét 
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 có 
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 là góc ngoài nên 
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Suy ra 
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Do đó xác định được điểm M rồi điểm N.

( Cách xác định điểm M, điểm N
- Ở trong góc C, vẽ tia Cx sao cho 
[image: image138.wmf]·
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BCxB
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 Tia Cx cắt cạnh AB tại M.
- Vẽ đường trung trực của MC cắt cạnh BC tại N. Khi đó ta có 
[image: image139.wmf].
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• Chứng minh
Điểm N nằm trên đường trung trực của MC nên 
[image: image140.wmf].
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 cân tại 
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 Do đó 
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Suy ra 
[image: image144.wmf]D

MBN là tam giác cân 
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MB=MN. (2)

Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image146.wmf].
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20.8. (h.20.15)

Vẽ các đường trung trực của AD và BC, chúng cắt nhau tại O. Điểm O nằm trên đường trung trực của AD nên 
[image: image147.wmf].

OAOD
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Điểm O nằm trên đường trung trực của BC nên 
[image: image148.wmf].
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Ta có 
[image: image149.wmf]OBAOCD
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Suy ra 
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Do đó 
[image: image151.wmf]OBMOCN
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[image: image152.wmf].
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 Điểm O cách đều hai đầu đoạn thẳng MN nên O nằm trên đường trung trực của MN.

Vậy ba đường trung trực của AD, BC và MN cùng đi qua điểm O.
20.9. (h.20.16)
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Xét 
[image: image153.wmf]ABC
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 vuông tại 
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ADBC
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 vuông tại D có AN và DN là các đường trung tuyến ứng với cạnh huyền BC nên 
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Suy ra 
[image: image156.wmf]NAD
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 cân tại N, do đó đường trung tuyến NM cũng là đường cao.

Ba đường thẳng AE, DF, MN là ba đường cao của 
[image: image157.wmf]D

NAD nên chúng cùng đi qua một điểm.
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20.10. (h.20.17)

Gọi E là giao điểm của BH và AK. 
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 vuông cân tại D nên 
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 Xét 
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 có 
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suy ra 
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 do đó 
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Xét 
[image: image166.wmf]ABK

D

 có AD và BE là hai đường cao cắt nhau tại H
Suy ra HK là đường cao thứ ba, do đó 
[image: image167.wmf]KHAB
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20.11. (h.20.18)

Ta có 
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và 
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 (kề bù). (2) 
Từ (1) và (2), suy ra 
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·

.

ACDBHD

=

 
Xét 
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 vuông tại A có 
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Do đó 
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 Suy ra 
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 Vậy 
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Xét 
[image: image176.wmf]OBC
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 có OD và BA là hai đường cao cắt nhau tại H, suy ra CH là đường cao thứ ba. Do đó 
[image: image177.wmf].
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20.12. (h.20.19)
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Hai góc BAC và BHC là hai góc có cạnh tương ứng vuông góc, một góc nhọn, một góc tù nên chúng bù nhau:
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Điểm M nằm trên đường trung trực của HB nên 
[image: image179.wmf].
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Do đó 
[image: image180.wmf]MHB
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 cân tại 
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Chứng minh tương tự ta được 
[image: image182.wmf]·
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Vậy 
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Suy ra 
[image: image184.wmf]·
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 do đó ba điểm M, H, N thẳng hàng.

20.13. (h.20.20)

Vì 
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 nhọn nên O và H nằm trong tam giác. 

Điểm O cách đều ba đỉnh của 
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 nên 
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do đó 
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 cân tại O. 
Suy ra 
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Do đó 
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Điểm H là trực tâm của 
[image: image192.wmf]ABC
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 nên 
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Hai góc BAC và BHC là hai góc có cạnh tương ứng vuông góc, một góc nhọn, một góc tù nên 
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 do đó 
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Vậy 
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20.14. (h.20.21)

Ta có 
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Mặt khác, 
[image: image199.wmf]µ

µ

12

AA

=

 nên 
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Suy ra 
[image: image201.wmf]AEF

D

 cân tại A.
Trong tam giác cân, đường trung trực của cạnh đáy đồng thời là đường phân giác của góc ở đỉnh nên đường trung trực d của EF đi qua đỉnh A. Đó là một điểm cố định.

20.15. (h.20.22)

Giả sử 
[image: image202.wmf]EFG
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 là tam giác đều, suy ra 
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Ta còn có 
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Do đó 
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 Suy ra 
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Xét 
[image: image208.wmf]ABC

D

 có đường trung tuyến BM đồng thời là đường cao nên 
[image: image209.wmf]ABC
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 cân.

Mặt khác, 
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 nên 
[image: image211.wmf]ABC
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 là tam giác đều.
Do đó ba đường AH, BM, CD phải đồng quy, tức là ba điểm E, F, G trùng nhau, trái giả thiết. Vậy 
[image: image212.wmf]EFG
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 không thể là tam giác đều.
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