Chuyên đề toán học: Sử dụng pp đồ thị để giải hệ phương trình.                               

MỤC LỤC
MỤC LỤC-------------------------------------------------------------------------------------------------1 
PHẦN MỞ ĐẦU------------------------------------------------------------------------------------------2
I. Cơ sở xuất phát-----------------------------------------------------------------------------------3
II. Sự tương giao giữa đường thẳng- đường cong--------------------------------------------4
1. Đường thẳng – đường thẳng-----------------------------------------------------------------4
2. Đường thẳng – đường tròn-------------------------------------------------------------------5
3. Đường thẳng – đường Conic----------------------------------------------------------------17
4. Đường thẳng – đường bậc cao--------------------------------------------------------------20 
III. Mở rộng vấn đề-------------------------------------------------------------------------------24
KẾT LUẬN CHUNG------------------------------------------------------------------------------------26
TÀI LIỆU THAM KHẢO------------------------------------------------------------------------------27
LỜI MỞ ĐẦU

         Sử dụng đồ thị để giải hệ phương trình là một trong những phương pháp hay. Cơ sở của phương pháp này là sử dụng trực quan sinh động của hình học để nhận biết tương quan của phép toán giao của hai tập giá trị của hệ hàm
                                                    
[image: image504.emf]f(x)=(x-1)*(x-1)+2

f(x)=(x-1)*(x-1) +1
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         Do thời gian có hạn tôi chỉ tìm hiểu hệ có dạng
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          Với y = f(x) là phương trình của đường thẳng và y = g(x) là phương trình của đường cong.

          Sử dụng phương pháp đồ thị sẽ giúp học sinh rèn luyện kỹ năng vẽ đồ thị, hình dung được hướng giải và biện luận số nghiệm của hệ. Một số bài toán nếu biết dùng phương pháp này sẽ tìm được nghiệm nhanh chóng hơn các phương pháp khác.

                                                    Cuốn chuyên đề gồm ba mục:     
I. Cơ sở xuất phát.

II. Sự tương giao đường thẳng – đường cong.

                                                    1. Đường thẳng – đường thẳng.

                                                    2. Đường thẳng – đường tròn.

                                                    3. Đường thẳng – đường conic.

                                                    4. Đường thẳng – đường bậc cao.

III. Mở rộng vấn đề.

          Rất mong nhận được ý kiến đóng góp của quý thầy cô để hoàn thiện thêm cho phương pháp này.
                                                                                        Thực hiện: Bùi Mạnh Khôi                    
I. Cơ sở xuất phát:
Bài toán:  Giải hệ phương trình sau

            [image: image5.png]{ax+ by=c
a'x +b'y




   , Điều kiện:  [image: image6.png]a*+b*#0,a”+b"* 0.




Nhận xét: Phương trình (1) và (2) chính là phương trình của đường thẳng (d1) và (d2).
[image: image7.emf]f(x)=x+1

f(x)=x+3

Tập hợp 1
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          [image: image8.emf]f(x)=x+1

f(x)=3x+4
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       [image: image9.emf]f(x)=x
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                       ♣ Nếu (d1)//(d2) thì d1 
[image: image10.wmf]Ç

 d2 = 
[image: image11.wmf]Æ

 
[image: image12.wmf]Þ

 hệ phương trình vô nghiệm. 
                       ♣ Nếu (d1) cắt (d2) thì hệ có nghiệm duy nhất .             
                       ♣ Nếu (d1) trùng (d2) thì hệ vô số nghiệm. 
Trên cơ sở đó, chúng ta có thể phát triển cho bài toán
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                                             (1) là đường thẳng                           

                                             (2) là đường cong
hoặc
[image: image483.emf]f(x)=X+2

f(x)=X-2

f(x)=-X+2

f(x)=-X-2

f(x)=1

x(t)=1 , y(t)=T
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Y=-X-2Y=1



X=1ABC



DO(1,1)

                                             (1) là đường cong                          

                                             (2) là đường cong

với dạng bài tập giải hệ phương trình hoặc giải và biện luận hệ phương trình. 
Phương pháp chung giải bài toán bằng đồ thị:
Bước 1: Chuyển bài toán về dạng
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Bước 2: Vận dụng các kiến thức về vị trí tương đối của đồ thị (C1), (C2) ta tìm được nghiệm của bài toán hay tìm được giá trị tham số thỏa mãn yêu cầu bài toán đặt ra.
· Các phương pháp sử dụng để giải và biện luận hệ phương trình:
· Sử dụng tiếp tuyến( đường thẳng- đường cong bất kì ).

· Sử dụng tiệm cận (hypebol)

II. Sự tương giao giữa đường thẳng và đường cong:
1. Sự tương giao giữa đường thẳng và đường thẳng:
Ví dụ: Giải và biện luận hệ phương trình sau: 
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Giải:

Ta có 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]ï
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Gọi (d1), (d2) lần lượt là các đường thẳng có phương trình x = m và y = m.
   |x| + |y| = 2 
[image: image19.wmf]Û
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[image: image484.emf]f(x)=-x+3

x(t)=2+sin(t) , y(t)=cos(t)

-10-8-6-4-2246810

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y


Nhận xét:
                ♥ |x| + |y| =  2 là tập các điểm nằm trên 
hình vuông ABCD. 

♥ (d1), (d2) và các cạnh hình vuông
 ABCD dồng quy 
[image: image22.wmf]Û

 m=±1.
♥ (d1) qua A thì  (d2) qua B.
♥ (d1) qua C thì (d2) qua D.
Vậy:      ♣ Nếu |m| > 2 hệ vô nghiệm. 
         ♣ Nếu |m| = 2 hệ có 2 nghiệm phân biệt.
         ♣ Nếu |m| = 1 hệ có 3 nghiệm phân biệt.          

         ♣ Nếu |m| < 2, |m| ≠ 1 thì hệ có 4 nghiệm phân biệt. 

♠[image: image485.emf]f(x)=x+2sqrt(2)+1

f(x)=x-2sqrt(2)+1

x(t)=-1+2sin(t) , y(t)=2cos(t)
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 Bài tập tự giải: 
1. Giải và biện luận hệ phương trình  
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2. Tìm m để hệ vô nghiệm                  
[image: image24.wmf]î
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Chú ý: Chúng ta có thể biện luận bằng định thức.
2. Sự tương giao giữa đường thẳng và đường tròn:
2.1 Đường thẳng cố định và đường tròn cố định:
Ví dụ: 
Giải hệ phương trình sau: 
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 (I).
Giải:

Ta có:                                                                                                                                                            

       (I) 
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Ta thấy :  
                   ♥ (1) là đường tròn (C) tâm I(2,0), bán kính R=1.
                   ♥ (2) là đường thẳng  (d): x+y=3.

                                              ♥ Nghiệm của hệ phương trình là giao điểm của (C) và (d).
[image: image486.emf]f(x)=2/sqrt(3)-(2-2/sqrt(3))*x

f(x)=-2/sqrt(3)-(2+2/sqrt(3))*x

x(t)=1+sin(t) , y(t)=-1+cos(t)
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Vì (C) và (d) cắt nhau tại hai điểm: (3,0), (2,1) nên hệ phương trình đã cho có hai nghiệm là:   
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2.2 Đường thẳng thay đổi và đường tròn cố định:
Ví dụ 1: 
              Giải và biện luận hệ phương trình sau: 
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 (I) (Đường thẳng có phương cố định).
Giải:
Ta có: 
          (I) 
[image: image32.wmf]Û
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[image: image34.wmf])
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[image: image487.emf]x(t)=sqrt(2)sin(t) , y(t)=sqrt(2)cos(t)

f(x)=-x+sqrt(2)

f(x)=-x+2
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[image: image488.emf]f(x)=-2*x+3

x(t)=(3+sqrt(5))/2+sin(t) , y(t)=cos(t)

x(t)=(3-sqrt(5))/2+sin(t) , y(t)=cos(t)
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[image: image489.emf]f(x)=2-x

x(t)=sqrt(2)sin(t) , y(t)=sqrt(2)cos(t)

x(t)=2sin(t) , y(t)=2cos(t)

f(x)=2-x

f(x)=2-x

f(x)=2+x

f(x)=-2-x

f(x)=-2+x
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[image: image490.emf]f(x)=-x+2

f(x)=-x-2

x(t)=sqrt(2)sin(t) , y(t)=sqrt(2)cos(t)

x(t)=2sin(t) , y(t)=2cos(t)

x(t)=sin(t) , y(t)=cos(t)
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Ta thấy:    ♥ (1) là họ đường thẳng Am: x + y = m.
[image: image491.emf]f(x)=-x+2

x(t)=2.5sin(t) , y(t)=2.5cos(t)
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       ♥ (2) là đường tròn (C) tâm I(-1,0), 

bán kính R = 2.

                 ♥ Nghiệm của hệ phương trình (II) 

là giao điểm của  Am và (C).
■Hệ phương trình có hai nghiệm
         
[image: image35.wmf]Û

 Am cắt (C) tại hai điểm
         
[image: image36.wmf]Û

 d(I,Am)  <  R  

 [image: image492.emf]f(x)=x*x*x

f(x)=x*x*x

f(x)=x*x*x

f(x)=2x*x*x

f(x)=2*x*x*x

f(x)=x*x*x/3

f(x)=x*x*x/3

f(x)=3

Tập hợp 1

Tập hợp 2
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[image: image493.emf]f(x)=2+sqrt(6)-x

x(t)=sqrt(2*(2+sqrt(6))+1)sin(t) , y(t)=sqrt(2*(2+sqrt(6))+1)cos(t)
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[image: image494.emf]x(t)=2*sin(t) , y(t)=2*sqrt(3)*cos(t)

f(x)=X+4

f(x)=X-4

f(x)=x+1
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y=x-m

[image: image495.emf]x(t)=2*(exp(t)+exp(-t)) , y(t)=3*(exp(t)-exp(-t))/2

x(t)=-2*(exp(t)+exp(-t)) , y(t)=3*(exp(t)-exp(-t))/2

f(x)=X+SQRT(7)

f(x)=X-SQRT(7)
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7xy

[image: image496.emf]x(t)=sin(t) , y(t)=cos(t)

x(t)=sin(t) , y(t)=cos(t)

x(t)=cos(t) , y(t)=sin(t)

Tập hợp 1

Tập hợp 2

Tập hợp 3

f(x)=-x+1

f(x)=-x+1

f(x)=-x+1

f(x)=x-1

f(x)=x-1

f(x)=x+1

f(x)=x+sqrt(2)
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y=x-1
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[image: image497.emf]x(t)=3*(EXP(T)+EXP(-T))/2 , y(t)=3*(EXP(T)-EXP(-T))/2

x(t)=-3*(EXP(T)+EXP(-T))/2 , y(t)=3*(EXP(T)-EXP(-T))/2

f(x)=x+3

f(x)=x-3
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y=x+3y=x-3

         
[image: image39.wmf]Û

 |m + 1| < 2
[image: image40.wmf]2


         
[image: image41.wmf]Û

 m2  + 2m - 7  <  0

         
[image: image42.wmf]Û

 -2
[image: image43.wmf]2

 - 1 < m <  2
[image: image44.wmf]2

.
[image: image498.emf]f(x)=x*x+2*x

f(x)=x*x+2*x

f(x)=x*x-4x+3

f(x)=x*x-4x+3

f(x)=x*x-4x+3

f(x)=x*x-4x+3

f(x)=-x*x+4x-3

f(x)=x*x-4x+3

x(t)=2 , y(t)=T

x(t)=T , y(t)=1

Tập hợp 1

f(x)=1

f(x)=1

f(x)=1/2

Tập hợp 2

Tập hợp 3

Tập hợp 4

Tập hợp 5

Tập hợp 6
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[image: image499.emf]f(x)=x*x*x+3x

f(x)=x*x*x+3x

f(x)=x*x*x-3x

x(t)=-1 , y(t)=t

x(t)=t , y(t)=2

Tập hợp 1

f(x)=-2

x(t)=1 , y(t)=T

f(x)=1

Tập hợp 2
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■Hệ phương trình (II) có một nghiệm 
[image: image45.wmf]Û

 Am tiếp xúc với (C) 

               
[image: image46.wmf]Û

 d(I,Am) = R  

                  
[image: image47.wmf]Û

 m=-2
[image: image48.wmf]2

 - 1 
[image: image49.wmf]Ú

 m=2
[image: image50.wmf]2

 - 1
■Hệ phương trình (II) vô nghiệm 
[image: image51.wmf]Û

 Am 
[image: image52.wmf]Ç

 (C) = 
[image: image53.wmf]Æ

 
[image: image54.wmf]Û

 d(I,Am)  >  R 

               
[image: image55.wmf]Û

 m < -2
[image: image56.wmf]2

-1  
[image: image57.wmf]Ú

  m > 2
[image: image58.wmf]2

-1 

Vậy:       

        ♣ Nếu -2
[image: image59.wmf]2

 - 1 <  m <  2
[image: image60.wmf]2

                : hệ có hai nghiệm.
        ♣ Nếu m = -2
[image: image61.wmf]2

 - 1 
[image: image62.wmf]Ú

 m = 2
[image: image63.wmf]2

-1      : hệ có một nghiệm.
        ♣ Nếu m < -2
[image: image64.wmf]2

 - 1 
[image: image65.wmf]Ú

 m > 2
[image: image66.wmf]2

 - 1    : hệ phương trình vô  nghiệm.
Ví dụ 2: 
    Giải và biện luận hệ phương trình sau: 
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[image: image68.wmf])
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 (Đường thẳng qua điểm cố định). 
Giải:
Ta thấy:   
                 ♥ (1) là họ đường thẳng luôn qua  A(-1,2).
       ♥ (2) là đường tròn (C) tâm  I(1,-1), bán kính R = 1.
       ♥ Nghiệm của hệ phương trình (I) là giao điểm của  Am  và đường tròn (C).
■Hệ phương trình có hai nghiệm 
             
[image: image69.wmf]Û

 Am cắt (C) tại hai điểm
             
[image: image70.wmf]Û

 d(I,Am) < R
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 |1 - 2m| < 
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[image: image75.wmf]Û

 (1 - 2m)2 < m2 - 4m + 5

[image: image500.emf]f(x)=x*x*x/3

y=4x-5.3333

Tập hợp 1

f(x)=x*x*x/3

y=0x+0

f(x)=X*X*X/3

y=4x+5.3333

Tập hợp 2

f(x)=X*X*X/3

y=1x-0.6667
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[image: image76.wmf]Û

 3m2  < 4 
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   m2 < 4/3
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 < m < 
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■Hệ phương trình có một nghiệm 
            
[image: image81.wmf]Û

  Am  và (C) tiếp xúc 
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 m = 
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  m = 
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■Hệ phương trình vô nghiệm               
            
[image: image86.wmf]Û

 Am không cắt (C) 
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  d(I,Am) > R
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 m < 
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  m > 
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Vậy:    
           ♣ Nếu 
[image: image92.wmf]3
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 < m < 
[image: image93.wmf]3
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               : Hệ phương trình có hai nghiệm.          
           ♣ Nếu m = 
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  m = 
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     : Hệ phương trình có một nghiệm.
           ♣ Nếu m < 
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[image: image98.wmf]Ú

  m > 
[image: image99.wmf]3

2

      : Hệ phương trình vô nghiệm. 
Ví dụ 3: 

     Tìm m để hệ sau có nghiệm:  
[image: image100.wmf]ï
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Giải:
Đặt:  u=2x 
[image: image101.wmf]³

 0, v=2y 
[image: image102.wmf]³

 0.
Hệ phương trình đã cho trở thành:  
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[image: image104.wmf])
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 (I) 
Ta có (2):       u + v - uv = 1 - m
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  u + v - 
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 (u + v)2 - 2(u + v) - 2m = 0 (3).
Đặt t = u + v, t > 0 ta được 
               (3) trở thành:  t2 - 2t - 2m = 0  (4)

               (4) có nghiệm 
[image: image108.wmf]Û
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’ 
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  0  
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 1 + 2m 
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  0  
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 m 
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 -1/2.
Khi đó  (4) có nghiệm:   t1,2 =1 
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  u + v = 1 
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[image: image501.emf]f(x)=X*X*X-3*X

y=-3x+0

Tập hợp 1
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Tập hợp 2

f(x)=2

f(x)=-2
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Và hệ (I) trở thành: 
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î

ï

í

ì

+

±

=

+

=

+

m

v

u

v

u

2

1

1

2

2

2

 
[image: image121.wmf])
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Gọi  X1, X2 là tập nghiệm của (5) và (6)
Ta thấy: 
              ♥ X1 là tập điểm thuộc đường tròn
 (C) tâm O(0,0), bán kín R = 2.
              ♥ X2   là tập điểm thuộc hai đường thẳng 
      d1:  u + v = 1 + 
[image: image122.wmf]m
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 và d2 : u + v = 1 - 
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              ♥ d : u+v=
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 đi qua A(
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[image: image127.wmf]a
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■Hệ có nghiệm khi và chỉ khi (d1) hoặc (d2) cắt (C)
 tại góc phần tư thứ nhất
               
[image: image129.wmf]Û
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[image: image131.wmf]Û

 1 - 
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Vậy:     
            ♣ m
[image: image135.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image136.wmf][
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 thỏa điều kiện bài toán.
2.3 Đường thẳng cố định và đường tròn thay đổi:
a. Tâm thay đổi:
Ví dụ: 
Biện luận theo m số nghiệm của hệ phương trình:    (I) 
[image: image137.wmf]ï
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Giải:
Ta có: (I) 
[image: image138.wmf]Û
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Ta thấy:  ♥ (1) là đường thẳng (
[image: image141.wmf]D

): 2x + 3y = 3.
               ♥ (2) là đường tròn tâm I(m/2,0), bán kính R = 1.
               ♥ Khoảng cách: d(I,
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[image: image502.emf]f(x)=x*x+2*x

f(x)=-1
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f(x)=-1
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y=-1m-4

y=m-4

■Hệ (I) có hai nghiệm 
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 d(I,
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 |m - 3| < 
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< m <  3 - 
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■Hệ (I) có một nghiệm
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 d(I,
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) = R 
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 |m - 3| = 
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 m = 3 
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■Hệ (I) vô nghiệm 
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 d(I,
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) > R  
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Vậy:     ♣ Với  3 - 
[image: image171.wmf]5

 < m <  3 - 
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    : hệ có hai nghiệm.
            ♣ Với m = 3 
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[image: image174.wmf]5

                    : hệ có một nghiệm.
            ♣ Với 
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                      : hệ vô nghiệm.
b. Bán kính thay đổi:

Ví dụ: 
Biện luận theo m số nghiệm của hệ:  
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Giải:
 Với m
[image: image178.wmf]£

0 hệ vô nghiệm, do đó chỉ xét với m>0.
Gọi X1 và X2 lần lượt là tập nghiệm của (1) và (2).
Ta thấy: 
              ♥ X1 là tập các điểm trên cạnh hình vuông  ABCD.

              ♥ X2  là tập các điểm trên đường tròn (C) tâm O, bán kính R=
[image: image179.wmf]m

.
              ♥ (C) tiếp xúc với  ABCD 
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 m = 2
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♥ (C) ngoại tiếp hình vuông  ABCD
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Nhận xét: 

              Số nghiệm của hệ phương 

trình là số giao điểm của(C) và các 

cạnh của ABCA.
Vậy:  
            ♣ Với 
[image: image187.wmf]2
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 hệ vô nghiệm.
            ♣ Với 
[image: image188.wmf]4
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 hệ có bốn nghiệm.
            ♣ Với 2 < m < 4 hệ coa tám nghiệm phân biệt.
c. Bán kính thay đổi, tâm thay đổi:
Ví dụ 1: 
Biện luận theo m số nghiệm của hệ phương trình:   (I) 
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Giải:
Ta có:       
               (I) 
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Ta thấy:
               ♥ (1) là đường thẳng  (
[image: image193.wmf]D

): x + y = 4
               ♥ (2) là đường tròn (C), tâm  I(-m/2,-m/2), bán kính R = 
[image: image194.wmf]1
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■Hệ (I) có hai nghiệm
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 d(C,
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) <  R
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 d(C,
[image: image198.wmf]D
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[image: image201.wmf]Û

(m + 4)2  <  2(m2/2 + m + 1)

               
[image: image202.wmf]Û

 m2 + 8m + 6  <  m2 + 2m + 2

               
[image: image203.wmf]Û

 m <  -7/3.

■Hệ phương trình có một nghiệm

               
[image: image204.wmf]Û

 d(I,
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) = R  
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 m = 7/3.
■Hệ ( I ) vô nghiệm 
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 d(I,
[image: image208.wmf]D

) > R 
               
[image: image209.wmf]Û

 m > -7/3.
Vậy:   
           ♣ Với m <  7/3  : hệ có hai nghiệm phân biệt.

            ♣ Với m = 7/3  : hệ có một nghiệm.
            ♣ Với m>7/3    : hệ vô nghiệm.
Ví dụ 2: 
Biện luận theo m số nghiệm của hệ:                (I) 
[image: image210.wmf]ï
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Giải:
Điều kiện: 0 < 2(m + 1) 
[image: image212.wmf]¹
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 -1 < m 
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              (I) 
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[image: image217.wmf])

2

(

)

1

(


Gọi  X1 , X2 lần lượt là tập nghiệm của (1) và (2).
Ta thấy: 
              ♥ X1 là tập các điểm trên đường tròn (C) tâm O(0,0), bán kính R = 
[image: image218.wmf])
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              ♥ X2 là tập các điểm trên hai đường thẳng: d1 : x + y + 2 = 0 vaì d2 : x + y – 2 = 0.
              ♥ Do tính đối xứng nên d(O,d1) = d(O,d2) = 
[image: image219.wmf]2

.

 ■d1 và d2 cùng không cắt (C) 
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 R < 
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 m < 0 
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 hệ vô nghiệm.

 ■d1 và d2 cùng tiếp xúc với (C)

               
[image: image227.wmf]Û

R = 
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[image: image229.wmf]Û

 m = 0   
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 hệ có hai nghiệm phân biệt. 

■d1 và d2 cùng cắt (C) tai j hai điểm phân biệt. 
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 R >  
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 m = 0      
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 hệ có bốn nghiệm phân biệt. 
2.4 Đường thẳng thay đổi,đường tròn thay đổi:

Ví dụ 1: 

Biện luận số nghiệnm của hệ theo a 
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                                                     Giải: 
Ta thấy:

               ♥ (1) là đường thẳng  (
[image: image237.wmf]D

) : x + y = 2a  - 1.
               ♥ (2) là đường tròn (C) tâm I(0,0), bán kính R = 
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■Hệ có hai nghiệm phân biệt
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 (2 - 1)2  < 2(a2 + 2 + 3)
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■Hệ có một nghiệm 
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 d(I,
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■Hệ vô nghiệm
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Ví dụ 2: 
Tìm a để hệ sau có nghiệm duy nhất 
[image: image257.wmf]ï
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Giải:
Điều kiện: 
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Ta có: (I) 
[image: image262.wmf]Û
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 (II) 
Đặt:  
[image: image264.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

=

-

³

=

+

0

1

0

1

v

y

u

x


Hệ đã cho trở thành: 
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 ( điều kiện a 
[image: image267.wmf]³

 -1/2).
Gọi X, Y là tập nghiệm của (1’) vàv (2’).

Ta thấy:

        ♥ X là tập hợp điểm trên đường thẳng d: u + v – a = 0.
       ♥ Y là tập hợp điểm trên đường tròn (C) tâm O(0,0), bán kính R = 
[image: image268.wmf]1
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■Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 
 (C) tiếp xúc với (d).

               
[image: image269.wmf]Û

 d(O,
[image: image270.wmf]D

) = R 
               
[image: image271.wmf]Û
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[image: image274.wmf]Û

 a2 – 4a  - 2 = 0 
               
[image: image275.wmf]Û
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         ♣ Với điều kiện  a
[image: image277.wmf]³

-1/2, ta chỉ lấy nghiệm a=2+
[image: image278.wmf]6

.
2.5 Chuyển từ phương trình về hệ phương trình:
Ví dụ: 
Biện luận theo m số nghiệm của phương trình:
[image: image279.wmf]2
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= x - m (1).

Giải:

Điều kiện: 1 - x2 
[image: image280.wmf]³

 0 
[image: image281.wmf]Û

|x| 
[image: image282.wmf]£

 1.

Đặt  y = 
[image: image283.wmf]2
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Khi đó phương trình chuyển thành hệ: 
[image: image285.wmf]î
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Ta thấy:  
               ♥ (2) là phần nửa đường tròn đơn vị (C) có tâm O(0,0) phía trên trục hoành, bán kính R=1.

               ♥ (3) là phương trình đường thẳng (d) song song với đường phân giác góc phần tư thứ nhất  x – y = 0.

Tìm vị trí tới hạn cho (d):

               + A(0,1) 
[image: image287.wmf]Î

 (d)  
[image: image288.wmf]Û

 m = 1.     

               + B(-1,0) 
[image: image289.wmf]Î

 (d) 
[image: image290.wmf]Û

 m = -1.                                                                                                                                                                              

               +(d) tiếp xúc với phần trên của đường tròn (C) thì d(O,(d)) = R   
[image: image291.wmf]Û

 m = 
[image: image292.wmf]2
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Vậy:    
♣  Với m < -
[image: image293.wmf]2

 hoặc m > 1 thì (C) không cắt (d) hay (1) vô nghiệm.
♣  Với m = -
[image: image294.wmf]2

 hoặc |m| < 1 thì (C) giao (d) tại A hay (1) có nghiệm duy nhất.                                                                 ♣  Với -
[image: image295.wmf]2

 < m 
[image: image296.wmf]£

 -1 thì (C) cắt (d) tại A và B hay (1) có hai nghiệm phân biệt.
♠ Bài tập tự giải:
1. Cho các hệ phương trình: 
      a.
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      c.
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Xác định các giá trị của a (m) để hệ có nghiệm duy nhất. 
2. Cho hệ:  
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a. Tìm a để hệ có hai nghiệm phân biệt. 
b. Chứng minh rằng: (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2 
[image: image302.wmf]£

 1 với (x1,y1), (x2,y2) là nghiệm của hệ đã cho. 
3. Giải và biện luận các hệ phương trình, phương trình sau theo tham sốm. 
      a.
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      c.
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      e. 
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      e. 
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3. Sự tương giao giữa đường thẳng và Conic:
3.1Đường thẳng và  Hyperbol:
Ví dụ 1: 
Tìm m để hệ sau có nghiệm duy nhất: 
[image: image310.wmf]î
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Giải:

Ta có: 
(I) 
[image: image311.wmf]Û
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Ta thấy: 
              ♥ (1) là phương trình của Hyperbol (H).

              ♥ (2) là phương trình của đường thẳng. 

■Hệ có nghiệm duy nhất

               
[image: image314.wmf]Û

 (H) tiếp xúc với (d)
               
[image: image315.wmf]Û

 m2 = 16 - 9 
               
[image: image316.wmf]Û

 m = 
[image: image317.wmf]7
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Ví dụ 2: 

Biện luận theo m số nghiệm của 

phương trình: 
[image: image318.wmf]9
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=x-m (1).
                                       Giải:
Đặt  y = 
[image: image319.wmf]9
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[image: image320.wmf]³

 0.
Khi đó phương trình chuyển thành hệ:               
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Ta thấy:

               ♥ (2) là phương trình của Hyperbol có tâm là gốc O.

               ♥ (3) là phương trình đường thẳng (d) song song với phân giác góc phần tư thứ nhất x – y = 0 và cũng chính là tiệm cận của (H). 

Ta tìm hai vị trí tới hạn cho (d) là: 
              + A(3,0) 
[image: image322.wmf]Î

 (d)  
[image: image323.wmf]Û

 m = 3.

              + B(-3,0) 
[image: image324.wmf]Î

 (d) 
[image: image325.wmf]Û

 m = -3.
Vậy:     
              ♣ Với -3 < m 
[image: image326.wmf]£

0 hoặc m > 3 thì (H) 
[image: image327.wmf]Ç

 (d) = 
[image: image328.wmf]Æ

 
[image: image329.wmf]Û

 (1) vô nghiện. 
              ♣  Với m 
[image: image330.wmf]£

 -3 hoặc 0 < m 
[image: image331.wmf]£

3 thì  (H) 
[image: image332.wmf]Ç

 (d) tại một điểm 
[image: image333.wmf]Û

 (1) có nghiệm duy nhất. 
3.1 sự tương giao giữa đường thẳng và Elip:
Ví dụ:
 Biện luận theo m số nghiệm của phương trình:
[image: image334.wmf]2
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                Giải:
Đặt:  y = 
[image: image335.wmf]2
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 0.  
Khi đó phương trình chuyển thành hệ:
 
[image: image337.wmf]
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[image: image340.wmf]³
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Ta thấy: 

               ♥ (2) là phương trình elip (E)

 có tâm là gốc O. 
               ♥ (3) là phương trình đường 

thẳng (d) song song với đường phân giác góc phần tư thứi nhất  x – y = 0.
Ta tìm hai vị trí tới hạn của (d) là:

               + A(2,0) 
[image: image341.wmf]Î

 (d)  
[image: image342.wmf]Û

 m = 2. 
               + B(-2,0) 
[image: image343.wmf]Î

 (d) 
[image: image344.wmf]Û

 m = -2.

               + (d) tiếp xúc với nửa trên của elip (E) 
[image: image345.wmf]Û

 A2a2 + B2b2 = C2
               
[image: image346.wmf]Þ

 m2 = 16 
               
[image: image347.wmf]Þ
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Chỉ lấy giá trị m = -4.
Vậy:

            ♣ Với m < -4 hoặc m > 2 thì (d) không cắt (E) nên phương trình vô nghiệm.

            ♣ Với m = -4 thì (d) giao (E) tại A nên phương trình có nghiệm đuy nhất.

            ♣ Với -4 < m < -2 thì (E) cắt (d) tại hai điểm nên phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Chú ý: 
            * Phương pháp trên được mở rộng cho trường hợp elip có tâm khác O.

             * Có thể sử dụng phép biến đổi đặt  y
[image: image349.wmf]3
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♠ Bài tập tự giải:
Biện luận theo m số nghiệm của các phương trình sau:

           a. 
[image: image352.wmf]2
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           b. 
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           c. 
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3.3 Sự tương giao của đường thẳng và Parabol:
Ví dụ 1: 

Biện luận theo m số nghiệm của phương trình:  
                                                    Giải: 
Đặt:  y =  x2 + 2x . Khi đó phương trình được 

chuyển về hệ: 
[image: image355.wmf]î
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Ta thấy:

              ♥ (2) là phương trình parabol 

 (P) đỉnh A(-1,1). 

              ♥ (3) là phương trình đường 

thẳng (d) song song với Ox.

+(d) 
[image: image357.wmf]Ç

 (P) = 
[image: image358.wmf]{

}

A

 
                
[image: image359.wmf]Û

 m – 4 = -1
                
[image: image360.wmf]Û

 m = 3.
+ (d) 
[image: image361.wmf]Ç

 (P) = 
[image: image362.wmf]Æ

 
                
[image: image363.wmf]Û

 m – 4 < -1
                
[image: image364.wmf]Û

 m < 3.

+ (d)
[image: image365.wmf]Ç

(P) tại hai điểm 
                
[image: image366.wmf]Û

 m – 4 > -1
                
[image: image367.wmf]Û

 m > 1.

Vậy:

            ♣ Với m < 3: phương trình vô nghiệm.
            ♣ Với m = 3: phương trình có nghiệm kép x = -1.

            ♣ Với m > 3 phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Ví dụ 2: Với giá trị nào của m thì phương trình sau có bốn nghiệm phân biệt? 
    (1/5)|x2-4x+3|  = m4 - m2 + 1 (1).
HD: (1) 
[image: image368.wmf]Û

 |x2 - 4x + 3| =  log1/5(m4 - m2 + 1)
         
           [image: image369.png]y=|x"—4x+3|
=loga(m* —m* +1)
B




Muốn phương trình có bốn nghiệm phân biệt

thì đường thẳng y = a phải nằm trong băng

tạo bởi hai đường thảng y = 0 và y = 1.

           
[image: image370.wmf]Û
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[image: image372.wmf]Û
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4.   Sự tương giao của đường thẳng và đường bậc cao:
4.1Với đường bậc ba: 
Bài toán:
Biện luận số nghiệm của hệ sau:      [image: image375.png]{y:ax’+bxz+cx+d(a>ﬂ)

v = a(m)x + b(m) ®





Giải:

+ a(m) = 0,
 (I) trở thành [image: image377.png][y =ax’+bx*+cx+d (C)
{y:b(no (@)



       (II)
Trường hợp 1: C không có cực trị, 
(d) luôn cắt C tại duy nhất một điểm,
 nên (II) luôn có nghiệm duy nhất với mọi b(m).

Trường hợp 2: C có 2 cực trị.


· [image: image379.png]b(m) > yep
b(m) <y



           (II) có nghiệm duy nhất.

· [image: image381.png]


           (II) có 2 nghiệm, 
· trong đó có một nghiệm kép.

· [image: image383.png]Ver < b(m) < yqp



  (II) có 3

·  nghiệm phân biệt.
+ a(m) [image: image385.png]=0



, 
(I) trở thành   [image: image387.png]{y:ax’+bxz+cx+d ©
v =a(m)x + b(m) (d,)



(III)

Giả sử [image: image389.png]


 qua điểm M cố định.

Trường hợp 1: C không có cực trị.
a. M[image: image391.png]


 C, thì qua M có duy nhất 
b. một tiếp tuyến của C là T có hệ số góc [image: image393.png]


.

· a(m) > [image: image395.png]


 thì (III) có 3 nghiệm phân biệt.

· a(m) = [image: image397.png]


 thì (III) có 2 nghiệm, trong đó 
· ó một nghiệm kép.

· a(m) < [image: image399.png]


 thì (III) có 1 nghiệm duy nhất.
c. M[image: image401.png]


 C\[image: image403.png]{uy



, thì qua M có 2 tiếp tuyến của
C là d1 và d2 lần lượt có hệ số góc [image: image405.png]ky =k,



.
· [image: image407.png]{u (m) >k,

la(m) = k,



 thì (III) có 3 nghiệm phân biệt.

· [image: image409.png]


 thì (III) có 2 nghiệm, trong đó có một nghiệm kép.

· [image: image411.png]


 < [image: image413.png]


 thì (III) có 1 nghiệm duy nhất.
d. M[image: image415.png]


 C, thì qua M có 1 tiếp tuyến của C là T.
· a(m) > [image: image417.png]


 thì (III) có 3 nghiệm phân biệt.

· a(m) [image: image419.png]


 [image: image421.png]


 thì (III) có 1 nghiệm.

Trường hợp 2: C có 2 cực trị.
a. M [image: image423.png]


 V(I), thì qua M có 3 tiếp tuyến của C.

b. V(I), thì qua M có 3 tiếp tuyến của C.

c. M [image: image425.png]


 V(II), thì qua M có 1 tiếp tuyến của C.

d. M  [image: image427.png]


 [image: image429.png]


, [image: image431.png]Xy = Xy



, thì qua M có 2 tiếp tuyến.

e. M [image: image433.png]


 C\[image: image435.png]{uy



, thì qua M có 2 tiếp tuyến của C.

f. M [image: image437.png]


 U, thì qua M có 1 tiếp tuyến của C.
      Tùy theo số tiếp tuyến mà ta sẽ biện luận 
số nghiệm của (III) theo điều kiện của a(m).


4.2 Với đường bậc bốn: 

Bài toán: 
Giải biện luận hệ phương trình sau theo m (I) [image: image439.png]y=ax*+bx*+cx*+dx+e (C)
{7 =a(m)x+b(m) (d,,)



   
Điều kiện: a [image: image441.png]=0



, [image: image443.png]


 qua điểm M cố định.

Giải:

a. a(m) = const, thì (I) biện luận  được theo m khi

    y’ = [image: image445.png]4ax® +3bx% +2cx +d



 = 0

nhẩm được 1 nghiệm.
Ví dụ: 
Biện luận số nghiệm của phương trình

[image: image447.png]8x3+22x2—24x+m =0



 (1) 
Hướng dẫn:
Chuyển (1) về hệ phương trình sau

[image: image449.png]{y:x‘78x3+22x2724x((f)

y=m (,)



 (I) 


Do đó:
m > -2: hệ có 2 nghiệm.

m = 2: hệ có 3 nghiệm.

[image: image451.png]—2>m>-2
3



 : hệ có 4 nghiệm.

m = - 9/4:            hệ có 3 nghiệm.

m <  -9/4:            hệ vô nghiệm.

b. a(m) [image: image453.png]=0



, thì chỉ xét (C) là đồ thị của hàm trùng phương bằng cách dùng tiếp tuyến. Để dựng được tiếp tuyến qua M thì điểm M khi ra đề phải chọn thích hợp như nằm trên một tiếp tuyến tuyến cố định có hoành độ tiếp điểm nguyên. Đây cũng là điều kiện trong trường hợp C là đồ thị của hàm bậc ba hay hàm bậc cao khác
III Mở rộng vấn đề:

♦Về phương pháp:
*Khoảng cách:

☻Họ đường tròn:  C(m): [image: image455.png](x—a(m)?+ (y — b(m))? = (R(m))?



.

+Đặc trưng:

a. Tâm I(a(m),b(m)).

b.  Bán kính |R(m)|.

c. Qua 2 điểm cố định. 

* Tiếp tuyến:

Xét bái toán biện luận số nghiệm của hệ

[image: image456.png]L, y=r
— a(m)x + b(m)




với f(x) là các hàm đã học trong chương trình phổ thong như: hàm bậc nhất, hàm bậc hai, hàm bậc ba, hàm bậc bốn , phương trình Hyperbol, Elip, đường tròn ( những trường hợp này đã khảo sát trong tiểu luận), phương trình căn thức, mũ, logarit, lượng giác, phân tuyến tính( bậc nhất trên bậc nhất và bậc hai trên bậc hai).

*Tiệm cận:

☻Họ Hyherbol:     [image: image458.png](x—a(m))?  (y—blm))*

Ao me0e = L @Em)



.

+Đặc trưng:

a. Tiệm cận: [image: image460.png]



b. Qua hai điểm cố định.

☻Parabol tiệm cận: Mở rộng ví dụ sau đồ thi của C: [image: image462.png]


 tiệm cận với Parabol

P: y = [image: image464.png]


 khi x[image: image466.png]


.

*Điều kiện tiếp xúc của đường thẳng và conic.

                 ♦ Về đặc điểm đồ thi.:

*Parabol:   y =[image: image468.png]a (m)x?+ b(m)x + ¢ (Pm).




+Đặc trưng:

a. Đỉnh I([image: image470.png]— | A,
Za(m)’  sa(m)



.

b. Hệ số bậc nhất:

      c.  Qua 2 điểm cố định.

*Biến đổi đồ thị:

☻ Các phép tịnh tiến, đối xứng.
☻Cách ghép đồ thị: 
f(x) = [image: image472.png]Lf,(x)néuxz a(Cy)
A

(x) néux < a(C,)



.

☻Cách dùng trị tuyệt đối:

· [image: image474.png]bac hat

béc hai




· [image: image476.png]



· [image: image478.png]|bdc hai|
béc hai




· [image: image480.png]bac hat
béc hail




· [image: image482.png]bac hat

lyl=1

béc hai





KẾT LUẬN CHUNG
♦ Phương pháp:

· Biện luận theo các vị trí tới hạn( tiếp tuyến, tiệm cận, điều kiện tiếp xúc).

· Sử dụng các đặc trưng của đồ thị (hệ số góc, tâm, qua điểm cố định,..)

♦ Cách ra đề:

· Đủ điều kiện để xác định các vị trí tới hạn của đồ thị xác định.

· Một yếu tố của đồ thị hàm chứa tham số chưa xác định.
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