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HH9-CHUYÊN ĐỀ 10. CÁC BÀI TOÁN HÌNH CHỌN LỌC THƯỜNG GẶP TRONG ĐỀ HSG VÀ CHUYÊN TOÁN

Bài 1. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2006)
Cho đường tròn (O;R) có đường kính AB, C là trung điểm của OA và dây 
[image: image2476.png]


 tại C.  Gọi K là điểm tùy ý trên cung nhỏ BM, H là giao điểm của AK, MN.
a. Chứng minh: BCHK là tứ giác nội tiếp.

b. Tính AH.AK theo R.
c. Xác định vị trí K để KM + KN + KB lớn nhất. Tính GTLN đó.

Giải

	a. Do K nằm trên 
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Lại có 
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 (giả thiết) suy ra 
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 nên tứ giác BCHK nội tiếp.

(Tổng hai góc đối bằng 
[image: image5.wmf]180
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b. Ta có 
[image: image6.wmf](.)
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c. Đây là một câu hỏi khá hay. Nếu bạn nào biết định lý Ptolemy hoặc định lý Shooten thì bài toán được giải quyết.

Cách tiếp cận thứ nhất:
Nhận thấy tam giác BMN cân tại B và tam giác AMO đều (do AMO cân tại O và tại M) suy ra tam giác BMN đều nên 
[image: image9.wmf]·
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 Trên dây KN lấy điểm P sao cho KP = KB thì tam giác KPB đều. Xét tam giác MKB và NPB ta có: 
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 suy ra 
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Vậy 
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Dễ thấy 
[image: image14.wmf]2
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 nên 
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 dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi K, O, N thẳng hàng.

Từ đó suy ra điểm K là giao điểm của NO với (O) (K khác N).

Cách 2: Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp KMNB ta có: 
[image: image16.wmf]...
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 chú ý rằng: 
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 suy ra 
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 . Phần còn lại ta làm như trên.

1.1. Định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Khi đó ta có: 
[image: image19.wmf]...
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	Chứng minh:

Trên đường chéo BD lấy điểm E sao cho
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 Ta có 
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 ) nên 
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có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image32.wmf]..().
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1.2. Định lý Shooten

	Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O). Chứng minh rằng với mỗi điểm M bất kỳ nằm trên đường tròn (O) thì một trong ba đoạn MA, MB, MC có một đoạn có độ dài bằng tổng độ dài hai đoạn kia.

Chứng minh
Xét điểm M nằm trên cung nhỏ BC.

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp ABMC, ta có 
[image: image33.wmf]...
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Vì 
[image: image35.wmf]ABACBC
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nên 
[image: image36.wmf]MAMBMC
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Tương tự nếu điểm M nằm trên cung nhỏ AC và AB  thì ta lần lượt có 
[image: image37.wmf]MBMCMA
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và 
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Suy ra đpcm.

Cách khác để chứng minh:


[image: image39.wmf]MAMBMC
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(trường hợp điểm M nằm trên các cung AB, AC tương tự).

Trên MA lấy điểm I sao cho 
[image: image40.wmf]MIMB
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 ta cần chứng minh 
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 Thật vậy, ta có 
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nên tam giác BIM đều, do đó 
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và 
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Ta lại có 
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nên 
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, suy ra 
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Dễ dàng chứng minh được
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Bài 2. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2007)
Cho đường tròn (O; R) tiếp xúc với (d) tại A. Trên (d) lấy điểm H không trùng với A và 
[image: image51.wmf]AHR
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. Qua H kẻ đường thẳng vuông góc với (d), đường thẳng này cắt (O) tại B, E (E nằm giữa B và H).

a. Chứng minh: 
[image: image52.wmf]·
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và 
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b. Lấy C trên (d) sao cho H là trung điểm của AC, CE cắt AB tại K. Chứng minh: AHEK là tứ giác nội tiếp.

c. Tìm vị trí của H để 
[image: image54.wmf]3
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Giải
	a. Do AH là tiếp tuyến của (O) tại A nên 
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Xét tam giác 
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ta có: 
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b. Vì E nằm trên trung trực của AC nên 
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·

EAHECH

=

 lại có: 
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suy ra 
[image: image62.wmf]·

·

ECHEBA

=

. Suy ra 
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Tứ giác AHKE có 
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suy ra AHKE nội tiếp (Tổng hai góc đối bằng 
[image: image66.wmf]180)
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	c. Khi 
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Do tam giác ABC cân tại B nên 
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lại có 
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Vậy điểm H nằm trên (d) sao cho 
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Bài 3. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2008).

Cho đường tròn (O; R) có đường kính AB và điểm E bất kỳ nằm trên đường tròn (E khác A, B). Đường phân giác góc AEB cắt đoạn AB tại F và cắt (O) tại điểm thứ 2 là K

a. Chứng minh: 
[image: image76.wmf]DD
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b. Gọi I là giao điểm của OE với trung trực của EF. Chứng minh (I) bán kính IE tiếp xúc với (O) tại E và tiếp xúc với AB  tại F.
c. Chứng minh: MN // AB, trong đó M, N lần lượt là giao điểm thứ 2 của AE, BE với (I).

d. Tìm GTNN của chu vi tam giác KPQ theo R khi E chuyển động trên (O), với P là giao điểm của NF và AK, Q  là giao điểm của MF, BK.

Giải

	a.Vì EK là phân giác của góc 
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Xét tam giác 
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Suy ra 
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b. Vì 
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tiếp xúc với (O; OE) tại E. Vì I nằm trên trung trực của EF nên IE = IF hay 
[image: image85.wmf](;)

FIIE

Î

.
	
[image: image86.png]





Ta có: 
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suy ra 
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(do K là điểm chính giữa cung AB) từ đó suy ra 
[image: image90.wmf](1)
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hay (I) bán kính IE tiếp xúc AB tại F.
c. Do 
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là đường kính của (I), hay  M, I, N thẳng hàng. Lại có 
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[image: image93.wmf](2).

FIMN

^

Từ (1) và (2) suy ra MN // AB.
d. Từ chứng minh ở câu b ta suy ra 
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Ta có 
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(cùng chắn cung EB), 
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(cùng chắn cung EN) suy ra 
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mặt khác 
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tại P suy ra PFQK là hình chữ nhật và tam giác APF vuông cân tại P nên KQ = PF = AP.
Ta kí hiệu chu vi tam giác KPQ là c thì 
[image: image100.wmf].
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 Ta có 
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. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image103.wmf].

FO

º

 Hay E là điểm chính giữa cung AB.

Bài 4. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2009)
Cho đường tròn (O; R) và điểm A nằm ngoài (O), kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến (O)  (B, C là các tiếp điểm).

a. Chứng minh: ABOC là tứ giác nội tiếp.

b. Gọi E là giao điểm của BC và OA. Chứng minh: 
[image: image104.wmf]BEOA
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và 
[image: image105.wmf]2
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c. Trên cung nhỏ BC của (O) lấy điểm K bất kỳ (K khác B, C). Tiếp tuyến tại K của (O) cắt AB, AC lần lượt tại P, Q. Chứng minh: Chu vi tam giác APQ không đổi khi K chuyển động trên cung nhỏ BC.

d. Đường thẳng qua O vuông góc với OA cắt các đường thẳng AB, AC  lần lượt tại M, N. Chứng minh: 
[image: image106.wmf].
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Giải
	a. Vì AB, AC là các tiếp tuyến của (O) nên 
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Tứ giác ABOC có 
[image: image108.wmf]·
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nên ABOC là tứ giác nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image109.wmf]180).

o


b. Theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có 
[image: image110.wmf]BCAO
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tại E.  Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABO ta có: 
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c. Vì điểm A cố định nằm ngoài (O)nên AB, AC cố định suy ra 
[image: image113.wmf]ABAC
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không đổi.

Theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có: 
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suy ra chu vi tam giác APQ là: 


[image: image115.wmf]APAQPQAPAQPBQCABAC

++=+++=+

 không đổi.

d. Giả sử BK cắt PO tại I, CK cắt OQ  tại J thì 
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nên tứ giác KIOJ nội tiếp nên 
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Từ đó ta có: 
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Xét 
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suy ra 
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Ta cũng có: 
[image: image125.wmf]222
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image126.wmf]//
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hay K là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Nhận xét: Đây là bài toán khá hay trong đề tuyển sinh vào lớp 10 của TP Hà Nội.

Một số bài toán ôn tập thêm:

1. Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn. Kẻ hai tiếp tuyến AB, AC với (O) với B, C là các tiếp điểm. Trên cung nhỏ BC lấy một điểm M rồi kẻ các đường vuông góc MI, MH, MK xuống BC, CA, AB.  Gọi P, Q lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng BM và IK, CM và IH.

a. Chứng minh: các tứ giác BIMK, CIMH là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image127.wmf]2

.

MIMHMK

=


c. Chứng minh: IPMQ nội tiếp rồi suy ra 
[image: image128.wmf].
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 Tìm vị trí điểm M để MI.MH.MK đạt GTLN.

Giải

	a. Từ giả thiết: 
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suy ra tứ giác BKMI nội tiếp. Tương tự cho tứ giác CIMH, AKMH 

b. Vì tứ giác BKMI nội tiếp nên: 
[image: image130.wmf]·
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(cùng chắn cung MI). Mặt khác ta có: 
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(tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Nhưng 
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(cùng chắn cung MH của tứ giác nội tiếp MHCI).  Suy ra 
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Hoàn toàn tương tự ta có: 
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nên 
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(g.g). Suy ra 
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c. Ta có: 
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Do đó tứ giác PIQM nội tiếp (Tổng hai góc đối nhau bằng 
[image: image139.wmf]180).
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 Vì PIQM nội tiếp suy ra 
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suy ra 
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d. Từ chứng minh ở câu b) ta có 
[image: image143.wmf]23
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. Suy ra 
[image: image144.wmf]..
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lớn nhất khi và chỉ khi MI lớn nhất. Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC không chứa A.
2. Cho đường tròn tâm (O). Từ điểm A cố định ở ngoài (O) kẻ tiếp tuyến AB, AC tới (O) (B, C là tiếp điểm). Lấy điểm M trên cung nhỏ BC. Gọi D, E, F thứ tự là hình chiếu từ M đến BC, AC, AB. Gọi MB cắt DF tại P, MC cắt DE tại Q. Chứng minh đường thẳng nối giao điểm của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác MPF và MQE luôn đi qua một điểm cố định.
Giải

	Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác MPF và MQE cắt nhau tại M, N. Đường thẳng MN cắt PQ, BC theo thứ tự tại K và I.
Ta có các tứ giác MDCE, MDBF nội tiếp nên 
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Suy ra 
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Do đó tứ giác MPDQ là tứ giác nội tiếp.

Suy ra 
[image: image149.wmf]·

·

·
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 suy ra KQ là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp 
[image: image150.wmf].
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Tương tự KP là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác MFP.  Ta có 
[image: image151.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image152.wmf]2
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KMKNKP

=

Suy ra 
[image: image153.wmf].
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Xét tam giác MBC, PQ // BC, KP = KQ. Theo định lý Thales suy ra I  là trung điểm BC. Vậy MN đi qua điểm cố định I là trung điểm BC.
3. Cho tam giác ABC cân đỉnh A. Gọi O là trung điểm của BC. Đường tròn (O) tiếp xúc với AB ở E tiếp xúc với AC ở F. Điểm H chạy trên cung nhỏ 
[image: image154.wmf]»

EF

tiếp tuyến của đường tròn tại H cắt tại AB, AC lần lượt tại M, N. Xác định vị trí của điểm H để diện tích tam giác AMN đạt giá trị lớn nhất.

Giải

	Dễ thấy OM, ON lần lượt là phân giác  
[image: image155.wmf]·
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Từ đó ta có:


[image: image156.wmf]·
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[image: image157.wmf]2
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Ta lại có 
[image: image158.wmf]AMNABCBMNC
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nên 
[image: image159.wmf]AMN

S

đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image160.wmf]BMNC

S

đạt giá trị nhỏ nhất.

Gọi R là bán kính của đường tròn (O), ta có:


[image: image161.wmf]1
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 vì 
[image: image163.wmf]()
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vì 
[image: image165.wmf]().
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[image: image167.wmf](2)()(2)
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, từ (1) và (2) suy ra 
[image: image168.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image169.wmf]//
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khi và chỉ khi H là giao điểm của đường trung trực của BC với đường tròn (O). Vậy diện tích tam giác AMN đạt giá trị lớn nhất khi H là giao của đường trung trực của BC với đường tròn (O).

Bài 5. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2010)
Cho đường tròn (O;R), đường kính AB = 2R và điểm C thuộc đường tròn đó 
[image: image170.wmf](,).

CAB

¹

D thuộc dây BC 
[image: image171.wmf](,).

DBC

¹

Tia AD cắt cung nhỏ BC tại E, tia AC cắt BE tại F.
a. Chứng minh tứ giác FCDE  nội tiếp.

b. Chứng minh 
[image: image172.wmf]..

DADEDBDC

=


c. Chứng minh 
[image: image173.wmf]·

·

CFDOCB

=

. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác FCDE, chứng minh IC là tiếp tuyến của (O).

d. Cho biết 
[image: image174.wmf],
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chứng minh 
[image: image175.wmf]·

tan2.

AFB
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Giải

	a. Do C, E nằm trên đường tròn đường kính AB nên 


[image: image176.wmf]·
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Tứ giác FCDE có 
[image: image177.wmf]·

·
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nên FCDE là tứ giác nội tiếp (tổng hai góc đối bằng 
[image: image178.wmf]180).

o


b. Tứ giác ACED nội tiếp (O) nên 
[image: image179.wmf]·

·

ACBAEB

=

(cùng chắn cung AB). Ta có 
[image: image180.wmf]·

·

CDAEDB
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(đối đỉnh) nên


[image: image181.wmf](.)
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 hay 
[image: image182.wmf]..
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c. Tứ giác FCDE nội tiếp nên 
[image: image184.wmf]·

·

CFDCED
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(cùng chắn cung CD). Tứ giác ACEB nội tiếp nên 
[image: image185.wmf]·
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(cùng chắn cung AC). Mà 
[image: image186.wmf]·
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suy ra 
[image: image187.wmf]·
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đpcm. Do AE, BC là hai đường cao của tam giác AFB nên D là trực tâm của tam giác AFB. Để ý rằng 4 điểm F, C, D, E  nằm trên đường tròn đường kính DF nên I là trung điểm của DF suy ra
[image: image188.wmf]·
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. Ta cũng có 
[image: image189.wmf]·
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. Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image190.wmf]·
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hay IE là tiếp tuyến của (O).
d. Ta có 
[image: image191.wmf]2.

DDÞ==

CBBA

ACBDCF

CFFD

∽

Trong tam giác vuông CFB ta có: 
[image: image192.wmf]·
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đpcm.

Bài 6. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2011)
Cho đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Gọi 
[image: image193.wmf]1

d

và 
[image: image194.wmf]2

d

lần lượt là hai tiếp tuyến của đường tròn (O) tại hai điểm A và B. Gọi I  là trung điểm của OA và  E là điểm thuộc đường tròn (O) (E không trùng với A và B). Đường thẳng d đi qua E và vuông góc với EI cắt hai đường thẳng 
[image: image195.wmf]12

,

dd

lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh AMEI là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh 
[image: image196.wmf]·
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và 
[image: image197.wmf]·
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c. Chứng minh AM.BN = AI.BI
d. Gọi F là điểm chính giữa của cung AB không chứa E của đường tròn (O). Hãy tính diện tích của tam giác MIN theo R khi ba điểm E, I, F  thẳng hàng.

Giải
	a. Do 
[image: image198.wmf]·

·
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suy ra 
[image: image199.wmf]·

·
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hay MAIE là tứ giác nội tiếp (Tổng hai góc đối bằng 
[image: image200.wmf]180)

o

.

b. Do MAIE là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image201.wmf]·

·
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(cùng chắn cung EI). Chứng minh tương tự câu a ta có 
[image: image202.wmf]NEIB

là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image203.wmf]·
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ENIEBN
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(cùng chắn cung NB).

Từ đó suy ra 
[image: image204.wmf]·
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c. Xét tam giác vuông MAI và IBN ta có: 


[image: image205.wmf]·
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Suy ra 
[image: image206.wmf](
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d. Dựng 
[image: image208.wmf].
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Khi F là điểm chính giữa cung AB thì EF là phân giác của góc 
[image: image209.wmf]·
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 suy ra:
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[image: image211.wmf]310
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. Ta cũng có: 
[image: image212.wmf]22
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suy ra 
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Bài 7: (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2012)
Cho đường tròn (O; R) đường kính AB. Bán kính CO vuông góc với AB, M là điểm bất kỳ trên cung nhỏ AC 
[image: image214.wmf](),

MACBM

¹

 cắt AC tại H. Gọi K là hình chiếu của H trên AB.

a. Chứng minh tứ giác  CBKH là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh 
[image: image215.wmf]·

·
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c. Trên đoạn thẳng BM lấy điểm E sao cho 
[image: image216.wmf]BEAM

=

. Chứng minh tam giác ECM là tam giác vuông cân tại C.

d. Gọi d là tiếp tuyến của đường tròn (O) tại điểm A. Cho P là một điểm nằm trên d sao cho hai điểm P, C nằm trong cùng một nửa mặt phẳng bờ AB và 
[image: image217.wmf].
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Chứng minh đường thẳng PB đi qua trung điểm của đoạn thẳng HK.

Giải

	a. Vì C nằm trên đường tròn 
[image: image218.wmf];
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nên 
[image: image219.wmf]·
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, ta có 
[image: image220.wmf]·
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[image: image221.wmf]·
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nên CHKB là tứ giác nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image222.wmf]180)

o


b. Tứ giác AMCB nội tiếp nên 
[image: image223.wmf]·
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 (cùng chắn cung AM) (1). Tứ giác CHKB  nội tiếp nên 
[image: image224.wmf]·
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 (cùng chắn cung HK) (2).
	
[image: image225.png]





Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image226.wmf]·

·
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c. Do C là điểm chính giữa cung AB nên ACB là tam giác vuông cân tại C, suy ra AC = CB, ta cũng có: 
[image: image227.wmf]·

·
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(cùng chắn cung MC), AM = BE (gt) suy ra 
[image: image228.wmf](..)
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suy ra CM = CE. Lại có 
[image: image229.wmf]·
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nên MCE là tam giác vuông cân tại C. 

d. Giả sử MB kéo dài cắt tiếp tuyến tại A ở N. Ta dễ chứng minh được: 
[image: image230.wmf]DD
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suy ra 
[image: image231.wmf]2.
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 kết hợp với điều kiện: 
[image: image232.wmf].
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suy ra 
[image: image233.wmf]..
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 hay 
[image: image234.wmf]2
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là trung điểm AN. Giả sử BP  cắt HK tại I. Do HK // NA theo định lý Thales ta có: 
[image: image235.wmf]HIIKBI
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mà 
[image: image236.wmf]NPPI
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suy ra 
[image: image237.wmf]HIIK

=

hay là trung điểm của HK.

Bài 8. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2013)

Cho đường tròn (O) và điểm A nằm bên ngoài (O). Kẻ hai tiếp tuyến AM, AN với đường tròn (O). Một đường thẳng d đi qua A cắt đường tròn (O) tại hai điểm B và C 
[image: image238.wmf](,
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 không đi qua tâm O).
a. Chứng minh tứ giác AMON nội tiếp.

b. Chứng minh 
[image: image239.wmf]2
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Tính độ dài đoạn thẳng BC khi 
[image: image240.wmf]4,6.
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c. Gọi I  là trung điểm BC. Đường thẳng NI cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai T. 

Chứng minh MT // AC.

d. Hai tiếp tuyến của đường tròn (O) tại B và C cắt nhau tại K. Chứng minh K thuộc một đường thẳng cố định khi d thay đổi và thỏa mãn điều kiện đầu bài.

Giải

	a. Do AM, AN là các tiếp tuyến của (O) nên 
[image: image241.wmf]·
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suy ra 
[image: image242.wmf]·
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hay tứ giác AMON nội tiếp trong đường tròn đường kính AO.
b. Xét tam giác ANB, ACN. 

Ta có 
[image: image243.wmf]·

·

ANBACN
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(Góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung), 
[image: image244.wmf]·

NAC

chung.

Nên 
[image: image245.wmf](.)
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suy ra 
[image: image246.wmf]ANAC
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[image: image247.wmf]2
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c. Do I là trung điểm của BC nên 
[image: image249.wmf]·
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kết hợp với câu a ta suy ra 5 điểm A, M, I, O, N  cùng nằm trên đường tròn đường kính AO suy ra 
[image: image250.wmf]·
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(cùng chắn cung AN). Mặt khác ta cũng có: 
[image: image251.wmf]·
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AMNMTN
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(góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung).

Từ đó suy ra 
[image: image252.wmf]·
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, hai góc này đồng vị suy ra MT // AI (đpcm).

d. Giả sử MN cắt AO tại H. Trong tam giác vuông ANO ta có 
[image: image253.wmf]2
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kết hợp với câu b ta suy ra 
[image: image254.wmf]..
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nên 
[image: image255.wmf](.)
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suy ra 
[image: image256.wmf]·
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nội tiếp (Góc ngoài một đỉnh bằng góc trong đỉnh đối diện). Giả sử tiếp tuyến tại B, C cắt nhau tại điểm K, chứng minh như câu a ta có KBOC nội tiếp, kết hợp với BHOC nội tiếp suy ra 5 điểm K, B, H, O, C cùng nằm trên đường tròn đường kính KO suy ra 
[image: image257.wmf]·
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. Mặt khác 
[image: image258.wmf]·
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suy ra K, M, H  thẳng hàng. Hay điểm K nằm trên đường thẳng cố định MN.

Bài 9. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2014)
Cho đường tròn (O;R) có đường kính AB cố định. Vẽ đường kính MN của đường tròn (O; R) 
[image: image259.wmf](,)
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. Tiếp tuyến của đường tròn (O; R) tại B cắt các đường thẳng AM, AN lần lượt tại các điểm Q, P. 

a. Chứng minh tứ giác AMBN là hình chữ nhật.

b. Chứng minh bốn điểm M, N, P, Q cùng thuộc một đường tròn.

c. Gọi E là trung điểm của BQ. Đường thẳng vuông góc với OE tại O cắt PQ tại điểm F. Chứng minh F là trung điểm của BP và ME // NF.
d. Khi đường kính MN quay quanh tâm O và thỏa mãn điều kiện đề bài, xác định vị trí của đường kính MN để tứ giác MNPQ có diện tích nhỏ nhất.

Giải
	a. Vì AB, MN là các đường kính của (O) nên AMBN là hình bình hành. Mặt khác 
[image: image260.wmf]·

90

o

MAN

=

nên AMBN là hình chữ nhật. (cũng có thể lập luận: Tứ giác AMBN có 4 góc vuông nên AMBN  là hình chữ nhật).

b. Xét tứ giác QMNP ta có 
[image: image261.wmf]·

·

MNAMBA
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(cùng chắn cung MA của tứ giác nội tiếp AMBN). Mà 
[image: image262.wmf]·
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(cùng phụ với góc 
[image: image263.wmf]·
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). Từ đó suy ra 
[image: image264.wmf]·
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nên tứ giác QMNP nội tiếp (góc ngoài đỉnh N bằng góc trong đối diện với đỉnh N). 

c. Do tam giác QMB vuông tại M và E là trung điểm của 
[image: image265.wmf]Þ==
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(tính chất trung tuyến ứng với cạnh huyền của 
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tam giác vuông). Từ đó suy ra 
[image: image267.wmf]·
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 nên 
[image: image268.wmf]·
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hay ME là tiếp tuyến của (O). Vì
 ME là các tiếp tuyến của (O) nên 
[image: image269.wmf],
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do 
[image: image270.wmf]//,
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mặt khác 
[image: image271.wmf]ABPQ
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suy ra O là trực tâm tam giác 
[image: image272.wmf]AEPOEAP

Þ^

mà 
[image: image273.wmf]//
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nên OF  là đường trung bình của tam giác ABP hay F là trung điểm của BP.

d. Dựng 
[image: image274.wmf]AHMN
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thì: Ta có 
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RABAOR

(Vì 
[image: image277.wmf]2
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image278.wmf],//
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hay 
[image: image279.wmf]MNAB
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Bài 10. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2015)
Cho nửa đường tròn (O;R) có đường kính AB. Lấy điểm C trên đoạn thẳng OA (C khác A, O). Đường thẳng qua C vuông góc với AB cắt nửa (O) tại K. Gọi M là điểm trên cung KB (M khác K, B). Đường thẳng CK cắt AM, BM lần lượt tại H, D. Đường thẳng BH cắt nửa đường tròn tại điểm thứ 2 là N.

a. Chứng minh: ACMD là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh:  CA.CB = CH.CD.
c. Chứng minh: A, N, D thẳng hàng và tiếp tuyến tại N của đường tròn đi qua trung điểm của DH.
d. Khi M di động trên cung KB, chứng minh: Đường thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định.

Giải
	a. Do điểm M nằm trên nửa đường tròn đường kính AB nên 
[image: image280.wmf]·
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Ta cũng có 
[image: image281.wmf]·
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nên 
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Suy ra 4 điểm D, M, C, A  nằm trên đường tròn đường kính AD hay ACMD là tứ giác nội tiếp.

b. Do AM, CD là các đường cao của tam giác ADB nên H là trực tâm của tam giác suy ra 
[image: image283.wmf]·

·

CDBHAC

=
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c. Do BH cắt nửa đường tròn tại N nên 
[image: image287.wmf]·
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, ta cũng có 
[image: image288.wmf]^
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suy ra 
[image: image289.wmf]NAD
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(qua A chỉ kẻ được 1 đường thẳng vuông góc với BH). Hay A, N, D thẳng hàng. Gọi I là trung điểm của DH. Ta sẽ chứng minh: IN là tiếp tuyến của (O). Thật vậy ta có: 
[image: image290.wmf]·
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Tương tự ta cũng có: 
[image: image291.wmf]·
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Từ (1), (2)  suy ra 
[image: image292.wmf]·
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suy ra 
[image: image293.wmf]·
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hay IN là tiếp tuyến của (O) (đpcm).

d. Giả sử MN cắt BC tại P. Ta chứng minh P là điểm cố định. Thật vậy do AMNB nội tiếp nên 
[image: image294.wmf]·
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suy ra 
[image: image295.wmf](.)..(3).
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 Theo câu c) ta có IN là tiếp tuyến của (O) hoàn toàn tương tự ta cũng có: IM là tiếp tuyến của (O) nên suy ra 
[image: image296.wmf]·
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hay 5 điểm I, N, C, O, M cùng nằm trên một đường tròn đường kính IO suy ra tứ giác MNCO nội tiếp nên ta cũng suy ra PM.PN = PC.PO(4). Từ (3) và (4) ta suy ra 
[image: image297.wmf]..
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. Từ P ta kẻ tiếp tuyến 
[image: image298.wmf]'

PK

 với (O) thì 
[image: image299.wmf]2
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từ đó suy ra 
[image: image300.wmf]''(..)
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nên 
[image: image301.wmf]·
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Hay P là giao điểm của tiếp tuyến tại K với AB. Vậy P là điểm cố định.

Chú ý: Ý tưởng tạo câu d) trong bài này và câu d) trong đề TS năm 2013 là giống nhau nên việc phát hiện P là giao điểm của tiếp tuyến tại K với AB là hoàn toàn tự nhiên.

Ngoài ra ta cũng có thể phát biểu câu d) theo một cách khác:

“Qua điểm P ở ngoài đường tròn (O) kẻ tiếp tuyến PK cát tuyến PAB đi qua tâm O, cát tuyến KMN bất kỳ. Gọi H là giao điểm của AM, BN, C là hình chiếu của H trên AB. Khi đó C, H, K thẳng hàng”.

	Chứng minh:
Từ các tứ giác ANHC, CHMB, MNAB nội tiếp ta có các biến đổi góc sau:
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(theo tính chất góc ngoài tam giác cân BOM) suy ra tứ giác NCOM nội tiếp.

Ta cũng có: 
[image: image305.wmf]·
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Vì KC, HC cùng vuông góc với AB nên K, H, C thẳng hàng.

Bài 11. (Trích đề TS lớp 10 TP Hà Nội – Năm 2016)
Cho đường tròn (O) và điểm A nằm bên ngoài (O). Kẻ tiếp tuyến AB với (O) (B là tiếp điểm) và đường kính BC. Trên đoạn CO lấy điểm I (I khác C, O). Đường thẳng AI cắt (O) tại hai điểm D, E (D nằm giữa A và E). Gọi H là trung điểm DE.

a. Chứng minh: 4 điểm A, B, O, H cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: 
[image: image306.wmf]ABBD
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c. Đường thẳng (d) qua E song song với AO, (d)  cắt BC tại K. Chứng minh: HK // DC.
d. Tia CD cắt AO tại P, tia EO cắt BP tại F. Chứng minh: BECF là hình chữ nhật.

Giải

	a. Vì H là trung điểm của DE nên 
[image: image307.wmf]OHDE
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(liên hệ đường kính và dây cung). 

Suy ra 
[image: image308.wmf]·
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nên 4 điểm A, B, O, H cùng nằm trên đường tròn đường kính AO.

b. Vì AB là tiếp tuyến của (O)
[image: image309.wmf]·
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(góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). 
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Suy ra 
[image: image311.wmf](.)
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c. Để chứng minh:  HK // DC ta chứng minh: 
[image: image312.wmf]·
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. Ta lại có 
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nên ta quy về chứng minh: 
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Chứng minh: BHKE nội tiếp.

Thật vậy: do 
[image: image315.wmf]·
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(so le trong). Ta cũng có 
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(cùng chắn cung AB của đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABOH). Suy ra 
[image: image318.wmf]·
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hay 
[image: image319.wmf]·
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suy ra tứ giác BHKE nội tiếp (có hai đỉnh liên tiếp K, H cùng nhìn cạnh BE một góc bằng nhau) đpcm.

d. Để chứng minh: BECF là hình chữ nhật ta sẽ chứng minh: Điểm F nằm trên (O) tức là chứng minh: 
[image: image320.wmf]·
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hay 
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. Thật vậy:

Xét tam giác EHB và tam giác COP ta có: 
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suy ra 
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mà
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suy ra 
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hay BECF là hình chữ nhật.

Cách tiếp cận khác

Ta thấy 3 bài toán trong các năm 2013, 2015, 2016 đều là các tính chất cát tuyến, tiếp tuyến của đường tròn mà trực tiếp là liên quan đến bài toán sau:

Bài toán: Cho đường tròn (O) và một điểm M nằm ngoài đường tròn (O), qua M kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (O) (A, B là các tiếp điểm) và dựng cát tuyến MCD sao cho MC < MD. Gọi E là trung điểm của CD, H là trung điểm của AB.

	1. Tứ giác CHOD nội tiếp.

2. AB chứa đường phân giác của góc 
[image: image328.wmf]·

CHD
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3. Vẽ đường kính AQ, các đường thẳng QC, QD cắt đường thẳng MO lần lượt tại X, Y thì O là trung điểm của XY.
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Giải

1. Vì MA là tiếp tuyến của (O) nên 
[image: image330.wmf]·
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(Tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Xét hai tam giác MAC và MDA ta có: 
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chung nên 
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suy ra 
[image: image333.wmf]2
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông MAO, 
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ta có 
[image: image335.wmf]2
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image336.wmf]..
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hay 
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Xét tam giác MCH, MOD ta có: 
[image: image338.wmf]MHMD
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và 
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chung nên 
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suy ra 
[image: image341.wmf]·
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tứ giác CHOD nội tiếp (góc ngoải đỉnh H bằng góc trong đối diện đỉnh H) (3).

2. Từ 3) ta có 
[image: image342.wmf]·
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mà 
[image: image343.wmf]·
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(do tam giác COD cân tại O). Mặt khác ta có 
[image: image344.wmf]·
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(góc nội tiếp cùng chắn 
[image: image345.wmf]»
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). Từ (4), (5), (6) suy ra 
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. Các góc 
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CHADHA

phụ với các góc 
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tương ứng nên suy ra 
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hay AH là phân giác của góc  
[image: image350.wmf]·
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3. Do AQ là đường kính của (O) nên 
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là tứ giác nội tiếp. Suy ra 
[image: image352.wmf]·
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. Mặt khác theo 1, 2) ta có CHOD nội tiếp và AH là phân giác của góc 
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suy ra AY // CQ. Xét hai tam giác AOY, QOX ta có: 
[image: image355.wmf]·
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nên 
[image: image356.wmf](..)
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suy ra OX = OY.
Chú ý: Ta cũng có thể chứng minh theo cách khác như sau: Tứ giác AEOM nội tiếp nên 
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Hay 
[image: image359.wmf](
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Nên 
[image: image360.wmf]·
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nên tứ giác AXQY là hình bình hành suy ra OX = OY.

Cho đường tròn (O)  và điểm A nằm ngoài (O), qua A kẻ tiếp tuyến AB, dựng đường kính BC. Trên đoạn CO lấy điểm I, đường thẳng AI cắt (O) tại D, E (D nằm giữa  A và E). Gọi H là trung điểm DE. Tia CD cắt AO tại P, tia EO cắt BP tại F. Chứng minh: BECF là hình chữ nhật (Trích câu d) đề tuyển sinh lớp 10 TP Hà Nội 2016).

Giải

	Kéo dài CE cắt AO tại Q theo 3 ta có: 

OP = OQ nên CPBQ là hình bình hành.

Suy ra CEBF cũng là hình bình hành.

Hơn nữa 
[image: image361.wmf]·
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Bài toán tương tự:
Cho tam giác ABC đường cao AH, đường tròn (O) đường kính AH cắt AB, AC tại D, E.

a. Chứng minh: BDEC nội tiếp.

b. Đường thẳng ED cắt BC tại S. Chứng minh: 
[image: image363.wmf]2
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c. SO cắt AB, AC lần lượt tại M, N. HM, HN cắt DE lần lượt tại P, Q. Chứng minh: BP, CQ, AH  đồng quy. (Trích đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán – ĐHSP Hà Nội 2016).

Giải

	Do 
[image: image364.wmf]·
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suy ra BDEC là tứ giác nội tiếp suy ra SB.SC = SD. SE.
Mặt khác SH là tiếp tuyến của (O)  tại H nên 
[image: image365.wmf]2
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 suy ra 
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Theo tính chất 3 ta có:
OM = ON nên AMHN là hình bình hành.
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Suy ra AM // HN, AN // HM lại có 
[image: image368.wmf]·
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nên BDPH  nội tiếp suy ra 
[image: image369.wmf],
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suy ra 
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nên các đường thẳng BP, CQ, AH đồng quy tại trực tâm K nằm trên đường cao AH.

Bài 12. (Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán năm 2011 – TP Hà Nội).
Cho đường tròn (O;R) và dây cung BC cố định (BC < 2R). Điểm A di động trên đường tròn (O;R) sao cho tam giác ABC là tam giác nhọn. Gọi AD là đường cao và H là trực tâm của tam giác ABC.
a. Đường thẳng chứa phân giác ngoài của góc BHC cắt AB, AC lần lượt tại các điểm M, N. Chứng minh tam giác AMN là tam giác cân.

b. Gọi E, F lần lượt là hình chiếu của D trên các đường thẳng BH, CH. Chứng minh 
[image: image372.wmf]OAEF
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c. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN cắt đường phân giác trong của góc BAC tại K. Chứng minh đường thẳng HK luôn đi qua một điểm cố định.

Giải
	a. Từ giả thiết ta suy ra HM là phân giác của góc 
[image: image373.wmf]·
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  suy ra 
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b. Dựng các đường cao BP, CQ của 
[image: image379.wmf]ABC
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. Kẻ tiếp tuyến Ax của (O) thì: 
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 mà BQPC nội tiếp nên 
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  suy ra 
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  Ta chứng minh: EF//PQ
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Thật vậy do HEDF,  BQPC nội tiếp nên ta có biến đổi góc 
[image: image384.wmf]·
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 hay 
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c. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN cắt phân giác trong góc A tại K thì AK chính là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN (ta kí hiệu là (AMN)). Giả sử KN cắt HB tại T, KN cắt SC tại S. Dễ thấy HTKS là hình bình hành nên TS cắt HK tại trung điểm của mỗi đường. Ta chứng minh: TS // BC để từ đó suy ra HK đi qua trung điểm I của BC.

Do TM // QH, SN //PH, HM  là phân giác của góc 
[image: image386.wmf]·
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 là phân giác của góc 
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 nên ta có biến đổi sau: 
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 Theo bổ đề hình thang thì HK đi qua trung điểm I của BC.

Bài 13
a. Cho tam giác MNP cân tại M và có góc 
[image: image389.wmf]·
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Tính tỷ số 
[image: image390.wmf]NM

NP

. Cho đường tròn (O; R) ngoại tiếp tam giác ABC. Hai đường cao AE, BF cắt nhau tại trực tâm H. Gọi M là trung điểm của đoạn thẳng AB.
b. Chứng minh rằng MF là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CEF.

c. Gọi N là trung điểm của đoạn thẳng EF, CM cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác (CEF) tại điểm K. Hãy so sánh số đo các góc 
[image: image391.wmf]·
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 và 
[image: image392.wmf]·
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Giải

	a. Ta chứng minh bổ đề sau:

“Cho tam giác ABC có 
[image: image393.wmf]·
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Chứng minh 
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Thật vậy: Dựng phân giác trong BD của tam giác ABC ta có: BDC là tam giác cân từ đó suy ra 
[image: image396.wmf]·
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 suy ra 
[image: image397.wmf]2
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 Theo tính chất đường phân giác ta cũng có: 
[image: image398.wmf].
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 thay vào (1) ta có: 
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	Có thể biến đổi theo cách: 
[image: image400.wmf]DDÞ==
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 suy ra 
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 (do DB = DC).

Từ đó ta có: 
[image: image402.wmf]22
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Trở lại bài toán: Tam giác MNP cân tại M và 
[image: image403.wmf]·
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 suy ra 
[image: image404.wmf]µ

µ

µ

2.

NPM

+=

 Áp dụng bổ đề ta có: 
[image: image405.wmf]22
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Chia hai vế cho AB2 suy ra: 
[image: image407.wmf]2
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b. Tứ giác CEHF nội tiếp đường tròn tâm I  đường kính CH.

Suy ra 
[image: image408.wmf]·
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 Ta cũng có 
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 Từ (1), (2) ta suy ra 
[image: image410.wmf]·
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 hay ME là tiếp tuyến của (I), tương tự MF cũng là tiếp tuyến của (I).

	c. Để ý rằng: 
[image: image411.wmf]2
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 nên ICKN là tứ giác nội tiếp. Từ đó ta có biến đổi góc như sau: 
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 hay NE là phân giác của góc 
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 Từ đó ta có: 
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 từ đó suy ra 
[image: image415.wmf](.)
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 suy ra 
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 Ta cũng có: 
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 suy ra KFAM nội tiếp. Từ
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đó suy ra 
[image: image419.wmf]·
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 Từ (3), (4) suy ra 
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Bài 14. (Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán năm 2013 – TP Hà Nội)
Cho tam giác ABC không cân. Đường tròn (O) tiếp xúc với BC, AC, AB lần lượt tại M, N, P.  Đường thẳng NP cắt BO, CO lần lượt tại E, F,

a. Chứng minh rằng 
[image: image421.wmf]·
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và 
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bằng nhau hoặc bù nhau.

b. Chứng minh rằng 4 điểm B, C, E, F cùng thuộc một đường tròn.

c. Gọi K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OEF. Chứng minh O, M, K thẳng hàng.

Giải

	a. Trường hợp 1: E nằm trong đoạn PN 

Ta cũng có: 
[image: image423.wmf]·

·

·

µ

µ

µ

·

90

222

o

BCA

EOCOBCOCBANP

=+=+=-=

 

Nên OENC là tứ giác nội tiếp, suy ra 
[image: image424.wmf]·

·

180

o

OENOCA

+=

 

Trường hợp 2: E nằm ngoài đoạn PN. Ta có: 
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 nên ONEC là tứ giác nội tiếp suy ra 
[image: image426.wmf]·
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	b. Ta xét trường hợp E nằm ngoài đoạn PN.

Chứng minh tương tự câu a) ta suy ra BPFO là tứ giác nội tiếp.

Từ đó ta suy ra 
[image: image428.wmf]·
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 nên 
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 Hay 4 điểm B, F, E, C nằm trên đường tròn đường kính BC.
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c. Gọi D là giao điểm của BF, CE suy ra O là trực tâm của tam giác DBC nên D, O, M  thẳng hàng. Ta cũng có D, E, O, F nằm trên đường tròn đường kính DO nên điểm K chính là trung điểm của DO. Suy ra D, K, O, M thẳng hàng.

Bài 15.(Trích đề thi vào lớp 10 chuyên Toán – Tin TP Hà Nội 2014)
Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O;R), H là trung điểm của BC. M là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng BH (M khác B). Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA sao cho CN = BM. Gọi I là trung điểm của MN.

a. Chứng minh bốn điểm O, M, H, I cùng thuộc một đường tròn.

b. Xác định vị trí của điểm M để đoạn thẳng MN có độ dài nhỏ nhất.

c. Khi điểm M thay đổi và thỏa mãn điều kiện đề bài, chứng minh diện tích tam giác IAB không đổi.

Giải

	a. Xét tam giác BOM và tam giác CON ta có: BM = CN giả thiết,  OB = OC = R, 
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 (do tam giác ABC đều).

Suy ra 
[image: image432.wmf](..)
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Suy ra OM = ON hay tam giác OMN cân tại O,  do I là trung điểm của MN suy ra 
[image: image433.wmf]·
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  nên tứ giác OMHI nội tiếp (có hai đỉnh liên tiếp I, H cùng nhìn OM góc bằng 
[image: image434.wmf]90)
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b. Ta có 
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 suy ra tứ giác OMNC nội tiếp (tổng hai góc đối bằng 180o) nên 
[image: image437.wmf]·
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 Trong tam giác vuông OMI và OMH ta có: 
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 suy ra 
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image440.wmf].
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c. Từ chứng minh ở câu a, b suy ra 
[image: image441.wmf]·
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 Suy ra  HI // AB,  gọi K là trung điểm của AC thì H, I, K  thẳng hàng. Kẻ IP, CE, KQ lần lượt vuông góc với AB thì 
[image: image442.wmf]1113
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 không đổi. Suy ra đpcm.

Bài 16.(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán năm 2014 – TP Hà Nội)
Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), H là trung điểm của BC. M là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng BH (M khác B). Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA  sao cho CN = BM. Gọi I là trung điểm của MN.

a. Chứng minh bốn điểm O, M, H, I  cùng thuộc một đường tròn.

b. Gọi P là giao điểm của OI và AB. Chứng minh tam giác MNP là tam giác đều.

c. Xác định vị trí của điểm M để tam giác IAB có chu vi nhỏ nhất.

Giải

	a. Xét tam giác BOM  và tam giác CON ta có: BM = CN giả thiết, OB = OC = R, 
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(do tam giác ABC đều). Suy ra 
[image: image444.wmf](..)
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 suy ra OM = ON hay tam giác OMN cân tại O, do I là trung điểm của MN suy ra 
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 nên tứ giác OMHI nội tiếp (có hai đỉnh liên tiếp I, H cùng nhìn OM góc bằng 90o).

b. Do điểm P nằm trên trung trực cạnh MN nên PM = PN (1). Ta có 
[image: image447.wmf]·
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suy ra tứ giác OMNC nội tiếp
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(tổng hai góc đối bằng 180o) nên 
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 suy ra  
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 tứ giác PBMO nội tiếp nên 
[image: image451.wmf]·
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. Chứng minh tương tự ta cũng có: 
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 Từ (1) và (2) suy ra tam giác PMN là tam giác đều.

c. Từ chứng minh ở câu a, b suy ra 
[image: image453.wmf]·
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 Suy ra HI // AB, gọi K là trung điểm của AC thì H, I, K  thẳng hàng.

Tam giác IAB có AB không đổi nên chu vi tam giác nhỏ nhất khi IA + AB nhỏ nhất. Đường thẳng HI cố định. Gọi D là điểm đối xứng với B qua HI thì điểm D cố định, suy ra độ dài AD không đổi. Ta có 
[image: image454.wmf].
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A, D, I  thẳng hàng. Tức điểm I chính là giao điểm của AD và HK. Mặt khác ta dễ chứng minh được AHDK là hình bình hành. Nên dấu bằng xảy ra khi I là trung điểm của HK, khi đó điểm 
[image: image455.wmf].
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Bài 17. (Trích đề thi vào lớp 10 chuyên Toán – Tin TP Hà Nội 2015)
Cho đường tròn (O)  đường kính AB. Gọi I là điểm bất kì trên đoạn thẳng AO (I khác A, I khác O). Đường thẳng đi qua I và vuông góc với AB  cắt đường tròn (O) tại các điểm C và D. Gọi E là điểm trên đường tròn (O) sao cho D là điểm chính giữa của cung AE. Gọi K là giao điểm của AE và CD.

a. Chứng minh: OK đi qua trung điểm của CE.

b. Đường thẳng qua I song song với CE cắt AE, BE lần lượt tại P, Q. Chứng minh: DPEQ là hình chữ nhật.

c. Tìm vị trí điểm I trên đoạn thẳng AO sao cho KC = KA + KO.
Giải

	a. Từ giả thiết ta suy ra AC = AD  = DC suy ra tứ giác CADE là hình thang cân có hai đáy là AD, CE. K là giao điểm của hai đường chéo nên K nằm trên trung trực của CE suy ra 
[image: image456.wmf].
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 Nói cách khác KO đi qua trung điểm của CE.

b. Do AB là đường kính của (O) nên 
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. Tứ giác IPDA có 
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nên IPDA là tứ giác nội tiếp suy ra 
[image: image459.wmf]·
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từ đó dễ dàng suy ra O, P, D thẳng hàng, IPDA là hình thang cân và PD // CE. Tứ giác DPEQ có 
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 nên DPEQ là tứ giác nội tiếp, 
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kết hợp 
[image: image462.wmf]·
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suy ra DPEQ là hình chữ nhật.

c. Xét tứ giác COKA ta có: 
[image: image463.wmf]·
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Từ đó suy ra COKA là tức giác nội tiếp. Áp dụng định lý Ptolemy ta có: 
[image: image464.wmf]...
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 hay 
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như vậy để 
[image: image466.wmf]KCKAKO
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 thì điều kiện là 
[image: image467.wmf]1
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hay ACO là tam giác đều suy ra I  phải là trung điểm của AO.

Bài 18.(Trích đề thi vào lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội 2015).
Cho tam giác đều ABC có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao AM, BN, CP của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Gọi Q là điểm bất kì trên cung nhỏ BC (Q khác B, Q khác C). Gọi E, F theo thứ tự là điểm đối xứng của Q qua các đường thẳng AB  và AC.

a. Chứng minh MH.MA = MP.MN

b. Chứng minh ba điểm E, H, F thẳng hàng.

c. Gọi J là giao điểm của QE và AB, I là giao điểm của QF và AC. Tìm vị trí của điểm Q trên cung nhỏ BC để 
[image: image468.wmf]ABAC

QJQI

æö

+

ç÷

èø

nhỏ nhất.

Giải

	a. Xét tam giác MHP và tam giác MNA, ta có: APMC, MHCN nội tiếp nên
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nên 
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hay 
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b. Dựng 
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ta có các tứ giác JBKQ, QKIC, ABQC nội tiếp nên ta có biến đổi góc sau:
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hay 
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nên J, K, I thẳng hàng.

Giả sử tia CH, BH cắt (O) tại giao điểm thứ 2 là R, S thì 
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, tương tự 
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 nên suy ra H đối xứng với R qua AB, tương tự H đối xứng với S qua AC.

Ta có tứ giác ERHQ là hình thang cân và tứ giác CRBQ, KBJQ nội tiếp nên 
[image: image478.wmf]·
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nên suy ra HE // KJ, chứng minh tương tự ta có: HF // KI mà I, K, J  thẳng hàng nên suy ra E, H, F thẳng hàng.

c. Trên BC lấy điểm T sao cho 
[image: image479.wmf]·
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 suy ra 
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, QJ, QK là các đường cao tương ứng nên suy ra 
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. Từ (1) và (2) ta suy ra 
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suy ra 
[image: image484.wmf]ABAC
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nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image485.wmf]BC
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nhỏ nhất, hay QK lớn nhất suy ra Q là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Bài 19. (Trích đề thi vào lớp 10 chuyên Toán – Tin TP Hà Nội 2016).
Cho tam giác nhọn ABC có AB < AC và nội tiếp (O) các đường cao BB’, CC’ cắt nhau tại H. Gọi M là trung điểm của BC tia MH cắt (O) tại điểm P.

a. Chứng minh: Các tam giác BPC’, CPB’ đồng dạng.

b. Các đường phân giác của 
[image: image486.wmf]·
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lần lượt cắt AB, AC tại E, F. Gọi O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  AEF, K là giao điểm của HM và AO’.

+ Chứng minh: PEKF nội tiếp.

+ Chứng minh các tiếp tuyến tại E, F của đường tròn (O’)  cắt nhau tại một điểm nằm trên (O).

Giải

	a. Gọi A’ là điểm đối xứng của A qua O, khi đó BHCL là hình bình hành 
[image: image487.wmf],,',
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thẳng hàng. Suy ra 
[image: image488.wmf]·
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. Vậy A, P, C’, H, B’ cùng thuộc đường tròn đường kính AH.

b. + Chứng minh tứ giác PEKF nội tiếp. Vì PE là phân giác của 
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Tương tự ta có: 
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Từ đó suy ra
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Mặt khác, 
[image: image494.wmf]''(3)
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Từ (2) và (3) ta có, E, H, F thẳng hàng và theo (1)  ta có: 
[image: image495.wmf]'
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là phân giác của 
[image: image496.wmf]·
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Vậy PH đi qua điểm chính giữa của cung EF không chứa A. Lại có 
[image: image497.wmf]AEF
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cân tại A suy ra phân giác AO’ đi qua điểm chính giữa của cung EF không chứa A. Như vậy giao điểm K của AO’ và PH thuộc đường tròn ngoại tiếp 
[image: image498.wmf].

AEF

D

 Vậy PEKF là tứ giác nội tiếp.

+ Gọi D là điểm chính giữa cung BC không chứa A của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Q là điểm đối xứng của D qua BC nên BHQC là tứ giác nội tiếp.

Suy ra 
[image: image499.wmf]·
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 Gọi E’ là giao điểm của HQ và AB, khi đó 
[image: image500.wmf]·
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 Ta lại có:


[image: image501.wmf]·
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là phân giác của 
[image: image502.wmf]·
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 vậy 
[image: image503.wmf].
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 Ta có DQ là phân giác của 
[image: image504.wmf]·

BDC

nên 
[image: image505.wmf]·
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suy ra tứ giác BDQE nội tiếp. Ta có 
[image: image506.wmf]·
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hay DE là tiếp tuyến của (O’). Chứng minh tương tự. DF là tiếp tuyến của (O’). Tức là các tiếp tuyến của (O’) tại E và F cắt nhau tại D nằm trên đường tròn ngoại tiếp 
[image: image507.wmf]ABC

D

.

Nhận xét: Đây là bài toán khó nhất trong các kỳ thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán từ trước đến nay. Bài toán này là bài tương tự của đề thi VMO2016, một bài toán khác cũng từng xuất hiện trên báo THTT.

Bài toán: Cho tam giác ABC có 3 đường cao là AX, BY, CZ cắt nhau tại điểm H, M  là trung điểm của BC, P là một điểm thuộc đường thẳng HM. Đường tròn (K) đường kính AP cắt CA, AB lần lượt tại E, F khác A. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AYZ cắt (K) tại điểm G khác A.

a. Chứng minh: P, H, G thẳng hàng.

b. Chứng minh tiếp tuyến tại E, F của (K) cắt nhau trên đường trung trực của BC.

Phân tích định hướng giải:
Dễ thấy đường tròn ngoại tiếp tam giác AXY có đường kính là AH nên 
[image: image508.wmf],

HGGA
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mặt khác 
[image: image509.wmf]PGGA

^

nên P, G, H thẳng hàng. Xét tam giác GYE và tam giác GZF ta có: 
[image: image510.wmf]·
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YEGZFG

=

(cùng chắn cung 
[image: image511.wmf]»
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. 
[image: image512.wmf]·
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(cùng bù với 
[image: image513.wmf]·
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).

AYGAZG
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 Do đó 
[image: image514.wmf].
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Xét tam giác GYZ và tam giác GEF ta có:

	
[image: image515.wmf]·
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 suy ra 
[image: image517.wmf].
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Do 
[image: image518.wmf]·
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suy ra M là giao điểm của các tiếp tuyến tại Y,Z của đường tròn ngoại tiếp tam giác AYZ. Tương tự ta cũng có T là giao điểm của hai tiếp tuyến tại E, F của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF. Ta có:
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và 
[image: image521.wmf]·
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 nên 
[image: image522.wmf]·
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 mặt khác cũng từ 
[image: image523.wmf]DD
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và 
[image: image524.wmf]DD
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ta suy ra  
[image: image525.wmf]TFEFGF
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hay 
[image: image526.wmf]DD
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 suy ra 
[image: image527.wmf]DD
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suy ra 
[image: image528.wmf]·
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 hay 
[image: image529.wmf]//.
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Bài 20. Từ điểm M cố định ở ngoài đường tròn (O) kẻ các tiếp tuyến MA, MB và cát tuyến MCD với đường tròn MC < MD, tia MC nằm giữa tia MA, MO. Gọi I là trung điểm của CD.

a. Giả sử CD cắt AB tại N. Chứng minh: 
[image: image530.wmf]·

·

BMDIAB

=

và 
[image: image531.wmf].
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b. Đường thẳng qua C song song với MB cắt AB, BD lần lượt tại H, K. Chứng minh: H là trung điểm của CK.

c. Giả sử M cố định, (O) không đổi và cát tuyến MCD thay đổi. Chứng minh: Trọng tâm G của tam giác BCD nằm trên một đường tròn cố định.

Giải

	a. Vì MA, MB là tiếp tuyến của (O) nên


[image: image532.wmf]·

·
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nên các điểm M, A, O, B nằm trên đường tròn đường kính MO.
Do I  là trung điểm của CD nên 
[image: image533.wmf]OICD

^

. Suy ra điểm I nằm trên đường tròn đường kính MO. Như vậy 5 điểm M, A, O, I, B nằm trên đường tròn đường kính MO do đó 
[image: image534.wmf]·
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(Góc nội tiếp chắn cung IB).
	
[image: image535.png]





Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có: 
[image: image536.wmf]¼
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 Suy ra 
[image: image537.wmf]·
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(Tính chất các góc nội tiếp một đường tròn chắn cung bằng nhau). Từ đó suy ra MI là phân giác của góc 
[image: image538.wmf]·
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Xét tam giác IAB ta có: IN là phân giác trong của góc 
[image: image539.wmf]·
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 suy ra 
[image: image540.wmf].1
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b. Vì CH // MB nên 
[image: image541.wmf]·

·
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 (đồng vị). Mặt khác 
[image: image542.wmf]·

·

BMIHAI
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(cùng chắn cung BI của tứ giác nội tiếp MAIB). Từ đó suy ra 
[image: image543.wmf]·
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suy ra tứ giác ACHI nội tiếp (hai đỉnh liên tiếp A, C cùng nhìn cạnh HI góc bằng nhau). Từ đó suy ra 
[image: image544.wmf]·
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(cùng chắn cung CH). Mà 
[image: image545.wmf]·
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 hay HI // BD mà I  là trung điểm của CD suy ra H là trung điểm của CK.

c. Qua G kẻ các đường thẳng song song với IO, MD cắt OB, MB lần lượt tại Q, R.

Ta có các điểm B, O, M  cố định và 
[image: image546.wmf]2

,
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suy ra P, Q cố định và 
[image: image547.wmf]·

90.
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 Suy ra G thuộc đường tròn đường kính 
[image: image548.wmf]2
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3
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Bài 21. Cho đường tròn (O) đường kính AB cố định và đường kính CD  thay đổi không trùng với AB. Tiếp tuyến tại A của đường tròn (O) cắt các đường thẳng BC và BD lần lượt tại E và F. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AE và AF.

1. Chứng minh ACBD là hình chữ nhật.

2. Chứng minh: CP, DQ là các tiếp tuyến của (O) và 
[image: image549.wmf]DD

ABEAFB

∽

.

3. Chứng minh: Tứ giác ECDF là tứ giác nội tiếp.

4. Gọi H là trực tâm của tam giác BPQ. Chứng minh H là trung điểm của OA.
5. Tìm vị trí điểm C trên (O) để diện tích tam giác BPQ lớn nhất.

Giải

	1. Vì AB, CD là các đường kính của (O) nên ACBD là hình bình hành. Mặt khác 
[image: image550.wmf]·
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. Suy ra ACBD là hình chữ nhật. (cũng có thể lập luận: Tứ giác ACBD có 4 góc vuông nên ACBD là hình chữ nhật).

2. Do tam giác ECA vuông tại C và P là trung điểm của 
[image: image551.wmf].
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(tính chất trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông).

Từ đó suy ra 
[image: image552.wmf](..)
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nên 
[image: image553.wmf]·
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hay PC là tiếp tuyến của (O).

Tương tự ta có QD là tiếp tuyến của (O). 

Xét 
[image: image554.wmf],

ABEAFB

DD

ta có: 
[image: image555.wmf]·

·
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 (cùng phụ với góc 
[image: image556.wmf]·
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ra 
[image: image558.wmf](.)
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3. Xét tứ giác ECDF ta có 
[image: image559.wmf]·

·

BCDBAD

=

(cùng chắn cung AD của tứ giác nội tiếp ACBD)

Mà 
[image: image560.wmf]·

·
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=

(cùng phụ với góc 
[image: image561.wmf]·

DAF

). Từ đó suy ra 
[image: image562.wmf]·
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 nên tứ giác ECDF nội tiếp (góc ngoài đỉnh C bằng góc trong đối diện với đỉnh C).

4. Vì PC, PA là các tiếp tuyến của (O) nên 
[image: image563.wmf],
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do 
[image: image564.wmf]//,
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mặt khác 
[image: image565.wmf]BOPF
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 suy ra O là trực tâm tam giác PBF
[image: image566.wmf].
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Do H là trực tâm của tam giác 
[image: image567.wmf]PBQQHPB

Þ^

từ đó suy ra 
[image: image568.wmf]//

QHFOH
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là trung điểm của AO.

Ta cũng có thể chứng minh bằng cách khác: Gọi H là trung điểm OA, ta chứng minh H là trực tâm của tam giác PBQ.

Dễ chứng minh được: 
[image: image569.wmf]DDD

ABEAFBAQO
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suy ra

 
[image: image570.wmf],
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hay H là trực tâm của tam giác PBQ.

5. Ta có 
[image: image571.wmf]1
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suy ra 
[image: image572.wmf]PBQ

S

nhỏ nhất khi và chỉ khi PQ nhỏ nhất. Dựng 
[image: image573.wmf]QKCPQKCD

^Þ

là hình chữ nhật nên QK = CD = 2R. Trong tam giác vuông PKQ thì 
[image: image574.wmf]2
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Vậy diện tích tam giác PBQ  nhỏ nhất bằng 
[image: image575.wmf]2

2

R

khi và chỉ khi 
[image: image576.wmf]//
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.

Cũng có thể lập luận bằng cách khác: 
[image: image577.wmf]1111

..2..().

2222

PBQ

SBAPQRPQREFRAEAF

====+

Chú ý rằng:  
[image: image578.wmf]22
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Theo bất đẳng thức Cô-si ta có: 
[image: image579.wmf]2.4.
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 Suy ra 
[image: image580.wmf]2
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image581.wmf]2
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là hình vuông. Suy ra 
[image: image582.wmf].
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Bài 22. Cho đường tròn tâm O đường kính BC, điểm A nằm trên O
[image: image583.wmf](,)

ABC

¹

. Các tiếp tuyến tại B, A của (O) cắt nhau tại điểm M, MC cắt (O) tại giao điểm thứ 2 là D. Gọi H là trung điểm AB, N là trung điểm của AM. I, K lần lượt là tâm vòng tròn ngoại tiếp, trọng tâm các tam giác MAB, MNB.
a. Chứng minh: BHDM là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: OHDE là tứ giác nội tiếp.

c. Chứng minh: 
[image: image584.wmf].
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Giải

	a. Vì điểm D nằm trên đường tròn đường kính BC nên
[image: image585.wmf]·
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(Tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau). Suy ra  
[image: image586.wmf]·
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Vậy tứ giác BHDM nội tiếp (có 2 đỉnh liên tiếp H, D cùng nhìn BM một góc vuông).

b. Xét tam giác OBM  và tam giác BCE.

Ta có: 
[image: image587.wmf]·
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(cùng phụ với 
[image: image588.wmf]·

ABM

). Từ đó suy ra 
[image: image589.wmf](.)
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suy ra 
[image: image591.wmf]1
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hay
[image: image592.wmf](..)
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suy ra 
[image: image593.wmf]·
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 hay 
[image: image594.wmf]OECM
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tại trung điểm của CD do đó


[image: image595.wmf]·
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. Vậy ED là tiếp tuyến của (O).

Vì 
[image: image596.wmf]·
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nên 5 điểm O, C, E, D, H nằm trên đường tròn đường kính OE. Hay OHDE là tứ giác nội tiếp.

c. Vì I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác cân ABM nên I nằm trên đường cao AH của tam giác MAB và 
[image: image597.wmf].
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Gọi Q, F lần lượt là trung điểm MN, MB, G  là trọng tâm tam giác MAB thì 
[image: image598.wmf]2
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theo định lý Thales đảo ta suy ra 
[image: image599.wmf]//.
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Mặt khác tam giác MAB cân tại M nên 
[image: image600.wmf].
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Từ đó suy ra I là trực tâm của tam giác GKN do đó 
[image: image601.wmf].
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Bài 23. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính 
[image: image602.wmf]2.
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là dây cung di động trên nửa đường tròn sao cho E thuộc cung AF và 
[image: image603.wmf].
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=

Gọi H là giao điểm của AF, BE, C là giao điểm của AE, BF, I là giao điểm của CH, AB.
a. Chứng minh 4 điểm A, C, F, I cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: 
[image: image604.wmf]..
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có giá trị không đổi khi EF di chuyển trên nửa đường tròn (O).

c. Đường thẳng AF cắt tiếp tuyến tại B ở N, các tiếp tuyến tại A, F của (O) cắt nhau ở M. Chứng minh: 
[image: image605.wmf].
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d. Xác định vị trí EF trên nửa đường tròn để tứ giác ABEF có diện tích lớn nhất.

Giải

	a. Vì các điểm E, F nằm trên nửa đường tròn đường kính AB nên 
[image: image606.wmf]·
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(Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).

Do C là giao điểm của AE, BF suy ra 
[image: image607.wmf],
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suy ra BE, AF cắt nhau tại điểm H là trực tâm tam giác CAB suy ra 
[image: image608.wmf].
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Tứ giác ACFI  có 
[image: image609.wmf]·
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suy ra tứ giác ACFI là tứ giác nội tiếp (Hai đỉnh liên tiếp F, I cùng nhìn AC góc 
[image: image610.wmf]90)

o
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b. Xét tam giác vuông ACI  và tam giác vuông ABE ta có 
[image: image612.wmf]·
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  chung.

Suy ra 
[image: image613.wmf]DD
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  do đó: 
[image: image614.wmf]..
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Tương tự ta cũng có: BC.BF = BI.AB. Cộng hai đẳng thức ta có:


[image: image615.wmf]22

..()4.

AEACBFBCABAIBIABR

+=+==

 

c. Xét tam giác MAO và tam giác ABN. Ta có: 
[image: image616.wmf]·
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 (cùng phụ với 
[image: image617.wmf]·
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Từ đó suy ra 
[image: image618.wmf]DD
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(g.g) suy ra 
[image: image619.wmf]2
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 hay 
[image: image620.wmf]=ÞDD

MAOB

MABOBN

ABBN

∽


(c.g.c), suy ra 
[image: image621.wmf]·
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 hay 
[image: image622.wmf]^
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d. Dễ thấy: Tam giác OMN là tam giác đều có cạnh 
[image: image623.wmf]=

MNR

. Gọi K là trung điểm của EF thì 
[image: image624.wmf]^

OKEF

. Từ đó ta tính được 
[image: image625.wmf]22
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. Tam giác OMN có diện tích là 
[image: image626.wmf]2
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SOKEF

. Dựng EX, FY lần lượt vuông góc với AB tại E, F thì tứ giác EFYX  là hình thang vuông, dựng 
[image: image627.wmf]^

KPAB

 suy ra P là trung điểm XY nên KP là đường trung bình hình thang EFYX.

Ký hiệu 
[image: image628.wmf]23

,

SS

lần lượt là diện tích của các tam giác AOE, BOF thì

 
[image: image629.wmf]12
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SOAEXREXSOBFYRFY

. Ta có 
[image: image630.wmf]123
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 mà 
[image: image631.wmf]1

S

 không đổi nên 
[image: image632.wmf]AEFB

S

 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image633.wmf]23
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SS

 lớn nhất.

Ta có 
[image: image634.wmf](
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. Trong tam giác vuông OKP ta có: 
[image: image635.wmf]3

O.

2

£=

KPKR

suy ra 
[image: image636.wmf]2
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image637.wmf]//
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POPKEFEFAB

. Vậy GTLN của 
[image: image638.wmf]AEFB

S

là 
[image: image639.wmf]2
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 khi và chỉ khi 
[image: image640.wmf]//
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.
Bài 24. Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn. Kẻ hai tiếp tuyến AB, AC với (O) với B, C là các tiếp điểm. Trên cung nhỏ BC lấy một điểm M rồi kẻ các đường vuông góc MI, MH, MK xuống BC, CA, AB. Gọi P, Q lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng BM và IK, CM và IH.

a. Chứng minh: Các tứ giác BIMK, CIMH là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image641.wmf]2

.
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c. Chứng minh: IPMQ  nội tiếp rồi suy ra 
[image: image642.wmf]PQMI

^

.

d. Tìm vị trí điểm M để MI. MH. MK đạt GTLN.

Giải

	a. Từ giả thiết ta có: 
[image: image643.wmf]·
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 suy ra tứ giác BKMI nội tiếp. Tương tự cho tứ giác CIMH, AKMH.

b. Vì tứ giác BKMI nội tiếp nên: 
[image: image644.wmf]·
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 (cùng chắn cung MI). Mặt khác ta có: 
[image: image645.wmf]·
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 (tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Nhưng 
[image: image646.wmf]·

·

MCHMIH

=

(cùng chắn cung MH của tứ giác nội tiếp MHCI). Suy ra 
[image: image647.wmf]·
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. Hoàn toàn tương tự ta có: 
[image: image648.wmf]·
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 nên 
[image: image649.wmf](.)
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Suy ra 
[image: image650.wmf]2
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c. Ta có: 
[image: image652.wmf]·
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Do đó tứ giác PIQM nội tiếp (Tổng hai góc đối nhau bằng 
[image: image653.wmf]0
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Vì PIQM nội tiếp suy ra 
[image: image654.wmf]·
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 suy ra 
[image: image655.wmf]//
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 hay 
[image: image656.wmf]MIPQ
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d. Từ chứng minh ở câu b) ta có 
[image: image657.wmf]23
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 Suy ra 
[image: image658.wmf]..
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lớn nhất khi và chỉ khi MI  lớn nhất. Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC không chứa A.

Bài 25. Cho tam ABC có 3 góc nhọn nội tiếp (O;R). Dựng đường cao AD của tam giác và đường kính AK của (O). Hạ BE, CF lần lượt vuông góc với AK.

a. Chứng minh: ABDE, ACFD là các tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image659.wmf]DD
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và 
[image: image660.wmf]DFAB

^


c. Cho BC cố định, điểm A di chuyển trên cung lớn BC. Chứng minh: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF là một điểm cố định.

Giải

	a. Vì 
[image: image661.wmf]·
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suy ra 4 điểm A, B, D, E nằm trên đường tròn đường kính AB có tâm là trung điểm N của AB.


[image: image662.wmf]·
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 nên 4 điểm A, D, F, C nằm trên đường tròn đường kính AC có tâm là trung điểm P của AC.

b. Do tứ giác ADFC nội tiếp nên: 
[image: image663.wmf]·
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 cùng chắn cung AD.

Ta có 
[image: image664.wmf]·
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. Từ đó suy ra 
[image: image665.wmf](
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Ta có: 
[image: image666.wmf]·
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mà 
[image: image667.wmf]BKABDFAB
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c. Gọi M là trung điểm của BC, I là trung điểm của BO thì 
[image: image669.wmf],

ONABOMBC

^^

suy ra 5 điểm N, O, E, M, B nằm trên đường tròn đường kính BO. Ta có: 
[image: image670.wmf]·
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 suy ra MN là phân giác của góc 
[image: image671.wmf]·

DNE

. Tam giác DNE cân tại N suy ra MN cũng là trung trực của DE, tương tự ta cũng có MP là trung trực của DF. Suy ra M là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF. Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF là điểm M cố định.

Bài 26. Cho tam giác ABC vuông tại A, D là điểm trên tia đối của tia BC, kẻ tiếp tuyến DE với đường tròn tâm C bán kính CA (A, E ở khác phía so với BC). Đường thẳng qua A vuông góc với BC cắt đường thẳng CE tại F, đường thẳng BF cắt DE tại M, qua B kẻ đường thẳng song song với CM cắt DE tại N. Gọi J là giao điểm thứ 2 của đường tròn (C; CA) với EC.

a. Đường tròn đường kính DC cắt AC tại I. Chứng minh: AIFE nội tiếp.

b. Tam giác CIF cân tại C.

c. Chứng minh: M là trung điểm của NE.

Giải

	a. Đường tròn đường kính DC cắt AC tại I nên 
[image: image672.wmf]·
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nội tiếp. Suy ra 
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Hay tứ giác AIFE nội tiếp.

b. Do 
[image: image674.wmf]CACE
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mà 
[image: image675.wmf]·
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 suy ra tam giác CIF cân tại C và 
[image: image676.wmf]//
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c. Áp dụng định lý Menelaus trong tam giác BFC với cát tuyến DME ta có: 
[image: image677.wmf](
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Mặt khác, do 
[image: image678.wmf]//
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 nên ta có: 
[image: image679.wmf]EFAI
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, do 
[image: image680.wmf]//
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nên 
[image: image681.wmf]DCIC
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thay vào (*) ta có:


[image: image682.wmf]..1//
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 hay M là trung điểm của NE.

Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF là điểm M cố định.
	
[image: image683.png]





Bài 27. Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (I), đường thẳng AI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại điểm D, E là điểm trên cung BDC, điểm F trên cạnh BC thỏa mãn 
[image: image684.wmf]·
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. Gọi G là trung điểm của IF. Đường thẳng EI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại P, đường thẳng AI cắt BC tại J, AF cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại K cắt DP tại Q.

a. Chứng minh: APQI là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image685.wmf]DD

DCJDAC
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.

c. Chứng minh: 
[image: image686.wmf],

DGEI

cắt nhau tại một điểm nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Giải

	a. Do AD là phân giác trong góc A nên 
[image: image687.wmf]·
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 vì 
[image: image688.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image689.wmf]·
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mặt khác


[image: image690.wmf]·
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suy ra tứ giác PQIA nội tiếp.

b. Xét tam giác DCJ, DAC ta có: 
[image: image691.wmf]·
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, 
[image: image692.wmf]·
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 chung nên 
[image: image693.wmf](
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c. Giả sử PD cắt FI tại 
[image: image694.wmf]'
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. Ta chứng minh 
[image: image695.wmf]'.
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Thật vậy, áp dụng định lý Menelaus cho tam giác AIF và cát tuyến 
[image: image696.wmf]'
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 ta có 
[image: image697.wmf]'
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. Từ chứng minh câu a ta có:


[image: image698.wmf]·
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 suy ra 
[image: image699.wmf]//
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. Mặt khác cũng do 
[image: image700.wmf]·
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 suy ra 
[image: image701.wmf]·
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 là hình thang cân 
[image: image702.wmf]//
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. Như vậy 
[image: image703.wmf]////
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Theo định lý Thales ta có: 
[image: image705.wmf],
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 mặt khác I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên theo tính chất phân giác trong ta cũng có: 
[image: image706.wmf],
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 do 
[image: image707.wmf]DD
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 nên 
[image: image708.wmf]CADA
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 mà 
[image: image709.wmf]DIDCDB
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(Tính chất quen thuộc). Suy ra 
[image: image710.wmf]CADA
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 như vậy: 
[image: image711.wmf]QAIACADADA
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 suy ra 
[image: image712.wmf].1
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 thay vào (*) ta có: 
[image: image713.wmf]'
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 là trung điểm của IF hay 
[image: image714.wmf]'
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Bài 28. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường tròn tâm B bán kính BA và đường tròn tâm C bán kính CA cắt nhau tại D khác A, BC cắt (B) tại E, F (F nằm trong (C)) và cắt (C) tại M, N (M nằm trong (B)). Đường thẳng DM cắt AE tại P, DF cắt AN tại Q. Kéo dài DM cắt (B) tại I, DF cắt (C) tại H. 

a. Chứng minh: 
[image: image715.wmf]IBEF

^

.

b. Chứng minh: Tứ giác APDQ nội tiếp và 
[image: image716.wmf]//
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c. Chứng minh: 
[image: image717.wmf]..
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Giải

	a. Ta có:
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Lại có: 
[image: image719.wmf]·
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Suy ra 
[image: image720.wmf]·
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Do đó 
[image: image722.wmf].
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b. Từ a suy ra tam giác IBF vuông cân tại B suy ra 
[image: image724.wmf]·
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 suy ra I, A, N thẳng hàng.

Tương tự, ta cũng có: E, A, H thẳng hàng suy ra 
[image: image725.wmf]·
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tứ giác APDQ nội tiếp suy ra 
[image: image726.wmf]·
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 nên 
[image: image727.wmf]//
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c. Áp dụng định lý Menelaus với tam giác PEM và cát tuyến IAN ta có: 
[image: image728.wmf]..1
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, tương tự với tam giác QFN và cát tuyến HAE ta cũng có: 
[image: image729.wmf]..1.
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 Nhân hai đẳng thức với chú ý: 
[image: image730.wmf].
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 suy ra: 
[image: image731.wmf]..
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Bài 29. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image732.wmf](
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có 
[image: image733.wmf]ABAC

<

. Gọi I là trung điểm của cung BC không chứa A. Trên AC lấy điểm K khác C sao cho 
[image: image734.wmf].
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 Đường thẳng BK cắt 
[image: image735.wmf](
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 tại 
[image: image736.wmf](
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¹

. Trên DI lấy điểm M sao cho 
[image: image737.wmf]//.
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 Đường thẳng KM cắt BC tại điểm N. Đường tròn ngoại tiếp tam giác BKN cắt 
[image: image738.wmf](
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 tại 
[image: image739.wmf](

)

PPB

¹

.

a. Chứng minh: K đối xứng với B qua AI.

b. Chứng minh: AC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BKN.

c. Gọi E là giao điểm của DI và AC. Chứng minh: Tứ giác EPIK nội tiếp.

d. Gọi F là giao điểm của PK và 
[image: image740.wmf](

)

O

. Chứng minh: KF đi qua trung điểm của AD.

Giải

	a. Ta có: 
[image: image741.wmf]·
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Từ đó suy ra 
[image: image742.wmf]·
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Do đó 
[image: image743.wmf]ABAK
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 hay K đối xứng với B qua AI.

b. Ta có: 
[image: image744.wmf]·
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Kết hợp với 
[image: image745.wmf]·
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Suy ra 
[image: image746.wmf]DKDC

=

 nên DI là đường trung trực của KC
Do đó 
[image: image747.wmf]MKMC

=

.

Ta có: 
[image: image748.wmf]·
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 nên KC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BKN.
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c. Ta có 
[image: image750.wmf]·
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 suy ra tứ giác EPIK nội tiếp.

d. 
Từ câu c) ta có: 
[image: image751.wmf]·

·

0

90

KPIKEI

==

 mà PK cắt 
[image: image752.wmf](
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tại F suy ra IF là đường kính của 
[image: image753.wmf](
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O

.

Suy ra 
[image: image754.wmf],
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 mặt khác 
[image: image755.wmf]BDAI

^

 suy ra 
[image: image756.wmf]////
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. Mặt khác FD, EK cùng vuông góc với AC nên 
[image: image757.wmf]//
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 suy ra tứ giác AFDK là hình bình hành. Vậy FK đi qua trung điểm của AD.

Bài 30. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image758.wmf](
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 có trực tâm là H. Các đường cao BD, CE cắt 
[image: image759.wmf](
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 tại giao điểm thứ 2 là: F, G. Dựng 
[image: image760.wmf](
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////,
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. Các đường thẳng HM, HN theo thứ tự cắt FG tại K, L. Gọi P là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác AED với 
[image: image761.wmf](
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 P khác điểm A.

a. Chứng minh: Tứ giác HLPF nội tiếp.

b. Chứng minh: Các điểm P, L, E thẳng hàng.

c. Chứng minh: DK, EL cắt nhau tại một điểm nằm trên 
[image: image762.wmf](
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O

.

Giải

	a. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AED có đường kính AH, ta cũng có các tính chất quen thuộc là G, F lần lượt đối xứng với H qua AB, AC. (Học sinh tự chứng minh điều này).

Theo tính chất góc ngoài ta có:
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 Do 
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Suy ra tứ giác HLPF nội tiếp.
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b. Ta có: 
[image: image768.wmf]·
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 suy ra hai tia LP, EP trùng nhau. Hay E, L, P thẳng hàng.

c. Ta có 
[image: image769.wmf]·
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. Suy ra tứ giác PKHG nội tiếp. Từ đó dễ chứng minh được: P, K, D thẳng hàng. Suy ra DK, EL cắt nhau tại điểm P nằm trên 
[image: image771.wmf](
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Bài 31. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image772.wmf](
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 có các đường cao BK, CL cắt nhau tại H. Các đường AH, BH, CH cắt 
[image: image773.wmf](
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 tại giao điểm thứ hai là D, E, F. Lấy điểm M sao cho tam giác MFH và tam giác HBC đồng dạng (M, A nằm cùng phía so với KL). ML cắt 
[image: image774.wmf](
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tại N (M, A, N nằm cùng phía so với KL). Kẻ 
[image: image775.wmf](

)

(

)

//

DPKLPO

Î

.

a. Chứng minh: 
[image: image776.wmf]HMAF

^

.

b. Chứng minh: Tứ giác ANLK nội tiếp.

c. Giả sử NH cắt BC tại Q. Chứng minh: Q là trung điểm của BC và QK, QL là tiếp tuyến của 
[image: image777.wmf](
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AKL
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d. Gọi R là trung điểm của KL. Chứng minh: N, R, P thẳng hàng.

Giải

	a. Ta có các tính chất quen thuộc, F đối xứng với H qua AB, 
[image: image778.wmf]//
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 và 
[image: image779.wmf]DD
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Vì 
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. Suy ra 
[image: image781.wmf].
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hay 
[image: image783.wmf]HMAF
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b. Do 4 điểm A, L, H, K nằm trên đường tròn đường kính AH. Giả sử MH cắt AB tại I thì suy ra 
[image: image785.wmf]//.
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 Gọi 
[image: image786.wmf]'
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 là giao điểm của 
[image: image787.wmf](
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và đường tròn đường kính AH thì
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 suy ra tứ giác 
[image: image790.wmf]'
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 nội tiếp. Ta có: 
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 suy ra hai tia 
[image: image792.wmf]','
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 trùng nhau. Hay 
[image: image793.wmf],,'
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 thẳng hàng suy ra 
[image: image794.wmf]'
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. Suy ra N nằm trên đường tròn đường kính AH tức là tứ giác ANLK nội tiếp.

c. Q là trung điểm của BC. Đây là tính chất quen thuộc (Kẻ đường kính 
[image: image795.wmf]'
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). Ngoài ra ta cũng có 
[image: image796.wmf]OAKLOADP
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 suy ra 
[image: image797.wmf],,
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 là các tiếp tuyến của đường tròn đường kính AH.

d. Ta có: 
[image: image798.wmf]·
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 suy ra N, R, P thẳng hàng. Suy ra đpcm.

Bài 32. Cho tam giác ABC có đường phân giác trong là BE. Đường tròn qua A, B tiếp xúc với AC cắt BC tại D khác B. Gọi K là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ADC, EK cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABE tại L. Giả sử AK cắt BC tại F.

a. Chứng minh: Tứ giác AEFB nội tiếp.

b. Giả sử CL cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABE tại M khác L. Chứng minh:
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và LC là phân giác của góc 
[image: image800.wmf]·
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c. Chứng minh: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác LBC là điểm chính giữa cung BC chứa điểm A.

Giải

	a. Ta có 
[image: image801.wmf]·
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 mặt khác do CA là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABD nên
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 nên 
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Suy ra tứ giác AEFB nội tiếp.
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b. Do BE là phân giác của góc 
[image: image806.wmf]·
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 nên E là điểm chính giữa cung AF của đường tròn ngoại tiếp tứ giác AEFB. Suy ra LE là phân giác của góc 
[image: image807.wmf]·
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. Ta có: 
[image: image808.wmf](
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 suy ra 
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 hay LC là phân giác của góc 
[image: image811.wmf]·
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c. Gọi N là điểm chính giữa cung BC chứa A của 
[image: image812.wmf](
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 thì 
[image: image813.wmf]·
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 suy ra N là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BLC.

Bài 33. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image814.wmf](
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, các tiếp tuyến tại B, C của 
[image: image815.wmf](
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 cắt nhau tại T. Gọi M, N lần lượt là các điểm thuộc tia BT, CT sao cho 
[image: image816.wmf]BMBCCN
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. Đường thẳng MN cắt CA, AB lần lượt E, F, BE giao CT tại P, CF giao BT tại Q. Dựng đường phân giác trong AD của tam giác ABC.

a. Chứng minh: 
[image: image817.wmf]·
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b. Chứng minh: 
[image: image818.wmf]//
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c. Chứng minh: 
[image: image819.wmf]DPDQ
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 và 
[image: image820.wmf]APAQ
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.

Giải

	a. Tam giác BTC, TMN cân tại T, suy ra 
[image: image821.wmf]//.
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 Xét tam giác ABC và tam giác MFB ta có: 
[image: image822.wmf]·
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Suy ra 
[image: image824.wmf]·
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b. Do 
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 ta có: 
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[image: image827.wmf]//,
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 tương tự ta có 
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c. Theo định lý Thales và tính chất phân giác ta có:
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Ta lại có: 
[image: image831.wmf]·
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tương tự ta cũng có:
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 suy ra 
[image: image833.wmf]ADQADPAPAQ
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Bài 34. Cho đường tròn tâm O nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. Đường thẳng qua A song song với BC cắt EF tại K. Gọi I là giao điểm của OD, EF. Gọi N là giao điểm của OA và EF.

a. Giả sử AI cắt OK tại H, chứng minh: Bốn điểm A, N, H, K cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: 
[image: image834.wmf]DD

OHDODK
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và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DHK nằm trên một đường thẳng cố định.

c. Gọi M là giao điểm của AI, BC. Chứng minh:
[image: image835.wmf]OMDK
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Giải:
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a. Vì AE, AF là các tiếp tuyến của 
[image: image837.wmf](
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tại E, F nên
[image: image838.wmf]AOEF
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. Vì 
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 suy ra
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. Từ đó suy ra I là trực tâm của tam giác 
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 tại H. Suy ra tứ giác ANHK nội tiếp.

b. Vì tứ giác ANHK nội tiếp nên 
[image: image842.wmf]22
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 suy ra


[image: image843.wmf](..).
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 Từ đó suy ra 
[image: image844.wmf]·
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 nên OD là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác HDK. Mà 
[image: image845.wmf]ODBC
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suy ra tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác HDK nằm trên đường thẳng cố định BC.

c. Tứ giác ODMH nội tiếp suy ra 
[image: image846.wmf]·
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 mà  
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 phụ với 
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nên 
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 phụ với
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Bài 35. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image851.wmf](
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 các đường cao BD, CE cắt nhau ở H. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC, DE . Gọi K là giao điểm thứ 2 của AM với đường tròn 
[image: image852.wmf](
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ngoại tiếp tam giác AEF. Gọi I là giao điểm thứ 2 của AN với 
[image: image853.wmf](
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a. Chứng minh:
[image: image854.wmf]·
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b. Chứng minh:
[image: image855.wmf]~
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[image: image1.wmf]MNOA
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c. Chứng minh: Tứ giác BHKC nội tiếp và K đối xứng với I qua BC.

d. Các tiếp tuyến tại B, C của 
[image: image856.wmf](
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cắt nhau ở T. Chứng minh: A, I, T thẳng hàng.

Giải:

	a. Do tứ giác BEDC nội tiếp nên: 
[image: image857.wmf]·
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Ta có: 
[image: image858.wmf](
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 là các trung tuyến tương ứng nên 
[image: image859.wmf]DD
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 suy ra 
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b. Đường tròn 
[image: image861.wmf](
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 có đường kính AH nên 
[image: image862.wmf]·
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, gọi F là giao điểm của AH với BC.

Do các tứ giác HFMK, HFCD nội tiếp nên suy ra 
[image: image863.wmf]...
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 suy ra tứ giác MKDC nội tiếp nên 
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do đó 
[image: image865.wmf](

)

.

DD

MCKMACgg

∽

.

c. Ta có 
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suy ra BHKC nội tiếp.
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Từ chứng minh ở câu b, a ta có
[image: image868.wmf]·

·

·

·

KBCMACNABICB

===

. Tương tự ta cũng có: 
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suy ra K, I đối xứng nhau qua BC.

d. Giả sử AT cắt 
[image: image870.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là 
[image: image871.wmf]'
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(khác A). Ta chứng minh:
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Thật vậy ta có: 
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 suy ra 
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 là tứ giác nội tiếp suy ra 
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 nên MB là phân giác của góc
[image: image876.wmf]·
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 suy ra 
[image: image878.wmf]'
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. Do đó: 
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[image: image880.wmf]',,
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thẳng hàng. Suy ra 
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Bài 36. Cho tam giác ABC có đường tròn nội tiếp 
[image: image882.wmf](
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tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. Đường thẳng qua A song song với BC cắt DE, DF lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh: M, N, E, F cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: MF, NE cắt nhau tại một điểm K nằm trên 
[image: image883.wmf](
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c. Gọi AK cắt 
[image: image884.wmf](
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 tại điểm L khác K. Chứng minh: L nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN.

Giải:

	a. Ta có 
[image: image885.wmf]·
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Suy ra tứ giác MNFE nội tiếp.

Do 
[image: image886.wmf]·
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Nên tam giác ANF cân tại A, suy ra
[image: image887.wmf]ANAF
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Tương tự 
[image: image888.wmf]AMAE
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 mà 
[image: image889.wmf]AEAF
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suy ra
[image: image890.wmf]AMANAEAF
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Nói cách khác 4 điểm M, N, E, F nằm trên đường tròn tâm A.

b. Suy ra 
[image: image891.wmf]·
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 suy ra tứ giác FKED nội tiếp.
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c. Giả sử đường tròn 
[image: image892.wmf](
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 cắt đường tròn 
[image: image893.wmf](
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 ngoại tiếp tam giác DMN tại điểm L, ta chứng minh: X, A, L thẳng hàng. Thật vậy kẻ đường kính DX của 
[image: image894.wmf](
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. Ta dễ chứng minh được tứ giác KMXN là hình bình hành suy ra X, A, K thẳng hàng (1)

Ta cũng có 
[image: image895.wmf]·
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 thẳng hàng (2). 

Từ (1), (2) ta suy ra A, K, L thẳng hàng (đpcm).

Bài 37. Cho tam giác ABC nhọn, không cân có hai đường cao là BE, CF. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BE, CF.

a. Chứng minh:
[image: image896.wmf]·
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b. Gọi AM cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ANC tại điểm P khác A. Gọi AN cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AMB tại điểm Q khác A. Chứng minh rằng 4 điểm M, N, P, Q nằm trên một đường tròn.

c. Gọi BQ cắt AM tại K, CP cắt AN tại L. Chứng minh: 
[image: image897.wmf]//
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Giải:
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a. Ta có: 
[image: image899.wmf]22

DDÞ=Û=Û=

ABACABACABAC

ABEACF

BECFBMCNBMCN

∽

 suy ra
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b. Ta có: 
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 suy ra
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Lại có: 
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 suy ra tứ giác MNQP nội tiếp.

c. Từ chứng minh trên ta có:
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 suy ra 
[image: image905.wmf](
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. Mặt khác do PQNM nội tiếp nên ta có: 
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(2). Từ (1) và (2) ta có: 
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Bài 38. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image908.wmf](
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, các đường cao BE, CF cắt nhau tại H, đường thẳng AD cắt 
[image: image909.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là 
[image: image910.wmf](

)

PPA

¹

. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt 
[image: image911.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là 
[image: image912.wmf](
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. Gọi I, M lần lượt là trung điểm của EF, BC. Đường thẳng qua P song song với EF cắt 
[image: image913.wmf](
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tại điểm
[image: image914.wmf](
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a. Chứng minh:
[image: image915.wmf]OAEF

^

.

b. Chứng minh: M, H, N thẳng hàng và
[image: image916.wmf]·
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.

c. Chứng minh: K, I, N thẳng hàng. 

Giải:

[image: image917.png]



a. Dựng tiếp tuyến Ax của
[image: image918.wmf](
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O

. Ta có 
[image: image919.wmf]·
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xACABC
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 (Tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Mặt khác ta lại có 
[image: image920.wmf]·

·
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 (Do BCEF nội tiếp). Từ đó suy ra 
[image: image921.wmf]·

·
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b. Để chứng minh bài toán ta chứng minh bổ đề: Cho tam giác NEF nội tiếp đường tròn
[image: image922.wmf](
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, các tiếp tuyến tại E, F của 
[image: image923.wmf](
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cắt nhau ở M, MN cắt 
[image: image924.wmf](
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O

tại giao điểm thứ 2 là H. Gọi I là trung điểm của EF. Khi đó ta có:
[image: image925.wmf]·

·
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.

Thật vậy: Theo tính chất tiếp tuyến và cát tuyến ta có:
[image: image926.wmf]2
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, mặt khác, áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông EJM ta có 
[image: image927.wmf]2
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MEMIMJ
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 suy ra 
[image: image928.wmf]..
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[image: image929.wmf]·
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 suy ra HIJN là tứ giác nội tiếp.

Từ đó ta có: 
[image: image930.wmf]·
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 nên IE là phân giác của góc 
[image: image931.wmf]·
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[image: image933.wmf]·
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c. Từ chứng minh ở câu b) ta suy ra
[image: image934.wmf]·
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. Ta có:


[image: image935.wmf]·
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 suy ra N, I, K thẳng hàng. Suy ra đpcm.

Bài 39. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image936.wmf](

)

O

, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Đường thẳng EF cắt 
[image: image937.wmf](
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 tại T, S (S thuộc cung nhỏ AC). Dựng đường kính AI của 
[image: image938.wmf](
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, SI cắt BC tại K.

a. Chứng minh: Tam giác AST cân. 

b. Chứng minh:
[image: image939.wmf]2

.
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.

c. Chứng minh:
[image: image940.wmf]AKSH

^

. 

Giải:

	a. Ta chứng minh được tính chất quen thuộc:


[image: image941.wmf]OAEF
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. Dựng tiếp tuyến Ax của 
[image: image942.wmf](
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. Ta có 
[image: image943.wmf]·
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 (Tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Mặt khác ta lại có 
[image: image944.wmf]·
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 (Do BCEF nội tiếp). Từ đó suy ra 
[image: image945.wmf]·
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[image: image946.wmf]//.
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 Từ đó suy ra OA là trung trực của ST. Nói cách khác tam giác AST cân tại A.

b. Ta có 
[image: image947.wmf]·

·

·

·
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 suy ra AS là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ESC.

Suy ra
[image: image948.wmf](
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c. Gọi X là giao điểm của đường tròn 
[image: image949.wmf](
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J

 đường kính AH (đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF) với đường thẳng AK. Suy ra
[image: image950.wmf]22
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Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông ASK ta suy ra 
[image: image951.wmf]SXAK

^

, do đó H, S, X thẳng hàng. Hay
[image: image952.wmf]SHAK

^

.

Bài 40. Từ một điểm A nằm ngoài đường tròn 
[image: image953.wmf](
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O

ta kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Gọi H là giao điểm của AO và BC. Trên đoạn thẳng BH lấy một điểm M bất kỳ, đường thẳng qua M vuông góc với MO cắt AC, AB lần lượt tại P, Q.

a. Chứng minh: OPQ là tam giác cân. 

b. Lấy điểm R thuộc CH sao cho
[image: image954.wmf]//

PROA

. Chứng minh:
[image: image955.wmf]CRHM
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c. Kẻ đường kính CD của 
[image: image956.wmf](
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. Gọi K là điểm đối xứng với
H qua B, đường thẳng qua B song song với AD cắt AK tại điểm N. Chứng minh: Tứ giác ACDK nội tiếp.

d. Đường thẳng qua B vuông góc với OC cắt AH tại E. Chứng minh: NB là phân giác trong của góc
[image: image957.wmf]·
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Giải:

	a. Tứ giác MBQO có 
[image: image958.wmf]·
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Suy ra MBQO là tứ giác nội tiếp, do đó 
[image: image959.wmf]·

·

MQOMBO
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 (cùng chắn cung MO).

Tương tự ta cũng có tứ giác MPCO nội tiếp nên 
[image: image960.wmf]·
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[image: image961.wmf]·
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 hay tam giác OPQ cân tại O.

b. Ta có: 
[image: image962.wmf]DDÞ=
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[image: image963.wmf].
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Từ đó ta có: 
[image: image964.wmf].
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c. Dễ chứng minh được: 
[image: image965.wmf](
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suy ra 
[image: image966.wmf]·
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 nên tứ giác ACDK nội tiếp.

d. Ta dễ chứng minh được: ABEC là hình thoi, theo tính chất đối xứng ta có: 
[image: image967.wmf]·
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Ta cũng có 
[image: image968.wmf]·
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suy ra tứ giác BMAE nội tiếp nên 
[image: image969.wmf]·
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 hay EB là phân giác của góc 
[image: image970.wmf]·
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 suy ra MB là phân giác của góc 
[image: image971.wmf]·
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Bài 41. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image972.wmf](
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, đường phân giác trong AD cắt đường tròn 
[image: image973.wmf](
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O

tại E, dựng  đường kính EF, lấy điểm P trên đoạn thẳng AD (P khác A, D) . Đường thẳng FP cắt đường tròn 
[image: image974.wmf](
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O

tại Q khác F . Dựng đường thẳng qua P vuông góc với AD cắt AC, AB tại M, N.

a. Chứng minh các tứ giác PQBN, PQCM nội tiếp.

b. Giả sử QN, CP cắt nhau trên 
[image: image975.wmf](
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O

. Chứng minh QM và PB cũng cắt nhau trên 
[image: image976.wmf](
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.

Phân tích định hướng giải:

	a. Từ giả thiết ta suy ra 
[image: image977.wmf], //
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 đây là định hướng để chứng minh các tứ giác nội tiếp.

+ Xét tứ giác PQBN: Ta có các biến đổi góc sau:


[image: image978.wmf]·
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 mà tứ giác ACQB nội tiếp nên 
[image: image979.wmf]·
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+ Xét tứ giác PQCM ta có: 
[image: image980.wmf]·
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 suy ra PQCM nội tiếp.

b. Nếu QN, CP cắt nhau tại điểm R nằm trên đường tròn 
[image: image981.wmf](
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Ta suy ra tứ giác BRCQ nội tiếp, giả sử BP, QM cắt nhau tại điểm S. Ta cần chứng minh: BQCS nội tiếp. Thật vậy ta có: 
[image: image982.wmf]·
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 nhưng 
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 từ đó ta suy ra 
[image: image984.wmf]·
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 hay BQCS nội tiếp. 

Bài 42. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image985.wmf](
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có 3 đường cao AD, BE, CF đồng quy tại điểm H. Đường thẳng CH cắt 
[image: image986.wmf](
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tại điểm G khác C. GD cắt 
[image: image987.wmf](
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tại điểm K khác G.

a. Chứng minh: AK đi qua trung điểm M của DE.

b. Gọi N là trung điểm của DF, AN cắt 
[image: image988.wmf](
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O

tại điểm L khác A . Chứng minh 4 điểm M, L, N, K cùng thuộc một đường tròn.

Phân tích định hướng giải:

	a. Việc chứng minh trực tiếp AK đi qua trung điểm của DE là tương đối khó. Để ý đến chi tiết CH cắt  đường tròn 
[image: image989.wmf](
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O

tại điểm G ta sẽ thấy G, H đối xứng nhau qua AB, hay F là trung điểm GH.

Như vậy ta cần tìm mối quan hệ giữa điểm F và điểm M thông qua các tam giác đồng dạng.

Xét tam giác DFH và tam giác DAE: Ta thấy
[image: image990.wmf]·
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Ta cũng có 
[image: image991.wmf]·
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 suy ra
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 hay 
[image: image993.wmf]HGHD
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Từ đó suy ra 
[image: image994.wmf]·
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b. Giả sử BH cắt đường tròn 
[image: image995.wmf](

)

O

tại điểm P khác B. Tương tự câu a ta có: P đối xứng với H qua AC. Suy ra 
[image: image996.wmf]AGAHAP
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 do đó 
[image: image997.wmf]GPOAEF
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suy ra
[image: image998.wmf]////
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, giả sử AL cắt GP tại Q. Ta có: 
[image: image999.wmf]·
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 suy ra tứ giác MKNL nội tiếp.

Bài 43. Cho tam giác nhọn ABC có
[image: image1000.wmf]·
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. Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Đường thẳng EF cắt BC tại P. Gọi I là trung điểm của BC, đường thẳng IF cắt PH tại điểm Q.

a. Chứng minh DFEI là tứ giác nội tiếp và
[image: image1001.wmf]·
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.

b. Gọi K là trực tâm của tam giác AEF và 
[image: image1002.wmf](
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J

 là đường tròn ngoại tiếp tam giác KPD. Đường thẳng CK cắt đường tròn 
[image: image1003.wmf](
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 tại điểm G. Đường thẳng IG cắt đường tròn 
[image: image1004.wmf](
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 tại M. Đường thẳng JC cắt đường tròn đường kính BC tại N. Chứng minh:
[image: image1005.wmf]DD
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Giải: 

	a. Từ các tứ giác HFBD, HDCE nội tiếp ta suy ra
[image: image1006.wmf]·
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Mặt khác ta  cũng có:
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suy ra
[image: image1008.wmf]·
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. Do đó tứ giác FDIE nội tiếp.

+ Ta cũng có:
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Gọi R là giao điểm thứ 2 của hai đường tròn
	[image: image2428.png]






[image: image1010.wmf](

)

(

)

,

HDIAFHE

ta thấy ngay R nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn, nên P, H, R thẳng hàng, và 
[image: image1011.wmf]PRUV

^

(với U là trung điểm AH , V là trung điểm của HI) suy ra
[image: image1012.wmf]PRAI
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.

Ta có
[image: image1013.wmf]·
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b. Ta có 
[image: image1014.wmf]·
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[image: image1015.wmf]·
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Hay tứ giác CEKF nội tiếp. Tức là điểm K thuộc đường tròn đường kính BC.

+ Ta có: 
[image: image1016.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1017.wmf]DD
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[image: image1018.wmf]2
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[image: image1019.wmf]2
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. Mặt khác ta cũng có: Tứ giác GMDP nội tiếp nên 
[image: image1020.wmf]2
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suy ra
[image: image1021.wmf]DD
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Bài 44. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn
[image: image1022.wmf](

)

O

. Các tia AB, DC cắt nhau tại E, các tia AD, BC cắt nhau tại F. Đường tròn ngoại tiếp tam giác BCE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác CDF tại M. Chứng minh rằng:

a. Ba điểm E, M, F thẳng hàng và bốn điểm A, D, M, E nằm trên một đường tròn.

b. 
[image: image1023.wmf].
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c. Chứng minh đường thẳng OM đi qua giao điểm của hai đường chéo AC, BD của tứ giác ABCD.

Phân tích định hướng giải:

	a. Bài toán thực chất là sự kết hợp giữa hai định lý hình học: Định lý Miquel và Định lý Brocard. Để  chứng minh E, M, F thẳng hàng ta chứng minh:
[image: image1024.wmf]·
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Ta tìm cách quy về hai góc đối nhau trong tứ giác nội tiếp.

Ta có 
[image: image1025.wmf]·
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. Ta có 
[image: image1026.wmf]·
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 suy ra 4 điểm A, D, M, E cùng nằm trên một đường tròn.

Từ đó ta dễ chứng minh được các tứ giác ABMF, BDFE nội tiếp.
	[image: image2429.png]





b. Xét tứ giác OACM ta có:


[image: image1027.wmf]·
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suy ra tứ giác OACM nội tiếp.

Ta có 
[image: image1028.wmf]·

·

·

·

·

·

·

·

OMFOMAAMBOMAABFOMCCMEOME

=+=+=+=

 suy ra 
[image: image1029.wmf]·
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Theo định lý Brocard ta có: 
[image: image1030.wmf]^
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 suy ra O, I, M thẳng hàng.

Bài 45. Từ điểm M ở ngoài đường tròn 
[image: image1031.wmf](
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 kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn 
[image: image1032.wmf](
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. Gọi E là trung điểm của MB, C là giao điểm của AE và 
[image: image1033.wmf](
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, H là giao điểm của AB, MO, D là giao điểm của MC và 
[image: image1034.wmf](
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a. Chứng minh HCEB là tứ giác nội tiếp. 

b. Chứng minh tam giác ABD cân.

c. Gọi J là giao điểm thứ hai của BO và 
[image: image1035.wmf](
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. K là giao điểm của AD, MJ. Tính tỷ số 
[image: image1036.wmf]KA
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Phân tích định hướng giải:
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a. Chú ý rằng: Tam giác EHB cân tại E nên
[image: image1038.wmf]·
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. Mặt khác tứ giác ACBD nội tiếp nên
[image: image1039.wmf]·
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. Từ đó suy ra 
[image: image1040.wmf]·
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 hay tứ giác CEBH nội tiếp.

b. Để chứng minh tam giác ABD cân ta chứng minh:
[image: image1041.wmf]·
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. Nếu điều này xảy ra thì 
[image: image1042.wmf]//

ADMB


Vì vậy ta sẽ chứng minh: 
[image: image1043.wmf]//
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. Thật vậy ta có:
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Mặt khác từ tính chất cát tuyến và tiếp tuyến ta chứng minh được:
[image: image1045.wmf]·
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Suy ra
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. Suy ra 
[image: image1047.wmf]//
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 (đpcm).

c. Gọi N là giao điểm của BJ, AD. Ta dễ chứng minh được:


[image: image1048.wmf]222
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. Để ý rằng: 
[image: image1049.wmf]NKJN
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 suy ra 
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 hay K là trung điểm của AN. Từ đó tính được: 
[image: image1051.wmf]1
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	Bài 46. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1052.wmf](

)

O

đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Dựng đường kính AG của 
[image: image1053.wmf](
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. AG cắt EF, BC tại X, Y.
a. Chứng minh: H, G, X, D cùng nằm trên một đường tròn.

b. Gọi Z là giao điểm của AD và tiếp tuyến tại G của 
[image: image1054.wmf](
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O

. Chứng minh:
[image: image1055.wmf]//
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Giải:

a. Ta có tính chất quen thuộc 
[image: image1056.wmf]OAEF

^

 
Chú ý rằng các tứ giác BFXG, BFHD nội tiếp nên:


[image: image1057.wmf]...
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nên 4 điểm H, G, X, D cùng nằm trên một đường tròn,

b. Chú ý tứ giác DZGY và HZGD nội tiếp nên:


[image: image1058.wmf]·
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Bài 47. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1059.wmf](
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. Tiếp tuyến tại A của 
[image: image1060.wmf](
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cắt tiếp tuyến tại B, C của 
[image: image1061.wmf](
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lần lượt tại S, T. BT cắt AC tại E, CS cắt AB tại F. Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của BE, CF, AB, AC. Đường thẳng BQ, CP cắt 
[image: image1062.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là K, L.

a. Chứng minh:
[image: image1063.wmf]~
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b. Chứng minh tứ giác PQKL nội tiếp.

c. Chứng minh:
[image: image1064.wmf]·
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Phân tích định hướng giải:

[image: image1065.png]



a. Ta dễ chứng minh được tính chất sau: Xem thêm phần tính chất cát tuyến, tiếp tuyến.

Tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1066.wmf](
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, các tiếp tuyến tại B và C cắt nhau tại T, AT cắt 
[image: image1067.wmf](
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tại D, OT cắt BC tại H. Khi đó
[image: image1068.wmf]·
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và 
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Trở lại bài toán:

+ Áp dụng kết quả bài toán ta có:
[image: image1070.wmf]DD
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b. Từ kết quả 
[image: image1071.wmf]DD
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chú ý rằng: KP, CM lần lượt là trung tuyến của các tam giác 
[image: image1072.wmf], 
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 nên suy ra 
[image: image1073.wmf]·
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(1), tương tự 
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c. Ta có 
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 (do KLBC nội tiếp và
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). Từ đó suy ra tứ giác PQKL nội tiếp nên ta có: 
[image: image1077.wmf]·
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(3). Từ (1), (2), (3) ta có:
[image: image1078.wmf]·
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Bài 48. Cho tam giác ABC cân tại A, I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác, M là điểm trong tam giác ABC sao cho
[image: image1079.wmf]·

·
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. Đường thẳng qua M song song với BC cắt AB, AC lần lượt tại P, Q. Các đường thẳng qua M song song với AB, AC cắt BC tại D, E.

a. Chứng minh tứ giác MQCD nội tiếp.

b. Gọi N là giao điểm của PD, QE. Chứng minh khi M thay đổi thi N luôn chạy trên một đường tròn cố định.

Phân tích định hướng giải: 

	a. Ta có BPMD là hình bình hành suy ra
[image: image1080.wmf]·
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. Tam giác ABC cân tại A nên 
[image: image1081.wmf]·
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 suy ra 
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 nên tứ giác MQCD nội tiếp.

b. Gọi N1 là giao điểm của PD với đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image1083.wmf]·
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 và 
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I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC cân tại A nên:
[image: image1085.wmf]·
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Suy ra
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Mà 
[image: image1087.wmf]·
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. Mặt khác
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. Tương tự ta có PMEB nội tiếp nên  gọi 
[image: image1090.wmf]2
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là giao điểm của QE với đường tròn ngoại tiếp PMEB suy ra 
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 suy ra
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và 
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 Khi đó ta có:
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Suy ra 
[image: image1097.wmf]·
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 hay N thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Bài 49. Cho tam giác ABC không cân. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB tại D, E, F. Đường thẳng đi qua E vuông góc với BI cắt 
[image: image1098.wmf](
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 tại điểm thứ hai là
[image: image1099.wmf](
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, đường thẳng qua F vuông góc với CI cắt 
[image: image1100.wmf](
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 tại giao điểm thứ hai là
[image: image1101.wmf](
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. Gọi J là trung điểm của KL. Gọi T là trung điểm của BC, G là giao điểm của AI với BC, U là điểm đối xứng với T qua G , X, Y là giao điểm của EF với BI, CI
a. Chứng minh: Bốn điểm C, I, E, X và B, C, X, Y cùng nằm trên một đường tròn.

b. Gọi M, N lần lượt là giao điểm của IE, IF với 
[image: image1102.wmf](

)

I

. MN cắt IB, IC tại P ,Q. Chứng minh rằng đường trung trực của PQ luôn đi qua điểm U .

Phân tích định hướng giải: 

	a. Trước tiên ta dễ chứng minh được D, I, J thẳng hàng. Ta có 
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 (Tính chất góc ngoài). Từ đó suy ra IEXC nội tiếp nên
[image: image1105.wmf]·
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Hoàn toàn tương tự ta có: IFYB là tứ giác nội tiếp nên
[image: image1106.wmf]·
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. Từ đó suy ra tứ giác XYBC nội tiếp. 

b. Suy ra điểm T nằm trên đường trung trực của XY.
	[image: image2432.png]





Các cặp điểm M và E, N và F đối xứng nhau qua I nên 
[image: image1107.wmf]//

EFMN

suy ra
[image: image1108.wmf]//
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. Tương tự X, P đối xứng nhau qua I và Y, Q đối xứng nhau qua I. Nên hai đường trung trực của XY và PQ đối xứng nhau qua IA suy ra đường trung trực của PQ đi qua điểm U.

Chú ý rằng: Điểm T là cố định và 
[image: image1109.wmf]GBAB

k
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 không đổi. Suy ra điểm U là cố định.

Bài 50. Cho tam giác ABC không cân có đường cao là AH nội tiếp đường tròn
[image: image1110.wmf](
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. Một điểm P nằm trong tam giác sao cho AP là đường phân giác trong của góc
[image: image1111.wmf]·
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. Gọi L là hình chiếu vuông góc của P lên AH. Đường tròn đường kính AP cắt 
[image: image1112.wmf](
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 tại giao điểm thứ 2 là G (khác A).

a. Chứng minh AP, GL cắt nhau tại một điểm nằm trên 
[image: image1113.wmf](
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O

.

b. Giả sử GL chia đôi đoạn thẳng HP. Chứng minh: P là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC
Phân tích định hướng giải:

[image: image1114.png]‘o
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a. Gọi F, D lần lượt là giao điểm của AP với BC và 
[image: image1115.wmf](
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. Ta sẽ chứng minh G, L, D thẳng hàng.

Thật vậy ta có: 
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. Suy ra G, L, D thẳng hàng. 

Cũng có thể biến đổi góc theo cách khác như sau:


[image: image1117.wmf]·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

.

AGLLPDBFDFCDFDCFBDAGCDGCAGCAGD

===+=+=+=


Từ đó suy ra G, L, D thẳng hàng.

b. Để chứng minh: P là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC ta sẽ chứng minh:

BP là phân giác trong của góc
[image: image1118.wmf]·
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.

Gọi E là giao điểm của GL và BC.

Từ giả thiết GL chia đôi HP suy ra PLHE là hình chữ nhật nên
[image: image1119.wmf]//
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Theo định lý Thales ta có: 
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 hay 
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Lại có 
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 nên 
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Từ đó suy ra 
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Vậy BP là phân giác của góc 
[image: image1126.wmf]·
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. Suy ra điều phải chứng minh.

	Bài 51. Cho tam giác ABC nhọn, cố định nội tiếp trong 
[image: image1127.wmf](
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O

. P là một điểm chuyển động trên cạnh BC. Gọi 
[image: image1128.wmf](
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,

KL

lần lượt là đường tròn ngoại tiếp các tam giác
[image: image1129.wmf],
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. Lấy điểm S thuộc đường tròn 
[image: image1130.wmf](
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sao cho
[image: image1131.wmf]//
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. Lấy điểm T thuộc đường tròn 
[image: image1132.wmf](
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 sao cho
[image: image1133.wmf]//
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a. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác AST đi qua O.

b. Gọi E là giao điểm của 
[image: image1134.wmf](
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và AC, F là giao điểm của 
[image: image1135.wmf](
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và AB. BE cắt CF tại điểm G. Chứng minh đường thẳng PG đi qua O khi và chỉ khi AP đi qua trung điểm của OH, với H là trực tâm của tam giác ABC.
	[image: image2433.png]





Phân tích định hướng giải:

a. Gọi AT, AS cắt BC tại Q, R. Dễ thấy các tứ giác ABPS, ACPT là hình thang cân, do đó các tam giác ABR, ACQ cân tại R, Q. Mặt khác ta có OK, OL là các đường trung trực của AB, AC do đó OK đi qua R, OL đi qua Q.

Suy ra trong tam giác AQR thì O la tâm đường tròn nội tiếp hay AO là đường phân giác của góc
[image: image1136.wmf]·
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SAT

. Ta lại có tứ giác ACPT la hình thang cân nên OQ cũng là đường trung trực của PT.

Do đó 
[image: image1137.wmf]OTOP
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 tuơng tự ta có: 
[image: image1138.wmf]OSOP

=

 do đó 
[image: image1139.wmf]OTOS

=

 (2).

Từ (1), (2) ta suy ra O thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác AST.

b. Ta dễ chứng minh được tứ giác AEGF nội tiếp. Từ đó suy ra 
[image: image1140.wmf]·
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 suy ra CEGP nội tiếp kéo theo BFGP cũng nội tiếp. Từ đó suy ra nếu M đối xứng với A qua BC thì 
[image: image1141.wmf]·
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 do đó PG đi qua M . Nên đường thẳng PG và AP đối xứng nhau qua BC. Nên PG đi qua tâm O của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC khi và chỉ khi AP đi qua điểm đối xứng của O qua BC. Hay AP đi qua tâm đường tròn Ơle của tam giác ABC.

Bài 52. Cho tam giác ABC có 3 đường cao là AX, BY, CZ cắt nhau tại điểm H, M là trung điểm của BC, P là một điểm thuộc đường thẳng HM. Đường tròn 
[image: image1142.wmf](
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đường kính AP cắt CA, AB lượt tại E, F khác A. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AYZ cắt 
[image: image1143.wmf](
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 tại điểm G khác A.

a. Chứng minh: P, H, G thẳng hàng.

b. Chứng minh tiếp tuyến tại E, F của 
[image: image1144.wmf](
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 cắt nhau trên đường trung trực của BC. 
Phân tích định hướng giải:

	a. Dễ thấy đường tròn ngoại tiếp tam giác AXY có đường kính là AH nên 
[image: image1145.wmf]HGGA
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, mặt khác 
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 nên P, G, H thẳng hàng.

b. Xét tam giác GYE và tam giác GZF ta có: 
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suy ra 
[image: image1154.wmf]DD
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Do 
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 suy ra M là giao điểm của các tiếp tuyến tại Y, Z của đường tròn ngoại tiếp tam giác AYZ.

Tương tự ta cũng có T là giao điểm của hai tiếp tuyến tại E, F của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF.

Ta có 
[image: image1156.wmf]·

·

·

·

·

0

180

GFTGFEEFTGAYFAE

=+=-+
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nên 
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 mặt khác cũng từ 
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 ta suy ra 
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 hay 
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suy ra 
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suy ra 
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Bài 53. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1168.wmf](
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 và ngoại tiếp đường tròn 
[image: image1169.wmf](
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, các đường thẳng AI, BI, CI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác tại giao điểm thứ hai là: D, E, F. DE cắt AC, BC lần lượt tại M, N, DF cắt AB, BC tại P, Q.

a. Chứng minh: Tam giác CMN là tam giác cân.

b. Chứng minh: 
[image: image1170.wmf]//
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 từ đó suy ra P, I, M thẳng hàng.

c. Chứng minh: 
[image: image1171.wmf]DIBC
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d. Giả sử EF, FD, DE lần lượt cắt AI, BI, CI tại X, Y, Z. Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DYZ. Chứng minh: 4 điểm X, Y, Z, J nằm trên một đường tròn.

Giải:

	a. Ta có:


[image: image1172.wmf]»
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1173.wmf]·
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Mà 
[image: image1174.wmf]»
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[image: image1175.wmf]·
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hay tam giác CMN cân tại C.

b. Ta có 
[image: image1176.wmf]·

·
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 suy ra tứ giác AIME nội tiếp.

Suy ra
[image: image1177.wmf]·
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, chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image1178.wmf]//,,
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thẳng hàng và
[image: image1179.wmf]//

MPBC

.
	[image: image2435.png]





c. Trước hết ta cần chứng minh:
[image: image1180.wmf]DIDBDC

==

. 

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp: ABDC ta có: 
[image: image1181.wmf]...

ABCDACBDADBC
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suy ra


[image: image1182.wmf](
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d. Theo tính chất vòng tròn nội tiếp tam giác ta có:


[image: image1183.wmf]¶
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. Suy ra tứ giác XYDZ nội tiếp. Suy ra
[image: image1184.wmf]·
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. Tương tự ta cũng có:
[image: image1185.wmf]//,//

XYABXZAC

. Suy ra 
[image: image1186.wmf]·
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. Do J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DYZ nên 


[image: image1187.wmf]·
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 suy ra tứ giác XYJZ nội tiếp.

Bài 54. Cho tam giác ABC vuông tại A, dựng đường tròn tâm O đường kính AB. Một đường thẳng qua C cắt nửa đường tròn tại 
[image: image1188.wmf](

)

O

nằm trong nửa mặt phẳng chứa điểm C có bờ là AB) tại D, E, (D nằm giữa C và E) sao cho 
[image: image1189.wmf]·
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 Qua D dựng đường thẳng vuông góc với CE cắt AC tại F. Hạ
[image: image1190.wmf], 

CKEFEHAC

^^

. Đường tròn ngoại tiếp tam giác EDK cắt AD tại điểm I khác D. Hai đường thẳng AC, KI cắt nhau tại M.

a. Chứng minh: A, K, E, M cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh:
[image: image1191.wmf]2

.
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.

c. Chứng minh:
[image: image1192.wmf]..

FMFAFCFH

=

.

d. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác EDM luôn tiếp xúc với đường thẳng cố định.

Giải:

	a.Tứ giác EDIK nội tiếp nên 
[image: image1193.wmf]·
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(cùng bù với góc
[image: image1194.wmf]·
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) hay 
[image: image1195.wmf]·
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(1).

Xét đường tròn 
[image: image1196.wmf](
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ta có: 
[image: image1197.wmf]·
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(góc nội tiếp chắn cung lớn AE và góc tạo bởi dây cung AE và tiếp tuyến AF) (2). Từ (1) và (2) suy ra


[image: image1198.wmf]·
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suy ra AEKM là tứ giác nội tiếp.

b. Do CA là tiếp tuyến của 
[image: image1199.wmf](

)
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nên 
[image: image1200.wmf]2

.

CACDCE

=

 (*). Mặt khác tứ giác FHDE nội tiếp nên 
[image: image1201.wmf]..

CDCECHCF
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suy ra 
[image: image1202.wmf](
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c. Do tứ giác AKEM nội tiếp nên
[image: image1203.wmf]..

FKFEFAFM

=

. Mặt khác tứ giác CHKE nội tiếp nên 
[image: image1204.wmf]..

FKFEFHFC

=

 suy ra 
[image: image1205.wmf](
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d. Ta chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác MDE luôn tiếp xúc với đường thẳng AC cố định.
	[image: image2436.png]





Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1206.wmf]2 222
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Lại có: 
[image: image1207.wmf](

)

(

)

(

)

22

.

CFCACFCACFCAFACFCA

-=-+=+


Hay
[image: image1208.wmf]FMCFCACACM
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. Kết hợp với (*) suy ra 
[image: image1209.wmf]2

.
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=

 tức là đường tròn ngoại tiếp tam giác EDM tiếp xúc đường thẳng AC tại M.

Bài 55. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1210.wmf](

)
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và ngoại tiếp
[image: image1211.wmf](

)

I

. Các đường thẳng AI, BI, CI cắt 
[image: image1212.wmf](

)

O

lần lượt tại D, E, F, DE cắt CF tại M, DF cắt BE tại N, AD cắt EF tại P. Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN.
a. Chứng minh: INDM là tứ giác nội tiếp. 

b. Chứng minh: 
[image: image1213.wmf]//

MNBC

và I  là trực tâm
[image: image1214.wmf]DEF

D

.

c. Chứng minh: P, M, J, N cùng nằm trên một đường tròn.

Giải:

	a. Ta có 
[image: image1215.wmf]·
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[image: image1216.wmf]·
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 suy ra INDM là tứ giác nội tiếp.

b. Suy ra
[image: image1217.wmf]·
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. Ta có:
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[image: image1219.wmf]DFBE
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. Chứng minh tương tự ta có 
[image: image1220.wmf]^

DAEF

 suy ra I là trực tâm tam giác DEF.

c. Vì J là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác IMDN nên 
[image: image1221.wmf]·
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[image: image1222.wmf]·
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Mặt khác chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image1223.wmf]·
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 từ đó suy ra 
[image: image1224.wmf]·
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 nên tứ giác PNJM nội tiếp. 

Bài 56. Cho hai đường tròn 
[image: image1225.wmf](

)
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và 
[image: image1226.wmf](
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 cắt nhau tại A, B. Một đường thẳng 
[image: image1227.wmf](
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d

thay đổi qua A cắt 
[image: image1228.wmf](

)

O

, 
[image: image1229.wmf](
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lần lượt tại C, D (A nằm giữa C, D). Tiếp tuyến tại C của 
[image: image1230.wmf](
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và tiếp tuyến tại D của 
[image: image1231.wmf](

)

'
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cắt nhau ở M. Gọi P, Q lần lượt là hình chiếu vuông góc của B xuống hai tiếp tuyến trên.

a. Chứng minh: Tứ giác MCBD nội tiếp.

b. Hạ
[image: image1232.wmf]BHCD

^

, chứng minh: P, H, Q thẳng hàng.

c. Chứng minh: PQ tiếp xúc với đường tròn cố định.

Giải:

	a. Ta có: 

[image: image1233.wmf]·
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Suy ra MCBD là tứ giác nội tiếp.

b. Đây thực chất là đường thẳng Simson của điểm B với đường tròn ngoại tiếp tam giác MCD.

c. Ta có 
[image: image1234.wmf]·
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 suy ra PQ là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABH.

Mà AB cố định 
[image: image1235.wmf]·
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nên suy ra PQ luôn tiếp xúc với đường tròn đường kính AB.
	[image: image2438.png]





Bài 57. Cho hai đường tròn 
[image: image1236.wmf](

)

O

và 
[image: image1237.wmf](
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 cắt nhau tại A, B và một tiếp tuyến chung PQ 
[image: image1238.wmf](
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Tiếp tuyến tại P và Q của đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ cắt nhau ở E.

Gọi D là điểm đối xứng với B qua PQ. Giả sử AB cắt PQ tại điểm M .

a. Chứng minh: APDQ là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh:
[image: image1239.wmf]DD

PBMAPM

∽

. 

c. Chứng minh: A, D, E thẳng hàng.

Giải:

	a. Theo tính chất đối xứng ta có: 

[image: image1240.wmf]·
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[image: image1241.wmf]·

0

180

PAQ

=-

 suy ra APDQ là tứ giác nội tiếp.

Vì AB cắt PQ tại M nên


[image: image1242.wmf]2 2
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Suy ra M là trung điểm của PQ. Tam giác 
[image: image1243.wmf](.)
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suy ra 
[image: image1244.wmf]BPMB
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,

 tương tự ta cũng có:


[image: image1245.wmf]BQMBBPAP
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Theo giả thiết ta có: 
[image: image1246.wmf],

PBPQQBQD
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 suy ra 
[image: image1247.wmf]DPAP
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.

Theo tính chất quen thuộc 2 tiếp tuyến tại P, Q của đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ cắt nhau ở E ta suy ra E, D, A thẳng hàng.

Bài 58. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1248.wmf](
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 với B, C cố định, các tiếp tuyến của 
[image: image1249.wmf](
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tại A, B cắt nhau ở X, các tiếp tuyến của 
[image: image1250.wmf](
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tại A, C cắt nhau ở Y. CX, BY cắt AB, AC lần lượt tại F, E. Gọi M, N là trung điểm của BE, CF. Các đường trung tuyến BL, CK kéo dài cắt 
[image: image1251.wmf](

)

O

lần lượt tại P, Q.

a. Chứng minh: Các tam giác BFC, QAC đồng dạng.

b. Chứng minh: Tứ giác PQKL nội tiếp.

c. Gọi I là giao điểm BN, CM. Chứng minh: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC nằm trên đường thẳng cố định.

Giải:

[image: image1252.png]



Trước hết ta chứng minh bổ đề sau:

Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1253.wmf](

)

O

các tiếp tuyến tại A, B cắt nhau ở X. XC cắt AB tại F thì:
[image: image1254.wmf]·

·

ACKFCB

=

.

Thật vậy giả sử CX cắt 
[image: image1255.wmf](

)

O

tại R thì: 
[image: image1256.wmf]2
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 suy ra COKR là tứ giác nội tiếp. Suy ra 
[image: image1257.wmf]·
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 nên KB là phân giác của góc
[image: image1258.wmf]·
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Ta có:
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 suy ra 
[image: image1260.wmf](.)
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suy ra
[image: image1261.wmf]·
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.

a. Trở lại bài toán: Từ bổ đề ta suy ra tam giác BFC, QAC đồng dạng.

b. Ta có 
[image: image1262.wmf]·
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PQKPBCBLK

suy ra PQKL nội tiếp.

c. Ta cần chứng minh:
[image: image1263.wmf]·
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.

Ta có 
[image: image1264.wmf]DD
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mà BM, QL là các trung tuyến tương ứng nên
[image: image1265.wmf]·
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. Tương tự ta cũng có 
[image: image1266.wmf]·
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mà 
[image: image1267.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1268.wmf]·

·
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 suy ra tam giác IBC cân tại I. Suy ra trung trực của BC đi qua O, I  hay tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC nằm trên đường thẳng cố định là trung trực của BC.

	Bài 59. Cho tam giác nhọn ABC đường cao AH. Đường tròn tâm O đường kính AH cắt AB, AC lần lượt tại D, E. Đường thẳng DE cắt BC tại S, SO cắt AB, AC lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh: 
[image: image1269.wmf]2
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.

b. Hạ 
[image: image1270.wmf]HKSO

^

(K nằm trên SO). Chứng minh OKDE là tứ giác nội tiếp.

c. Chứng minh: KH là phân giác của 
[image: image1271.wmf]·

DKE

.

d. Chứng minh: O là trung điểm của MN.
	[image: image2440.png]





Giải:

a. Từ giả thiết ta suy ra SH là tiếp tuyến của
[image: image1272.wmf](
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O

. Xét tam giác SDH và tam giác SHE ta có:
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 chung suy ra 
[image: image1274.wmf](
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Suy ra

[image: image1275.wmf](
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b. Tam giác SHO vuông tại H có 
[image: image1276.wmf]HKSO
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 suy ra
[image: image1277.wmf](
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. Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1278.wmf]..(..)
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 suy ra 
[image: image1279.wmf]·
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 là tứ giác nội tiếp.

c. Từ câu b) ta có biến đổi góc: 
[image: image1280.wmf]·
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 hay HK là phân giác của góc
[image: image1281.wmf]·
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d. Tứ giác HKNE có 
[image: image1282.wmf]·
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 là tứ giác nội tiếp. Suy ra 
[image: image1283.wmf]·
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[image: image1284.wmf]·
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. Xét tam giác OMA và tam giác ONH có:
[image: image1285.wmf]·
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, 
[image: image1286.wmf]·
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(so le trong) suy ra 
[image: image1287.wmf](
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 suy ra
[image: image1288.wmf]OMON
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.

Bài 60. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn
[image: image1289.wmf](
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O

, H là trực tâm của tam giác. Gọi P là điểm đối xứng của A qua OH (giả sử P nằm trên nửa mặt phẳng bờ BC không chứa điểm A), lấy các điểm E, F lần lượt nằm trên AB, AC sao cho
[image: image1290.wmf],
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==

. Gọi M là trung điểm của BC, K, D lần lượt là giao điểm của PM, AP với OH.

a. Chứng minh: BDCP là hình bình hành.

b. Chứng minh: 
[image: image1291.wmf]·
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c. Gọi G là giao điểm cùa đường tròn 
[image: image1292.wmf](

)

O

và đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF. Chứng minh: GP chia đôi BC.

d. Chứng minh: 
[image: image1293.wmf]·
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Giải:

	a. Gọi R là điểm đối xứng với O qua BC ta dễ chứng minh được R là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BHC. Do A đối xứng với P qua OH nên 
[image: image1294.wmf]OPOA
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 hay P nằm trên đường tròn 
[image: image1295.wmf](
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Ta có 
[image: image1296.wmf],
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 nên tam giác 
[image: image1297.wmf]OPRHRP
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(c.c.c) từ đó suy ra OHRP là hình thang cân nên 
[image: image1298.wmf]DMOPMO
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(g.c.g) suy ra
[image: image1299.wmf]MDMP

=

. Suy ra BDCP là hình bình hành.

b. Từ chứng minh ở câu a ta có: 
[image: image1300.wmf],
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1301.wmf]BPCDCF
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 nên các tam

giác BED, CFD là tam giác cân.

Ta có 
[image: image1302.wmf]·
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[image: image1304.wmf]·
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Gọi Q là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF với AP.

c. Ta có 
[image: image1305.wmf]·
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nên 
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 suy ra GP chia đôi BC hay G, D, M, P thẳng hàng. Tương tự ta có G, N, Q thẳng hàng.

Ta có 
[image: image1307.wmf]·
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. Tương tự 
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mà 
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 suy ra
[image: image1310.wmf]//
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. Gọi L là điểm đối xứng với D qua N thì 
[image: image1311.wmf]LAP
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 khi đó EDFL là hình chữ nhật, ELKD nội tiếp nên 5 điểm E, L, F, K, D cùng nằm trên một đường tròn, hay 
[image: image1312.wmf]·
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Bài 61. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1313.wmf](
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có trực tâm là điểm H. Một điểm D nằm trên cung nhỏ BC, gọi E là điểm đối xứng với D qua BC, đường tròn ngoại tiếp tam giác ODE cắt AD tại G. Gọi J là giao điểm thứ 2 của đường tròn ngoại tiếp tam giác AGO với AH.

a. Chứng minh: J, O, E thẳng hàng.

b. Chứng minh: G là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE.

c. Chứng minh: Trực tâm tam giác AGO nằm trên đường thẳng HE.

Giải:

	a. Ta có 
[image: image1314.wmf]·
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Suy ra 
[image: image1315.wmf]·
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 hay J, O, E thẳng hàng.

b. Từ các tứ giác AJOG, ODEG nội tiếp

Ta có biến đổi góc:


[image: image1316.wmf]·
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 suy ra tam giác GJE cân tại G.
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Gọi F là giao điểm thứ 2 của AH với 
[image: image1317.wmf](
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 thì F đối xứng với H qua BC nên tứ giác HEDF là hình thang cân. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AGO tại giao điểm thứ 2 là K. Suy ra
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 suy ra G là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác JHE.

c. Ta có: 
[image: image1320.wmf]·
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 lại có 
[image: image1321.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1322.wmf]GOKGOE
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 hay OG là trung trực của KE hay E là điểm đối xứng với K qua OG. Do 
[image: image1323.wmf]GKGJ
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và tứ giác AJGK nội tiếp nên AG là phân giác của 
[image: image1324.wmf]·
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 mà 
[image: image1325.wmf]·
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suy ra H, K đối xứng nhau qua AG. Suy ra HE là đường thẳng Steiner của K trong tam giác AGO. Theo một tính chất quen thuộc thì HK đi qua trực tâm của tam giác AGO.

	Bài 62. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1326.wmf](
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có trực tâm là điểm H, gọi M là một điểm thuộc cung nhỏ BC của đường tròn 
[image: image1327.wmf](
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ngoại tiếp tam giác BHC, tiếp tuyến tại M của 
[image: image1328.wmf](
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 cắt các cạnh AB, AC lần lượt tại F, E. Gọi N là giao điểm thứ 2 của đường tròn ngoại tiếp tam giác BFM với 
[image: image1329.wmf](
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 (N khác B), J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF.
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a. Chứng minh: 4 điểm C, N, M, E cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: NJ là phân giác của
[image: image1330.wmf]·
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c. Chứng minh: Đường tròn ngoại tiếp tam giác EJF tiếp xúc với 
[image: image1331.wmf](
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.

Giải:

a. Vì ABNC và MNBF là tứ giác nội tiếp nên ta có biến đổi góc sau: 
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, suy ra CNME là tứ giác nội tiếp.

b. Tacó: 
[image: image1333.wmf]·
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Suy ra ENFJ là tứ giác nội tiếp. Lại có 
[image: image1335.wmf]JEJF
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nên NJ là phân giác của 
[image: image1336.wmf]·
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c. Dựng tiếp tuyến Nx của
[image: image1337.wmf](
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. Ta có 
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suy ra Nx cũng là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác EJF.  

Bài 63. Cho tam giác nhọn ABC có tâm đường tròn nội tiếp là điểm I, gọi
[image: image1340.wmf](
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 là đường tròn ngoại tiếp tam giác BIC, trên cung nhỏ BC lấy điểm D , đường tròn 
[image: image1341.wmf](
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qua A tiếp xúc ngoài với 
[image: image1342.wmf](

)

K

tại D cắt AC, AB lần lượt tại E, F . Gọi J là tâm đường tròn nội tiếp tam giác AEF. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác BDF cắt cạnh BC tại S.

a. Chứng minh: SDEC nội tiếp. 

b. Chứng minh: EJFS nội tiếp.

c. Chứng minh: BC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác EJF.

Giải:

	a. Ta có: 
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Suy ra tứ giác SDEC nội tiếp.

b. Ta có: 
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. Lại có:
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Suy ra 
[image: image1353.wmf]·
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hay EJFS là tứ giác nội tiếp.
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c. Kẻ tiếp tuyến chung Dx của 
[image: image1354.wmf](
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Ta có: 
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Ta có: 
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suy ra BC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác EJF.

Bài 64. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1358.wmf](

)

O

và ngoại tiếp
[image: image1359.wmf](
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, các đường thẳng AI, BI, CI cắt 
[image: image1360.wmf](
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lần lượt tại K, J, L.
a. Chứng minh: K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC.

b. Đường tròn 
[image: image1361.wmf](

)

K

ngoại tiếp IBC cắt CA, AB lần lượt tại E, F khác C, B. Chứng minh: EL, FJ cắt nhau trên 
[image: image1362.wmf](
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c. Gọi giao điểm của EL, FJ là X, EF cắt JL tại Z, ZI cắt 
[image: image1363.wmf](

)

K

tại Y. Chứng minh: X, Y đối xứng nhau qua AI. 

Giải:
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a. Ta có: 
[image: image1365.wmf]·
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 suy ra tam giác BIK cân tại K, hay 
[image: image1366.wmf]KBKIKC
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b. Giả sử JL cắt BC tại S, SI cắt 
[image: image1367.wmf](
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tại X. Ta sẽ chứng minh: L, X, E thẳng hàng và F, X, J thẳng hàng. Thật vậy ta có: 
[image: image1368.wmf]...
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 suy ra tứ giác LIXJ nội tiếp.

Ta có 
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[image: image1370.wmf]·
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nên 
[image: image1371.wmf]·
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hay L, X, E thẳng hàng. Tương tự, ta cũng có F, X, J thẳng hàng hay EL, FJ cắt nhau tại 1 điểm nằm trên 
[image: image1372.wmf](
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c. Ta có I là trực tâm tam giác LKJ (tính chất quen thuộc), BE là trung trực của AK. Lại có 
[image: image1373.wmf]//
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 và 
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 nên SFCZ là hình thang cân, dẫn đến AK là trung trực của SZ, nên 
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 đối đỉnh, suy ra 
[image: image1377.wmf]·
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 suy ra 
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 hay X, Y đối xứng nhau qua AK.

Bài 65. Cho tam giác nhọn ABC đường cao AH, phân giác trong góc 
[image: image1379.wmf]·
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cắt BC tại O, qua O dựng các đường thẳng OM vuông góc với AB, ON vuông góc với AC.

a. Chứng minh: 5 điểm A, M, H, O, N cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: AH là phân giác của
[image: image1380.wmf]·
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c. Đường thẳng qua O vuông góc với BC cắt MN tại K. Chứng minh:
[image: image1381.wmf]..
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d. Gọi I là trung điểm BC. Chứng minh: A, K, I thẳng hàng.

Giải:

	Do 
[image: image1382.wmf]AOMN
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nên ta có: 
[image: image1383.wmf]·
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(cùng phụ với
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), ta cũng có:
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Từ đó suy ra 
[image: image1386.wmf]DD
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dẫn đến 
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 tương tự ta cũng có: 
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Do 
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suy ra 
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Hay 
[image: image1391.wmf]..
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Dựng đường thẳng qua K song song với BC cắt AB, AC lần lượt tại E, F, ta dễ chứng minh được: 
[image: image1392.wmf],
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nội tiếp, kết hợp với 
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ta có biến đổi góc:
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suy ra tam giác OEF cân tại O, dẫn tới
[image: image1395.wmf]KEKF
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, theo bổ đề hình thang ta có A, K, I thẳng hàng.

	Bài 66. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1396.wmf](
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 các đường cao BE, CF cắt nhau tại điểm H. Tiếp tuyến của 
[image: image1397.wmf](
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tại B, C cắt nhau ở S, đường thẳng SA cắt 
[image: image1398.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là P. Gọi K là hình chiếu vuông góc của O lên AS, M là giao điểm của SO và BC , I là trung điểm AH, J là giao điểm của MI với EF, OK cắt BC tại T, cắt AH tại Q, EF cắt BC tại N.

a. Chứng minh:
[image: image1399.wmf]·
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b. Chứng minh:
[image: image1400.wmf]//
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c. Chứng minh:
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Giải:

	a, Ta có 
[image: image1402.wmf]2
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. Suy ra AOMP là tứ giác nội tiếp. Dẫn đến 
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Hay MB là phân giác của
[image: image1404.wmf]·
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Suy ra
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b. Giả sử tiếp tuyến tại A, P của 
[image: image1409.wmf](
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cắt nhau ở 
[image: image1410.wmf]'

T

, từ chứng minh ở câu a ta suy ra 5 điểm 
[image: image1411.wmf],',,,

ATPMO

cùng nằm trên đường tròn đường kính 
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 hay 
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tức là 
[image: image1414.wmf]',,

TBC

thẳng hàng suy ra 
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Các tứ giác TAKD, DQKG nội tiếp nên 
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 suy ra 
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mà 
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tại J và 
[image: image1419.wmf]OAEF
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(tính chất quen thuộc), suy ra
[image: image1420.wmf]//
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.
c. Do tam giác AEF đồng dạng với tam giác ABC có AJ, AM là các trung tuyến tương ứng nên 
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thẳng hàng hay J thuộc AS.

Ta có 
[image: image1422.wmf]·
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nên IJKD nội tiếp, ta cũng có IJDN nội tiếp nên 5 điểm I, J, K, D, N cùng nằm trên đường tròn đường kính NI dẫn đến
[image: image1423.wmf]·
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Bài 67. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1424.wmf](
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có các đường cao BE, CF cắt nhau tại H. Các đường thẳng BE, CE cắt 
[image: image1425.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là PQ. Đường thẳng PQ cắt AC tại L, gọi K là điểm trên cạnh AB sao cho
[image: image1426.wmf]//
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. Gọi S là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF và 
[image: image1427.wmf](
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a. Chứng minh: Tứ giác ASKL nội tiếp.

b. Gọi I là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF với AH, SI cắt CF tại T. Chứng minh: KT là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF.

c. Chứng minh: T nằm trên trung trực của cạnh BC.

Giải:

	a.Ta có 
[image: image1428.wmf]·
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suy ra EF song song với PQ dẫn tới 
[image: image1429.wmf](
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 lại có 
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(g.g) suy ra 
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 (2). Từ (1), (2) ta suy ra 
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Nên 
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suy ra 
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 hay ASKL là tứ giác nội tiếp.

b. Ta thấy Q, H đối xứng nhau qua AB nên
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suy ra tứ giác SKHT nội tiếp.

Ta có 
[image: image1436.wmf]·

·

·

·

·

00

180180

SKxSKTSHTSHFSAK

=-=-==

nên KT là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AKL.

c. Ta có biến đổi góc 
[image: image1437.wmf]·
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suy ra 
[image: image1438.wmf]DD
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(g.g), lại có 
[image: image1439.wmf]DD
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(g.g). Gọi M là trung điểm của BC thì suy ra 
[image: image1440.wmf]DD
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(c.g.c) nên 
[image: image1441.wmf]TKTL

=

 hay TL là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AKL. Thêm nữa ta cũng có: 
[image: image1442.wmf]22
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mà 
[image: image1443.wmf]MFTK
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suy ra 
[image: image1444.wmf]=
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dẫn tới
[image: image1445.wmf]//
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	Bài 68. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1446.wmf](
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, đường tròn 
[image: image1447.wmf](
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K

 qua B, C cắt AC, AB lần lượt tại E, F, BE, CF cắt nhau tại G, AB cắt BC tại D. Gọi H là hình chiếu của B trên AD. Đường tròn ngoại tiếp tam giác DHC cắt 
[image: image1448.wmf](
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tại L, gọi M là trung điểm của BC, tiếp tuyến tại B, C của 
[image: image1449.wmf](

)

K

cắt nhau tại T, đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt BE, CF lần lượt tại P, Q.

a. Chứng minh:
[image: image1450.wmf]//

AQBT

.

b. Chứng minh: A, T, G thẳng hàng. 

c. Chứng minh:
[image: image1451.wmf]MLLC

^

.
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Giải: 

a. Ta có: 
[image: image1452.wmf]·
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 nên
[image: image1453.wmf]//
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b. Ta có: 
[image: image1454.wmf]·
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nên 
[image: image1455.wmf]·
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 nên 
[image: image1456.wmf]//
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 do đó 
[image: image1457.wmf]DD
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(g.g) suy ra 
[image: image1458.wmf](
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suy ra 
[image: image1459.wmf]·
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 thẳng hàng.

c. Ta có: 
[image: image1460.wmf]·
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nên HBTM nội tiếp, có 
[image: image1461.wmf]·
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nội tiếp hay THML nội tiếp, dẫn đến 
[image: image1462.wmf]·
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Bài 69. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1463.wmf](
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, tiếp tuyến tại A của 
[image: image1464.wmf](
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O

cắt CB tại K, kẻ tiếp tuyến KD với 
[image: image1465.wmf](
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. Gọi G, E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của D trên AB, BC, CA.

a. Chứng minh:
[image: image1466.wmf]2

.

KAKBKC
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.

b. Chứng minh: 
[image: image1467.wmf]ABDB

ACDC

=

.

c. Chứng minh:
[image: image1468.wmf]·

2sin

BCRBAC

=

. 

d. Chứng minh: G là trung điểm của EF.

Giải:

	a. Học sinh tự chứng minh.

b. Từ chứng minh câu a ta suy ra:


[image: image1469.wmf]DD
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 suy ra 
[image: image1470.wmf],
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 tương tự 
[image: image1471.wmf]KBBD
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 mà 
[image: image1472.wmf]KAKB
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 suy ra 
[image: image1473.wmf]ABBD
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c. Kẻ đường kính BK của 
[image: image1474.wmf](
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ta có: 
[image: image1475.wmf]·
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 lại có 
[image: image1476.wmf]·
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 suy ra 
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, hay 
[image: image1479.wmf]2sin.
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d. Áp dụng câu c ta có: Tứ giác BGDE nội tiếp đường tròn đường kính BD nên 
[image: image1480.wmf]·
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[image: image1481.wmf]·
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=

, tương tự ta cũng có: 
[image: image1482.wmf]·
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Từ đó suy ra 
[image: image1483.wmf]·
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, dựng đường cao AH của tam giác ABC thì ta có: 
[image: image1484.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1485.wmf]GEGF
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.

Mặt khác từ các tứ giác BGDE, CFGD, ABCD nội tiếp ta có biến đổi góc:


[image: image1486.wmf]·
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 hay E, G, F thẳng hàng. Nói cách khác G là trung điểm của E, F.

Bài 70. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp
[image: image1487.wmf](
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, các đường cao BE, CF cắt nhau tại H. Vẽ dây BD cắt CH tại K nằm giữa H và C. Gọi G giao điểm của CD, BE.

a. Chứng minh: BFEC là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image1488.wmf]CEEG

BFKF

=

.

c. EF cắt 
[image: image1489.wmf](

)

O

tại M. Chứng minh: AM là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BMF. 

d. Chứng minh: EF đi qua trung điểm của GK.

Hướng dẫn giải:

	a. Học sinh tự chứng minh.

b. Xét 
[image: image1490.wmf]BFK
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và 
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ta có: 
[image: image1492.wmf]·
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 (góc nội tiếp chắn cùng một cung) suy ra 
[image: image1493.wmf](
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nên 
[image: image1494.wmf]CEEG
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đpcm.

c. Ta chứng minh được tính chất quen thuộc là
[image: image1495.wmf]OAEF

^

, giả sử đường thẳng EF cắt các cung nhỏ AB, AC lần lượt tại M, Q suy ra tam giác AMQ cân tại A, suy ra
[image: image1496.wmf]·
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, lại có: 
[image: image1497.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1498.wmf]·
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 hay AM là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BMF.
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d. Dựng đường thẳng qua K song song với BE cắt EF tại N. Ta chứng minh: EKNG là hình bình hành.

Do 
[image: image1499.wmf]//

HEKN

và 
[image: image1500.wmf]DD

HBFHCE
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nên ta có: 
[image: image1501.wmf]KNHECE
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 lại có 
[image: image1502.wmf]DD

BFKCEG
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(chứng minh ở câu b) suy ra
[image: image1503.wmf]CEGE

BFKF

=

. Từ đó suy ra 
[image: image1504.wmf]KNGE

KFKF

=

 hay 
[image: image1505.wmf]KNGE

=

 nên EKNG là hình bình hành. Suy ra EN đi qua trung điểm I của KG hay EF chia đôi GK.

Bài 71. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn 
[image: image1506.wmf](
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ta dựng các tiếp tuyến MB, MC đến 
[image: image1507.wmf](
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(B, C là các tiếp điểm) và cát tuyến MDA sao cho tia MA nằm giữa 2 tia MB, MO và
[image: image1508.wmf]MDMA

<

. Gọi H là giao điểm của MO và BC, AM cắt BC tại K.

a. Chứng minh: 4 điểm M, B, O, C cùng nằm trên một đường tròn và 
[image: image1509.wmf]2
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b. Chứng minh: 
[image: image1510.wmf]DD

MDHMOA
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 từ đó suy ra
[image: image1511.wmf]·
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c. Chứng minh: 
[image: image1512.wmf]CHCD

HACA
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d. Đường tròn đường kính BC cắt AB, AC tại F, E, EF cắt AH tại I. Chứng minh:
[image: image1513.wmf]//

IKMO

.

Giải:

a. Vì MB, MC là tiếp tuyến của 
[image: image1514.wmf](
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nên 
[image: image1515.wmf]·
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 suy ra 4 điểm M, B, O, C  nằm trên đường tròn đường kính MO.

Ta có 
[image: image1516.wmf]·
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suy ra 
[image: image1517.wmf](.)
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 suy ra
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b. Ta có 
[image: image1520.wmf]MOBC

^

 tại H. Trong tam giác vuông MBO ta có: 
[image: image1521.wmf](

)

2 

.2.

MHMOMB

=


Từ (1), (2) suy ra 
[image: image1522.wmf]..
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 suy ra 
[image: image1523.wmf](..)
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 dẫn tới 
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suy ra DHOA là tứ giác nội tiếp, mà  
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 suy ra
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c. Từ câu b kết hợp với ABDC nội tiếp ta có: 
[image: image1527.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1528.wmf](
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(3), mặt khác cũng từ 
[image: image1530.wmf]DD
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 ta có:
[image: image1531.wmf](
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tương tự ta cũng có: 
[image: image1532.wmf](
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 mà 
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Từ (3), (4), (5), (6) ta suy ra 
[image: image1534.wmf]CHCD
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d. Từ 
[image: image1535.wmf]DD
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 ta suy ra 
[image: image1536.wmf]·
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, lại có BFEC nội tiếp nên 
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 suy ra 
[image: image1538.wmf]DD
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 suy ra 
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Ta cũng có: 
[image: image1540.wmf]·
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 nên 
[image: image1541.wmf]DD
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 suy ra 
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 (8). Từ (7), (8) ta suy ra 
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 hay 
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hay
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Bài 72. Cho tam giác ABC nội tiếp
[image: image1546.wmf](
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OR

có trực tâm là điểm H, D là điểm trên cung nhỏ BC, dựng hình bình hành ADCE gọi K là trực tâm tam giác ACE. Gọi P, Q là hình chiếu vuông góc của K trên BC, AB. Giả sử HA cắt 
[image: image1547.wmf](

)

O

, PQ lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh: Tứ giác KPMN nội tiếp. 

b. Chứng minh: PQ đi qua trung điểm của HK.

c. Chứng minh:
[image: image1548.wmf]PQAC
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.

Giải:

	a. Ta có 
[image: image1549.wmf]·
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. Suy ra 
[image: image1550.wmf]·
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 nên AKCD là tứ giác nội tiếp hay 
[image: image1551.wmf](
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, tứ giác KQBP nội tiếp nên 
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 nên tứ giác KPMN nội tiếp.

b. Do tứ giác KPMN là hình thang nội tiếp trong một đường tròn nên KPMN là hình thang cân nên
[image: image1554.wmf]·
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, mặt khác ta cũng dễ chứng minh được H, M đối xứng nhau qua BC nên 
[image: image1555.wmf]·
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 suy ra 
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hay KNHP là hình hình bình hành.

c. Hạ 
[image: image1557.wmf]KRAC
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 thì 3 điểm N, P, R thẳng hàng. (Đường thẳng Simson của điểm K đối với tam giác ABC). Từ đó suy ra
[image: image1558.wmf]1
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Bài 73. Cho tam giác nhọn ABC không cân
[image: image1559.wmf](
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, nội tiếp 
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, lấy điểm P trên cạnh AB sao cho
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, điểm Q trên cạnh AC sao cho 
[image: image1562.wmf]·
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a. Chứng minh: O, A, P, Q nằm trên một đường tròn.

b. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ cắt đường tròn 
[image: image1563.wmf](
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tại E (khác A). Chứng minh:
[image: image1564.wmf]//
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c. Giả sử BC cắt PQ tại M. Chứng minh: ME là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ.

Giải:

	Ta có: 
[image: image1565.wmf]·
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[image: image1566.wmf]µ

µ

µ

·

00

3602180

BACBAC

=---=-

 suy ra 
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 hay APOQ là tứ giác nội tiếp. Ta có AEOQ nội tiếp nên 
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 suy ra 
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 hay 
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 suy ra tứ giác ABCE là hình thang cân.

Do 
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suy ra
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Lại có : 
[image: image1573.wmf]·
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nên 
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 hay BPEM là tứ giác nội tiếp, mà 
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 nên PM là phân giác của 
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 điều đó chứng tỏ ME nằm trên đường thẳng đối xứng với BC qua PQ. Mặt khác ta cũng có: 
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 suy ra 


[image: image1581.wmf]2
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 hay ME là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ.

Ta cũng có thể làm theo cách khác:

	Gọi I là tâm đường hòn ngoại tiếp tam giác APQ thì suy ra điểm I nằm trên trung trực của cạnh BC và AE. Giả sử OI cắt BC, AE lần lượt tại H, N. Để chứng minh ME là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ ta chứng minh:
[image: image1582.wmf]IEME
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. Tức là chứng minh: Tứ giác IHEM nội tiếp.

Thật vậy ta có: 
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 ta chỉ cần chỉ ra tứ giác EQCM nội tiếp, thật vậy ta có: 
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suy ra 
[image: image1585.wmf]·

·

·

·

1

2

NIEAIEAQEEMHEIHM

===Þ

nội tiếp dẫn đến 
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(đpcm).

Bài 74. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1587.wmf](
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, tiếp tuyến tại B, C cắt nhau ở M, đường thẳng AM cắt đường tròn 
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tại giao điểm thứ 2 là N. Đường thẳng qua C vuông góc với NC cắt 
[image: image1589.wmf](
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, BN lần lượt tại P, Q, đường thẳng AP cắt BC tại E. Gọi D là giao điểm của MO và PQ, H là giao điểm của PO và MQ,

a. Chứng minh: Tứ giác AMBD nội tiếp.

b. Chứng minh:
[image: image1590.wmf]NHMQ

^

. 

c. Chứng minh: Q, M, E thẳng hàng.

Giải:

	a. Gọi I là giao điểm của OM với BC. Do D nằm trên trung trực của BC nên 
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. Ta cũng có: 
[image: image1592.wmf]·
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 suy ra 
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 hay AMBD là tứ giác nội tiếp.

b. Ta có: 
[image: image1594.wmf]·
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Để chứng minh 
[image: image1595.wmf]NHMQ

^

(1) ta chứng minh: 
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 tức là quy về chứng minh tứ giác NHQC nội tiếp.
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Mặt khác ta có: 
[image: image1597.wmf]·
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 suy ra tứ giác BMQD nội tiếp. Do 
[image: image1598.wmf]·
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 suy ra
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. Hay tứ giác NHQC nội tiếp (đpcm).

c. Giả sử PN cắt ME tại
[image: image1600.wmf]1

H

, ta chứng minh: 
[image: image1601.wmf]1
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. Tức là chứng minh:
[image: image1602.wmf]1
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Do MB, MNA lần lượt là tiếp tuyến tại B, cát tuyến qua M của 
[image: image1603.wmf](
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O

và 
[image: image1604.wmf]MOBC
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tại I nên ta có: 
[image: image1605.wmf]2
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 suy ra tứ giác AOIN nội tiếp, mặt khác ta cũng có: MIAE nội tiếp nên: 
[image: image1606.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1607.wmf]1
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nội tiếp hay 
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(2). Từ (1), (2) suy ra 
[image: image1609.wmf]1
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 hay M, Q, E thẳng hàng.

Bài 75. Cho đường tròn 
[image: image1610.wmf](

)

O

và điểm M ngoài đường tròn, kẻ tiếp tuyến MA, MB (A, B là tiếp điểm). Qua M kẻ cát tuyến MCD 
[image: image1611.wmf](
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MCMD
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 gọi E là điểm đối xứng với C qua O. Đường thẳng EA cắt BC tại S, SD cắt 
[image: image1612.wmf](

)

O

tại K, MO cắt AE tại N.

a. Chứng minh tam giác OAC và tam giác MAS đồng dạng.

b. Chứng minh tam giác BKC cân.

c. chứng minh
[image: image1613.wmf]ADDN

^

. 

Giải:

	a. Ta có CE là đường kính của 
[image: image1614.wmf](
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 nên 
[image: image1615.wmf]·
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[image: image1616.wmf]·
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. Tam giác AOC cân tại O nên để chứng minh: tam giác OAC và tam giác MAS đồng dạng ta cần chỉ ra tam giác AMS cân tại M. Ta có 
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[image: image1618.wmf]·
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suy ra SMBN là tứ giác nội tiếp. Mặt khác


[image: image1619.wmf]·
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 hay tam giác AMS cân tại M (đpcm).
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b. Từ tam giác MSB cân tại 
[image: image1621.wmf]·
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tứ giác MSDB nội tiếp
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. Mặt khác 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1624.wmf]CBCKBCK
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cân.

c. Theo chứng minh trên tứ giác SMBN nội tiếp, từ đó suy ra năm điểm M, S, D, N, B nằm trên một đường tròn 
[image: image1625.wmf]·
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Ta có: 
[image: image1626.wmf]·

·

DAEDCE

=

 (cùng chắn cung DE), 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1629.wmf]0
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Bài 76. Cho tam giác nhọn ABC có 3 đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Đường thẳng AC cắt DF tại M. Gọi N là trung điểm của AC. Đường tròn 
[image: image1630.wmf](

)

O

ngoại tiếp tam giác ABC cắt BM tại K. 

a. Chứng minh: Tứ giác FDEN nội tiếp.

b. Chứng minh: N, H, K thẳng hàng.

c. Chứng minh: 
[image: image1631.wmf]MHBN

^

.

Giải:

	a. Ta có tính chất quen thuộc:

BE là phân giác của 
[image: image1632.wmf]·
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, các tứ giác AFHE, CEHD, AFDC nội tiếp. Suy ra


[image: image1633.wmf]·
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 vậy EFDN là tứ giác nội tiếp.

b. Dựng đường kính BP của 
[image: image1634.wmf](
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. Ta có các tính chất quen thuộc: BHCP là hình bình hành suy ra H, N, P thẳng hàng.
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Mặt khác 
[image: image1635.wmf]·
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 suy ra K, H, P thẳng hàng. Từ đó suy ra N, H, K thẳng hàng.

Chú ý: 4 điểm E, N, D, F thuộc đường tròn Ơle của tam giác ABC.

Gọi J là trung điểm của HN thì J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác HEN. Gọi I là trung điểm BH thì I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác BFDH.

Ta có: 
[image: image1636.wmf]..
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nên điểm M nằm trên trục đẳng phương của đường tròn 
[image: image1637.wmf](
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 và 
[image: image1638.wmf](
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 suy ra
[image: image1639.wmf]MHIJ
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, mà IJ là đường trung bình của tam giác BHN suy ra
[image: image1640.wmf]^
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Chú ý: Bài toán này là một trường hợp đặc biệt của định lý Brocard.

Bài 77. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image1641.wmf](
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 và một điểm P bất kỳ nằm trong tam giác 
[image: image1642.wmf](
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. Đường thẳng AP cắt 
[image: image1643.wmf](
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tại D, dựng các đường kính DE, AF của 
[image: image1644.wmf](
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. Gọi G, I lần lượt là các giao điểm của EP, FP với đường tròn 
[image: image1645.wmf](
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, K là giao điểm của AI và DG. Gọi H là hình chiếu vuông góc của K trên OP, đường thẳng OP cắt EF tại M.

a. Chứng minh: HO là phân giác của góc
[image: image1646.wmf]·
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b. Chứng minh:
[image: image1647.wmf]KDDM
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Giải:

	a. Vì DE, AF là đường kính của 
[image: image1648.wmf](
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và 
[image: image1649.wmf]HKOK
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nên 
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suy ra 5 điểm K, H, I, P, G cùng nằm trên đường tròn đường kính PK.

Suy ra 
[image: image1651.wmf]·
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 hay 
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Tức là tứ giác IHOD nội tiếp mà 
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 là phân giác của góc
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b. Để chứng minh: 
[image: image1655.wmf]KDDM

^

 ta phải chứng minh tứ giác HKDM nội tiếp.

Theo câu a) ta có: 
[image: image1656.wmf]·
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, ta cũng có 
[image: image1660.wmf]·

·

0

90

KHDDHO

=-

 
[image: image1661.wmf]·

·

·

00

9090)

(

KHDKADKAD

Þ=--=

suy ra tứ giác KHDA nội tiếp. Ta cũng có 
[image: image1662.wmf],//
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nên tứ giác APFM là hình bình hành suy ra 
[image: image1663.wmf]·
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 nên 5 điểm A, H, D, K, M cùng nằm trên đường tròn đường kính KM suy ra 
[image: image1664.wmf]KDDM
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Bài 78. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1665.wmf](
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 các đường cao BE, CF cắt nhau tại H. Các đường thẳng BE, CF lần lượt cắt 
[image: image1666.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là P, Q
[image: image1667.wmf](
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. Tiếp tuyến của 
[image: image1668.wmf](
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O

tại B, C cắt EF lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh: Tứ giác AEHF nội tiếp và
[image: image1669.wmf]AHAPAQ
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.

b. Chứng minh tam giác MEC cân tại M.

c. Giả sử MP cắt đường tròn 
[image: image1670.wmf](

)

O

tại K. Chứng minh:
[image: image1671.wmf]2

.

MEMKMP
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. 

d. Chứng minh: N, Q, K thẳng hàng.

Giải:

	a. Vì BE, CF là các đường cao của tam giác ABC nên H là trực tâm của tam giác suy ra 
[image: image1672.wmf]·
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nội tiếp.

Ta có: 
[image: image1673.wmf]·
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(cùng phụ với 
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[image: image1675.wmf]·

·

·

==

BCHBCQBAQ

 suy ra 
[image: image1676.wmf]·
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, tam giác QAH có AF là đường cao đồng thời cũng là trung tuyến nên tam giác QAH cân tại A. Chứng minh tương tự ta có PAH cân tại A từ đó suy ra
[image: image1677.wmf]APAHAQ
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.
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b. Ta có 
[image: image1678.wmf]·
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 mà tứ giác BFEC nội tiếp (hs tự chứng minh) suy ra 
[image: image1679.wmf]·
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Lại có 
[image: image1680.wmf]·
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 (do CM là tiếp tuyến của 
[image: image1681.wmf](
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tại C). Từ đó suy ra 
[image: image1682.wmf]·
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 hay MEC là tam giác cân tại M.

c. Xét tam giác MCK và MPC ta có: 
[image: image1683.wmf]·
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chung, 
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suy ra 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1686.wmf]2
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, theo b ta có 
[image: image1687.wmf]MCME
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 suy ra
[image: image1688.wmf]2
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.

d. Từ chứng minh ở câu c) suy ra 
[image: image1689.wmf]DD
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ta có:
[image: image1690.wmf]·
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, mà 
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 hay AEFK là tứ giác nội tiếp. Tức là K là giao điểm của 
[image: image1692.wmf](
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 với 
[image: image1693.wmf](
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. Tương tự nếu giả sử NQ cắt 
[image: image1694.wmf](
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tại R thì R cũng là giao điểm của 
[image: image1695.wmf](
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với 
[image: image1696.wmf](
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điều đó chứng tỏ 
[image: image1697.wmf]KR
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 hay N, Q, K thẳng hàng.

Bài 79. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image1698.wmf](
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. Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Tiếp tuyến tại B, C của 
[image: image1699.wmf](
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cắt nhau tại G.
[image: image1700.wmf]GDEFS
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. Gọi M là trung điểm cạnh BC. Giả sử 
[image: image1701.wmf](
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a. Chứng minh 5 điểm A, K, F, E, H cùng nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh M, S, H thẳng hàng.

Giải:

	a. Học sinh tự làm.

Tứ giác EFDM nội tiếp và AD là phân giác của 
[image: image1702.wmf]·
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 nên 
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 suy ra 
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Thay 
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 suy ra 
[image: image1707.wmf]..
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tại I.

Gọi J là giao điểm của AO và EF thì 
[image: image1710.wmf]OAEF
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tại J.

Ta có:

 
[image: image1711.wmf]....
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AKSJ là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image1712.wmf]·
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Ta cũng có: 5 điểm A, K, E, F, H nằm trên một đường tròn nên 
[image: image1713.wmf]HKTA
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 nên
[image: image1714.wmf](
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. Lại có: 
[image: image1715.wmf]..

=Þ

TKTATDTMAKDM

 nội tiếp, suy ra 
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 suy ra 
[image: image1717.wmf](
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 Từ (1) và (2) suy ra M, S, K thẳng hàng.

Bài 80. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp 
[image: image1718.wmf](
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và ngoại tiếp đường tròn
[image: image1719.wmf](

)

I

, đường thẳng AI kéo dài cắt 
[image: image1720.wmf](
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tại K. Gọi D, E, F là các tiếp điểm của 
[image: image1721.wmf](
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với BC, CA, AB. Đường thẳng qua A song song với EF cắt các đường thẳng DE, DF lần lượt tại P, Q.

a. Chứng minh: 
[image: image1722.wmf]2
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và K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC.

b. Giả sử
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Giải:

	a. Do E, F là các tiếp điểm của 
[image: image1725.wmf](
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 với AC, AB nên 
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 suy ra
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. Mặt khác 
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suy ra 
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Ta có biến đổi góc sau:
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Suy ra tam giác BKI cân tại K nên 
[image: image1732.wmf]KBKIKC
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Hay K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC.

b. Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác: ABKC ta có: 
[image: image1733.wmf](
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Tam giác AOD cân 
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suy ra 
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Hay 
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. Khi tam giác ABC đều thì 
[image: image1737.wmf]2
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 vậy GTNN của 
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 bằng 2.

Bài 81. Từ điểm A ở ngoài 
[image: image1739.wmf](
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 dựng các tiếp tuyến AB, AC của 
[image: image1740.wmf](
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, gọi H là trung điểm BC. Dựng đường kính BD của 
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, dựng 
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. Tia AO cắt 
[image: image1743.wmf](

)

O

 lần lượt tại M, N.

a. Chứng minh: ABOC nội tiếp và 
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b. Chứng minh: 
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c. AD cắt CK tại I. Chứng minh I là trung điểm của CK.

d. Dựng 
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, gọi F là trung điểm BE, NF cắt 
[image: image1747.wmf](

)

O

 tại P. AP cắt 
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 tại T. Chứng minh: 
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Giải:

	a. Vì AB, AC là các tiếp tuyến của 
[image: image1750.wmf](

)

O

nên 
[image: image1751.wmf]·

·
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ABOACO

==

 suy ra 4 điểm A, B, O, C nằm trên đường tròn đường kính AO.

Ta có: 
[image: image1752.wmf]·

·

¼

1

2

ABMBNAs®BM

==

 suy ra 
[image: image1753.wmf]DD

AMBABN

∽



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1754.wmf]AMAB

ABAN

Þ=



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1755.wmf]2

.

ABAMAN

Û=

.
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b. Vì 
[image: image1756.wmf]·

·

·

ABMMCBMBC

==

 nên MB là phân giác của góc 
[image: image1757.wmf]·

ABC

. Mặt khác 
[image: image1758.wmf]MBNB

^

 nên NB là phân giác ngoài của góc 
[image: image1759.wmf]·

ABC

. Áp dụng tính chất phân giác ta có: 
[image: image1760.wmf]BAMANA

BHMHNH

==

 hay 
[image: image1761.wmf]..

MANHNAMH

=

.

c. Kéo dài AB cắt CD tại S thì AO là đường trung bình của tam giác BSD suy ra A là trung điểm của BS. Do 
[image: image1762.wmf]//

CQBS

 nên theo định lý Thales ta có: 
[image: image1763.wmf]IQIDIC

ABDASA

==

 mà 
[image: image1764.wmf]ABSAIQIC

=Þ=

.

d. Vì F là trung điểm của BE nên
[image: image1765.wmf],//

HFBEBFCE

^

. Ta có 
[image: image1766.wmf]·

·

·

BHFBCEBPF

==

 nên BPHF là tứ giác nội tiếp suy ra
[image: image1767.wmf]·
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90

BPH

=

. Ta có 
[image: image1768.wmf]·

·

·

AHPPBCPCA

==

 nên APHC là tứ giác nội tiếp, suy ra 
[image: image1769.wmf]·

·

·

//

PAHPCBPTBBTMN

==Þ

.

BP cắt AH tại K thì
[image: image1770.wmf]2

.

KHKPKB

=

. Lại có 
[image: image1771.wmf]·

·

·

==ÞDD

PAHPCBPBAAKPBKA

∽


 
[image: image1772.wmf]2

.
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Þ=Û=

, từ đó suy ra 
[image: image1773.wmf]KHKA

=

 (đpcm).

Bài 82. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn 
[image: image1774.wmf]ABAC

<

, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H.

a. Chứng minh tứ giác DHEC nội tiếp và xác định tâm O của đường tròn nội tiếp tứ giác đó.

b. Trên cung nhỏ EC của 
[image: image1775.wmf](

)

O

lấy điểm I sao cho 
[image: image1776.wmf],

ICIEDI

>

cắt CE tại N. Chứng minh: 
[image: image1777.wmf]...

NINDNENC

=


c. Gọi M là giao điểm của EF với IC. Chứng minh:
[image: image1778.wmf]MNCH

^

.

d. Đường thẳng HM cắt 
[image: image1779.wmf](

)

O

tại K, KN cắt 
[image: image1780.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là G, MN cắt BC tại T. Chứng minh: H, T, G thẳng hàng.

Giải:

	a. Học sinh tự chứng minh.

b. Học sinh tự chứng minh.

c. Để chứng minh: 
[image: image1781.wmf]MNCH

^

ta quy về chứng minh: 
[image: image1782.wmf]//

MNAB

 tức là chứng minh:
[image: image1783.wmf]·

·

AFEEMN

=

.

Ta có: Tứ giác BFEC, DEIC nội tiếp nên
[image: image1784.wmf]·

·

·

AFEACBDIE

==

. Ta cần chứng minh:
[image: image1785.wmf]·

·

DIEEMN

=

. Tức là quy về chứng minh: MENI là tứ giác nội tiếp. 

Ta lại có: 


[image: image1786.wmf]·

·

·

·

·
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====

 suy ra tứ giác MENI nội tiếp (đpcm).
	[image: image2475.png]





d. Để chứng minh: H, T, G thẳng hàng ta sẽ chứng minh:
[image: image1787.wmf]·

·

HGNTGN

=

, ta có biến đổi góc liên quan như sau: 
[image: image1788.wmf]·

·

·

HGNHCKKMN

==

 như vậy để chứng minh: 
[image: image1789.wmf]·

·

HGNTGN

=

ta cần chỉ ra


[image: image1790.wmf]·

·
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∽

. Thật vậy.

+ Xét tam giác ENM, TNC ta có: 
[image: image1791.wmf]·

·

·

·

·

,

EMNEINNCTENMTNC

===

suy ra 
[image: image1792.wmf]DD

ENMTNC

∽

(g.g) suy ra 
[image: image1793.wmf](

)

1

ENNM

NTNC

=


+ Xét tam giác ENK, GNC ta có: 
[image: image1794.wmf]·

·

·

·

,

==ÞDD

KENCGNENKGNCENKGNC

∽

(g.g) suy ra 
[image: image1795.wmf](

)

2

ENNK

GNNC

=

. Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image1796.wmf]NKNM

NTNG

=

 suy ra 
[image: image1797.wmf]DD

TGNKMN

∽

(c.g.c) đpcm.

Bài 83. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1798.wmf](

)

O

. Đường tròn K tiếp xúc với CA, AB lần lượt tại E, F và tiếp xúc trong với 
[image: image1799.wmf](

)

O

tại S. SE, SF lần lượt cắt 
[image: image1800.wmf](

)

O

tại M, N khác S. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM, AFN cắt nhau tại P khác A.

a. Chứng minh tứ giác AMPN là hình bình hành.

b. Gọi EN, FM lần lượt cắt 
[image: image1801.wmf](

)

K

tại G, H khác E, F. Gọi GH cắt MN tại T. Chứng minh tam giác AST cân.

Giải:

	a. Các tứ giác ANFP, AMEP, AMSN nội tiếp nên ta có biến đổi góc: 
[image: image1802.wmf]·

·

·

·

===

ANPAFPAEPAMP

(1)

Ta có:

 [image: image1803.wmf]·
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 suy ra [image: image1804.wmf]//

NAPM

(2).

Từ (1) và (2) ta suy ra ANPM là hình bình hành.

b. Các tam giác SKE, SOM cân tại K và O suy ra [image: image1805.wmf]·

·

·

KESKSEOMS

==

 suy ra [image: image1806.wmf]//

KEOM

.
	


Chứng minh tương tự ta có:[image: image1807.wmf]//

KFON

. Theo định lý Thales ta có:[image: image1808.wmf]//
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EFMN

SNSOSM

==Þ

. Từ đó ta có: [image: image1809.wmf]·

·
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 là tứ giác nội tiếp. Suy ra[image: image1810.wmf]..

TMTNTGTH

=

, giả sử TS cắt [image: image1811.wmf](

)

O

tại S1, cắt [image: image1812.wmf](

)

K

tại [image: image1813.wmf]2

S

 thì [image: image1814.wmf]12

....

TMTNTGTHTSTSTSTS

===

 suy ra [image: image1815.wmf]1212

=Þºº

TSTSSSS

(do 2 đường tròn [image: image1816.wmf](

)

O

và [image: image1817.wmf](

)

K

tiếp xúc nhau tại S). Suy ra [image: image1818.wmf]2

TMTNTS

==

 hay TS chính là tiếp tuyến chung của [image: image1819.wmf](

)

O

và [image: image1820.wmf](

)

K

.

Ta sẽ chứng minh: TA cũng là tiếp tuyến của[image: image1821.wmf](

)

O

. Các đường thẳng AP và MN cắt nhau tại I là trung điểm của mỗi đường.

Ta có TS là tiếp tuyến của [image: image1822.wmf](

)

O

 nên [image: image1823.wmf]DD

TNSTSM

∽

 hay [image: image1824.wmf](

)
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Mặt khác ta cũng có:[image: image1825.wmf]·

·

·

AMIAMNASN

==

, do PEMA nội tiếp ta có:

[image: image1826.wmf]·

·
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·

·

NASMAIMAPPESFESNSTNAS

======

 suy ra[image: image1827.wmf]..

DDÞ=

AIMANSAMSNAIAS

∽

.

Tương tự ta cũng có [image: image1828.wmf]..

DDÞ=

AINAMSANSMAIAS

∽

từ đó suy ra [image: image1829.wmf]..

AMSNANSM

=

suy ra [image: image1830.wmf]22

SMAM

SNAN

æöæö

=

ç÷ç÷

èøèø

 thay vào (*)  ta suy ra [image: image1831.wmf]2

TMAM
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 hay TA là tiếp tuyến của [image: image1832.wmf](

)

O

, vậy [image: image1833.wmf]TATS

=

.

Bài 84. Cho tam giác ABC nội tiếp [image: image1834.wmf](

)

O

. P là một điểm nằm trong tam giác ABC. Trung trực của CA, AB cắt PA tại E, F. Đường thẳng qua E song song với AC cắt tiếp tuyến tại C của [image: image1835.wmf](

)

O

tại M. Đường thẳng qua F song song với AB cắt tiếp tuyến tại B của [image: image1836.wmf](

)

O

tại N.

a. Chứng minh MN là tiếp tuyến của [image: image1837.wmf](

)

O


b. Giả sử MN cắt đường tròn ngoại tiếp các tam giác ACM, ABN lần lượt tại S, Q khác MN. Chứng minh [image: image1838.wmf]DD

ABCASQ

∽

và SB cắt CQ tại một điểm nằm trên [image: image1839.wmf](

)

O

.

Giải:

	a. Giả sử AP cắt [image: image1840.wmf](

)

O

tại D , ta chứng minh DM, DN là các tiếp tuyến của [image: image1841.wmf](

)

O

. Thật vậy do [image: image1842.wmf]//,//

FNABENAC

nên

[image: image1843.wmf]·
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. Kết hợp các điều kiện OF là trung trực của AB, tam giác OAD cân và tứ giác OFBN nội tiếp ta có biến đổi góc sau:

[image: image1844.wmf]·

·

·

·

ODFOAFOBFONF

===

suy ra tứ giác FNDO nội tiếp, suy ra [image: image1845.wmf]·
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là tiếp tuyến của [image: image1846.wmf](

)

O

. Chứng minh tương tự ta có: DM cũng là tiếp tuyến của [image: image1847.wmf](

)

O

.

b. Giả sử SB, CQ cắt nhau tại R, ta chứng minh: ABCR nội tiếp.
	


Tức là chứng minh:[image: image1848.wmf]·

·

RCARBA

=

, muốn có điều này ta cần chứng minh:[image: image1849.wmf]DD

ABSACQ

∽

. Thật vậy: Ta có: [image: image1850.wmf]·

·
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[image: image1851.wmf]·
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 suy ra

 [image: image1852.wmf]D

D

ABCASQ
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 (g.g). Từ đó suy ra đpcm.

Bài 85. Cho đường tròn [image: image1853.wmf](

)

;

OR

. Từ một điểm M nằm ngoài đường tròn, kẻ 2 tiếp tuyến MA, MB đến [image: image1854.wmf](

)

O

(A,B là các tiếp điểm). Qua A, kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường tròn tại E đường thẳng ME cắt đường tròn tại F, đường thẳng AF cắt MO tại N, H là giao điểm của MO và AB.

1. Chứng minh: Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn. 

2. Chứng minh:[image: image1855.wmf]2

.

MNNFNA

=

.

3. Chứng minh: [image: image1856.wmf]·
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90

HFN

=

và [image: image1857.wmf]MNNH

=


4. Chứng minh: [image: image1858.wmf]2

2

1.

HBEF

HFMF

-=


Hướng dẫn giải:

	1. Học sinh tự làm.

2. Do [image: image1859.wmf],//

MOABAEMO

^

 suy ra [image: image1860.wmf]·
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90

EAB

=

 suy ra BE là đường kính của [image: image1861.wmf](

)

O

 hay B, O, E thẳng hàng.

Suy ra [image: image1862.wmf]·
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90

BFE

=

, tứ giác MFHB có [image: image1863.wmf]·

·

0

90

MFBMHB

==

nên MFHB là tứ giác nội tiếp.

Suy ra [image: image1864.wmf]·

·

FMHFBH

=

(cùng chắn cung FH).
	


Lại có: [image: image1865.wmf]·

·

»

1

2

FBAFAMs®FA

==

 từ đó suy ra [image: image1866.wmf]·

·

(

)

 1.

=

NAMNMF


Tam giác MNF và tam giác ANM ta có: [image: image1867.wmf]·

MNF

chung (2). Từ (1), (2) ta suy ra [image: image1868.wmf]DD

MNFANM

∽

(g.g) suy ra [image: image1869.wmf]MNNA

NFMN

=

 hay [image: image1870.wmf]2

.(*)

MNNFNA

=


Cũng có thể chứng minh ngắn hơn: [image: image1871.wmf]·

·

NMFAEF

=

 (so le trong), [image: image1872.wmf]·

·

»

1

2

AEFMAFs

đAF

==

 suy ra[image: image1873.wmf](

)

 .

DD

MNFANMgg

∽

.

3. Từ chứng minh ở câu b) ta có: [image: image1874.wmf]·

·

·

·

NFMNMAHMBHFB

===

 suy ra [image: image1875.wmf]·
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 hay[image: image1876.wmf]HFAN

^

. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông AHN ta có:[image: image1877.wmf](

)

2

.**

NFNANH

=

. Từ (*), (**) ta suy ra[image: image1878.wmf]22

MNNHMNNH

=Û=

.

4. Ta viết lại đẳng thức cần chứng minh thành: [image: image1879.wmf]22

22

1

HBEFHBME

HFMFHFMF

=+Û=

. Ta dễ chứng minh được đẳng thức quen thuộc: [image: image1880.wmf]2

2

2

.
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=Þ=

. Ta cần chứng minh: [image: image1881.wmf]22
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 thay [image: image1882.wmf],

MAMBHBHA

==

. Ta cần chứng minh: [image: image1883.wmf]MBHA

MFHF

=

 hay chứng minh: [image: image1884.wmf]DD

BFMAFH

∽

 nhưng điều này luôn đúng do [image: image1885.wmf]·

·
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 và [image: image1886.wmf]·
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.

Cách khác: [image: image1887.wmf]22
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=+Û-=

. Ta có [image: image1888.wmf]2

.

HFFAFN

=

 và [image: image1889.wmf]EFFA

MFFN

=

 (Định lý Thales) nên vế trái bằng: [image: image1890.wmf]222222
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Bài 86. Từ một điểm A nằm ngoài đường tròn [image: image1891.wmf](

)

;

OR

kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến [image: image1892.wmf](

)

O

(B, C là các tiếp điểm). Điểm D thuộc cung nhỏ BC, CD cắt OA tại E, đường thẳng qua E song song với BC cắt AB tại M.

a. Chứng minh: EMBD là tứ giác nội tiếp. 

b. MD là tiếp tuyến của [image: image1893.wmf](

)

O

.

Hướng dẫn giải:

	a. Do [image: image1894.wmf]//

MEBC

nên ta có:

 [image: image1895.wmf]·

·

·
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==

AMEABCBOC

, lại có:

[image: image1896.wmf]·

·
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 [image: image1897.wmf]»

·
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=

=

 suy ra [image: image1898.wmf]·

·

AMEBDE

=

 hay EMBD là tứ giác nội tiếp.

b. Ta có MBOE là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính MO (hs tự chứng minh)
	


Từ đó suy ra 5 điểm M, B, O, D, E cùng nằm trên một đường tròn. Suy ra [image: image1899.wmf]·
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90
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=

 hay MD là tiếp tuyến của [image: image1900.wmf](

)

O

.

Bài 87. Cho tam giác nhọn[image: image1901.wmf], 

ABCABAC

<

, đường tròn [image: image1902.wmf](

)

O

đường kính BC cắt AB, AC lần lượt tại F, E. Gọi K là giao điểm của EF, BC, M là giao điểm của FD và đường tròn [image: image1903.wmf](

)

O

. H là giao điểm của BE, CF, AH cắt BC tại D. 

a. Chứng minh:[image: image1904.wmf]..

AEACAFAB

=

.

b. Tứ giác KFOM là tứ giác nội tiếp và[image: image1905.wmf]..

KFDMKMDF

=

.

c. Gọi S là giao điểm của AK và đường tròn [image: image1906.wmf](

)

I

 ngoại tiếp tam giác AEF. Chứng minh [image: image1907.wmf]..

ASAKAFAB

=


d. Chứng minh: S, H, O thẳng hàng.

Hướng dẫn giải:

	a. Tứ giác BFEC nội tiếp [image: image1908.wmf](

)

O

 suy ra [image: image1909.wmf]·

·

AEFABC

=

[image: image1910.wmf](

)

.

ÞDD

AEFABCgg
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Suy ra [image: image1911.wmf]..
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AEACAFAB
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.

b. Ta có [image: image1912.wmf]·
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[image: image1913.wmf]·
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[image: image1914.wmf]·

·
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Hay [image: image1915.wmf]·

·

KFMKOM

=

 suy ra KFOM là tứ giác nội tiếp, mặt khác [image: image1916.wmf]OFOM

=

suy ra [image: image1917.wmf]·

·

FKOMKO

=

 hay KO là phân giác của [image: image1918.wmf]·

FKM

.
	


Theo tính chất phân giác ta có: [image: image1919.wmf]KFDF
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 đpcm.

c. Vì H là trực tâm của [image: image1920.wmf]ABC
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 nên [image: image1921.wmf]·
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 suy ra 4 điểm A, E, H, F nằm trên đường tròn đường kính AH. Suy ra S thuộc đường tròn tâm I đường kính AH, tứ giác ASFE nội tiếp nên[image: image1922.wmf]·
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ASFFEC
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, BFEC nội tiếp nên [image: image1923.wmf]·
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FECFBK

=

 suy ra KSFB nội tiếp [image: image1924.wmf]ÞDDÞ

ASFABK
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[image: image1925.wmf]...
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d. Giả sử đường tròn [image: image1926.wmf](
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 cắt AO tại N, ta có: [image: image1927.wmf]·

·

·

ANEAFEACO

==

 suy ra ENOC nội tiếp, tương tự FNOC nội tiếp. Ta có [image: image1928.wmf]·
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 [image: image1929.wmf]·
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 suy ra BHNC nội tiếp. Giả sử KH cắt [image: image1930.wmf](

)

I

tại [image: image1931.wmf]'

N

 suy ra [image: image1932.wmf]'

EFHN

 nội tiếp. Suy ra [image: image1933.wmf].'..'
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 nội tiếp, suy ra[image: image1934.wmf]'
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. Suy ra [image: image1935.wmf]·
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 hay H là trực tâm của tam giác AKO suy ra[image: image1936.wmf]OHAK

^

, mà [image: image1937.wmf]SHAK

^

 suy ra S, H, O thẳng hàng.

	Bài 88. Cho tam giác nhọn [image: image1938.wmf](

)

ABCABAC
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 nội tiếp [image: image1939.wmf](
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O

, các tiếp tuyến tại B, C của [image: image1940.wmf](

)

O

cắt nhau tại điểm M đường thẳng AM cắt [image: image1941.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là D (khác A). Trên đường thẳng qua O vuông góc với AD ta lấy điểm I (O, I nằm khác phía so với AD) dựng đường tròn [image: image1942.wmf](

)

;

IID

 cắt các đường thẳng BD, DC lần lượt tại E, F[image: image1943.wmf](

)

,

EDFC

¹¹

. 

a. Chứng minh: [image: image1944.wmf]2
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MDBD
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.

b. Gọi K là giao điểm của BC với EF.
	


Chứng minh: 4 điểm A, C, K, F cùng nằm trên một đường tròn.

c. Chứng minh: [image: image1945.wmf]DD

ACDAKE

∽

 suy ra K là trung điểm của EF.

d. Dựng EX, FY lần lượt vuông góc với AI. Chứng minh:[image: image1946.wmf]KXKY

=

.

Giải:

a. Ta dễ chứng minh được: [image: image1947.wmf](.)
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∽

suy ra [image: image1948.wmf]2
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mặt khác [image: image1949.wmf]MDB
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 từ đó suy ra [image: image1950.wmf]2
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b. Xét tứ giác ACKF ta có: [image: image1951.wmf]·
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 suy ra ACFK là tứ giác nội tiếp.

c. Ta có [image: image1952.wmf]·
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 suy ra [image: image1953.wmf](
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, hoàn toàn tương tự ta cũng có: [image: image1954.wmf]DD

ABDAKF

∽

suy ra
[image: image1955.wmf]KFBD
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 (**). Mặt khác ta cũng dễ dàng chứng minh [image: image1956.wmf]DDÞ=
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 và [image: image1957.wmf]DDÞ=
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 mà [image: image1958.wmf]MCMB
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 suy ra [image: image1959.wmf]CDBD
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 kết hợp với (*), (**) suy ra [image: image1960.wmf]KEKF

KAKA

=

hay K là trung điểm của EF.

d. Dựng đường cao AH của tam giác AEF, gọi N là trung điểm của AE, ta có 5 điểm E, N, I, Y, K nằm trên đường tròn đường kính EI, 4 điểm A, E, H, I nằm trên đường tròn đường kính AE. Từ đó ta có biến đổi góc: [image: image1961.wmf]·
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 suy ra NK là phân giác của góc [image: image1962.wmf]·

HNY

mà tam giác HNY cân tại N nên NK là trung trực của HI. Chứng minh tương tự ta cũng có K thuộc trung trực của HX suy ra K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác HXY nên[image: image1963.wmf]KXKY
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. 

	Bài 89. Cho tam giác ABC nội tiếp [image: image1964.wmf](

)

O

 và trung tuyến AM, điểm P nằm trên cung BC không chứa A của [image: image1965.wmf](

)
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, hai điểm E, F thuộc CA, AB sao cho[image: image1966.wmf]//,//

PEABPFAC

. Đường thẳng AM cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF tại N khác A. Gọi G là giao điểm AP và EF, D là điểm đối xứng với A qua M.

a. Chứng minh:[image: image1967.wmf]DD

PBCEAP

∽

.

b. Chứng minh: [image: image1968.wmf]DD
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 và[image: image1969.wmf]·
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c. Chứng minh:[image: image1970.wmf]2
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APAMAN
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.

Giải:

a. Xét tam giác PBC và tam giác EAP ta có: [image: image1971.wmf]·

·

PBCPAE
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 (cùng chắn cung PC). Tứ giác AEPF là hình bình hành nên [image: image1972.wmf]·
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 lại có [image: image1973.wmf]·
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 từ đó suy ra [image: image1974.wmf]·
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 suy ra [image: image1975.wmf](
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b. Ta có: [image: image1976.wmf]·
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 suy ra
	


[image: image1977.wmf](
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NFECADgg
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 và NG, CM là các trung tuyến tương ứng nên[image: image1978.wmf]·

·
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.

c. Từ b ta suy ra[image: image1979.wmf]·
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. Suy ra NGMP là tứ giác nội tiếp. Nên[image: image1980.wmf]2
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.

Bài 90. Cho tam giác ABC nội tiếp [image: image1981.wmf](

)

O

, P là một điểm bất kỳ trong tam giác và [image: image1982.wmf]Î

Q

 cung nhỏ BC của [image: image1983.wmf](

)

O

, AP cắt [image: image1984.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là D, M là trung điểm của AQ, QP cắt [image: image1985.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là K. Dựng đường tròn [image: image1986.wmf](

)

w

 qua 2 điểm P, K tiếp xúc với AP. Các đường thẳng AK, MP lần lượt cắt [image: image1987.wmf](

)

w

tại E, F.  Gọi R là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác KPD với MP.

a. Chứng minh: AMDR là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: [image: image1988.wmf]DD

KFPKRD

∽

 suy ra F là trung điểm của PR.

c. Chứng minh: 4 điểm A, D, E, F nằm trên một đường tròn.

Giải:

	a. Từ các tứ giác KPDR, AKDQ nội tiếp ta suy ra [image: image1989.wmf]·
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 hay AMDR là tứ giác nội tiếp. 

b. Ta có: PA là tiếp tuyến của đường tròn [image: image1990.wmf](

)

w

 và KPDR nội tiếp nên [image: image1991.wmf]·
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, lại có [image: image1992.wmf]·
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nên [image: image1993.wmf](

)

.

DD

KFPKRDgg

∽

 suy ra [image: image1994.wmf]FPKP
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.

Lại có: [image: image1995.wmf](
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suy ra 
	


[image: image1996.wmf],
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 nên [image: image1997.wmf]2
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 từ đó ta có: [image: image1998.wmf]222
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 suy ra F là trung điểm của RP.

c. Ta có [image: image1999.wmf]·
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 suy ra [image: image2000.wmf](
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kết hợp với [image: image2001.wmf]·
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suy ra [image: image2002.wmf]~(..)

KPFPDFcgc

DD
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 hay ADEF là tứ giác nội tiếp.

Bài 91. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp [image: image2004.wmf](
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trực tâm H, M là trung điểm của BC, đường cao AF, đường tròn đường kính AH cắt [image: image2005.wmf](
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tại Q khác A. Đường tròn đường kính HQ cắt [image: image2006.wmf](
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tại K khác Q. Dựng đường kính AE của [image: image2007.wmf](
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O

, D là giao điểm của AH với [image: image2008.wmf](

)

O

.

a. Chứng minh: Q, H, M, E thẳng hàng.

b. Tiếp tuyến tại H, K của đường tròn ngoại tiếp tam giác QKH cắt nhau tại X. Chứng minh X thuộc BC.

c. Chứng minh: Các đường tròn ngoại tiếp tam giác KQH, KFM tiếp xúc nhau.

Giải:

a. Ta có kết quả quen thuộc:

+ H, M, E thẳng hàng.

+ H đối xứng với D qua BC.

+ Q, H, E thẳng hàng. Do QH, EQ cùng vuông góc với AQ. Từ đó suy ra Q, H, M, E thẳng hàng.

b. Giả sử các tiếp tuyến tại K, H của đường tròn [image: image2009.wmf](

)

L

ngoại tiếp tam giác QHK cắt nhau tại X. Ta chứng minh: 

[image: image2010.wmf]XBC
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. Thật vậy:

Do [image: image2011.wmf]·
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 và

[image: image2012.wmf]XKXH
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nên suy ra X là tâm vòng tròn ngoại tiếp tam giác KHD, suy ra X nằm trên trung trực của DH hay [image: image2013.wmf]XBC
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.

[image: image2014.png]



Bài 92. Cho đường tròn tâm O đường kính[image: image2015.wmf]2
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, trên đoạn OA lấy điểm [image: image2016.wmf](
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. Vẽ tia [image: image2017.wmf]IxAB

^

 cắt [image: image2018.wmf](
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tại C. Lấy điểm E trên cung nhỏ [image: image2019.wmf](
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 nối AE cắt CI tại F, gọi D là giao điểm của BC với tiếp tuyến tại A của [image: image2020.wmf](
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a. Chứng minh: BEFI là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh:[image: image2021.wmf]..
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c. Tia BE cắt IC tại K. Giả sử I, F lần lượt là trung điểm của OA, IC. Chứng minh: [image: image2022.wmf]DD
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 từ đó tính IK theo R.

d. Khi I là trung điểm của OA và E chạy trên cung nhỏ BC. Tìm vị trí điểm E để [image: image2023.wmf] 

EBEC
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 lớn nhất.

Giải:

a. Vì điểm E nằm trên [image: image2024.wmf](
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đường kính AB nên[image: image2025.wmf]·
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, lại có [image: image2026.wmf]FIAB
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 tại I nên [image: image2027.wmf]·
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. Tứ giác IFEB có [image: image2028.wmf]·
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 nên IFEB là tứ giác nội tiếp.

	b. Xét tam giác AIF, AEB có

[image: image2029.wmf]·
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 chung, suy ra

 [image: image2030.wmf] (1) (.)
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dẫn đến

[image: image2031.wmf]..
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, Vì điểm C nằm trên [image: image2032.wmf](

)

O

đường kính AB nên [image: image2033.wmf]·
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 là tiếp tuyến của [image: image2034.wmf](
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nên [image: image2035.wmf]·
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 áp dụng hệ thức lượng trong các tam giác vuông ACB, BAD ta có: 

[image: image2036.wmf]2
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 suy ra[image: image2037.wmf]..
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b. Tam giác AIF và KIB có

[image: image2038.wmf]·
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 nên [image: image2039.wmf](
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Vì điểm I là trung điểm OA và [image: image2040.wmf]CIOA
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nên tam 
	[image: image2041.png]





giác OAC cân tại C, lại có [image: image2042.wmf]OCOAR
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 nên tam giác OAC là tam giác đều, suy ra [image: image2043.wmf]·
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, từ đó dễ tính được: [image: image2045.wmf]313
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[image: image2046.wmf]2
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c. Gọi M là giao điểm của tia CI với [image: image2047.wmf](
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[image: image2048.wmf](
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 thì tam giác CBI cân tại B.

Kết hợp với chứng minh ở câu c [image: image2049.wmf]·

·

00

3060

CBACBM

=Þ=

 ta suy ra tam giác CBM đều. Lấy điểm N trên đoạn EM sao cho[image: image2050.wmf]ENEC
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, do [image: image2051.wmf]·
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 nên suy ra tam giác CEN đều. Xét các [image: image2052.wmf],

CNMCEB

DD

 ta có: [image: image2053.wmf]·
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[image: image2055.wmf]·
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 suy ra[image: image2056.wmf]MNEB
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Từ đó ta có: [image: image2057.wmf]2
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi EM là đường kính của [image: image2058.wmf](
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, hay E là điểm đối xứng với M qua O.

Nhận xét: Nếu biết định lý Ptolemy thì ta có kết quả: [image: image2059.wmf]...

ECMBEBMCBCEM
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 mà tam giác BMC đều nên [image: image2060.wmf]MBMCBC
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suy ra[image: image2061.wmf]ECEBEM
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Bài 93. Cho điểm A nằm ngoài [image: image2062.wmf](
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;

OR

. Từ A vẽ các tiếp tuyến AB, AC đến [image: image2063.wmf](
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(

)

;

ORO

 (B, C là các tiếp điểm) và cát tuyến AMN đến [image: image2064.wmf](
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;

OR

, MN không đi qua O và[image: image2065.wmf]AMAN
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).

1. Chứng minh: ABOC là tứ giác nội tiếp. 

2. Chứng minh:[image: image2066.wmf]2

.

AMANAB
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.

3. Tiếp tuyến tại N của [image: image2067.wmf](

)

;

OR

cắt đường thẳng BC tại F. Chứng minh: FM là tiếp tuyến của [image: image2068.wmf](

)

;

OR
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4. Gọi P là giao điểm của BC và dây MN, E là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác MON và đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABOC (E khác O). Chứng minh: P, E, O thẳng hàng.

Giải:

	1. Gọi H là giao điểm của BC, AO thì [image: image2069.wmf]BHAO
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 theo câu b) ta có[image: image2070.wmf]2
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, áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABO ta có: [image: image2071.wmf]2
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, từ đó suy ra [image: image2072.wmf](
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Dẫn tới [image: image2073.wmf]·
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là tứ giác nội tiếp. Giả sử tiếp tuyến tại M, N của [image: image2074.wmf](
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O

 cắt nhau tại F suy ra 4 điểm F, M, O, N cùng nằm trên đường tròn đường kính OF.

Ta chứng minh: F, B, H thẳng hàng. Thật vậy: do 4 điểm M, H, O, N nằm trên một đường tròn và 4 điểm F, M, O, N cùng nằm trên một đường tròn đường kính OF ta suy ra 5 điểm F, M, H, O, N
	


cùng nằm trên đường tròn đường kính OF hay[image: image2075.wmf]·
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, lại có [image: image2076.wmf]BHAO
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 (Tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau). Từ đó suy ra F, B, H thẳng hàng.

2. Từ chứng minh trên ta suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác OMN cũng là đường tròn đường kính OF, E là giao điểm của đường tròn đường kính OF với đường tròn đường kính AO ta có [image: image2077.wmf]·
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 và [image: image2078.wmf]·
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 suy ra [image: image2079.wmf]·

·
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 hay A,E, F thẳng hàng.

Gọi K là trung điểm MN thì [image: image2080.wmf]OFMN

^

 tại K, lại có [image: image2081.wmf]FPOA

^

 tại H suy ra P là trực tâm tam giác FOA suy ra [image: image2082.wmf]OPAF

^

do [image: image2083.wmf],,

EPAFEPO

^Þ

 thẳng hàng.

Bài 94. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn [image: image2084.wmf](

)

O

 có các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H, AH cắt [image: image2085.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là P (P khác A). Gọi M, I lần lượt là trung điểm của BC, AH. Dựng đường kính AK của [image: image2086.wmf](

)

O

, đường thẳng qua P song song với EF cắt [image: image2087.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là Q (khác P). Gọi S là giao điểm của IM và EF.

a. Chứng minh: BFEC là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: [image: image2088.wmf]IEEM

^

từ đó suy ra[image: image2089.wmf]2

.

MEMSMI

=

. 

c. Chứng minh: Tam giác APQ cân.

d. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt [image: image2090.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là N. Chứng minh: N, S, Q thẳng hàng.

Giải:

	a. Vì BE, CF là các đường cao của tam giác ABC nên [image: image2091.wmf]·

·
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BECBFC
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 suy ra BFEC là tứ giác nội tiếp (Có 2 đỉnh liên tiếp trên cạnh EF cùng nhìn cạnh BC góc bằng nhau).

b. Do I là trung điểm AH nên [image: image2092.wmf]2

AH

IAIEIH
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 dẫn tới tam giác AIE cân tại I suy ra [image: image2093.wmf]·

·
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 1.

IEAIAE
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 Tương tự ta cũng có:[image: image2094.wmf]·
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. Lấy [image: image2095.wmf](
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ta có:

[image: image2096.wmf]·
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suy ra [image: image2097.wmf]·

·
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nên[image: image2098.wmf]IEEM

^

. Do [image: image2099.wmf],

IEIFMEMF

==

nên IM là trung trực của EF hay [image: image2100.wmf]IMEF

^

tại S. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông IEM ta có:[image: image2101.wmf]2

.

MEMIMS

=

.

c. Do BFEC là tứ giác nội tiếp nên [image: image2102.wmf]·

·
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=

 (tính chất tứ giác nội tiếp). Lại có: [image: image2103.wmf]·
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 [image: image2104.wmf]·
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 (do tam giác OAC cân tại O), từ đó suy ra [image: image2105.wmf]·

·
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 hay [image: image2106.wmf]·

·

0

90

AEFOACOAEF

+=Þ^

, mà [image: image2107.wmf]//

PQEFPQOA

Þ^

 mà PQ là 1 dây của [image: image2108.wmf](

)

O

suy ra [image: image2109.wmf]OAPQ

^

 tại trung điểm của PQ hay tam giác APQ cân tại A.

d. Do [image: image2110.wmf]·

·
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AEHAFHEF

 nằm trên đường tròn tâm I đường kính AH kí hiệu là [image: image2111.wmf](

)

I

suy ra[image: image2112.wmf]·
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. Lại có[image: image2113.wmf],//

KCACBHACBHKC

^^Þ

, tương tự [image: image2114.wmf]//

CHKB

 nên BHCK là hình bình hành, suy ra H, M, K thẳng hàng (5). Ta cũng có [image: image2115.wmf]·
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 (4), từ (3), (4) suy ra K, H, N thẳng hàng (6). Từ (5), (6) suy ra K, H, M, N thẳng hàng.

Ta có [image: image2116.wmf](

)

 .

DD

MHFMFNgg
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 suy ra [image: image2117.wmf]22

.
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MFMHMNME

 (do[image: image2118.wmf]MEMF

=

) kết hợp với chứng minh ở câu b ta suy ra [image: image2119.wmf]..(..)
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 dẫn đến [image: image2120.wmf]·

·

HSMINMNISH

=Þ

 là tứ giác nội tiếp. Kết hợp với [image: image2121.wmf]//

IMAK

 và tam giác APQ cân tại A ta có: [image: image2122.wmf]·
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 [image: image2123.wmf]NQNS

Þº

 hay Q, S, N thẳng hàng. 

Bài 95. Cho tam giác ABC nhọn có các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Gọi P, Q lần lượt là hình chiếu vuông góc của D lên BH, CH.

a. Chứng minh: 4 điểm H, P, D, Q nằm trên một đường tròn.

b. Chứng minh: [image: image2124.wmf]//

PQEF

.

c. Đường tròn tâm I đường kính AD cắt AB, AC lần lượt tại R, S. Chứng minh R, P, Q, S thẳng hàng.

d. Đường tròn [image: image2125.wmf](

)

J

 ngoại tiếp tam giác DQS cắt IC tại T, DT cắt AC tại K. Chứng minh: [image: image2126.wmf]KACA

KSCS

=

.

Giải:

	a. Vì [image: image2127.wmf]·

·
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 nên 4 điểm P, H, Q, D nằm trên đường tròn đường kính HD.

b. Do tứ giác HPDQ nội tiếp nên [image: image2128.wmf]·
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 1

HPQHDQ

=

 (cùng chắn cung HQ). Ta cũng có: [image: image2129.wmf]·
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=

(2) (cùng phụ với[image: image2130.wmf]·

QDC

), tứ giác BFEC có [image: image2131.wmf]·
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 nên BFEC nội tiếp đường tròn đường kính BC suy ra [image: image2132.wmf]·
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FCBFEB
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(3). Từ (1), (2), (3) suy ra[image: image2133.wmf]·

·
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.

c. Đường tròn tâm I đường kính AD cắt AB, AC lần lượt tại R, S thì 
[image: image2134.wmf]·
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 suy ra 
[image: image2135.wmf]·
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 nên tứ giác DQSC, BRPD nội tiếp.
	


Ta có: 
[image: image2136.wmf]·

·
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 (4). 
[image: image2137.wmf]·
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 (5), mà 
[image: image2138.wmf]·
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(4), (5) ta suy ra 
[image: image2139.wmf]·
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 hay P, Q, S thẳng hàng, chứng minh tương tự ta có: P, Q, R thẳng hàng, suy ra R, P, Q, S thẳng hàng.

d. Do 4 điểm D, Q, S, C cùng nằm trên đường tròn đường kính DC nên đường tròn tâm J ngoại tiếp tam giác DQC cũng chính là đường tròn đường kính DC suy ra
[image: image2140.wmf]·
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. Ta có 
[image: image2141.wmf]DD

CSDCDA
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 nên suy ra 
[image: image2142.wmf]2

.

CDCSCA
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 (6). Trong tam giác vuông IDC ta cũng có: 
[image: image2143.wmf]2

.
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(7). Từ (6), (7) ta suy ra 
[image: image2144.wmf]·

·
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CSCACTCICTSCAICTSCAI

∽

 nên AITS là tứ giác nội tiếp, kết hợp với 
[image: image2145.wmf]AIS

D

 cân tại I ta có biến đổi góc: 
[image: image2146.wmf]·
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CTSCAIISAITA
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 suy ra 
[image: image2147.wmf]·
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 hay TK là phân giác của góc
[image: image2148.wmf]·

ATS

, TC vuông góc với TK nên TC chính là phân giác ngoài của góc 
[image: image2149.wmf]·

ATS

.

Theo tính chất phân giác ta có ngay 
[image: image2150.wmf]KACA

KSCS
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 đpcm.

Bài 96. Cho đường tròn tâm O bán kính R và một điểm N nằm ngoài
[image: image2151.wmf](

)

O

. Từ N kẻ 2 tiếp tuyến NA, NB đến 
[image: image2152.wmf](

)

O

(A, B là 2 tiếp điểm). Gọi E là giao điểm của AB, ON.

a. Chứng minh: NAOB là tứ giác nội tiếp.

b. Tính AB biết
[image: image2153.wmf]5,3

ONcmRcm

==

.

c. Kẻ tia Nx trong góc 
[image: image2154.wmf]ANO

 cắt 
[image: image2155.wmf](

)

O

tại C, D (C nằm giữa N và D). Chứng minh:
[image: image2156.wmf]·

·

NECOED
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.

d. Qua N kẻ cát tuyến thứ 2 với đường tròn là NPQ (P nằm giữa N, Q). Gọi I là giao điểm CQ, DP. Chứng minh: A, B, I thẳng hàng.

Giải:

	a. Vì NA, NB là các tiếp tuyến của 
[image: image2157.wmf](

)

O

nên 
[image: image2158.wmf]·
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 suy ra


[image: image2159.wmf]·
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NAONBO

. Hay tứ giác NAOB nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image2160.wmf]0
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).

b. Khi
[image: image2161.wmf]5,3

ONcmRcm

==

, theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có
[image: image2162.wmf]2

ABAE

=

.

Và 
[image: image2163.wmf]AENO

^

 tại E, áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông AON ta có: 
[image: image2164.wmf]2
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Suy ra
[image: image2165.wmf]2
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, lại có 
[image: image2166.wmf]22
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[image: image2167.wmf]1224
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c. Xét tam giác NCA, NAD ta có: 
[image: image2168.wmf]·

AND

 chung và
[image: image2169.wmf]·
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.

Suy ra 
[image: image2170.wmf](
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 .

DD
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 dẫn tới 
[image: image2171.wmf]NCNA

NAND

=

(tỷ số đồng dạng) suy ra 
[image: image2172.wmf](

)

2

. 1

NANCND

=


Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông NAO ta có:
[image: image2173.wmf](

)

2

. 2

NANENO

=

. Từ (1), (2) ta suy ra 
[image: image2174.wmf]..
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 kết hợp với 
[image: image2175.wmf],

NCENOD

DD

 có góc 
[image: image2176.wmf]·
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 chung ta suy ra 
[image: image2177.wmf] 

DD
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(c.g.c) suy ra 
[image: image2178.wmf]·

·

NECNDO

=

 dẫn tới CEOD nội tiếp (góc ngoài một đỉnh bằng góc đối). Cũng từ CEOD nội tiếp và tam giác OCD cân tại O ta có biến đổi góc 
[image: image2179.wmf]·
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 (đpcm). 

d. Tương tự câu c ta có: PEOQ nội tiếp.

Ta có: 
[image: image2180.wmf]·
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[image: image2181.wmf]·
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[image: image2182.wmf]·
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COPDOQs®CPs®QDCIP

 suy ra CEIP nội tiếp, tương tự DEIQ nội tiếp.

Suy ra 
[image: image2183.wmf]·
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·
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IEPICPIDQIEQ

 hay EI là phân giác của 
[image: image2184.wmf]·

PEQ

(3). Từ chứng minh câu c ta suy ra 
[image: image2185.wmf]·

·
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=

 hay EA là phân giác của góc
[image: image2186.wmf]·

CED

, tương tự ta suy ra EB là phân giác của góc 
[image: image2187.wmf]·

PEQ

 (4). Từ (3), (4) suy ra 
[image: image2188.wmf]EIEB

º

 hay I, A, B thẳng hàng.

Bài 97. Cho đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với BC, CA, AB lần luợt tại D, E, F. Đường thẳng qua A song song với BC cắt EF tại K, gọi M là trung điểm BC Chứng minh:
[image: image2189.wmf]MIDK

^

.

Giải:

	Gọi P là giao điểm của ID và EF 

Vì AE, AF là các tiếp tuyến của 
[image: image2190.wmf](

)

I

 tại E, F nên
[image: image2191.wmf]IAEF

^

. Vì 
[image: image2192.wmf]IPBC

^

 suy ra
[image: image2193.wmf]IPAK

^

. Từ đó suy ra P là trực tâm của tam giác 
[image: image2194.wmf]AIKAPIK

Þ^

tại H suy ra tứ giác ANHK nội tiếp.

Kẻ đường thẳng qua P song song với BC cắt AB, AC tại X, Y từ các tứ giác IPXF, IPEY
	


nội tiếp ta suy ra 
[image: image2195.wmf]·

·

·

·

PXIPFIPEIPYI

===

dẫn tới tam giác IXY cân tại I nên P là trung điểm XY. Theo định lý Thales ta dễ suy ra A, P, M thẳng hàng. Lại có: 
[image: image2196.wmf]22
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2197.wmf]IHID

IDIK

Þ=

 suy ra  
[image: image2198.wmf]DD

IHDIDK

∽

(c.g.c). 

Tứ giác IDMH nội tiếp suy ra 
[image: image2199.wmf]·

·
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IDHIMH
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2200.wmf]·
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 mà 
[image: image2201.wmf]·

IMH

 phụ với 
[image: image2202.wmf]·

MIH

nên 
[image: image2203.wmf]·

IKD

 phụ với
[image: image2204.wmf]·

MIHIMDK

Þ^

. 

Bài 98. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image2205.wmf](

)

O

. Một đường tròn 
[image: image2206.wmf](

)

K

 đi qua B, C cắt AC, AB lần lượt tại E, F, BE cắt CF tại H, AH cắt 
[image: image2207.wmf](

)

O

tại P khác A, PE cắt 
[image: image2208.wmf](

)

O

tại R khác P.

Đường tròn ngoại tiếp tam giác FHB cắt AH tại D.

a. Chứng minh:
[image: image2209.wmf]KDAH

^

.

b. Giả sử AH cắt BC tại L và Q đối xứng với P qua D. Chứng minh: AEQF là tứ giác nội tiếp.

c. Chứng minh: BR chia đôi EF.

Giải:

a. Ta có: 
[image: image2210.wmf]...

AHADAFABAEAC

==

suy ra EHDC nội tiếp. Từ đó ta có: 
[image: image2211.wmf]·
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[image: image2212.wmf]·
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 nên BDKC là tứ giác nội tiếp.

Ta có: 
[image: image2213.wmf]·
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[image: image2215.wmf]·
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b. Gọi N là điểm đối xứng với F qua KD, do 
[image: image2216.wmf]KFKN
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nên điểm N nằm trên 
[image: image2217.wmf](
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.

	Ta có 
[image: image2218.wmf]·
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 nên 
[image: image2219.wmf]CPCN

º

 hay C, N, P thẳng hàng. Do FQPN là hình thang cân ta có: 
[image: image2220.wmf]·
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 nên BFQL nội tiếp. Tương tự ta cũng có: CEQL nội tiếp.

Từ đó ta có biến đổi góc: 
[image: image2221.wmf]·
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[image: image2222.wmf]·
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suy ra AEQF nội tiếp.

c. Từ AEQF là tứ giác nội tiếp ta có:
[image: image2223.wmf]·
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. Ta cũng có: 
[image: image2224.wmf]·
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 nên 
[image: image2225.wmf](.)
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 suy ra
[image: image2226.wmf]FBDQ
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. Gọi I là trung điểm EF ta có
	



[image: image2227.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2228.wmf](
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 nên 
[image: image2229.wmf]·
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 hay 
[image: image2230.wmf]BRBI

º

 tức là BR chia đôi EF. 

Bài 99. Cho tam giác ABC nội tiếp
[image: image2231.wmf](

)

O

, P là một điểm bất kỳ trong tam giác và 
[image: image2232.wmf]Q

Î

 cung nhỏ BC của 
[image: image2233.wmf](
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O

, AP cắt 
[image: image2234.wmf](
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O

tại giao điểm thứ 2 là D, M là trung điểm của AQ, QP cắt 
[image: image2235.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là K. Dựng đường tròn 
[image: image2236.wmf](

)

w

 qua 2 điểm P, K tiếp xúc với AP. Các đường thẳng AK, MP lần lượt cắt 
[image: image2237.wmf](
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w

tại E, F. Gọi R là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác KPD với MP.

a. Chứng minh: AMDR là tứ giác nội tiếp.

b. Chứng minh: 
[image: image2238.wmf]~
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 suy ra F là trung điểm của PR. 

c. Chứng minh: 4 điểm A, D, E, F nằm trên một đường tròn.

Giải:

	a. Từ các tứ giác KPDR, AKDQ nội tiếp ta suy ra 
[image: image2239.wmf]·
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 hay AMDR là tứ giác nội tiếp.

b. Ta có: PA là tiếp tuyến của đường tròn 
[image: image2240.wmf](
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 và KPDR nội tiếp nên
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, lại có
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 nên


[image: image2243.wmf] (.)
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 suy ra 
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Lại có: 
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suy ra 
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 nên
[image: image2247.wmf]2
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, từ đó ta có: 
[image: image2248.wmf]222
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 suy ra F là trung điểm của RP.

c. Ta có 
[image: image2249.wmf]·
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 suy ra 
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 kết hợp với 
[image: image2251.wmf]·
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 suy ra 
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 suy ra 
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 hay ADEF là tứ giác nội tiếp.

Bài 100. Cho đường tròn tâm O đường kính BC. Một điểm A thuộc đường tròn 
[image: image2254.wmf](
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O

 sao cho
[image: image2255.wmf]ABAC

>

. Tiếp tuyến tại A của 
[image: image2256.wmf](
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cắt BC tại D. Gọi E là điểm đối xứng với A qua BC, AE cắt BC tại M, kẻ đường cao AH của tam giác ABE, AH cắt BC tại F.

a. Chứng minh: AFEC là hình thoi. 

b. Chứng minh:
[image: image2257.wmf]..
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c. Gọi I là trung điểm AH, kéo dài BI cắt 
[image: image2258.wmf](
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 tại điểm thứ 2 là K. Chứng minh: AIMK là tứ giác nội tiếp.

d. Đường thẳng AK cắt BD tại N. Chứng minh: N là trung điểm của MD.

Giải:

	a. Do điểm E đối xứng với A qua đường kính BC nên 
[image: image2259.wmf](
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 dẫn tới 
[image: image2260.wmf]·
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, lại có: 
[image: image2262.wmf]AHBE
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 suy ra 
[image: image2263.wmf](
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 ta cũng có 
[image: image2264.wmf]AEBM
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 tại trung điểm M của BC nên F là trực tâm tam giác ABE dẫn đến 
[image: image2265.wmf]EFAB

^

, mặt khác 
[image: image2266.wmf]ACAB

^


Suy ra 
[image: image2267.wmf]//
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 (2), từ (1), (2) kết hợp với 
[image: image2268.wmf]AEFC

^

 ta suy ra ACEF là hình thoi.
	


b. Do DA là tiếp tuyến của 
[image: image2269.wmf](
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nên 
[image: image2270.wmf]·
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 suy ra 
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 suy ra 
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 hay 
[image: image2273.wmf](
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 Trong tam giác vuông OED (
[image: image2274.wmf]·
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 ta có 
[image: image2275.wmf]AMOD
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 nên suy ra 
[image: image2276.wmf](
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 Từ (3), (4) ta có:
[image: image2277.wmf]..
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c. Do I là trung điểm AH nên MI là đường trung bình của tam giác AHE suy ra 
[image: image2278.wmf]MIAH

^
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[image: image2280.wmf]·
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 (đồng vị), 
[image: image2281.wmf]·
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AEBAKB
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 (góc nội tiếp cùng chắn cung AB) dẫn đến 
[image: image2282.wmf]·
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IMAIKAAIMK
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 là tứ giác nội tiếp (có 2 đỉnh liên tiếp cùng nhìn cạnh IA góc bằng nhau).

d. Từ chứng minh ở câu c ta có:
[image: image2283.wmf]·
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. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông AMN ta có:
[image: image2284.wmf](
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MNNKNA
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. Kéo dài DK cắt 
[image: image2285.wmf](
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tại S. Ta dễ chứng minh được DE là tiếp tuyến của
[image: image2286.wmf](
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. Ta có 
[image: image2287.wmf]·
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 suy ra KMDE là tứ giác nội tiếp. Dẫn tới 
[image: image2288.wmf]·
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 suy ra SE là đường kính của 
[image: image2289.wmf](
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nên 
[image: image2290.wmf]SAAE
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 dẫn tới
[image: image2291.wmf]//
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. Tam giác KND và tam giác DNA có 
[image: image2292.wmf]·
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 chung và 
[image: image2293.wmf]·
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 suy ra 
[image: image2294.wmf] (.)
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 suy ra


[image: image2295.wmf](
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. Từ (5), (6) suy ra 
[image: image2296.wmf]22
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[image: image2297.wmf]NDNM
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Bài 101. Cho đường tròn 
[image: image2298.wmf](
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 và một điểm M nằm ngoài 
[image: image2299.wmf](
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, qua M kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến 
[image: image2300.wmf](
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, dựng cát tuyến MCD sao cho 
[image: image2301.wmf]MCMD
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 và tia MC nằm giữa 2 tia MB, MO. Gọi I là trung điểm của CD.

a. Chứng minh: Tứ giác AIOB nội tiếp.

b. Tia BI cắt 
[image: image2302.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là J (J khác B). Chứng minh:
[image: image2303.wmf]//

AJMD

.

c. Chứng minh:
[image: image2304.wmf]2
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ADJM

=

.

Đường thẳng qua I song song với BD cắt AB tại K. Tia CK cắt OB tại G. Khi cát tuyến MCD thay đổi và thỏa mãn điều kiện đề bài thì tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CIG thuộc đường tròn nào?

Giải:

[image: image2305.png]



a. Vì I là trung điểm của dây CD nên 
[image: image2306.wmf]OICD
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 (Quan hệ vuông góc giữa đường kính và 1 dây) suy ra 
[image: image2307.wmf]·
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 là tiếp tuyến của 
[image: image2308.wmf](
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nên 
[image: image2309.wmf]·
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 hay tứ giác MAOB nội tiếp (tổng 2 góc đối nhau bằng
[image: image2310.wmf]0
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). Tương tự MAOI nội tiếp, suy ra 5 điểm M, A, O, I, B nằm trên một đường tròn. Suy ra tứ giác AIOB nội tiếp.

b. Vì 5 điểm M, A, O, I, B nằm trên một đường tròn nên 
[image: image2311.wmf]·
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung MB). Mặt khác ta cũng có 
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 (liên hệ góc nội tiếp và góc ở tâm), mà 
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 (Tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau), từ đó suy ra 
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. Do 
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 nên 
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 (so le trong) (1). Tứ giác AJDC nội tiếp nên 
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(2), ta có 
[image: image2318.wmf]DD

MCAMAD

∽

(g.g) (học sinh tự chứng minh) suy ra 
[image: image2319.wmf]·
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 (3). Từ (2) và (3) ta suy ra 
[image: image2320.wmf]·
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 (4). Từ (1), (4) ta có: 
[image: image2321.wmf]DD
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 (g.g) suy ra
[image: image2322.wmf]ADDM
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(cạnh tương ứng) hay 
[image: image2323.wmf]2
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c. Vì 
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 nên 
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 (đồng vị), mà 
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(cùng chắn cung BC) suy ra 
[image: image2327.wmf]·
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 nội tiếp (hai đỉnh liên tiếp A, I cùng nhìn cạnh CK góc bằng nhau). Từ đó suy ra 
[image: image2328.wmf]·
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=

 (5) (góc nội tiếp cùng chắn cung CA). Mặt khác do 4 điểm A, I, M, B nằm trên cùng một đường tròn nên 
[image: image2329.wmf]·
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 (góc nội tiếp cùng chắn cung BM) (6). Từ (5), (6) suy ra 
[image: image2330.wmf]·
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 mà 
[image: image2331.wmf]MBOBCKOB
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 tại G. Tứ giác CGIO có 
[image: image2332.wmf]·
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 nên CGOI là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính CO (hai đỉnh liên tiếp G, I cùng nhìn cạnh CO góc bằng
[image: image2333.wmf]0
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). Suy ra bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác CGI bằng
[image: image2334.wmf]22
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, hay tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CIG thuộc đường tròn tâm O bán kính 
[image: image2335.wmf]2
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Bài 102. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn 
[image: image2336.wmf](
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 kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến 
[image: image2337.wmf](
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(A, B là các tiếp điểm) và cát tuyến MCD sao cho 
[image: image2338.wmf]MCMD
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 và tia MC nằm giữa 2 tia MA, MO. Gọi H là giao điểm của AB và MO, E là trung điểm của CD, đường thẳng CH cắt 
[image: image2339.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là F (khác C). Đường thẳng DF cắt các tia MA, MB lần lượt tại P, Q.

a. Chứng minh: EM là tia phân giác của 
[image: image2340.wmf]·
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. 

b. Chứng minh: 
[image: image2341.wmf]..
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c. Chứng minh:
[image: image2342.wmf]//

DFAB

.

d. Gọi X là giao điểm của EP với AD, Y là giao điểm của EQ với BD. Chứng minh: HD chia đôi XY.

Giải:

a. Chứng minh 5 điểm M, A, E, O, B nằm trên một đường tròn, chú ý 
[image: image2343.wmf]MAMB
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 nên 
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 suy ra đpcm. 

b. Ta dễ chứng minh:
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, áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông MAO, 
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Từ đó suy ra
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	c. Từ b ta có: 
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 phụ với các góc 
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 tương ứng nên suy ra 
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 hay AH là phân giác của góc
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Chú ý rằng: 
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 mà hai góc 
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 đồng vị nên
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d. Ta có: 
[image: image2365.wmf]·

·

·

·

===

AEMMEBMABMPQ

 suy ra APDE là tứ giác nội tiếp. Tương tự ta cũng có BQDE là tứ giác nội tiếp. Ta có 
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 nên EXDY là tứ giác nội tiếp.

Từ đó suy ra 
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Bài 103. Cho tam giác ABC vuông tại A có
[image: image2369.wmf](
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, trên cạnh AC lấy điểm D (D khác A, C) dựng
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. Tiếp tuyến tại C của đường tròn tâm K ngoại tiếp tam giác DEC cắt tia DE tại M. Đường thẳng qua C vuông góc với MK cắt đường tròn 
[image: image2371.wmf](
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 tại F (F nằm trong tam giác ABC).

a. Chứng minh: Tứ giác ADEB nội tiếp và
[image: image2372.wmf]..
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b. Chứng minh:
[image: image2373.wmf]2
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c. Tia CF cắt cạnh AB tại I. Chứng minh:
[image: image2374.wmf]DD

BICFEC

∽

.

d. Chứng minh: I là trung điểm của AB.

Giải:

a. Vì tam giác ABC vuông tại E nên 
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[image: image2377.wmf]·

·

0

180

BADBED

+=

 suy ra tứ giác ADEB nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng
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[image: image2379.wmf]·

·

0

90

BACDEC

==

 và 
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(g.g) suy ra 
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	b. Giả sử 
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tại H thì H là trung điểm của FC (Quan hệ vuông góc của đường kính đi qua trung điểm 1 dây) suy ra KH là phân giác của góc
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 hay MF là tiếp tuyến của 
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(g.g) suy ra 
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c. Do điểm F nằm trên đường tròn đường kính CD nên 
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suy ra tứ giác ADFI nội tiếp. Ta có 
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, chú ý rằng các tứ giác ADFI, DFEC nội tiếp nên ta có: 
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 từ đó suy ra 
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 suy ra IFEB là tứ giác nội tiếp.
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d. Xét tam giác FEC và tam giác DKM ta có:
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