A. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Một trong những mục tiêu cơ bản của nhà trường là đào tạo và xây dựng thế hệ học sinh trở thành những con người mới phát triển toàn diện, có đầy đủ phẩm chất đạo đức, năng lực, trí tuệ để đáp ứng với yêu cầu thực tế hiện nay. Muốn giải quyết nhiệm vụ quan trọng này, trước hết chúng ta phải tạo tiền đề vững chắc lâu bền trong phương pháp học tập của học sinh, cũng như trong phương pháp giảng dạy của giáo viên các bộ môn nói chung và bộ môn Toán nói riêng.

Toán học là một bộ môn khoa học tự nhiên rất quan trọng, ảnh hưởng rất lớn đến các môn khoa học khác. Một nhà tư tưởng Anh đã nói: "Ai không hiểu biết về Toán học thì không thể hiểu biết bất cứ một khoa học nào khác và cũng không thể phát hiện ra sự dốt nát của bản thân mình."


Để giúp các em học tập môn Toán có kết quả tốt, có rất nhiều tài liệu, sách báo, giáo viên lâu năm, giáo viên giỏi đề cập tới. Nhưng chung quy lại, giáo viên không chỉ nắm vững kiến thức mà điều cần thiết là phải biết vận dụng các phương pháp giảng dạy một cách linh hoạt, truyền thụ kiến thức cho học sinh đẽ hiểu nhất. Nhà khoa học LEP - NITX đã nói: "Một phương pháp được coi là tốt nếu như ngay từ đầu ta có thể thấy trước và sau đó có thể khẳng định được rằng theo phương pháp đó ta sẽ đạt tới đích ". Với mỗi bài toán ta có thể giải quyết được nó chỉ cần bắt chước theo những chuẩn mực đúng đắn và thường xuyên thực hành. 


Chương trình Toán rất rộng, các em lĩnh hội nhiều kiến thức, các kiến thức lại có mối quan hệ chặt chẽ với nhau. Do vậy khi học các em không chỉ nắm chắc kiến thức cơ bản mà còn phải rèn luyện kỹ năng phân tích, tổng hợp, từ đó biết vận dụng vào giải từng bài Toán. Qua cách giải từng bài Toán tự mình rút ra được phương pháp chung để giải mỗi dạng bài, trên cơ sở đó đề xuất lời giải khác hay hơn, ngắn gọn hơn. 

Thông qua quá trình giảng dạy môn Toán lớp 9, đồng thời kiểm tra đánh giá kết quả tiếp thu kiến thức của học sinh, tôi nhận thấy các em tiếp thu kiến thức còn rất nhiều hạn chế và thiếu sót. Đặc biệt là các em rất lúng túng khi vận dụng các kiến thức đã học vào giải phương trình cũng như dùng hệ phương trình để làm các bài toán khác. Do vậy việc hướng dẫn học sinh phân loại các dạng hệ phương trình và đề ra các cách giải các dạng đó một phần nó tạo cho các em có một cách nhìn tổng quan hơn về hệ phương trình, mặt khác giúp cho các em rèn luyện phương pháp học Toán có hiệu quả. 


Mặc dù thấy được sự cần thiết của vấn đề này, nhưng việc hướng dẫn học sinh tiếp thu phần kiến thức cũng gặp rất nhiều khó khăn, và tôi luôn suy nghĩ phải từng bước để hoàn thiện phương pháp của mình nên bản thân tôi đã dày công nghiên cứu đề tài này với hy vọng đề tài có thể giúp các em học sinh lớp 9 phát triển tư duy, cũng có thể dùng làm tài liệu dạy học môn học tự chọn, chủ đề bám sát. Bên cạnh đó tôi suy nghĩ rằng nếu mỗi năm, một giáo viên tập trung nghiên cứu một vấn đề nào đó và chia sẻ với đồng nghiệp của mình thì chắc chắn hiệu quả giáo dục sẽ được nâng lên rõ rệt.

Từ những suy nghĩ trên đây bản thân tôi quyết tâm nghiên cứu viết đề tài:

“Hướng dẫn học sinh phân loại và giải một số dạng hệ phương trình” đáp ứng được yêu cầu đổi mới SGK lớp 9, qua đó giúp các em có thêm kinh nghiệm tiếp thu kiến thức về giải hệ phương trình cũng như ứng dụng của nó phục vụ cho việc thi HSG, thi vào THPT...
B. GIẢI QUYẾT VẤN ĐỀ


Hệ phương trình là một trong những dạng chuyên đề rất khó, nhưng ứng dụng của nó thì khá nhiều, và thực các em thường cảm thấy lúng túng khi tiếp xúc với loại Toán này. Bởi vậy tôi thấy cần thiết phải tạo cho các em có niềm say mê, yêu thích trong học tập, luôn tự đặt ra những câu hỏi và tự mình tìm ra câu trả lời, khi gặp những bài toán khó phải có nghị lực, tập trung tư tưởng tin vào khả năng của mình trong quá trình học tập. 

Việc hướng dẫn học sinh tìm ra phương pháp giải các dạng hệ phương trình là một vấn đề quan trọng, chúng ta phải tích cực quan tâm thường xuyên, không chỉ giúp các em nắm vững lý thuyết mà còn phải tạo cho các em một phương pháp học tập tốt của bản thân, rèn cho các em có thói quen thực hành và kỹ năng nhìn nhận một bài toán sao cho: "Mỗi bài toán tôi giải được đều trở thành kiểu mẫu để sau này giải các bài toán khác"








(ĐÊ - CAC)
I. PHÂN LOẠI HỆ PHƯƠNG TRÌNH.

Trong quá trình dạy học giáo viên cần hướng dẫn học sinh phân loại các dạng hệ phương trình, rồi cùng các em tìm ra phương pháp giải tối ưu cho mỗi dạng đó. Ở trong chương trình lớp 9 các em thường gặp các dạng hệ phương trình như:


1. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn,


2. Hệ phương trình phân thức đơn giản,


3. Hệ phương trình gồm một phương trình bậc nhất và một phương trình không phải bậc nhất,


4. Hệ phương trình hai ẩn trong đó vế phải bằng 0 và vế trái phân tích được thành nhân tử,

5. Hệ phương trình đẳng cấp,

 
6. Hệ phương trình đối xứng loại I,


7. Hệ phương trình đối xứng loại II,

8. Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn,


9. Hệ hoán vị dạng tổng,


10. Hệ hoán vị dạng tích,

11. Hệ phương trình vô tỷ,


12. Hệ phương trình giải bằng cách đưa về hằng đẳng thức,


13. Hệ phương trình giải bằng cách đưa về tổng các bình phương,

14. Hệ phương trình giải bằng cách dùng bất đẳng thức,

15. Một số bài toán ứng dụng của hệ phương trình.
II. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ

Khi bắt tay vào giải bài tập, phần đầu tiên là phải nắm vững lý thuyết cơ bản, có như vậy mới hy vọng giải được bài toán theo yêu cầu. Đối với phần này tôi giúp các em nhớ lại kiến thức bằng cách đưa ra hệ thống câu hỏi trắc nghiệm về: nghiệm tổng quát của phương trình bậc nhất hai ẩn, về số nghiệm của hệ phương trình, về quy tắc thế, quy tắc cộng, về điều kiện nghiệm của phương trình bậc hai một ẩn, công thức nghiệm, hệ thức Vi-et, các phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử...
1. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn:
- Định nghĩa: Cho hai phương trình bậc nhất hai ẩn: ax + by = c và a’x + b’y = c’. Khi đó ta có hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn: 
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- Nếu hai phương trình ấy có nghiệm chung (x0; y0) thì (x0; y0) được gọi là nghiệm của hệ (I) 

- Nếu hai phương trình ấy không có nghiệm chung thì thì ta nói hệ vô nghiệm.

2. Quan hệ giữa số nghiệm của hệ và đường thẳng biểu diễn tập nghiệm.

Phương trình (1) được biểu diễn bởi đường thẳng d

Phương trình (2) được biểu diễn bởi đường thẳng d’

· Nếu d cắt d’ hệ có nghiệm duy nhất. 

· Nếu d song song với d’ thì hệ vô nghiệm.
· Nếu d trùng với d’ thì hệ có vô số nghiệm.

3. Hệ hai phương trình tương đương.


- Hai hệ phương trình được gọi là tương đương với nhau nếu chúng có cùng một tập hợp nghiệm.


- Giải hệ phương trình là đi tìm nghiệm của hệ phương trình đó.
III. NỘI DUNG
     Dạng 1:  Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn.
a. Giải hệ phương trình bằng phương pháp thế:

a.1. Quy tắc thế: Quy tắc thế dùng để biến đổi một hệ phương trình thành một hệ phương trình mới tương đương.


Bước 1. Từ một phương trình của hệ đã cho ta biểu diễn một ẩn theo ẩn kia rồi thế vào phương trình thứ hai để được một phương trình mới chỉ còn một ẩn 


Bước 2. Dùng phương trình mới ấy để thay thế cho phương trình thứ hai của hệ (Phương trình thứ nhất cũng thường được thay thế bởi hệ thức biểu diễn một ẩn theo ẩn kia có được ở bước 1)

a.2. Ví dụ minh họa:
Ví dụ 1. Giải hệ phương trình sau: 
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 Vậy hệ phương trình có nghiệm là (1; 1).

Đến đây Gv yêu cầu học sinh dùng quy tắc thế rút x từ phương trình (1) rồi giải hệ phương trình. 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm là (1; 1). Học sinh nhận xét hai cách giải rồi từ đó Gv yêu cầu học sinh làm tiếp ví dụ.

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình sau: 
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  (II)

Giải: (II) 
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  Vậy hệ phương trình có nghiệm là (2; 3)

Đối với hệ phương trình này Gv đã hướng dẫn học sinh thế cả một biểu thức.


a.3. Lưu ý: 


- Khi một trong hai phương trình của hệ có ẩn nào đó có hệ số bằng 1 hoặc -1 thì có thể giải nó bằng phương pháp thế bằng cách rút ẩn có hệ số bằng 1 hay -1 theo ẩn kia.

- Đối với một hệ tương đối phức tạp cần tìm cách thế cả một biểu thức.
a.4. Bài tập áp dụng.

Giải các hệ phương trình sau:

1. 
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2. 
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3. 
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Sau khi đã đưa ra lưu ý Gv yêu cầu học sinh giải hệ phương trình: 
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Lúc này học sinh sẽ cảm thấy lúng túng bởi không có hệ số nào của cả hai phương trình bằng 1 và -1. Vậy có cách nào giải khác chăng?

b. Giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng đại số:
b.1. Quy tắc cộng đại số: 


Quy tắc cộng đại sô dùng để biến đổi một hệ phương trình thành một hệ phương trình mới tương đương.

· Bước 1. Cộng hay trừ từng vế hai phương trình của hệ đã cho để được một hệ phương trình mới tương đương.

· Bước 2. Dùng phương trình mới thay thế cho một trong hai phương trình của hệ ( và giữ nguyên phương trình kia)
     b.2. Ví dụ minh họa
Ví dụ 1. Giải hệ phương trình sau:
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Giải: Cộng từng vế hai phương trình của hệ (I) ta có 
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    Vậy hệ phương trình có nghiệm là (2; 1)

Ví dụ 2. 
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Giải: Cộng từng vế hai phương trình của hệ ta có: 
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Hệ có nghiệm là (2; -3)


Ở hai hệ phương trình trên ta nhận thấy hệ số của cùng một ẩn ở hai phương trình đối nhau hoặc bằng nhau thì ta cộng hay trừ vế với vế. Vậy nếu không ở vào trường hợp trên thì sao?


b.3. Lưu ý:


- Khi các hệ số của cùng một ẩn đối nhau (hoặc bằng nhau) thì ta cộng (hay trừ) vế với vế của hai phương trình của hệ. 

- Khi hệ số của cùng một ẩn ở hai phương trình không bằng nhau cũng không đối nhau thì ta chọn nhân với một số thích hợp để đưa về hệ số của cùng một ẩn đối nhau hoặc bằng nhau.
Giải hệ phương trình: 
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Giải: Nhân phương trình (1) với 3 rồi trừ phương trình này cho phương trình (2) vế với vế ta có 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm (1; 1)

b.4. Bài tập áp dụng:
Giải các phương trình sau:

1. 
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2. 
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3. 
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c. Giải và biện luận hệ phương trình: 
c.1.Quy trình giải và biện luận  


     Bước 1. Tính các định thức:

* 
[image: image21.wmf]1

2

2

1

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a

b

a

D

-

=

=

         (gọi là định thức của hệ)

* 
[image: image22.wmf]1

2

2

1

2

2

1

1

b

c

b

c

b

c

b

c

D

x

-

=

=

         (gọi là định thức của x)

* 
[image: image23.wmf]1

2

2

1

2

2

1

1

c

a

c

a

c

a

c

a

D

y

-

=

=

        (gọi là định thức của y)

Bước 2. Biện luận
* Nếu
[image: image24.wmf]0
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 thì hệ có nghiệm duy nhất 
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* Nếu D = 0  và 
[image: image26.wmf]0
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 thì hệ phương trình vô nghiệm
* Nếu D = Dx = Dy = 0 thì hệ có vô số nghiệm.
c.2. Ví dụ minh họa

Ví dụ 1. Giải và biện luận hệ phương trình sau:
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D = 0 
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m = 2; m = - 2 

Dx = 0 
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 m = 2; m = 
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Dy = 0 
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m = 0; m = 2.

Biện luận:

Nếu m 
[image: image36.wmf]¹
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Nếu m = - 2. D = 0; Dx = - 4  Hệ phương trình vô nghiệm.

Nếu m = 2. D=0 và Dx=Dy = 0. Hệ phương trình có vô số nghiệm (x; 2x – 4) x
[image: image41.wmf]Î

 R.

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình sau:  
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Giải: D=
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D = 0 
[image: image46.wmf]Û

m = 2; m = -2,


Dx = 0 
[image: image47.wmf]Û

 m = 1; m = 2,


Dy = 0 
[image: image48.wmf]Û

 m = 2; m = 
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Biện luận:


Nếu m 
[image: image50.wmf]¹
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 2 thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất 

Nếu m = -2 hệ vô nghiệm 


Nếu m = 2 Hệ vô số nghiệm.

c.3. Lưu ý:
· Đối với bài toán giải và biện luận hệ phương trình bậc nhất hai ẩn thì việc sử dụng định thức là rất hữu hiệu. Có một cách dễ nhớ là: D:anh - bạn; Dx: có – bát; Dy : ăn – cơm.

· Đôi khi có thể sử dụng tính chất: Nếu hệ phương trình 
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Ngoài ra Gv có thể hướng dẫn học sinh chuyển về giải và biện luận phương trình bậc nhất một ẩn.

Chẳng hạn: Đối với hệ phương trình: 
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Từ phương trình 1 ta có y = 
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Nếu 4 - m2 = 0 
[image: image59.wmf]Û

m = 2; m = -2.

Khi m = 2 ta có 0x = 0, phương trình có vô số nghiệm 
[image: image60.wmf]Û

hệ vô số nghiệm

Khi m = -2 ta có 0x = -12, phương trình vô nghiệm 
[image: image61.wmf]Û

hệ vô nghiệm.

Nếu m 
[image: image62.wmf]¹

 2 và m 
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-2 thì hệ có nghiệm duy nhất.


Đến đây chắc chắn học sinh sẽ nhận thấy rằng theo định thức việc biện luận nó sẽ trở nên nhẹ nhàng và đơn giản hơn.


c.4. Bài tập áp dụng.
Giải và biện luận các hệ phương trình sau:
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Tìm điều kiện của m, n để mỗi hệ phương trình sau có nghiệm.
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Dạng 2. Hệ phương trình phân thức đơn giản.

Sau khi giải xong hệ phương trình 
[image: image72.wmf])
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tìm ra được nghiệm (1; 1) Gv đặt vấn đề, nếu bây giờ ta thay x bởi 
[image: image73.wmf]x
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 ta được một hệ phương trình: 
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 ta sẽ giải phương trình này như thế nào?

a. Ví dụ minh họa 
Ví dụ 1. Giải hệ phương trình sau: 
[image: image76.wmf])
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  Ta phải chuyển hệ phương trình ban đầu về hệ phương trình dạng 1 bằng cách đặt ẩn phụ  Đặt u =
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Hệ (I) 
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 Giải hệ phương trình này ta suy ra u = 
[image: image80.wmf]5
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từ đó suy ra nghiệm x, y của hệ phương trình. Còn nếu bây giờ ta thay x bởi 
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 thì ta có một hệ phương trình mới khó hơn đôi chút!

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình: 
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  giải hệ phương trình này ta có u = 2; v = 0 suy ra x = 1; y = -1
 Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: (I) 
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Khi gặp hệ này học sinh dễ dàng giải được tương tự như ví dụ 1. Lúc này giáo viên có thể khai thác thêm bài toán. Rõ ràng x và y đều khác 0 nên ta có: (I) 
[image: image90.wmf]Û
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 học sinh muốn giải được hệ này thì đòi hỏi phải chuyển về hệ phương trình trên. Lại tiếp phân tích bài toán 
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 Để giải hệ phương trình mới học sinh phải xét trường hợp (x; y) = (0; 0). Rồi đưa về các hệ phương trình trên để giải.

b. Lưu ý: 
- Khi đặt ẩn phụ nhớ điều kiện của hệ phương trình.

- Cần nhìn nhận các phương trình để dễ dàng tìm ra ẩn phụ thích hợp.

- Đôi khi cần phải xét nhiều trường hợp có thể xảy ra của một bài toán.


c. Bài tập áp dụng: 

Bài 1: Giải các hệ phương trình sau:
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Bài 2. Giải và biện luận hệ phương trình: 
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Bài 3. Giải các hệ phương trình: 
1. 
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Bài 4. Giải các phương trình sau:
1. 
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3. 
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Dạng 3. Hệ phương trình gồm một phương trình bậc nhất và một phương trình không phải phương trình bậc nhất:
a. Cách giải:

Sử dụng quy tắc thế từ phương trình bậc nhất ta rút một ẩn theo ẩn kia, rồi thế vào phương trình còn lại. Giải phương trình hai tìm nghiệm rồi quay lại tìm nghiệm kia.
b. Ví dụ: Giải các hệ phương trình:  
a) 
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Giải: 

Ví dụ a. Từ phương trình thứ nhất ta có x = 5 – 2y thay vào phương trình thứ hai ta được: 
(5 – 2y)2 + 2y2 – 2(5 – 2y).y = 5    (    25 –20y + 4y2 +2y2 – 10y + 4y2 = 5           (  10y2 – 30y + 20 = 0   (   y2 – 3y + 2 = 0. Giải  phương trình này ta được y = 1; y = 2.

Với y = 1 ( x = 3; Với y = 2 ( x = 1.

Vậy hệ phương trình có nghiệm là {(3; 1); (1; 2) }

Ví dụ b. Từ phương trình thứ nhất ta có x = 1 + 2y thay vào phương trình thứ hai ta được: (2y + 1)2 + 14y2 – 1 = 4(2y + 1)y ( 4y2 + 4y + 1 + 14y2 – 1 = 8y2 + 4y  ( 10y2 = 0 ( y = 0;

Với y = 0 ( x = 1.

Có thể giải theo cách khác được không?

Cách 2. Từ phương trình thứ hai của hệ x2  +  14 y2  -  1  =  4. x. y   

(  (x - 2y)2 + 10y2 - 1 = 0 Thay phương trình 1 vào phương trình 2 ta có 10y2 = 0 suy ra y = 0 từ đó x = 1

Theo cách giải thứ hai quá trình biến đối nó đơn giản hơn, tuy nhiên nó lại phản ánh khả năng tư duy của mỗi học sinh. 

c. Lưu ý: 


- Khi thế vào phương trình hai HS phải giải một phương trình bậc hai một ẩn bởi vậy Gv phải giúp học sinh nhớ lại cách giải phương trình bậc hai. Còn ở cách giải thứ hai học sinh phải nắm chắc chắn kỹ năng biến đổi thành hằng đẳng thức.
d. Bài tập áp dụng:


Giải các phương trình sau:

1. 
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2.  Giải và biện luận hệ phương trình: 1)
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Dạng 4. Hệ phương trình hai ẩn trong đó vế phải bằng 0, vế trái phân tích được thành nhân tử.

a. Cách giải
- Phân tích vế trái của phương trình thành nhân tử

- Giải các hệ phương trình mới tạo thành.


b. Ví dụ minh họa.

Ví dụ 1. Giải phương trình sau: 
[image: image113.wmf]î
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Giải: 
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)

(

)

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

=

-

-

+

=

+

î

í

ì

=

-

-

+

=

+

Û

î

í

ì

=

-

-

+

=

+

+

22

0

1

22

0

1

22

0

1

1

2

2

2

2

2

2

y

x

y

x

y

y

x

y

x

x

y

x

y

x

y

x

                     


Lúc này học sinh dễ dàng nhận thấy rằng các hệ phương trình trên thuộc vào dạng thứ ba. Giải từng hệ phương trình trên ta có nghiệm của hệ phương trình là: 
[image: image115.wmf](
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Ví dụ 2: Giải hệ phương trình sau: 
[image: image116.wmf](
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Giải: HPT 
[image: image117.wmf](
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Ta có 4 hệ phương trình sau mà các hệ phương trình nhận được đều thuộc vào hệ phương trình dạng 1.
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Giải từng hệ phương trình ta suy ra nghiệm của hệ ban đầu.


c. Bài tập áp dụng.

Giải các hệ phương trình sau:

1) 
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Dạng 5.  Hệ phương trình đẳng cấp 

* Hệ phương trình đẳng cấp bậc hai. 

a. Định nghĩa: Hệ phương trình đẳng cấp bậc hai là hệ phương trình có dạng                                     
[image: image125.wmf]22
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b. Cách giải:

Đặt ẩn phụ 
[image: image126.wmf]x
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 Hoặc 
[image: image127.wmf]y
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. Giả sử ta chọn cách đặt  
[image: image128.wmf]x
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. 
Khi đó ta có thể tiến hành cách giải như sau:
Bước 1: Kiểm tra xem (x; 0) có phải là nghiệm của phương trình hay không?  

Bước 2: Với y
[image: image129.wmf]¹

0 ta đặt x = t.y. Thay vào hệ ta được hệ mới chứa hai ẩn t, y. Từ hai phương trình ta khử y để được một phương trình ẩn t.

Bước 3: Giải phương trình tìm t rồi suy ra nghiệm x, y.
c. Ví dụ minh hoạ.
Ví dụ 1:  Giải hệ phương trình sau:      
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Giải: Với y = 0 thay vào hai phương trình ta được 
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Hệ phương trình vô nghiệm.

với y 
[image: image132.wmf]¹

 0 đặt x = t.y thay vào hai phương trình của hệ ta có:
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  khử y ở hai phương trình ta có t = 1; t = - 1 

Với t = 1, ta có y2 = 1 suy ra y = 1, x = 1; y = - 1, x = -1.

Với t = - 1, ta có 3y2 = 1 suy ra y = 
[image: image135.wmf]3
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, x = 
[image: image136.wmf]3

1

-

; y = 
[image: image137.wmf]3

1

-

, x =
[image: image138.wmf]3

1


Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm.
Ví dụ 2: Cho hệ phương trình: 
[image: image139.wmf]ï
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a. Giải hệ phương trình với m = 0


b. Với những giá trị nào của m thì hệ có nghiệm.

Giải: a. Giải hệ phương trình khi m = 0

Ta có (I) 
[image: image140.wmf]ï
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 Ta thấy x = 0; y = 0 không thoả mãn hệ phương trình (I) nên không là nghiệm của (I)

Đặt y = tx, ta có: (I) 
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 Lấy (2) chia (3) ta được: 
[image: image143.wmf](
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  Do đó:
* Khi t = 2 
[image: image144.wmf]Þ

 x2 =1 
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* Khi t = 
[image: image146.wmf]4
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 x2 = 
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 EMBED Equation.3  [image: image149.wmf]ê
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  Vậy hệ phương trình có bốn nghiệm.
b. Giá trị của m để hệ có nghiệm.

Đặt 17 + m = n ta có 
[image: image150.wmf]ï
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  như câu a. ta đặt y = tx ta được hệ phương trình: 
[image: image151.wmf](
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  Lấy (4) chia (5) ta có
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[image: image153.wmf]Û

(n - 33)t2 + 2(n - 11)t + 3n - 11 = 0   (6) 

* Khi n - 33 = 0; (6) có nghiệm  t = -2

* Khi n 
[image: image154.wmf]¹

 33 (6) có nghiệm khi (' 
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 EMBED Equation.3  [image: image158.wmf]3
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 từ đó suy ra giá trị của m cần tìm.

d. Bài tập áp dụng.
Giải các hệ phương trình sau:
1) 
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       5)
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* Hệ phương trình đẳng cấp bậc ba.
a. Định nghĩa: Hệ phương trình đẳng cấp bậc ba là hệ phương trình có dạng:  
[image: image165.wmf]ï
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b. Cách giải:
Tương tự như cách giải hệ phương trình đẳng cấp bậc hai.


Trước hết ta xét x hoặc y bằng 0.

Khi y 
[image: image166.wmf]¹

 0, đặt x = ty thay vào hệ phương trình rồi khử y. Giải phương trình ẩn t từ đó suy ra nghiệm x, y của hệ phương trình.

c. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình: 
[image: image167.wmf](
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Giải: Ta có 
[image: image168.wmf](
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 Từ hệ phương trình ta thấy y
[image: image169.wmf]¹

0; x 
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[image: image171.wmf]y
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; x+y>0.

 Chia (2) cho (1) vế theo vế ta có: 
[image: image172.wmf](
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 EMBED Equation.3 [image: image176.wmf]y
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. Do đó (3) 
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf](
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[image: image180.wmf]Û

(t + 1)(2t2 - 5t + 2) = 0 
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(2t2 - 5t + 2) = 0 do t 
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 EMBED Equation.3 [image: image183.wmf]1
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 Suy ra t =
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hay t = 2
* Khi t = 
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 mà x = ty nên y = 2x. 
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 3x(x2 + 4x2) =15
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15x3 =15
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x = 1;y = 2

* Khi t = 2 mà x = ty nên x = 2y. 
[image: image189.wmf]Þ

3y(y2 + 4y2) = 15 
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 15y3 =15
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x =2; y = 1 Vậy hệ có hai nghiệm (1; 2) và (2; 1). 


d. Bài tập áp dụng.
Giải các phương trình sau:  
1) 
[image: image192.wmf]32
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2)  
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Dạng 6. Hệ phương trình đối xứng loại I

a. Định nghĩa: Nếu là hệ phương trình chứa hai ẩn x, y mà khi ta thay đổi vai trò x, y cho nhau thì hệ phương trình không thay đổi gọi là hệ phương trình đối xứng loại I.


b. Cách giải. 
Bước 1. Đặt x + y = S và xy = P với 
[image: image195.wmf]2
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SP
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ta đưa hệ về hệ mới chứa hai ẩn S,P.
Bước 2. Giải hệ phương trình S, P. Chọn S, P thoả mãn 
[image: image196.wmf]2
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.
Bước 3. Với S,P tìm được thì x,y là nghiệm của phương trình: 




[image: image197.wmf]2
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 (Định lý Vi - et đảo).

Do tính đối xứng cho nên nếu (x0;y0) là nghiệm của hệ thì (y0;x0) cũng là nhiệm của hệ phương trình. 

c. Ví dụ minh hoạ.
Ví dụ 1. Giải hệ phương trình: 
[image: image198.wmf](
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Ta nhận thấy rằng nếu thay đổi vị trí của x và y cho nhau thì hệ phương trình không thay đổi bởi vậy chúng ta đặt ẩn phụ S, P

Đặt ẩn phụ 
[image: image199.wmf]î
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 thì nhận được hệ phương trình: 
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Hệ phương trình mới này thuộc vào dạng 3. Từ (1) ta có P = 11 – S, thay vào (2) ta được S2 – 2(11 – S) + 3S = 28, hay S2 + 5S – 50 = 0. Phương trình này có hai nghiệm S = 5 hoặc S = -10 


Nếu S = 5 thì P = 6  thoả mãn 
[image: image201.wmf]2
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³

 nên x, y là nghiệm của phương trình  T2 – 5T + 6 = 0 ( (T - 2)(T - 3) = 0, suy ra (x, y) = (2; 3) hay (x, y) = (3; 2)

Nếu S = -10 thì P = 21 thoả mãn 
[image: image202.wmf]2
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 nên x, y là nghiệm của phương trình  T2 + 10T + 21 = 0 ( (T + 3)(T + 7) = 0, suy ra (x, y) = (-3; -7) hay (x, y) = (-7; -3).

Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm là: (x; y) ( 
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Ví dụ 2. Cho hệ phương trình: 
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í

ì

=

+

+

=

+

+

m

y

x

xy

m

y

xy

x

)

(

1

 Xác định m để hệ có ít nhất nghiệm thoả mãn x > 0; y > 0.

Giải: Đặt S = x + y; P = xy. Ta có hệ:
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· Với S = m; p = 1 ta có x, y là nghiệm của phương trình X2 – mX + 1 = 0

Hệ có ít nhất nghiệm x > 0, y > 0 ( 
[image: image207.wmf]2
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· Với S = 1, P = m ta có x, y là nghiệm của phương trình X2 – X + m = 0 

Hệ có ít nhất nghiệm x > 0, y > 0 ( 
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Vậy giá trị m cần tìm là: 0 < m 
[image: image209.wmf]£
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hoặc m 
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 2. Đến đây chúng ta có thể nói rằng: học sinh đã được vận dụng khá nhiều kiến thức để giải quyết các bài toán trên. Đôi khi chúng ta phải đặt ẩn phụ bởi một biểu thức chứ không phải một hai ẩn như các ví dụ trên. Chẳng hạn

Ví dụ 3.Với giá trị nào của m thì hệ phương trình sau có nghiệm: 
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Giải: Hệ phương trình ( 
[image: image213.wmf](
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Bây giờ ta đặt a = 
[image: image214.wmf]2
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 và b = 
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Bài toán chuyển về tương tự như ví dụ 2. Học sinh dễ dàng tìm ra lời giải.

d. Bài tập áp dụng.
Bài tập 1:  Giải các phương trình sau:         

1)
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Kết quả:

1) (0;2); (2;0)

        2) 
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3) 
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Bài tập 2.  Với giá trị nào của m thì hệ phương trình sau có nghiệm: 
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Dạng 7. Hệ phương trình đối xứng loại II:

a. Định nghĩa: Nếu là hệ phương trình hai ẩn x, y mà khi thay đổi vai trò x, y cho nhau thì phương trình này trở thành phương trình kia của hệ.

b. Cách giải
· Trừ vế với vế hai phương trình cho nhau và biến đổi phương trình về dạng tích.
· Kết hợp với một trong hai phương trình của hệ để tạo thành hệ phương trình mới. Giải hệ phương trình mới rồi suy ra nghiệm của hệ ban đầu.


c. Ví dụ minh hoạ:
Ví dụ 1:  Giải hệ phương trình sau:            
[image: image234.wmf]232
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Giải: Lấy phương trình thứ nhất trừ đi phương trình thứ hai ta có hệ phương trình: 
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Giải hệ phương trình (I) ta có  x = 0, y = 0; x = y =2 + 
[image: image237.wmf]2

; x = y = 2 - 
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Hệ phương trinh (II) vô nghiệm.
Ví dụ 2: Cho hệ phương trình 
[image: image239.wmf](
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a. Giải hệ phương trình khi m = 0

b. Xác định m để hệ có nghiệm duy nhất. Tìm nghiệm duy nhất đó

Giải: Lấy (1) trừ đi (2) vế theo vế ta có: y2 - x2 = 0 
[image: image240.wmf]Þ

 y = x hay y = -x

Hệ phương trình đã cho tương đương với hai hệ phương trình:
[image: image241.wmf])
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hay 
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a. Giải hệ phương trình khi m = 0

Ta có 
[image: image243.wmf])
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 hệ phương trình có hai nghiệm x = 0; y = 0 và x = 2; y = 2.
b. Định m để hệ có nghiệm duy nhất.

* Nếu m > 0 (4) -> x2 = 2m có hai nghiệm phân biệt nên loại.

* Nếu m < 0 (4) -> x2 = 2m vô nghiệm. Từ đó hệ phương trình có đúng một nghiệm 

[image: image244.wmf]Û

Hệ phương trình (3) có đúng một nghiệm khi x2 - 2x - 2m = 0 có nghiệm kép (' = 1 + 2m = 0 
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m = 
[image: image246.wmf]2
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 và hệ có nghiệm duy nhất x = y = 1. Vậy khi m = 
[image: image247.wmf]2
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 thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất x = y = 1. 

d. Bài tập áp dụng.

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau:
1) 
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Bài 2. Tìm m để hệ phương trình 
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 có nghiệm duy nhất.
Dạng 8. Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn.


a. Định nghĩa: Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn là hệ phương trình có dạng 
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b. Cách giải:

Cách 1. Chuyển hệ phương trình đã cho về dạng 
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Đặt 
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 = t. Lúc này ta có: 
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 Thay vào phương trình còn lại giải tìm t rồi suy ra nghiệm của hệ phương trình.

c. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Đặt 
[image: image260.wmf]6
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 Thay vào phương trình hai ta có: 
4.4t + 3.7t + 2.6t = 49 suy ra t = 1. Từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình là:
x = 4; y = 7; z = -6.

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình sau: 
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Giải: Từ hai phương trình ban đầu ta có 
[image: image263.wmf]3
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[image: image265.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image266.wmf]21
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Đặt 
[image: image267.wmf]21
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= t. Suy ra x = 10t; y = 15t; z = 21t. Thay vào phương trình thứ ba ta có 10t + 15t - 21t = 16 suy ra t = 4. Từ đó ta có nghiệm của hệ phương trình là: 
(40; 60; 84).

Cách 2. Từ hai trong ba phương trình ta xem ẩn nào đó là tham số (chẳng hạn z) Giải phương trình ẩn x; y theo tham số z. Rồi thay vào phương trình 3 tìm z. Từ đó suy ra nghiệm của hệ.
Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Từ (1) và (3) ta có 
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 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có phương trình 2(4z - 17) - (-5z + 29) + z = 7 -> z = 5. Từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình là (3; 4; 5).

Cách 3. Giải hệ phương trình theo phương pháp định thức:

Bước 1. Tính định thức: 
D  = 
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Dx = 
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Dy = 
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Dz = 
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Nếu D 
[image: image274.wmf]¹

 0 hệ phương trình có nghiệm duy nhất: x = 
[image: image275.wmf]D

D

x
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Nếu D = 0 và Dx 
[image: image278.wmf]¹

0 hoặc Dy 
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0 hoặc Dz 
[image: image280.wmf]¹

0 thì hệ phương trình vô nghiệm.

Nếu D = Dx = Dy = Dz = 0 thì hệ có vô số nghiệm.

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình: 
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Tính định thức: D = 14; Dx = 42; Dy = 56; Dz = 70.

Từ đó suy ra x = 3; y = 4; z = 5 là nghiệm của hệ phương trình. 

d. Bài tập áp dụng. 
Giải các hệ phương trình sau:

1. 
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2. 
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Dạng 9. Hệ hoán vị dạng tổng


a. Cách giải.

Bước 1. Cộng vế với vế các phương trình lại.

Bước 2. Lấy phương trình này trừ đi từng phương trình của hệ để suy ra nghiệm của hệ phương trình.


b. Ví dụ minh hoạ.
Ví dụ 1. Giải các hệ phương trình sau: 
[image: image291.wmf]ï
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Giải: Cộng vế theo vế các phương trình ta có x + y + z = 8 (4). lấy phương trình này trừ đi từng phương trình của hệ ta được:
(4) - (1) 
[image: image293.wmf]Þ

 z = 4; (4) - (2) 
[image: image294.wmf]Þ

 x = 1; (4) - (3) 
[image: image295.wmf]Þ

 y = 3. Vậy hệ có nghiệm là (1; 3; 4)

Từ ví dụ 1 nếu ta thay x bởi 
[image: image296.wmf]x
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; y bởi 
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; z bởi 
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ta sẽ có một hệ phương trình mới khó hơn đôi chút:

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình: 
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. Cách giải hoàn toàn tương tự như trên học sinh dễ dàng suy ra nghiệm của hệ phương trình. 

Từ ví dụ 2 ta lại tiếp tục quy đồng khử mẫu để đưa về một hệ phương trình mới hay hơn. 
Ví dụ 3. Giải hệ phương trình. 
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Giải: Rõ ràng (0; 0; 0) là một nghiệm của hệ phương trình
Khi x; y; z khác 0 HPT 
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 cách giải hoàn toàn tương tự như ví dụ 2 học sinh dễ dàng suy ra được nghiệm của hệ phương trình.


Hoàn toàn tương tự học sinh có thể giải quyết được dạng toán này với hệ bốn phương trình bốn ẩn, chẳng hạn:

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình sau theo tham số a, b, c, d: 
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Giải: Cộng cả bốn phương trình của hệ thì được x + y + z + u = 
[image: image303.wmf])
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Lấy phương trình này trừ cho phương trình thứ nhất của hệ thì được. 
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Tương tự ta tính được, 
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c. Bài tập áp dụng. 

Giải các hệ phương trình sau:
1. 
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Dạng 10. Hệ hoán vị dạng tích:


a. Cách giải
: 
Bước 1. Nhân các phương trình của hệ vế theo vế,

Bước 2. Lấy phương trình này chia cho từng phương trình của hệ, rồi suy ra nghiệm của hệ phương trình.

b. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình sau: 
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Giải: nhân các phương trình của hệ vế theo vế ta có (x.y.z)2 = 152. Suy ra x.y.z = 15 hay x.y.z = -15.

Khi x.y.z = 15  (4). Lấy phương trình này chia cho từng phương trình của hệ ta được: z = 3; x = 1; y = 5.

Khi x.y.z = -15 (5). Lấy phương trình này chia cho từng phương trình của hệ ta được: z = -3; x = -1; y = -5. 
Vậy hệ phương trình đã cho có hai nghiệm:(1; 3; 5) và (-1; -3; -5).
Bây giờ nếu ta thay x bởi (x - 1); y bởi (y - 2); z bởi (z - 3) ta có hệ phương trình: 
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 Ta có bài toán khó hơn.
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình: 
[image: image315.wmf]ï
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Giải: Biến đổi hệ phương trình về dạng: 
[image: image316.wmf](
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. Nhân cả ba phương trình này vế theo vế ta có [(x - 1)(y - 2)(z - 3)]2 = 144 = 122.Suy ra (x - 1)(y - 2)(z - 3)=12 hay (x - 1)(y - 2)(z - 3) = -12. Từ đó học sinh dễ dàng suy ra được nghiệm của hệ phương trình.

Lại thay x bởi 
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. Ta có bài toán mới.
Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: 
[image: image321.wmf](
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Giải: Nhận thấy (0; 0; 0) là một nghiệm của hệ phương trình,

Khi x; y; z khác 0. Biến đổi hệ phương trình về dạng: 
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Nhân cả ba phương trình vế theo vế ta có:  
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Suy ra: 
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= -15. Đến đây học sinh dễ dàng suy ra nghiệm của hệ phương trình.
Kết hợp cả hai dạng 9 và 10 yêu cầu học sinh giải hệ phương trình.
Ví dụ 4. Giải hệ phương trình sau: 
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Giải: Rõ ràng xyz 
[image: image327.wmf]¹

 0. x + y 
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 0; y + z 
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 0; z + x 
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0. Viết mỗi phương trình của hệ dưới dạng nghịch đảo của từng vế, 
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 ( Dạng 9) Cộng cả ba phương trình vế theo vế ta được 
[image: image334.wmf]1
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. Kết hợp phương trình này với các phương trình của hệ trên ta có: 
[image: image335.wmf]ï
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 (Dạng 10) Nhân cả ba phương trình vế theo vế ta được (xyz)2=62 Suy ra xyz = 6 hoặc xyz = -6. Từ đó học sinh có thể tìm ra nghiệm của hệ phương trình đã cho.

c. Bài tập áp dụng.

Giải các hệ phương trình sau:

1. 
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Dạng 11. Hệ phương trình vô tỉ.


Ta xét các hệ phương trình chứa các ẩn dưới dấu căn. Có những hệ qua phép đặt ẩn phụ có thể đưa về hệ quen thuộc đã xét, có những hệ sau khi nhân liên hợp có thể đưa về hệ phương trình hữu tỉ. Tuy vậy có những hệ phải đòi cách biến đổi riêng. Sau đây là một số ví dụ.

a. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Điều kiện: x 
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;

0

³

³

y

. Do đó hệ phương trình tương đương 
[image: image341.wmf](

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

+

=

+

35

3

30

2

xy

y

x

y

x

y

x

xy

. Đặt 
[image: image342.wmf]P

xy

S

y

x

=

=

+

;

, Với S 
[image: image343.wmf]0

³

, P 
[image: image344.wmf]0

³

. Ta có
 
[image: image345.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

=

ï

î

ï

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

-

=

Û

î

í

ì

=

-

=

3

2

2

3

5

6

125

30

35

90

30

35

3

30

3

3

2

y

x

hay

y

x

S

P

S

PS

S

PS

P

S

S

PS


Suy ra x = 9; y = 4 hoặc x = 4; y = 9.Vậy phương trình có hai nghiệm x = 9; y = 4 hoặc x = 4; y = 9
Ví dụ 2. 
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Giải: Nếu ở bài toán này mà chúng ta cũng dùng phép đặt ẩn phụ như trên thì quả thực sẽ gặp khó khăn trong việc hướng dẫn các em học sinh. 
Vậy làm thế nào để giải được phương trình trên?. Điều kiện x 
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Ta có: (I) 
[image: image348.wmf]Û
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Đặt u = 
[image: image350.wmf]5
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Suy ra u = v = 5 ( x = y = 2.
Ví dụ 3. Giải phương trình: 
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  (II)
Điều kiện 0 ( x ( 2; y ( 0 ( 2.
Cách 1. (II) 
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Có thể làm tương tự như ví dụ 2 được không? 
Cách 2. (II) 
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Đặt u =
[image: image361.wmf]x
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Nên u = v = 
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(*) . Kết hợp với hai phương trình của hệ ta suy ra x = y. Từ (*) suy ra x = y = 0 hay x = y = 2. Vậy hệ phương trình đã cho có hai nghiệm.

b. Bài tập áp dụng. 

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 


1. 
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2. 
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Bài 2. Cho hệ phương trình: 
[image: image370.wmf]ï
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a. Giải hệ phương trình khi a = 4.


b. Với những giá trị nào của a thì hệ có nghiệm. 
Dạng 12. Hệ phương trình giải bằng cách dùng hằng đẳng thức.

a. Phương pháp. Từ các hằng đẳng thức đáng nhớ, ta có thể dễ dàng suy ra được nhiều hằng đẳng thức quan trọng khác, thường được gọi là hằng đẳng thức quen thuộc, chẳng hạn như:
(a + b)3 - (a3 + b3) = 3ab(a + b); 

(1)

(a - b)3 - (a3 - b3) = -3ab(a - b); 

(2)

(a + b)2 - (a2 + b2) = 2ab; 


(3)

(a - b)2 - (a2 + b2) = -2ab;
...

(4)

Điều quan trọng là các hằng đẳng thức quen thuộc này thường xuyên được sử dụng trong các biến đổi khi chúng ta làm toán, đặc biệt là khi giải hệ phương trình. 


b. Ví dụ minh hoạ. 

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Cộng theo từng vế hai phương trình của hệ ta được (x + 1)3+(y - 1)3 = (x + y)3 


[image: image372.wmf]Û

(x + 1)3+(y - 1)3 = [(x + 1)+ (y - 1)]3 
[image: image373.wmf]Û

 [(x + 1)+ (y - 1)]3 - (x + 1)3+(y - 1)3 = 0 

[image: image374.wmf]Û

3(x + 1)(y - 1)(x + y) = 0
Nếu x = -1 thay vào hệ ta được y3 - 3y2 = 0 
[image: image375.wmf]Û

y = 0 hay y = 3.

Nếu y = 1 thay vào hệ ta được x3 + 3x2 = 0 
[image: image376.wmf]Û

x = 0 hay x = -3.

Nếu  x + y = 0 thì x = -y thay vào hệ ta có (x + 1)3 = 2x3 
[image: image377.wmf]Û

x + 1 = 
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 EMBED Equation.3  [image: image380.wmf]3
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. Vậy hệ phương trình có 5 nghiệm. 
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình sau: 
[image: image381.wmf]ï
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Giải: Nếu sử dụng các hằng đẳng thức trên thì chưa thể giải quyết được yêu cầu của bài toán, vậy sử dụng hằng đẳng thức nào?

Học sinh dễ dàng chứng minh được hằng đẳng thức (x + y + z)3 - (x3 + y3 + z3) = 3(x + y)(y + z)(z + x).

Lập phương hai vế của (1) rồi trừ đi (3) vế theo vế áp dụng hằng đẳng thức trên ta được: (x + y + z)3 - (x3 + y3 + z3) = 3(x + y)(y + z)(z + x) = 0.
Nếu x + y = 0 -> z = 1 và từ (2) -> x = y = 0.

Nếu y + z = 0 -> x = 1 và từ (2) -> z = y = 0.

Nếu z + x = 0 -> y = 1 và từ (2) -> z = x = 0. 

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình sau: 
[image: image382.wmf]ï
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Giải: Cộng ba phương trình vế theo vế ta có (x - 3)3 + (y - 3)3 + (z - 3)3 = 0  (4).

Giả sử x > 3, từ (1) suy ra y > 3, do (2) nên z > 3, do đó vế trái của (4) dương nên loại. Tương tự nếu x < 3 thì y < 3 và z < 3, mâu thuẫn. Từ đó ta dễ thấy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = y = z = 3.

c. Bài tập áp dụng.
Giải các hệ phương trình sau: 


1. 
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2. 
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Dạng 13. Hệ phương trình giải bằng cách đưa về các tổng bình phương.

a. Phương pháp. Một đẳng thức A2  + B2 + C2 = 0 
[image: image385.wmf]Û

A = B = C = 0.


b. Ví dụ minh hoạ.
Ví dụ 1. Giải hệ phương trình sau: 
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Giải: Điều kiện xyz 
[image: image387.wmf]0
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 Từ phương trình 1 -> Z = 2 - X - Y thay vào phương trình hai ta có:

2XY - (2 - X - Y) = 4 
[image: image390.wmf]Û

2XY - 4 -X2 - Y2 + 4X + 4Y - 2XY = 4 
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(X - 2)2 + (Y - 2)2 = 0 
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X = Y = 2. Vây 
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. Hê có nghiệm là: 
[image: image394.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

1

;

2

1

;

2

1

.


Ở bài toán trên sau khi đặt ẩn phụ chúng ta đã sử dụng phương pháp thế biến đổi làm xuát hiện tổng các bình phương. Có thể dùng phương pháp cộng đại số được không. Ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Nếu x = 0 suy y = z = 0, hệ có nghiệm (0; 0; 0)

Nếu x 
[image: image396.wmf]¹

 0 thì y, z  
[image: image397.wmf]¹

 0. Nghịch đảo hai vế của cả ba phương trình ta được.
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Cộng cả ba phương trình vế theo vế ta được 
[image: image402.wmf]0
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[image: image404.wmf]Û

 x = y = z = 1. Thử lại thấy x = y = z = 1 là nghiệm. Vậy hệ phương trình có hai nghiệm là (0; 0; 0), (1; 1; 1).
Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: 
[image: image405.wmf]ï
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Giải: Điều kiện x, y, z 
[image: image406.wmf]4
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. Nhân mỗi phương trình với 2 rồi cộng các phương trình vế theo vế ta có 4x - 2
[image: image407.wmf]1

4

-

x

 + 4y - 2
[image: image408.wmf]1

4

-

y

 + 4z - 2
[image: image409.wmf]1

4

-

z

 = 0 


[image: image410.wmf]Û

(
[image: image411.wmf]1

4

-

x

 -1)2 + (
[image: image412.wmf]1

4

-

y

 -1)2 + (
[image: image413.wmf]1

4

-

z

 -1)2 = 0 
[image: image414.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

Û

1

1

-

4z

1

1

-

4y

1

1

-

4x

 

Suy ra x = y = x = 
[image: image415.wmf]2

1

. Thử lại thấy thoả mãn nên hệ phương trình có nghiệm duy nhất: (
[image: image416.wmf]2
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;
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)

c. Bài tập áp dụng. 

Giải các hệ phương trình sau:
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       2. 
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Dạng 14. Hệ phương trình giải bằng cách dùng bất đẳng thức.


a. Phương pháp.

 
Dấu hiệu cho phép ta sử dụng phương pháp này là số ẩn trong phương trình nhiều hơn số phương trình của hệ. Có thể sử dụng BĐT Cô si, Bunhiacôpxki, hay tính miền giá trị của ẩn bằng cách sử dụng tam thức bậc hai...


b. Ví dụ minh hoạ. 

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình nghiệm dương. 
[image: image422.wmf](
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[image: image423.wmf])
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Giải: Vế trái của phương trình (2) = 1 + x + y + z + (xy + yz + zx) + xyz 


[image: image424.wmf]³

 1 + 3
[image: image425.wmf](

)

(

)

3

3

3

2

3

1

3

xyz

xyz

xyz

xyz

+

=

+

+

. Dấu bằng xảy ra khi x = y = z =1. Thử lại thấy thoả mãn. Vậy hệ phương trình có nghiệm là: (1; 1; 1).
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Điều kiện x 
[image: image427.wmf]³

 -1; y 
[image: image428.wmf]³

 5. Giải sử x > y - 6 
[image: image429.wmf]Þ

Vế trái  > Vế phải và 
Giả sử x < y - 6 thì Vế trái < Vế phải. Suy ra x = y - 6. 

Lúc này học sinh có thể dễ dàng đưa ra cách giải trọn vẹn. 

Đôi khi việc xác định miền giá trị của x, y nhờ sử dụng điều kiện có nghiệm của tam thức bậc hai có thể đi đến cách giải hệ phương trình ngắn gọn và rõ ràng hơn, chẳng hạn ta xét ví dụ sau: 
Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: 
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Giải: Hệ phương trình đã cho có nhiều ẩn trong đó z có nhiều điều kiện ràng buộc, ta chọn đánh giá ẩn z, từ đó suy ra các ẩn còn lại.
Từ (2) suy ra y2 +2y(3 - z) + 9 - 4z = 0  (*) 

Phương trình (*) ẩn y có nghiệm khi và chỉ khi 
[image: image432.wmf]'
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 = (3 - z)2 - (9 - 4z) = z2 - 2z 
[image: image433.wmf]³
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. Mặt khác, do (3) nên (x - 2)2 + z2 = 4, suy ra z2 
[image: image435.wmf]4
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 suy ra z 
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Kết hợp vớí (4) suy ra z = 0 hoặc z = 2. Từ đó ta có nghiệm của hệ phương trình là: (4; -3; 0) hoặc (2; -1; 2).
Ví dụ 4. Giải hệ phương trình: 
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 EMBED Equation.3  [image: image438.wmf])
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Giải: Từ (2) áp dụng bất đẳng thức Cô si cho 6 số xy + xz + xt + yz + yt + zt 
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, Suy ra xyzt - 27 
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 81 (*). Mặt khác từ (1) áp dụng bất đẳng thức Cô si cho bốn số x, y, z, t ta có x + y + z + t 
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 81(**). Từ (*) và (**) suy ra xyzt = 81. 
Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = t = 3. Vậy hệ phương trình có một nghiệm (3; 3; 3; 3). 

c. Bài tập áp dụng.

Giải các hệ phương trình sau: 

1. 
[image: image447.wmf](
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     2. 
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   3. 
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Sau một thời gian nghiên cứu bản thân đã đưa ra được một số dạng hệ phương trình và phương pháp giải của nó. Việc giúp học sinh nắm chắc các kiến thức cơ bản cũng như phương pháp giải là rất cần thiết bởi các ứng dụng của nó. Ứng dụng của hệ phương trình rất rộng, có những bài toán nếu giải theo cách thông thường thì khó nhưng khi sử dụng hệ phương trình thì quá trình đó sẽ trở nên dễ dàng hơn. Sau đây tôi xin trình bày một vài ứng dụng của việc giải hệ phương trình.
Dạng 15. Một sô ứng dụng của hệ phương trình:

* Ứng dụng hệ phương trình trong việc xác định hàm số, xác định đa thức.


a. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Xác định hàm bậc nhất số y = ax + b biết đồ thị của nó đi qua hai điểm A(1; 3); B(-1; 1)

Giải: Vì đồ thị hàm số đi qua điểm A nên ta có a + b = 3. 

Vì đồ thị hàm số đi qua điểm B nên ta có -a + b = 1. Từ đó ta có hệ phương trình:
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Giải hệ phương trình trên ta được a = 1; b = 2. 
Vậy hàm số cần tìm là y = x + 2.

Ví dụ 2. Xác định đa thức P(x) = x3 + ax2 + bx + c biết rằng P(x) chia cho (x-1) dư 7; chia cho (x+1) dư 1; chia cho (x+2) dư -5.

Giải: Áp dụng định lý Bê-Zu: P(x) chia cho (x-
[image: image451.wmf]a

) thì có số dư là P(
[image: image452.wmf]a

) nên ta có: 

P(x) chia cho (x-1) dư 7 
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P(x) chia cho (x+1) dư 1 
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P(-1) = 1
P(x) chia cho (x+2) dư -5 
[image: image455.wmf]Û

P(-2) = -5. Từ đó ta có hệ phương trình: 
[image: image456.wmf]ï
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 giải hệ phương trình ta được a = 1; b = 2; c = 3. 

Vậy đa thức cần tìm là P(x) = x3 + x2 + 2x + 3.
Ví dụ 3. Xác định đa thức P(x) thoả mãn điều kiện sau: P(x) +xP(-x) = x + 1   (1).

Giải: Thay x bởi -x trong (1) ta có P(-x) - xP(x) = -x +1  (2). Đặt P(x) = u; P(-x) = v Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 
[image: image457.wmf]î

í

ì

+

-

=

+

-

+

=

+

1

1

x

v

xu

x

xv

u

    
[image: image458.wmf](
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. Nhân (4) với -x rồi cộng với (3) vế theo vế ta có (x2 + 1)u = x2 + 1 suy ra u = 1. Thử lại với P(x) = 1 thì (1) đúng. Vậy đa thức cần tìm là P(x) = 1.
Ví dụ 4. Xác định hàm số f(x) biết rằng: f(x) + 2f(
[image: image459.wmf]x
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) = x  (1) với x 
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Giải: Với x 
[image: image461.wmf]0
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 thay x bởi 
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 trong (1) ta có f(
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) + 2f(x) = 
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  (2). 

Đặt u = f(x) và v = f(
[image: image465.wmf]x
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). Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 
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[image: image467.wmf](
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. Nhân (4) với -2 rồi công với (3) vế theo vế ta có u = 
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b. Bài tập áp dụng. 

Bài 1. Xác đinh hàm số y = ax + b biết rằng đồ thị hàm số đi qua hai điểm A và B   
a. A(1; -1), B(2; 1)


b. A(1; 5), B(-1; -1)

Bài 2. Xác định đa thức bậc ba P(x) biết rằng:

a.  P(0) = 10; P(1) = 12; P(2) = 4; P(3) = 1. 

b. P(x) chia cho các đa thức x-1; x-2; x-3 đều có số dư là 6 và P(-1) = -18.

Bài 3. Xác định hàm số f(x) thoả mãn:


a. (x-1)f(x) + f(
[image: image471.wmf]x
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) = 
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b. f(x) -3f(
[image: image473.wmf]x

1

) = x2.
* Dùng hệ phương trình để phân tích một đa thức thành nhân tử.

a. Ví dụ minh họa.


Ví dụ 1. Phân tích đa thức sau thành nhân tử x4 + 6x3 + 7x2 + 6x + 1

Giải: Ở đây ta sử dụng phương pháp hệ số bất định. Nhận thấy 1 và -1 không phải là nghiệm của đa thức nên đa thức không có nghiệm nguyên cũng như nghiệm hữu tỉ. Như vậy nếu đa thức trên phân tích được thành nhân tử thì cách phân tích phải có dạng: (x2 + ax + b)(x2 + cx + d) = x4 + (a+c)x3 + (ac+c+d)x2 + (ad+bc)x + bd.

Đồng nhất hai đa thức ta có hệ phương trình: 
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 giải hệ trên ta tìm được 

a = b = d = 1; c = 5. Vậy x4 + 6x3 + 7x2 + 6x + 1= (x2 + x + 1)(x2 + 5x + 1)
Ví dụ 2. Xác định các hệ số a, b, c để có đẳng thức: 

x4  - 2x3  + 2x2  - 2x + a = (x2 - 2x + 1)(x2  + bx + c)

Giải: Ta có (x2 - 2x + 1)(x2  + bx + c) = x4 - (b - 2)x3 + (c - 2b + 1)x2 + (b - 2c)x + c. Đồng nhất hai đa thức ta có hệ phương trình: 
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 giải hệ phương trình ta được a = c = 1; b = 0.

Vậy x4  - 2x3  + 2x2  - 2x + 1 = (x2 - 2x + 1)(x2 + 1) 

b. Bài tập áp dụng.

Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 

1. x3 + 4x2 + 5x + 2

2. 2x4 - 3x3 -7x2 + 6x + 8,
3. 5x4 + 9x3 - 2x2 - 4x -8.
* Dùng hệ phương trình để tính giá trị của một biểu thức


a. Phương pháp.


Đặt ẩn phụ để chuyển biểu thức về một hệ phương trình, giải hệ phương trình rồi suy ra giá trị của biểu thức.


b. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Tính giá trị của biểu thức A = 
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Giải: Đặt a = 
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; b = 
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 ta có a > 0; b > 0; a - b > 0. Suy ra a.b = 11, a2 + b2 = 24. Từ đó ta có hệ phương trùnh 
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Trừ từng vế hai phương trình (1) cho (2) ta có (a - b)2 = 2 suy ra a - b = 
[image: image482.wmf]2

. Vậy A = 
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 - 
[image: image484.wmf]2

 = 0.

Ở lời giải trên ta đã dựa vào mối liên hệ giữa hai căn thức 
[image: image485.wmf]23
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; 
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 để tính hiệu của chúng, tương tự ta xét ví dụ sau: 
Ví dụ 2. Tính giá trị của biểu thức sau: B = 
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Giải: Đặt a =
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; b=
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Suy ra a, b, c, d > 0 và c - d > 0.

Ta có a.b = 
[image: image495.wmf]1
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, a2 + b2 = 10 nên ta có hệ phương trình 
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 Cộng hai phương trình vế theo vế ta có (a + b)2 = 8 + 2
[image: image497.wmf]7

 suy ra a + b = 
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 + 1(vì a + b > 0) Tương tự 
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Trừ từng vế phương trình cho nhau ta có (c - d)2 = 8 - 2
[image: image500.wmf]7

 suy ra c - d = 
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 - 1. Từ đó suy ra B = a + b + c - d = 
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 + 1 + 
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 - 1 = 2
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. 
Ví dụ 3. Chứng tỏ rằng:  
[image: image505.wmf]33
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là số tự nhiên
 (Đề thi chọn HSG tỉnh Nghệ An 2007 - 2008)
Giải: Đặt a = 
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; b = 
[image: image507.wmf]3

50

7

+

ta có a.b = -1 và a3 + b3 = 14 từ đó ta có hệ phương trình 
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 EMBED Equation.3  [image: image509.wmf](
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 Thay (2) vào (1) ta được: 
(a + b)3 + 3(a + b) - 14 = 0 
[image: image510.wmf]Û

(a + b - 2)[(a + b)2 + 2(a + b) + 7] = 0 
[image: image511.wmf]Û

a + b - 2 = 0 (Vì (a + b)2 + 2(a + b) + 7 
[image: image512.wmf]0
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 ) hay a + b = 2. Vậy 
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 là số tự nhiên.

c. Bài tập áp dụng.

Tính giá trị của các biểu thức sau: 

A = 
[image: image514.wmf]19
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B = 
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* Dùng hệ phương trình để giải phương trình vô tỉ.


a. Phương pháp.


Dùng ẩn phụ để chuyển phương trình vô tỉ về các hệ phương trình hữu tỉ quen thuộc. Giải các hệ phương trình này rồi suy ra nghiệm của phương trình ban đầu.


b. Ví dụ minh hoạ.

Ví dụ 1. Giải phương trình sau: 
[image: image517.wmf]2
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Giải: Điều kiện xác định x 
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 6. Đặt a = 
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; b = 
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  (a; b 
[image: image522.wmf]³

 0). Ta có hệ phương trình: 
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 suy ra a = 3; b = 1 nên ta có 
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 thoả mãn điều kiện. Vậy phương trình có một nghiệm x = 7.
Ví dụ 2. Giải phương trình: 
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Đặt a = 
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; b = 
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ta có hệ phương trình: 
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 Đây là hệ phương trình thuộc vào dạng 3. Học sinh có thể dễ dàng suy ra nghiệm a và b.


[image: image529.wmf]1

2

0

3

=

Þ

î

í

ì

-

=

=

x

b

a

 hoặc 
[image: image530.wmf]3

0

2

3

=

Þ

î

í

ì

=

=

x

b

a


Vậy phương trình có hai nghiệm {1; 3}

Ở hai ví dụ trên ta đã đưa phương trình đã cho về một hệ phương trình gồm hai ẩn mới và không có mặt của ẩn ban đầu. Đôi khi chúng ta chỉ cần đặt một ẩn phụ rồi chuyển về hệ phương trình gồm một ẩn mới và ẩn ban đầu. Chẳng hạn ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 3. Giải phương trình: -x2 + 2 = 
[image: image531.wmf]x

-

2


Giải: Điều kiện x 
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 2.

Đặt y = 
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 0). Ta có hệ phương trình 
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Rõ ràng đây là hệ phương trình đối xứng loại II mà học sinh đã biết cách giải. 

Tương tự ta xét phương trình
Ví dụ 4. Giải phương trình: x.
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Giải: Đặt y = 
[image: image537.wmf]3

3

35

x

-

. Ta có hệ phương trình 
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. Hệ phương trình trên thuộc vào hệ phương trình đối xứng loại I. Học sinh dễ dàng suy ra nghiệm của hệ rồi từ đó suy ra nghiệm của phương trình là {2; 3}
Có những phương trình chúng ta phải đặt ẩn phụ bằng một biểu thức để đưa về hệ phương trình quen thuộc, chẳng hạn:

Ví dụ 5. Giải phương trình: 
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(Đề thi chọn HSG tỉnh Nghệ An 2008 - 2009)

Giải: Điều kiện xác định 
[image: image540.wmf]1

x

16

³-


Đặt 
[image: image541.wmf]1

2

16

1

-

=

+

y

x

  (
[image: image542.wmf]1

y

2

³

)  ( 1 + 16x = 4y2 -4y + 1 ( 4y2 - 4y = 16x 
( y2 - y = 4x (*)

Ta có hệ phương trình: 
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Với x = y thay vào (*) ( x2 - x = 4x
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: x = 5.

c. Bài tập áp dụng.

Giải các phương trình sau: 

1. 
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C. KẾT LUẬN VÀ BÀI HỌC KINH NGHIỆM

Trên đây chỉ là một vài kinh nghiệm nhỏ được rút ra từ thực tế những năm giảng dạy của bản thân tôi. Hệ phương trình và những ứng dụng của nó rất đa dạng, tuy nhiên với khả năng của mình, tôi chỉ đề cập đến một số dạng toán cơ bản, thường gặp trong các đề thi. Tôi cũng đã đi sâu nghiên cứu vào một số vấn đề nhỏ đó là hướng dẫn các em phân loại và đề ra các phương pháp giải phù hợp với từng dạng bài, để từ đó các em có thể giải quyết được các bài tập khác trên cơ sở các bài toán đã học. Với những việc làm nêu trên tôi đã thu được một số kết quả mà theo tôi không thể diễn tả bằng các con số cụ thể đó là:

- Phần lớn số học sinh mà tôi bồi dưỡng đã say mê giải những bài toán mà tôi đưa ra.
- Các em không còn lúng túng khi gặp các bài toán yêu cầu giải hệ phương trình nữa.
- Các em có niềm tin hơn trong học tập, không nản chí trước những bài toán khó, luôn phát huy cao độ tính độc lập suy nghĩ.

- Nhiều học sinh khá giỏi đã tìm ra được cách giải hay, ngắn gọn, một số học sinh đã đề xuất những bài toán độc đáo từ bài toán gốc.

- Cụ thể áp dụng sáng kiến kinh nghiệm của tôi vào công tác giảng dạy và bồi dưỡng học sinh giỏi tại trường tôi như sau:

 + Trước khi chưa áp dụng thì  chất lượng học sinh về giải hệ phương trình như sau:

	Lớp
	Sỉ số
	Giỏi
	Khá
	TB
	Yếu- kém

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	Sl
	%
	SL
	%

	9C
	30
	1
	3%
	10
	33%
	13
	43%
	6
	21%


+ Sau khi  áp dụng thì  chất lượng học sinh về giải hệ phương trình như sau:

	Lớp
	Sỉ số
	Giỏi
	Khá
	TB
	Yếu- kém

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	Sl
	%
	SL
	%

	9C
	30
	5
	16%
	15
	50%
	8
	26%
	2
	6%


-Qua áp dụng sáng kiến kinh nghiệm của tôi vào công tác giảng dạy và bồi dưỡng học sinh giỏi tại trường, năm học 2016 - 2017 như sau:

  + Trước khi chưa áp dụng thì  chất lượng học sinh về giải hệ phương trình như sau:

	Lớp
	Sỉ số
	Giỏi
	Khá
	TB
	Yếu- kém

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	Sl
	%
	SL
	%

	9B
	28
	2
	7%
	10
	36%
	11
	39%
	5
	18%


+ Sau khi  áp dụng thì  chất lượng học sinh về giải hệ phương trình như sau:

	Lớp
	Sỉ số
	Giỏi
	Khá
	TB
	Yếu- kém

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	Sl
	%
	SL
	%

	9B
	28
	7
	25%
	14
	50%
	6
	21%
	1
	4%


        Tuy nhiên bên cạnh những kết quả đạt được thì vẫn còn một số tồn tại, còn một số ít học sinh nắm bài chưa chắc chắn, lười học, nhác làm bài tập... Đối với những học sinh này quả thực đó là một vấn đề thực sự khó khăn. Một phần là do khả năng học toán của các em còn nhiều hạn chế, mặt khác dạng toán này cũng rất khó, nó đòi hỏi ở các em tính tư duy cao. Hơn nữa do khả năng có hạn nên có lúc bản thân nhận thấy việc truyền đạt của mình là chưa hợp lý. Bởi vậy tôi thiết nghỉ để có một kết quả tốt nhất mỗi người giáo viên cần phải:

- Có kiến thức vững vàng, phương pháp dạy học phải phù hợp với đối tượng học sinh (về kiến thức cũng như môi trường học tập).

-  Học sinh phải chăm học nắm chắc lý thuyết, biết vận dụng thực hành từng loại toán, đặc biệt cần phải có thói quen phát triển bài toán.
       Những biện pháp và việc làm của tôi đã nêu ở trên, bước đầu chưa đạt kết quả thật mỹ mãn như nguyện vọng của mình. Tuy nhiên nếu thực hiện tốt nó cũng góp phần đổi mới phương pháp dạy học mà nghành đang quan tâm và chỉ đạo.
       Tôi tin chắc rằng kinh nghiệm của tôi cũng chỉ là một trong những biện pháp nhỏ bé trong vô vàn phương pháp được đúc kết qua sách vở cũng như các quý thầy cô giáo đi trước. Vì vậy bản thân tôi rất mong được sự đóng góp chân thành từ các thầy cô giáo và bạn bè đồng nghiệp để giúp tôi hoàn thiện phương pháp giảng dạy của mình. Từ đó bản thân có điều kiện phục vụ cho sự nghiệp giáo dục được nhiều hơn. Tôi xin chân thành cảm ơn! 
                             TÀI LIỆU THAM KHẢO

1. SGK và SBT Toán 9 ( tập 1,2) – NXBD

2.Nâng cao và phát triển Toán 8,9 ( tập 1,2)  NXBD năm 2011

3. Phương pháp giải các dạng Toán 9( tập 1,2)  NXBD 2005

4.Toán nâng cao và các chuyên đề Đại số - NXBD 2005

5. Nâng cao và một số chuyên đề toán 9 – xuất bản 2005

6. Tài liệu bồi dưỡng thường xuyên môn toán về đổi mới phương pháp dạy học

7. Tài liệu qua báo toán học tuổi thơ, báo toán học tuổi trẻ

8. Tài liệu ôn thi cấp 3 tham khảo qua mạng 
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