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Câu I (3,0 điểm).   

1). Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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2). Với 
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 là số thực ta ký hiệu 
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 là các số nguyên lớn nhất không vượt quá 
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. Chứng minh rằng nếu 
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Câu II (3,0 điểm).

1). Giải hệ phương trình
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2). Giả sử 
[image: image10.wmf](

)

;

xy

 là các số thực thỏa mãn
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Câu III (3,0 điểm). Cho hình thang cân 
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 nội tiếp đường tròn 
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 là điểm di chuyển trên đoạn 
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 là điểm đối xứng với 
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1). Chứng minh rằng tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 luôn thuộc một đường thẳng cố định khi 
[image: image39.wmf]P

 di chuyển. 

2). Giả sử 
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 tiếp xúc 
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 Chứng minh rằng khi đó 
[image: image42.wmf]QM

 vuông góc với 
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Câu IV (1,0 điểm). Cho một bảng ô vuông 
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 mỗi ô vuông con có thể tô một trong hai màu xanh hoặc đỏ. Biết rằng ban đầu tất cả các ô đều được tô màu xanh. Cho phép mỗi lần ta chọn một hàng hoặc một cột và thay đổi màu của tất cả các ô thuộc hàng hoặc cột đó. Hỏi sau một số hữu hạn lần đổi màu ta có thể thu được bảng gồm đúng 
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 ô vuông con màu đỏ hay không?

Câu I.
1). Sử dụng hằng đẳng thức 
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Ta có 
[image: image47.wmf]33

867

xyxy

++-=



[image: image48.wmf](

)

(

)

22

24227

xyxyxyxy

Û++++---=

.

Mà 
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Suy ra ta có 2 trường hợp:

+ TH1: 
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+ TH2: 
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Đáp số 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp phân tích đẳng thức, kết hợp với kỹ thuật chọn nghiệm nguyên để tìm 
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Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

Hằng đẳng thức: 
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Ý tưởng: Cái hay và khó ở bài toán này chính là bước phát hiện ra đẳng thức đã vốn rất quen thuộc. Đầu tiên, quan sát phương trình nghiệm nguyên ta thấy: 
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Khéo léo biến đổi, ta có:
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Mặt khác 
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· TH1. Với 
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· TH2. Với 
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Do đó, các cặp nghiệm nguyên cần tìm là 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Giải phương trình nghiệm nguyên 
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2. Giải phương trình nghiệm nguyên 
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2). Với 
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 là số nguyên dương và 
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Từ đó suy ra tổng cần tính bằng
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Ghi chú: Thí sinh có thể chứng minh bằng quy nạp toán học.

Nhận xét. Bài toán về phần nguyên

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.
· Tính chất phần nguyên 
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 là số nguyên dương.
· Các số m nguyên dương thỏa mãn 
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· Số các số của dãy số tự nhiên liên tiếp tăng là “Số cuối - Số đầu + 1”
Có tất cả 
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· Nhóm các số hạng của tổng cần tính thành các nhóm có tính chất như số m.
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· Áp dụng biểu thức 
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Câu II.
1). Phương trình đầu của hệ tương đương với 
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Thế vào phương trình thứ hai của hệ ta được 
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Đáp số 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp tìm nhân tử từ một phương trình sau đó thế vào phương trình còn lại tìm nghiệm của hệ phương trình.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Cách giải phương trình bậc hai tổng quát: 
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· Hằng đẳng thức: 
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Ý tưởng: Quan sát hệ phương trình, phương trình đầu là phương trình bậc ba (bậc giảm từ 3 đến 0), phương trình còn lại là phương trình bậc hai vì thế không thể đưa về dạng đẳng cấp bậc ba. Do đó việc kết hợp cả hai phương trình đã thất bại, vì vậy ta sẽ đi xét từng phương trình một của hệ. Ở phương trình hai có thể làm nháp là: xét đenta bậc hai đối với 
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 thì rõ ràng đenta không chính phương. Ta chuyển sang phương trình một, rõ ràng ta thấy được sự độc lập giữa hai biến 
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 thì sẽ xuất hiện nhân tử chung là 
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Phương trình (*) vô nghiệm vì 
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Và thế 
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 vào phương trình hai giải phương trình bậc hai.
Bài toán kết thúc.
Bài tập tương tự:

1. Giải hệ phương trình 
[image: image128.wmf]33

2

44

4523

xyyx

yyx

ì

ï

-=-

ï

ï

í

ï

++=-

ï

ï

î

. 

Đáp số: 
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2. Giải hệ phương trình 
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Đáp số: 
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Tương tự đặt 
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Mà theo giả thiết 
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Lại có 
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image140.wmf]1

xy

Û==

.
Vậy 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ, khai thác giả thiết cùng bất đẳng thức Cosi để tìm giá trị nhỏ nhất.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Cách giải phương trình có dạng 
[image: image142.wmf]2
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Hoặc có thể giải bằng cách liên hợp như sau

[image: image144.wmf]22
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[image: image145.wmf](
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· Bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương 
[image: image146.wmf]2
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Ý tưởng: Bài toán xuất hiện giả thiết khá phức tạp, chưa biết khai thác như thế nào. Nhưng ở cả biểu thức 
[image: image147.wmf]P

 hay giả thiết bài cho đều có sự đối xứng giữa 
[image: image148.wmf],
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 nên ta dự đoán điểm rơi xảy ra tại 
[image: image149.wmf]xyk
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. Khi đó thay ngược lại giả thiết, ta có: 
[image: image150.wmf](

)

2

2

391

kkk

++=Þ=

. Và 
[image: image151.wmf]min
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, đến đây công việc sẽ thuận lợi hơn cho ta rất nhiều khi biết trước được điểm rơi. Với 
[image: image152.wmf]xy
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 ta sẽ có đánh giá rất quen thuộc 
[image: image153.wmf](
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)

(

)

2222

432

xxyyxxyy

Û++³++



[image: image155.wmf](
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Vậy nên nếu bây giờ, đi từ giả thiết ta tìm được 
[image: image156.wmf]2
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 thì coi như bài toán sẽ được giải quyết. Biến 
[image: image157.wmf]x

 xuất hiện trong 
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 đồng thời 
[image: image159.wmf]y

 xuất hiện ở 
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. Do đó tư tưởng của ta sẽ là rút 
[image: image161.wmf];

xy

 từ giả thiết bằng cách đặt ẩn phụ như sau: đặt 
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. Tương tự với 
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 ta sẽ thu được 
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. Khi đó, cần chứng minh 
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 với điều kiện 
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. Ta dễ dàng chứng minh được như sau:
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Cho 
[image: image169.wmf];
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 là hai số thực thỏa mãn 
[image: image170.wmf](
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image171.wmf](
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2. Cho 
[image: image172.wmf];

xy

 là hai số thực thỏa mãn 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Câu III.
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1). Gọi 
[image: image176.wmf]S

 điểm đối xứng với 
[image: image177.wmf]P

 qua 
[image: image178.wmf].

M

 Theo tính chất đối xứng của hình thang cân dễ thấy tứ giác 
[image: image179.wmf]ABSP

 cũng là hình thang cân. 

Ta lại có
[image: image180.wmf]·
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Từ đó có 
[image: image181.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image182.wmf]ERPEPQ
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nên 
[image: image183.wmf]·
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EQPEPRBPSASE
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, suy ra tứ giác 
[image: image184.wmf]AEQS

 nội tiếp.

Do đó 
[image: image185.wmf]...2.
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PF

PAPQPEPSPMPFPM
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, suy ra tứ giác 
[image: image186.wmf]AMQF

 nội tiếp. Từ đó suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image187.wmf]AQF

V

 luôn đi qua 
[image: image188.wmf]M

. 
Nhận xét. Ta chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image189.wmf]AQF

D

 luôn đi qua 
[image: image190.wmf],

M

 khi đó tâm ngoại tiếp tam giác 
[image: image191.wmf]AQF

D

 luôn thuộc đường trung trực của 
[image: image192.wmf]AM

 là một đường thẳng cố định.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp.
· Hình thang có hai đỉnh kề cạnh đáy đối xứng qua trung trực của mỗi đáy là hình thang cân. Hình thang cân có trục đối xứng là trung trực chung của hai đáy.

[image: image193.wmf]ABCD

 là hình thang cân nên 
[image: image194.wmf]A

 và 
[image: image195.wmf]B

 đối xứng qua trung trực của 
[image: image196.wmf]AB

.

[image: image197.wmf]P

 và 
[image: image198.wmf]S

 đối xứng với nhau qua 
[image: image199.wmf]M

 hay 
[image: image200.wmf]P

 và 
[image: image201.wmf]S

 đối xứng qua trung trực của
[image: image202.wmf]PS

. 
Suy ra 
[image: image203.wmf]ABSP

 là hình thang có
[image: image204.wmf]A

, 
[image: image205.wmf]B

 đối xứng qua trung trực của 
[image: image206.wmf]AB

 và
[image: image207.wmf]P

, 
[image: image208.wmf]S

 đối xứng qua trung trực 
[image: image209.wmf]PS

 do đó 
[image: image210.wmf]ABSP

 là hình thang cân. 

· Hai góc nội tiếp cùng chắn một cung của một đường tròn thì bằng nhau.


[image: image211.wmf]·
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image212.wmf]»
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 của đường tròn 
[image: image213.wmf]()
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).


[image: image214.wmf]·
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 (hai góc đồng vị của hai đường thẳng 
[image: image215.wmf]EPAB

P

),

suy ra
[image: image216.wmf]·
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EPRRQA
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· Hình thang cân cũng là tứ giác nội tiếp.


[image: image217.wmf]ABSP

 là hình thang cân nên 
[image: image218.wmf]ABSP

 cũng là tứ giác nội tiếp, do đó 
[image: image219.wmf]·
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image220.wmf]»
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 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image221.wmf]ABSP

).

Ta có 
[image: image222.wmf]·
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 suy ra tứ giác 
[image: image223.wmf]AEQS

 nội tiếp.
· Giao điểm hai đường chéo của tứ giác nội tiếp tạo ra tích các đoạn thẳng tương ứng bằng nhau (Chứng minh dựa vào tam giác đồng dạng trường hợp góc – góc.


[image: image224.wmf]AEQS

 là tứ giác nội tiếp có 
[image: image225.wmf]P

 là giao điểm của hai đường chéo nên ta có 
[image: image226.wmf]...2.
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· Tứ giác có giao điểm hai đường chéo tạo thành tích các đoạn thẳng tương bằng nhau là tứ giác tứ giác nội tiếp (Chứng minh dựa vào tam giác đồng dạng trường hợp cạnh.góc.cạnh).

Tứ giác 
[image: image227.wmf]AMQF

 có 
[image: image228.wmf]..
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 do đó 
[image: image229.wmf]AMQF

 nội tiếp. Từ đó suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image230.wmf]AQF
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 luôn đi qua 
[image: image231.wmf]M

 cố định. 
2). Vì 
[image: image232.wmf]EA

 là tiếp xúc 
[image: image233.wmf]()
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 và từ kết quả câu 1).  ta có 
[image: image234.wmf]22
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, suy ra 
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Do đó 
[image: image237.wmf]AP

là phân giác 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image240.wmf]QMCD
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Nhận xét. Chứng minh hai đường thẳng vuông góc, ta ghép vào đường tròn để áp dụng tính chất “Đường thẳng đi qua điểm chính giữa cung và trung điểm của dây cung thì vuông góc với dây cung tại trung điểm của dây” vào giải bài toán.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.
Áp dụng chứng minh phần 1). ta có 
[image: image241.wmf]22
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EAEREQEP
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 suy ra 
[image: image242.wmf]EAEP
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.

· Tam giác có hai cạnh bằng nhau là tam giác cân. Tam giác cân có hai góc kề cạnh đáy bằng nhau.

Tam giác 
[image: image243.wmf]AEP
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 có 
[image: image244.wmf]EAEP
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 suy ra 
[image: image245.wmf]AEP
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 cân tại 
[image: image246.wmf]E

 suy ra 
[image: image247.wmf]·
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· Góc tạo bởi tia tiếp tuyến - dây cung và góc nội tiếp cùng chắn một cung của một đường tròn thì bằng nhau.

Góc 
[image: image248.wmf]·
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 là góc tạo với tia tiếp tuyến 
[image: image249.wmf]AE

 và dây cung 
[image: image250.wmf]AD

; Góc 
[image: image251.wmf]·
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 là góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image252.wmf]¼
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 của đường tròn 
[image: image253.wmf]()
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 nên ta có 
[image: image254.wmf]·
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Trừ vế theo vế của hai đẳng thức ta được 
[image: image255.wmf]·
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· Góc ngoài tại một đỉnh của tam giác bằng tổng hai góc trong không kề với nó.

Tam giác 
[image: image256.wmf]APC

D

 có 
[image: image257.wmf]·
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 là góc ngoài tại đỉnh 
[image: image258.wmf]P

 suy ra 
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 kết hợp với đẳng thức trên ta được 
[image: image260.wmf]·
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, suy ra 
[image: image261.wmf]AQ

 là phân giác góc 
[image: image262.wmf]·
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· Tia phân giác của góc nội tiếp một đường tròn cắt đường tròn tại điểm chính giữa cung bị chắn.


[image: image263.wmf]AQ

 là phân giác góc nội tiếp 
[image: image264.wmf]·
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 chắn cung 
[image: image265.wmf]¼
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 của đường tròn 
[image: image266.wmf]()

O

 cắt 
[image: image267.wmf]()
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 tại 
[image: image268.wmf]Q

 nên suy ra 
[image: image269.wmf]Q

 là đỉnh chính giữa cung 
[image: image270.wmf]¼
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.

· Đường thẳng đi qua điểm chính giữa cung và trung điểm của dây cung thì vuông góc với dây cung tại trung điểm của dây.

Ta có 
[image: image271.wmf]Q

 là đỉnh chính giữa cung 
[image: image272.wmf]¼
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; 
[image: image273.wmf]M

 là trung điểm của dây 
[image: image274.wmf]DC

 suy ra 
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 tại 
[image: image276.wmf]M

.

Câu IV.
Trước hết ta chứng minh với mọi cách chọn 
[image: image277.wmf]1000

 ô trên bảng đã cho luôn tồn tại một bảng con 
[image: image278.wmf]22

´

 chứa đúng 
[image: image279.wmf]1

 trong 
[image: image280.wmf]1000

 ô này. 

Thật vậy, vì số hàng lớn hơn số ô được chọn nên tồn tại hai hàng liền nhau 
[image: image281.wmf]12
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 mà 
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 không chứa ô nào và 
[image: image283.wmf]2
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 có chứa ít nhất một ô đã chọn. Vì số cột cũng lớn hơn số ô được chọn nên tồn tại hai ô 
[image: image284.wmf], 
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 cạnh nhau trên 
[image: image285.wmf]2

R

 mà chỉ có đúng một ô đã chọn. Gọi 
[image: image286.wmf], 
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 là 
[image: image287.wmf]2

 ô nằm trên 
[image: image288.wmf]1
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 và cùng cột với 
[image: image289.wmf], 
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. Bảng con 
[image: image290.wmf]22
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 gồm 
[image: image291.wmf]4

 ô 
[image: image292.wmf],,,
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 chỉ có đúng một ô được chọn.

Giả sử ta có thể thu được bảng gồm đúng 
[image: image293.wmf]1000

 ô màu đỏ sau hữu hạn lần đổi màu. Khi đó theo chứng minh trên tồn tại một bảng vuông con 
[image: image294.wmf]22
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 chứa đúng một ô màu đỏ, ba ô còn lại màu xanh.

Vì ở trạng thái ban đầu tất cả các bảng vuông con 
[image: image295.wmf]22
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 đều gồm 
[image: image296.wmf]4

 ô màu xanh nên mỗi lần đổi màu hàng hoặc cột thì số ô màu đỏ và số ô màu xanh trong bảng vuông con 
[image: image297.wmf]22
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 luôn là số chẵn. Do đó không thể thu được một bảng vuông con 
[image: image298.wmf]22
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 có 
[image: image299.wmf]1

 ô màu đỏ, 
[image: image300.wmf]3

 màu xanh. Ta có mâu thuẫn.

Vậy không thu được bảng chứa đúng 
[image: image301.wmf]1000

 ô màu đỏ sau hữu hạn lần đổi màu.   
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