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MỘT SỐ BÀI TOÁN BẤT ĐẲNG THỨC 

TRONG CÁC KÌ THI CHỌN HỌC SINH  GIỎI. 

                                                           Trần Xuân Đáng 

THPTChuyên Lê Hồng Phong - Nam Định 
I- ĐIỀU KIỆN HOÀN CẢNH TẠO RA SÁNG KIẾN 

Trong các kì thi chọn học sinh  giỏi Quốc  gia và trong các kì thi Olympic 

toán Quốc tế , chúng ta thường gặp các bài toán về bất đẳng thức. Trong kì thi 

chọn đội tuyển Việt Nam dự thi Olympic toán quốc tế năm 2009 có bài toán sau: 

Bài toán 9: Tìm tất cả các số  thực r sao cho bất đẳng  thức  

3

2
1






 





























 r

ba
cr

ac
br

cb
ar  

đúng với mọi bộ 3 số thực dương a, b, c  

II. THỰC TRẠNG TRƯỚC KHI TẠO RA SÁNG KIẾN 

Bài toán 9 là một bài toán khó. Chỉ có một vài thí sinh giải quyết được trọn 

vẹn bài toán này.  

III. CÁC GIẢI PHÁP TRỌNG TÂM  

Nội dung của bản báo cáo này là trình bày một cách suy nghĩ để đi đến lời 

giải của bài toán 9. Từ một bài toán thi Olympic toán Quốc tế năm 1984 (bài 

toán 6), tác giả đã tổng quát bài toán đó thành bài toán 7 và đã giải quyết được 

bài toán 7. Sau đó áp dụng kết quả của bài toán 7 để giải bài toán 9. Trong bản 

báo cáo sáng kiến này tác giả cũng trình bày một cách giải của bài toán thi 

Olympic toán Quốc tế năm 2001 (bài toán 1) và sau đó áp dụng cách giải đó vào 

việc tìm lời giải cho các bài toán tương tự;  đồng thời tác giả cũng đưa ra một 

bài toán tổng quát (bài toán 5) của bài toán thi Olympic toán Quốc tế năm 1995 

(bài toán 4) và lời giải của bài toán tổng quát đó. 
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 Trong kì thi Olympic toán Quốc tế năm 2001 có bài toán sau:  

Bài toán 1: Cho ba số thực dương a,b,c . Chứng minh răng: 

abc
c

cab
b

bca
a

888 222 






  1 

Trước hết  ta xét 

Bài toán 2: Cho 3 số thực dương a,b,c . Chứng minh rằng  

2
3








 ba

c
ac

b
cb

a  

Đây là bất đẳng thức Nesbitt . Bất đẳng thức này có nhiều chứng minh. Sau đây 

là một  chứng minh của nó . 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có : babba 2
1

2
3

2
3

2
3

3  

cacca 2
1

2
3

2
3

2
3

3    2( )(3) 2
1

2
3

2
3

2
3

cbacba   

  
)(2

3

2
3

2
3

2
3

2
3

cba

a
cb

a





 

Tương tự ta có 
)(2

3

2
3

2
3

2
3

2
3

cba

b
ac

b





 và  

)(2

3

2
3

2
3

2
3

2
3

cba

c
ba

c





 

Từ đó suy ra : 
2
3








 ba

c
ac

b
cb

a  

Chúng ta áp dụng phương pháp giải bài toán 2 để giải bài toán 1 . Ta chứng 

minh rằng tồn tại số thực   sao cho . 

)1(
82 



cba
a

bca
a





 

Thật vậy bất đẳng thức (1)  a ( ) cba   bcaa 82    

 a2 ( ) cba  2    a2  (a2 + 8bc)  

 a2 [ a2 + 2a (b  + c ) +(b  + c )2]   bcaa  222 8  

 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có :  



 bcacbacba  2222 8)()(2 

 cbcb 2
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 cbacbacbacba 2222222 44)()(2    

Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có 4
3

4
3

2
22222 2





 cbacbacba

   

Ta chọn  thoả mãn   2 +  2
2
  

1
4

3


  

Vậy 
3
4

3
4

3
4

3
4

2 8 cba

a
bca

a





' 

3
4

3
4

3
4

3
4

2 8 cba

b
cab

b





' 

3
4

3
4

3
4

3
4

2 8 cba

c
abc

c





 

  
bca

a
82 

+ 
cab

b
82 

+ 1
82


 abc
c  

Bài toán sau tương tự với bài toán 2  

Bài toán 3: Cho 4 số thực dương a,b,c.d . Chứng minh rằng  

3 3 63bcda
a


+
3 3 63acdb

b


+
3 3 63abdc

c


 + 1
633 3


 abcd
d  

Bằng phương pháp đã được sử dụng  trong lời giải của bài toán 2 ta chứng minh 

được. 
3 3 63bcda

a


  
16
21

16
21

16
21

16
21

16
21

dcba

a


 

3 3 63acdb
b


  
16
21

16
21

16
21

16
21

16
21

dcba

b


 

3 3 63abdc
c


  

16
21

16
21

16
21

16
21

16
21

dcba

c


 

3 3 63abcd
d


  
16
21

16
21

16
21

16
21

16
21

dcba

d


 

Suy ra  
3 3 63bcda

a


+
3 3 63acdb

b


+
3 3 63abdc

c


 + 1
633 3


 abcd
d  

 

 

 

 

3
4
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Bài toán 4 : Cho 3 số thực dương a,b,c  thoả mãn abc = 1 . Chứng minh rằng  

2
3

)(
1

)(
1

)(
1

333 






 bacacbcba

   (2)  

( Đề thi toán Quốc tế năm 1995) 

Lời giải : Đặt x = 
a
1  , y = 

b
1 , z = 

c
1  ( x,y,z > 0) . Khi đó xyz = 1  

và bất đẳng thức (2)  
2
3222








 yx

z
xz

y
zy

x  

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki ta có : 

( )
222

yx
z

xz
y

zy
x








  ( 2)()222 zyxzyx   


2
3

2

222













zyx
yx

z
xz

y
zy

x  (vì x+y+z 33 3  xyz ) 

Bài toán sau là một bài toán tổng quát của bài toán 4  

Bài toán 5: Tìm tất cả các số thực   sao cho bất đẳng thức  

2
3

)(
1

)(
1

)(
1








 bacacbcba     (3) đúng với mọi bộ 3 số thực dương a.b.c 

thoả mãn abc = 1  

Lời giải: Xét     2 . Không mất tính tổng quát, giả sử a cb   

Đặt x = 
a
1  , y = 

b
1 , z = 

c
1  . Khi đó x,y,z > 0 và xyz = 1  

Bất đẳng thức (3)   
2
3111












yx
z

xz
y

zy
x 

 

Ta có  zyx   
yx

z
xz

y
zy

x








 

Áp dụng bất đẳng thức Trêbưsep ta có  

()( 222
111
















zyx
yx

z
xz

y
zy

x )
yx

z
xz

y
zy

x








 

Ta có 
2
3








 yx

z
xz

y
zy

x  ,  222    zyx   3)(3 3 2 xyz  

 3
111












yx
z

xz
y

zy
x 
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Vậy với     2 thì bất đẳng thức (3) đúng với mọi bộ 3 số thực dương a,b,c thoả 

mãn abc = 1 . Ta chứng minh rằng với   - 1 thì bất đẳng thức (3) đúng với bộ 

ba số thực dương a,b,c thoả mãn điều kiện abc = 1 . Thật vậy giả sử a,b,c là 3 số 

thực dương thoả mãn abc = 1 . Đặt  x = 
a
1  , y = 

b
1 , z = 

c
1  thì  x,y,z > 0 và xyz = 

1  

Đặt   = 1 - 2 . Theo chứng minh trên ta có  

2
3

)(
1

)(
1

)(
1








 yxzxzyzyx   

  
2
3

)(
1

)(
1

)(
1








 bacacbcba   

Với -1 <   < 
2
1  

Xét  các dãy (an) , (bn),  (cn): an  = n , bn  = n, cn  = 2
1
n

 (n N*) 

Đặt Sn  = 
21

2
)(

1
)(

1
)(

1 12

3

2 

















n
n

n
bacacbcba nnnnnnnnn

 

  lim  Sn =  0  

 

Xét  = 
2
1 . Xét các dãy (an) , (bn),  (cn): an  = bn  = n, cn  = 2

1
n

 (n N*) 

Đặt Sn  = 
21

2
)(

1
)(

1
)(

1 12

3

2 

















n
n

n
bacacbcba nnnnnnnnn

     lim  Sn =  
2
1   

Với 
2
1 < < 2 .Xét các dãy (an) , (bn),  (cn) sao cho  an  = bn  = 

n
1  , cn  = n2 (n N*) 

Đặt Sn  = 



21

3

1

1
2

)(
1

)(
1

)(
1 















n
n

n
bacacbcba nnnnnnnnn

     lim  Sn =  0 

Vậy tập các giá trị   cần tìmlà ( - 1, ]    [ 2; +  ) 

Bài toán 6: Cho 3 số thực không âm x,y,z thoả mãn điều kiện x+y+z = 1 . 

Chứng minh rằng 0  xy+yz +zx - 2xyz 
27
7

  

(Đề thi Olympic toán Quốc  tế năm 1984)  

Bài toán sau là bài toán tổng quát của bài toán 6  

n  

n  

n  
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Bài toán 7: Cho số thực k . Xét các số thực không âm x,y,z thoả mãn điều kiện  

x+y+z = 1 . Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của biểu thức  

E = xy + yz + xz   - k xyz  

Lời giải của bài toán 7 : Trước hết ta  tìm giá trị lớn nhất của E . Theo bất đẳng 

thức Côsi ta có 3

3
xyzzyx


  

27
1

 xyz  

Giả sử x zy   

Trường hợp 1: y + z x  xyzzyxyxzxzy  0))()((  

Trường hợp 2: y + z x  0,0,0  zyxyxzxzy  

Áp dụng bất đẳng thức  Côsi ta có  

xzyxyxzzyxzxzy  ))((,))((  

xyzzyxyxzxzyyxzyzyx  ))()((,))((  

Trong mọi trường hợp ta đều có  
xyzzyxyxzxzy  ))()((  

19)(4)21()21()21(  xyzzxyzxyxyzzyx  

4
1

4
9

 xyzzxyzxy   . Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi  x=y=z = 
3
1  hoặc trong 

số x,y,z có một số bằng 0 và hai số còn lại bằng 
2
1  

Nếu k < 
4
9  thì E = xy +yz + zx - 

27
1)

4
9(

4
1)

4
9(

4
9 kxyzkxyz   

273
1 kE   

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi  x=y=z = 
3
1    giá trị lớn nhất của E là 

27
9 k  

Nếu k> 
4
9  thì E =  = xy +yz + zx - 

4
1)

4
9(

4
9

 xyzkxyz  

   E  
4
1

   Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi trong 3 số x,y,z có một số bằng 0 và 

trong hai số còn lại bằng 
2
1 . Suy ra giá trị lớn nhất của E là 

4
1 .  

Nếu k = 
4
9  thì giá trị lớn nhất của E là 

4
1  
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Tiếp theo chúng ta tìm giá trị nhỏ nhất của E . Giả sử 
3
1

 xzyx  

Nếu k  0 thì E   0 ;  E = 0 khi và chỉ khi trong ba số x,y,z có hai số bằng 0 và 

một số bằng 1. Vậy giá trị nhỏ nhất của E là 0. 

Nếu 0 <k < 9 thì E 0)3()()(3 33 23 2  xyzkxyzkxyzxyz   

E0 . Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi trong ba số x,y,z có hai số bằng 0 và một số 

bằng 1 .  Vậy giá trị nhỏ nhất của  E là 0  

Nếu k = 9 thì E = xy + yz + zx -9xyz  

       = yz ( 1-9x) + x ( 1-x)   )1()91(
4

)1( 2

xxxx


  

Ta có )1()91(
4

)1( 2

xxxx


  = 0)13(
4

1 2 
 xx 0 E  

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x= y=z = 
3
1  hoặc trong ba số x,y,z có hai số bằng 

0 và một số bằng 1 . Vậy giá trị nhỏ nhất của E là 0  

Nếu k > 9 thì E = xy + yz + zx -9xyz +(9-k) xyz 
27

9 k
  

  
27

9 kE 
  Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi = y=z = 

3
1  

Vậy giá trị nhỏ nhất của E là 
27

9 k  

Chú ý rằng với k = 2 ta nhận được lời giải của bài toán 6. 

Bài toán 8:  cho 3 số thực dương a,b,c . Chứng minh rằng  

a3 + b3 + c3  + 3abc   a2b + ab2 + a2c  + ac2 + b2c + bc2 (4)  (Bất đẳng thức 

Schur) 

Lời giải của bài toán 8  

Đặt 
cba

cz
cba

by
cba

ax








 ,,  thì x,y,z >0 và x +y+z = 1  

Bất đẳng thức (4)  4( xy+yz+zx) - 9xyz   1  (5) 

Theo chứng minh trên thì bất đẳng thức (5) đúng. 

Vậy bất đẳng thức (4) đúng  
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Bài toán 9:  Tìm tất cả các số thực r sao cho bất đẳng thức  

3)
2
1()()()( 








 r

ba
cr

ac
br

cb
ar    (6) đúng với mọi bộ 3 số thực dương a,b,c  

(Đề thi chọn đội tuyển Việt Nam dự thi toán Quốc tế năm 2009) 

Lời giải  

Giả sử bất đẳng thức (6) đúng  với mọi bộ 3 số thực dương (a,b,c)  

Xét 3 dãy số (an) , (bn),  (cn): an  = 1 , bn  = cn  = n (n N*) 

3)
2
1()

1
()

1
()

2
1( 





 r

n
nr

n
nr

n
r  

  lim   [ 3)
2
1()]

1
()

1
()

2
1( 





 r

n
nr

n
nr

n
r  

  r ( r+1)2   3)
2
1( r  

   

4
51

4
51







r

r
 

Giả sử a, b, c > 0 và a+b+c = 1  

(6)  3)
2
1()()()(










 r
ba

cbar
ac

bacr
cb

acbr  

 [r+(1-r)a] [r+(1-r)b] [r+(1-r)c] 3)
2
1(  r  (1-a) ( 1- b) (1- c) 

 r3 + r2 (1-r) +r(1-r)2  (ab + bc + ca) + ( 1-r)3 abc  3)
2
1(  r ( ab + bc + ca - abc)  

  [ 23 )1()
2
1( rrr  ] ( ab + bc + ca ) - [ 33 )1()

2
1( rr  ] abc   r2 

  ab + bc + ca - 
1228

8
1228
)124(9

2

2

2

2







rr
rabc

rr
rr   (7)  

Đặt  k = 
1228
)124(9

2

2




rr
rr  và E = ab + bc + ca - kabc  

Với r   
4

51  hoặc  r   
4

51  thì 4r2 +2r - 1   0  

  k 
4
9

  

n  
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Theo bài toán 7 ta có E 
1228

8
27

9
2

2





rr

rk  

Vậy (7) đúng với mọi a,b,c >0 ( a+b+c =1) . Tập hợp các giá trị r cần tìm là  

( -
2

51, 
 ]   [ 

 ,
2

51 ) 

Bài toán sau là một mở rộng của bài toán 7 . 

Bài toán 10 : Cho số thực k. Xét các số thực không âm a,b,c,d thoả mãn điều 

kiện  a+b+c+d = 1 . Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức  

E = abc + abd +acd+ bcd  - k abcd  

Bản báo cáo sáng kiến kinh nghiệm này đã được chuẩn bị chu đáo, song 

không tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả xin chân thành cảm ơn các ý kiến 

đóng góp của các thầy cô giáo để bản báo cáo sáng kiến kinh nghiệm được hoàn 

thiện hơn . 

 

CÁC PHỤ LỤC 

 

1. Danh mục các tài liệu tham khảo 
 
- Tạp chí toán học và tuổi trẻ 
 
- Trang website : www. mathlinks. ro  
 
- Trang website : Imo . math .ca 
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ỨNG DỤNG ĐỊNH LÍ PHẦN DƯ TRUNG HOA  

GIẢI MỘT SỐ BÀI TOÁN SỐ HỌC 
Đặng Đình Sơn 

 THPT Chuyên Lương Văn Tụy – Ninh Bình 

 

1. ĐỊNH LÍ PHẦN DƯ TRUNG HOA 

Định lí: Cho n số nguyên dương 1 2, ,..., nm m m  số nguyên dương đôi một 

nguyên tố cùng nhau. Khi đó hệ đồng dư tuyến tính 

(mod )

1,
i ix a m

i n





 

có nghiệm duy nhất mođun 1 2... nM m m m .  

           Chứng minh: 

      Đặt ( , ) 1, 1,i i i
i

MM M m i n
m

     và , .i jM m i j   

      Suy ra 1,i n  , tồn tại số nguyên iy  thoả mãn (mod )i i i iM y a m . 

      Xét 
1

n

i i
i

x M y


 ta có: (mod )

1,
i ix a m

i n

 



.  

      Do đó: 
(mod ) (mod )

(mod )
1, 1,

i i ix a m x x m
x x M

i n i n

     
  

 

       Vậy định lí được chứng minh.  

       

Nhận xét: Định lí phần dư Trung Hoa khẳng định về sự tồn tại duy nhất của 

một lớp thặng dư các số nguyên thoả mãn đồng thời nhiều đồng dư tuyến tính. 

Do đó có thể sử dụng định lí để giải quyết những bài toán về sự tồn tại và đếm 

số các số nguyên thoả mãn một hệ các điều kiện quan hệ đồng dư, chia hết…, 

hay đếm số nghiệm của phương trình đồng dư. Việc sử dụng hợp lí các bộ 

1 2, ,..., nm m m  và bộ 1 2, ,..., na a a  (trong định lí) cho ta nhiều kết quả rất thú vị và từ 

đó có thể đưa ra nhiều bài tập hay và khó. Sau đây là một số ứng dụng của định 

lí phần dư Trung Hoa giải các bài toán số học. 
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2. MỘT SỐ ỨNG DỤNG 

      Bài toán 1. Cho hai số nguyên dương p, q nguyên tố cùng nhau. Chứng 

minh rằng tồn tại số nguyên k sao cho ( 1) 1npq k   là hợp số với mọi số nguyên 

dương n. 

Lời giải: 

Vì (p,q)=1 nên theo định lí phần dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên k thoả 

mãn:  

1(mod )
1(mod )

k p
k q


  
 

Khi đó:  

+ Nếu n chẵn thì ( 1) 1(mod ) ( 1) 1(mod ) ( 1) 1n n npq q pq k q pq k q           

+ Nếu n lẻ thì ( 1) 1(mod ) ( 1) 1(mod ) ( 1) 1n n npq p pq k p pq k p            

Vậy ( 1) 1npq k   là hợp số với mọi số nguyên dương n. 

      Nhận xét: Chứng minh trên thật gọn gàng nhờ vào việc sử dụng định lí đồng 

dư Trung Hoa. Mấu chốt của vấn đề ở đây là chúng ta phải thấy rằng để 

( 1) 1npq k   là hợp số ta cần chỉ ra ( 1) 1npq k   chia hết cho p hoặc q, khi phân 

tích tính chẵn lẻ của n ta dễ dàng thấy được sự xuất hiện của hệ 1(mod )
1(mod )

k p
k q


  
. 

Bài toán 2. Chứng minh rằng tồn tại số nguyên k sao cho 2 1n k   là hợp số 

với mọi số nguyên dương n. 

Lời giải: 

Nhận xét: Bài tập này gần giống với bài tập số một nhưng nó phức tạp hơn 

bài toán 1 nhiều vì trong bài toán này ta không thể nhìn thấy ngay để 2 1n k   là 

hợp số ta cần chỉ ra nó chia hết cho số nào. 

Để ý thấy trằng trong bài toán 1 ta xét hai trường hợp n chẵn và n lẻ hay tổng 

quát là xét n ở dạng sau 2m l  với m, l là các số tự nhiên, l lẻ.  

Khi đó 22 1 2 1
mn lk k    và ta có 2 22 1mod(2 1)

m ml    , do đó để 2 1n k   là hợp 

số ta chỉ ra 2 1n k   chia hết cho 22 1
m

mF   (Dãy Fermat). 

Ta trình bày lời giải bài toán này như sau: 
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Trước hết ta có 0 1 2 3 4, , , ,F F F F F  là các số nguyên tố, 5 641.6700417F   và 

( , ) 1, .i jF F i j    

Theo định lí phần dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên dương k thoả mãn: 

1(mod )
0,1,2,3,4

1(mod )
1(mod )

mk F
m
k p
k q


 
 
  

 (p = 641, q = 6700417, (p,q)=1). 

Ta có  2mn l , với m, l là các số tự nhiên, l lẻ. 

+ Nếu m < 5 thì 22 2 1(mod ) 2 1(mod ) 2 1
mn l n n

m m mF k F k F          

+ Nếu m = 5 thì 2
52 2 1(mod ) 2 1(mod ) 2 1

mn l n nF k p k p          

+ Nếu m > 5 thì 5 52 2
52 (2 ) 1(mod ) 2 1(mod ) 2 1

mn l n nF k q k q


         

Do đó 2 1n k   là hợp số với mọi số nguyên dương n. 

 

Bài toán 3. Cho là tập 1 2 k{p ,p ,...p }S  gồm k số nguyên tố phân biệt, và ( )f x  

là đa thức với hệ số nguyên sao cho với mọi số nguyên dương n đều tồn tại ip  

trong S sao cho ip | ( )f n . Chứng minh rằng tồn tại i sao cho ip | ( ), *f n n N  . 

Lời giải: 

Giả sử không tồn tại i sao cho ip | ( ), *f n n N  , suy ra với mọi i=1;k  luôn tồn 

tại ai sao cho ip | ( )if a . Mặt  khác theo định lí Phần dư Trung Hoa tồn tại số tự 

nhiên x thỏa mãn 
(mod )

1,
i ix a p

i k





, do đó 
( ) ( )(mod )

1,
i if x f a p

i k





 hay ip | ( ), 1;f x i k   

(Mâu thuẫn) 

 

Bài toán 4. Cho 1 2
1 2 ... k

kn p p p  và ( )f x là một đa thức với hệ số nguyên. Khi 

đó phương trình đồng dư  ( ) 0(mod )f x n có nghiệm khi và chỉ khi tất cả các 

phương trình đồng dư ( ) 0(mod ),  1;  ki
if x p i   có nghiệm. Nếu gọi là số nghiệm 

của phương trình ( ) 0(mod )i
if x p  là , 1;in i k   thì phương trình 1 2

1 2 ... k
kn p p p  có 

đúng n1.n2…nk nghiệm (môđun n) 
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Lời giải: 

 Giả sử x  là một nghiệm của ( ) 0(mod )f x n , hiển nhiên x  là một nghiệm của 

hệ 
( ) 0(mod )

1;

i
if x p

i k

 



. 

 Giả sử ix  là một nghiệm của ( ) 0(mod ), 1;i
if x p i k  . Theo định lí Phần dư 

Trung Hoa tồn tại duy nhất x  là nghiệm của hệ 
(mod )

1;

i
i ix x p

i k

 



(mod n). Mà 

(mod ) ( ) ( )(mod )i ia a
i i i ix x p f x f x p    (vì ( ( ) ( )) ( )i if x f x x x  ), suy ra x  là một 

nghiệm của ( ) 0(mod )f x n .  

Mỗi bộ 1 2( , ,..., )kx x x với ix  là một nghiệm của ( ) 0(mod ), 1;i
if x p i k   cho ta một 

nghiệm của ( ) 0(mod )f x n và hiển nhiên các nghiệm này là phân biệt (vì trong hai bộ 

khác nhau phải tồn tại ít nhất một cặp 
2

,
ii ix x là hai nghiệm khác nhau của

( ) 0(mod )i
if x p , do đó hai nghiệm tương ứng với hai bộ đó không đồng dư theo 

mod i
ip ). Do đó số nghiệm của ( ) 0f x  đúng bằng n1.n2…nk. 

Như vậy dựa vào định lí Phần dư Trung Hoa ta có thể đếm được số 

nghiệm của một phương trình đồng dư. Bài toán 5, bài toán 6 sau đây là các 

ví dụ cụ thể cho bài toán 4. 

Bài toán 5. Cho số nguyên dương 1 2
1 2 ... k

kn p p p  , trong đó 1 2, ,..., kp p p là các 

số nguyên tố đôi một khác nhau. Tìm số nghiệm của phương trình đồng dư  
2 0(mod )x x n  . 

Lời giải: 

2

0(mod )
( 1) 0(mod )

0(mod ) 1(mod )
1,

1,

i

i

i

i
i

i

x p
x x p

x x n x p
i k

i k






 
         
 



 

Theo định lí phần dư Trung Hoa mỗi hệ phương trình 
(mod )

{ 1;0}

1,

i
i i

i

x a p
a

i k

 


 
 

 có duy 

nhất một nghiệm (thặng dư modn) và ta có 2k hệ (bằng số bộ ( 1 2, ,..., ka a a ),
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{ 1;0}ia   ), nghiệm của các hệ khác nhau. Suy ra phương trình 2 0(mod )x x n   

có đúng 2k  nghiệm. 

Bài toán 6. Cho số nguyên dương 1 1... ka p p p , trong đó 1 2, ,..., kp p p  là các số 

nguyên tố đôi một khác nhau và số nguyên dương n thoả mãn k < n < 1 2, ,..., kp p p

. Chứng minh rằng trong dãy sau có kn số chia hết cho a. 

1 2 31.2... , 2.3...( 1), 3.4...( 2),..., ( 1)...( 1)au n u n u n u a a a n          

       Lời giải: 

      Nhận xét: Bài tập này tư tưởng giống như bài 4. 

      
(mod )

{0, 1, 2,..., ( 1)},     1, .

1,

i i

j i

i a p
u a a n j a

i k

 


      
 

  Do đó ta có kn số chia hết cho a. 

            

      * Cùng với tư tưởng như bài 4, ta có thể chứng minh công thức của Phi 

hàm Ơl bằng cách đưa về đếm số nghiệm của một hệ đồng dư.     

 Bài toán 7. Cho số nguyên dương n, ( )n là số các số nguyên dương không 

vượt quá n và nguyên tố cùng nhau với n. Chứng minh rằng với 1 2
1 2 ... k

kn p p p  , 

trong đó 1 2, ,..., kp p p là các số nguyên tố đôi một khác nhau, ta có : 

1 2

1 1 1( ) (1 )(1 )...(1 )
k

n n
p p p

      

                                                                                         (Phi hàm Ơle ) 

      Lời giải 

      Nhận xét: Công thức trên đã được chứng minh bằng cách sử dụng tính chất 

( )n là hàm nhân tính. Và để chứng minh tính chất trên ta phải sử dụng đến các 

tính chất của hệ thặng dư. Cách này khá phức tạp. 

     Bài toán này có thể giải đẹp hơn bằng định lí đồng dư Trung Hoa 

      |1 , ( , ) 1nA a N a n a n      

Khi 1( )n p n p p        

Khi 1 2
1 2 ... k

kn p p p  , trong đó 1 2, ,..., kp p p là các số nguyên tố đôi một khác 

nhau.  Với số nguyên dương a thoả mãn 1 a n   ta có:  
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( , ) 1, 1,i
n ia A a p i k   

(mod )

1,

i

i

i i

i p

a a p
a A

i k



 
 



  

Mà theo định lí phần dư Trung Hoa, tồn tại duy nhất số nguyên dương a, 

1 a n   thoả mãn  
(mod )

1,

i

i

i i

i p

a a p
a A

i k



 
 



 và ta có 1

1 1
| | ( )i i

ai
i

k k

i ip
i i

A p p  

 

    hệ dạng 

trên, nghiệm của các hệ khác nhau. 

 Do đó | |nA 1

1
( )i i

k

i i
i

p p  



 
1 2

1 1 1(1 )(1 )...(1 )
k

n
p p p

    . 

Bài toán 8. Cho  |1 , ( , ) ( 1, ) 1nA a N a n a n a n       . Tìm | |nA . 

Lời giải: 

Nhận xét: Bài toán này có thể giải tương tự như cách chứng minh công thức 

phi hàm Ơle ( )n . Giả sử 1 2
1 2 ... k

kn p p p  , trong đó 1 2, ,..., kp p p là các số nguyên tố 

đôi một khác nhau, ta có | |nA
1 2

2 2 2(1 )(1 )...(1 )
k

n
p p p

    .  

           

      *   Sử dụng định lí đồng dư Trung Hoa chứng minh công thức của Phi 

hàm Ơle, cho ta một lời giải đẹp, nhưng cũng với tư tưởng trên và tính chất 

của hệ thặng dư ta còn có thể giải bài toán mở rộng của định lí Wilson.      

 

Bài toán 9. Tìm số nguyên dương n lẻ sao cho với mọi hệ thặng dư thu gọn 

mođun n  1 2 ( ), ,..., na a a  ta có 1 2 ( )... 1(mod )na a a n   . 

Lời giải:  

 Theo định lí Wilson ta suy ra n nguyên tố thoả mãn. 

 Với mn p  với p là số nguyên tố lẻ. 

Ta có  1 2 ( ), ,..., na a a  là một hệ thặng dư thu gọn mođun n, suy ra với mỗi 

 1 2 ( ), ,..., na a a a  đều tồn tại duy nhất  1 2 ( ), ,..., na a a a  thoả mãn 1(mod )aa n và  

a b a b   . 
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      2 1(mod ) 1
1 ( 1)( 1)

1(mod ) 1
a n a

a a a n a a n
a n a n
  

            
  (vì (a-1,a+1)<3). 

Suy ra  1 2 ( ), ,..., na a a \{1, n-1} chia thành ( ) 1
2

n   cặp nghịch đảo mođun n.  

Do đó 1 2 ( )... 1(mod )na a a n   . 

 Với  1 2
1 2 ... k

kn p p p   trong đó 1 2, ,..., kp p p là k (k>1) số nguyên tố lẻ, 

phân biệt. 

Tương tự như trên: Với mỗi  1 2 ( ), ,..., na a a a  đều tồn tại duy nhất 

 1 2 ( ), ,..., na a a a  thoả mãn 1(mod )aa n và  a b a b   . 

       2

1(mod )
1 ( 1)( 1) 1(mod )

1,

i

i

i

i

a p
a a a n a a n a p

i k





 


        



  (Vì (a-1,a+1)<3) 

Theo định lí phần dư Trung Hoa mỗi hệ phương trình 
(mod )

{ 1;1}

1,

i
i i

i

a a p
a

i k

 


 
 

 có duy 

nhất một nghiệm (thặng dư modn) và ta có 2k  hệ (bằng số bộ ( 1 2, ,..., ka a a ), 

{ 1;0}ia   ), nghiệm của các hệ khác nhau.  

Suy ra có đúng 2k  số  1 2 ( ), ,..., na a a a  mà a a , Kí hiệu An là tập hợp 

 1 2 ( ), ,..., na a a a  mà a a . 

Dễ thấy 12( 1) 1(mod ), 1, 1(mod )
k

i

n n

i
a A a A

a p i k a n

 

        

 

Mặt khác tập  1 2 ( ), ,..., \n na a a A  chia thành ( ) 2
2

kn   cặp nghịch đảo mođun n 

Suy ra: 1 2 ( )... 1(mod )na a a n  . 

Kết luận: mn p . 

Sau đây là một số bài toán chứng minh sự tồn tại của một dãy số thỏa mãn 

một số tính chất cho trước bằng các kỹ thuật lựa chọn bộ 1 2, ,..., na a a  (trong 

định lí phần dư Trung Hoa) . 
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      Bài toán 10. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, luôn tồn tại n số tự 

nhiên liên tiếp sao cho bất kì số nào trong các số đó cũng đều là hợp số. 

Lời giải:  

Nhận xét: n số tự nhiên liên tiếp có dạng a+1, a+2,…,a+n. Các số này là hợp 

số nếu tồn tại các số nguyên dương 1 2, ,..., np p p  khác 1 sao cho 2( ) ia i p  . Suy ra 

a là nghiệm của hệ phương trình 
2(mod )

1,
ix i p

i n

  



.  

Theo định lí đồng dư Trung Hoa hệ 
2(mod )

1,
ix i p

i n

  



có nghiệm khi 1 2, ,..., np p p

đôi một nguyên tố cùng nhau.  

Do đó ta chỉ cần chọn 1 2, ,..., np p p  là n số nguyên tố phân biệt. 

Bài toán 11. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, luôn tồn tại n số tự 

nhiên liên tiếp sao cho bất kì số nào trong các số đó cũng đều không phải là luỹ 

thừa (với số mũ nguyên lớn hơn 1) của một số nguyên tố.  

                                                                             (Đề thi toán quốc tế 1989) 

Lời giải:  

Nhận xét: Khi giải bài toán này chúng ta đặt ra câu hỏi bài toán này có tư 

tưởng có  giống bài 5 không?. Nếu để ý đến bổ đề sau đây chúng ta sẽ thấy bài 

toán này có liên quan đến bài toán trên. 

Bổ đề: Nếu a chia hết cho p và không chia hết cho p2 với p là một số nguyên 

tố thì a không là luỹ thừa (với số mũ nguyên lớn hơn 1) của một số nguyên tố. 

Trở lại bài toán:  

Gọi  1 2, ,..., np p p  là n số nguyên tố phân biệt, theo định lí phần dư Trung Hoa, 

tồn tại số nguyên dương a sao cho 
2(mod )

1,
i ia i p p

i n

   



. 

Khi đó ,ia i p  và không chia hết cho 2 , 1,ip i n . Suy ra điều phải chứng minh. 

Bài toán 12. Tồn tại hay không dãy vô hạn {xn} là một hoán vị của tập N sao 

cho với mọi số tự nhiên k luôn có 1 2 ... .kx x x k     

                                                                                             (Nordic 1998) 



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

20 
 

Lời giải: 

Nhận xét: trong bài toán này ta cần chú ý đến giả thiết dãy{xn} là một hoán 

vị của tập N, nếu không có giả thiết này bài toán trở nên qua dễ, ta quy nạp như 

sau, mỗi bộ 1 2 1, ,..., nx x x   ta luôn chọn được xn sao cho 1 2 ... .nx x x n     Do vậy yêu 

cầu của bài toán là ta phải xây dựng dãy {xn} sao cho quét hết tập N, đây là câu 

hỏi chính cần trả lời. 

Trở lại bài toán ta chứng minh sự tồn tại dãy số bằng quy nạp như sau: 

Chọn 1 2 30, 2, 1x x x   . 

Giả sử tồn tại 1 2, ,..., nx x x  thoả mãn 1 2 ... , 1,kx x x k k n     .  

Đặt 1 2 ... .n nS x x x     

     Chọn 2 1 2min( \{ , ,..., })n nx N x x x  và xn+1 là nghiệm nguyên dương lớn hơn 

1 2, ,..., nx x x của hệ  

2

(mod( 1))
(mod( 2))

n

n n

x S n
x S x n

  
    

. 

Do (n+1,n+2)=1 nên hệ trên có nghiệm (Định lí đồng dư Trung Hoa). 

Vì chọn 2 1 2min( \{ , ,..., })n nx N x x x  nên {xn} quét hết tập N. 

 Bài toán 13. Chứng minh rằng với mỗi số tự nhiên n, tồn tại một cấp số 

cộng gồm n số hạng sao cho mọi số hạng của nó đều là luỹ thừa của một số tự 

nhiên với số mũ lớn hơn 1. 

Lời giải: 

Nhận xét: Trong các cấp số cộng thì cấp số cộng dạng a, 2a, 3a,…,na là thích 

hợp nhất trong bài toán này vì trong mỗi số hạng không có phép cộng dễ sử lí để 

phù hợp hơn yêu cầu mọi số hạng của nó đều là luỹ thừa của một số tự nhiên với 

số mũ lớn hơn 1. Do đó a có dạng 322 3 ... nm mm n và 2 3( , ,..., )nm m m , 2 3( 1, ,..., )nm m m , 

2 3( , 1,..., )nm m m ,…, 2 3( , ,..., 1) 1nm m m   . 

Lời giải bài toán trình bày như sau: 

Giả sử 1 2, ,..., np p p là n số nguyên tố phân biệt. 
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Theo định lí phần dư Trung Hoa, với mọi 2,i n  tồn tại số nguyên dương mi 

thoả mãn   

1(mod )
0(mod )

1, ,

i i

i j

m p
m p

j n j i

  





 

.  

Khi đó 2 3 1( , ,..., )nm m m p , 2 3 2( 1, ,..., )nm m m p  ,…, 2 3( , ,..., 1)n nm m m p  . 

1
32

32 1 1 12 3 ... 2 3 ...
n

n

pm mm
m mm p p pa n n

 
     

 
, 

2
32

32 2 2 2

1
12 2 3 ... 2 3 ...

n

n

pm mm
m mm p p pa n n




 
    

 
,…, 

32

32

1
12 3 ... 2 3 ...

n
n

n n n n

pm mm
m m p p pmna n n




 
    

 
. Điều phải chứng minh.  

Bài toán 14. Cho A là tập con khác rỗng của N. Chứng minh rằng tồn tại số 

nguyên dương n sao cho { | }nA nx x A   là tập hợp là luỹ thừa của một số tự 

nhiên với số mũ lớn hơn 1. 

                                                                                               (Balkan 2000) 

Lời giải: 

Nhận xét: Bài toán này tư tưởng giống bài toán trên. 

Giả sử 1 2{ , ,..., }kA a a a , 1 2, ,..., kp p p là k số nguyên tố phân biệt. 

Theo định lí đồng dư Trung Hoa, với mọi 1,i k  tồn tại số nguyên dương mi 

thoả mãn   

1(mod )
0(mod )

1, ,

i i

i j

m p
m p

j k j i

  





 

.  

Khi đó 1 2 1( 1, ,..., )km m m p  , 1 2 3 2( , 1, ,..., )nm m m m p  ,…, 1 2( , ,..., 1)n nm m m p  . 

Đặt 1 2
1 2 ... kmm m

kn a a a , ta có:  
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1
1 2

1 2 1 1 1

1
1

1 1 2 1 2... ...
k

k

pmm m
mm m p p p

k kna a a a a a a



 

    
 

, 
2

1 2

1 2 2 2 2

1
1

2 1 2 1 2... ...
k

k

pmm m
mm m p p p

k kna a a a a a a



 

    
 

 

,…, 
1 2

1 2

1
1

1 2 1 2... ...
k

k

k k k k

pmm m
m p p pm m

k k kna a a a a a a



 

    
 

. Điều phải chứng minh.  

 

*** 

3.  MỞ RỘNG ĐỊNH LÍ PHẦN DƯ TRUNG HOA 

Trong định lí phần dư Trung Hoa, có điều kiện 1 2, ,..., nm m m  là các số nguyên 

dương đôi một nguyên tố cùng nhau. Câu hỏi đặt ra là nếu 1 2, ,..., nm m m  không 

thoả mãn điều kiện đôi một nguyên tố cùng nhau thì kết quả định lí này sẽ như 

thế nào?  

Định lí (Phần dư Trung Hoa mở rộng) 

Cho n số nguyên dương 1 2, ,..., nm m m  và 1 2, ,..., na a a  là các số nguyên dương bất 

kì. Khi đó hệ đồng dư tuyến tính 

(mod )

1,
i ix a m

i n





 

có nghiệm khi và chỉ khi (mod( , ))i j i ja a m m  với mọi ,i j  thoả mãn1 i j n   . 

Khi đó hệ có nghiệm duy nhất mođun 1 2[ , ,..., ]nM m m m .  

Chứng minh:  

� Giả sử hệ có nghiệm 0x , đặt ( , )i j ijm m d  0 (mod )i j ija x a d    với mọi ,i j  

thoả mãn1 i j n   . 

� Ngược lại nếu (mod( , ))i j i ja a m m  với mọi ,i j  thoả mãn1 i j n    thì ta 

chứng minh hệ trên có nghiệm duy nhất mođun 1 2[ , ,..., ]nM m m m  bằng quy nạp 

như sau:  

    Với n = 2, đặt 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) , , , ( , ) 1 (mod )m m d m dd m dd d d a a a d        

Đặt 1 1 2 2,a a k d a a k d    , ta có: 
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1 1
1 1

2 2
2 2

(mod )(mod )
(mod ) (mod )

x a k dx a m d
x a m x a k d

d

      


 

Vì 1 2( , ) 1d d   nên theo định lí phần dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên dương x  

thoả mãn 1 1

1 1

(mod )

(mod )

x k d

x k d

 



.  Do đó 1 1

1 2
2 2

(mod )
(mod( ))

(mod )
x a m x a x d d
x a m d
 

  
  

1 2(mod( ))x xd a dd d    hay 1 2(mod[ , ])x xd a m m  .  

Suy ra hệ 1 1

2 2

(mod )
(mod )

x a m
x a m


 
 có nghiệm duy nhất mođun 1 2[ , ]m m . 

Giả sử định lí đúng đến n – 1. Ta chứng minh định định lí đúng đến n. 

Đặt 1 1 2 1 2[ , ,..., ],n nm m m m m m   

Theo giả thiết quy nạp, hệ phương trình 
(mod )

1, 1
i ix a m

i n



 

 có nghiệm duy nhất 

1 1(mod )x a m . Do đó ta có 11

22

(mod ) (mod )

1, (mod )
i ix a m x a m

i n x a m

   
   

(đặt 2 na a ). 

Vì (mod( , ))i j i ja a m m  với mọi ,i j  thoả mãn1 i j n    nên 1 2 1 2(mod( , ))a a m m . 

Từ đó theo trường hợp n = 2, hệ phương trình 11

22

(mod )

(mod )

x a m

x a m

 



 có nghiệm duy 

nhất mođun 1 2 1 2[ , ] [ , ,..., ]nm m m m m . 

Theo nguyên lí quy nạp định lí được chứng minh. 

*** 
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Một số bài tập áp dụng:  

      Bài 1. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, luôn tồn tại n số tự nhiên liên 

tiếp sao cho bất kì số nào trong các số đó cũng có ước nguyên dương dạng 2 1k  . 

      Bài 2. Chứng minh rằng tồn tại vô số dãy vô hạn tăng {an} các số tự nhiên 

sao cho với mọi số tự nhiên k, dãy {k+an} chỉ chứa hữu hạn số nguyên tố. 

                                                                                      Czech-Slovakia 1997 

      Bài 3. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 2 1 3n    và 2 1
3

n   là ước của 

một số nguyên có dạng 24 1m  . 

                                                                                                     Korea 1999 

      Bài 4.  Ta định nghĩa  hình vuông tốt là một hình vuông có 4 đỉnh là các 

điểm nguyên , đồng thời đoạn thẳng nối tâm O với tất cả các điểm nguyên trên 

biên và trong hình vuông đó chứa ít nhất một điêm nguyên khác hai đầu mút . 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n đều tồn tại một hình vuông tốt 

dạng nn. 
 

      Bài 5. Tìm số nguyên dương n sao cho với mọi hệ thặng dư thu gọn mođun 

n  1 2 ( ), ,..., na a a  ta có 1 2 ( )... 1(mod )na a a n   . 

      Bài 6. Cho 1 2( ), ( ),..., ( )nf x f x f x là n đa thức với hệ số nguyên khác 0. Chứng 

minh rằng tồn tại đa thức P(x) hệ nguyên sao cho với mọi 1;i n   ta luôn có 

( ) ( )iP x f x là đa thức bất khả quy trên Z. 

      Bài 7. Cho 20082007m  , hỏi có tất cả bao nhiêu số tự nhiên n m  sao cho  

| (2 1)(5 2)m n n n  . 

       Bài 8. Ta gọi một tập hợp các số nguyên dương C là tốt nếu với mọi số 

nguyên dương k thì tồn tại a,b khác nhau trong C sao cho ( ; ) 1a k b k   . Giả sử 

ta có một tập tốt mà tổng các phần tử trong đó bằng 2003. Chứng minh rằng ta 

có thể loại đi một phần tử c trong C sao cho tập còn lại vẫn là tập tốt .  

                                                                                      Bulgaria TST 2003 
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         Bài 9. Chứng minh rằng tồn tại dãy ( )na tăng thực sự sao cho với mọi n thì 

1 2 ... 1na a a   là tích của hai số nguyên liên tiếp.  

                                                                                            USA -TST 2009  

         Bài 10.  a) Chứng minh rằng tập các số nguyên có thể phân hoạch thành 

các cấp số cộng với công sai khác nhau. 

         b) Chứng minh rằng tập hợp các sô nguyên không thể viết dưới dạng hợp 

của các cấp số cộng với công sai đôi một nguyên tố cùng nhau. 

                                                                                          (Moldova TST 2009) 
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Tài liệu tham khảo 

- Đặng Hùng Thắng – Đồng dư và phương trình đồng dư 

- Nguyễn Vũ Lương – Các bài giảng về số học 

- Tuyển chọn các chuyên đề toán học tuổi trẻ – Tập 3 

- Diễn đàn – http://mathvn.org   
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THẶNG DƯ BẬC HAI 
Phạm Quang Thắng 

THPT Chuyên Thái Bình 
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GIẢI TOÁN TỔ HỢP BẰNG CÁCH 

ĐẾM SỐ LẦN XUẤT HIỆN CỦA MỖI PHẦN TỬ 

TRONG MỘT TẬP HỢP CÓ LIÊN QUAN ĐẾN BÀI TOÁN TỔ HỢP 
 

Đỗ Văn Đức 

       THPT Chuyên Lương Văn Tụy-Ninh Bình 
 

 Trong các kì thi tuyển sinh đại học, các cuộc thi học sinh giỏi cấp tỉnh, 

cấp quốc gia, cấp khu vực, quốc tế, ... thì hầu như lần nào cũng có bài toán tổ 

hợp. Đây là loại toán khó và cũng có nhiều phương pháp để giải quyết loại toán 

kiểu này như đưa ra công thức truy hồi, dùng số phức, đa thức, dùng công thức 

đếm dạng 
11

...
n n

i i
ii

A A


  

 Sau đây tôi đưa ra một phương pháp giải nhờ đếm số lần xuất hiện của 

mỗi phần tử trong một tập hợp có liên quan đến bài toán tổ hợp thông qua các ví 

dụ sau đây. 
 

Ví dụ 1. (Đề thi học sinh giỏi Ba Lan) 

 Cho tập hợp M có n phần tử, với hai tập con tuỳ ý A, B của M. tính số 

phần tử của A B . Chứng minh rằng tổng tất cả các số phần tử của mọi giao có 

thể gồm hai tập con của M là 1.4nn   

 Bài toán này các bạn có thể xem trong tập chuyên đề hè năm 2006 tại Đại 

học Quốc Gia Hà Nội. Sau đây tôi nêu lên một cách giải khác theo phương pháp 

đã nói ở trên (cách này đơn giản, gọn hơn và rất tự nhiên). 

Bài giải: 

 Xét phần tử a M  có 1 12 2 2n n n    tập con của M có chứa phần tử a

 chia ra  21 12 4n n   cặp hai tập con của M có chứa a  thuộc giao của hai tập 

đó. Vậy mỗi phần tử a M thì nó được đếm 14n  lần  1.4n

A M
B M

A B n 




   

 Theo cách giải trên ta có thể giải bài toán tổng quát hơn sau đây: 
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Bài toán: Cho A là tập có n phần tử, E là tập tất cả các bộ (có thứ tự) 

 1 2, ,..., kA A A  trong đó iA A ; k là số tự nhiên đã cho. Chứng minh rằng 

     
 1 2

( 1)

A , ,..., 1
2

k

k
n k

i
A A E i

A n 

 
   

Ví dụ 2.  (Đề thi Tiệp Khắc) 

 Hãy tìm số các cặp khác nhau của các tập con không giao nhau thuộc tập 

hợp n phần tử. 

 Đây cũng là bài toán đã giải quyết trong trường hè 2006. Sau đây là cách 

giải theo phương pháp đã nêu trên. 

Bài giải: 

 Với mỗi số tự nhiên t (t = 1, 2, 3, ... , n) ta tìm  ,i jA A  mà 

,i j i jA A A A t    . Gọi A là tập n phần tử của đề bài. Ta có t
nC   cách 

chọn ra t phần tử của A. Mỗi cách đã chọn ra t phần tử ta có k
tC  cách chọn ra từ 

đây k phần tử để làm thành tập iA  và  t k  phần tử còn lại là tập jA   số bộ 

 ,i jA A  là 1

0
2

2

kt
tt

k

C 


  . Do có một cặp  ,   nên số các cặp cần tìm là 

1

1 0

1 3 12 1 2 1 1
2 2

nn n
t t t t
n n

t t
C C

 

       
   

Ví dụ 3.  (thi Olympic toán Châu Á Thái Bình Dương lần 10 - 1997) 

 Giả sử F là tập hợp tất cả các bộ  1 2, ,..., kA A A  trong đó iA  là một tập con 

của  1,2,...,1998 ( 1,2,..., )(i k k N  ,đã cho). Hãy tính 

1 2

1 2
( , ,..., )

...
k

k
A A A F

S A A A


     

Bài giải : 

 Đặt n = 1998. Gọi ( )kS i  là số các bộ  1 2, ..., kA A A F  mà 
1

k

j
j

i A


 . 

Do có 2n  tập con của A và 12n  tập con của  \A i  
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  ( 1) ( 1)( ) 2 2 2 2 1nk n k n k k
kS i          ( 1)2 1 2k n kS n    

 Theo cách giải ví dụ 3 trên ta có thể đưa ra một số bài toán sau. 

Ví dụ 4.  Cho số tự nhiên n, k. Gọi A = {1, 2, 3,...,n} (tập hợp n số nguyên 

dương đầu tiên), iA A ; i = 1, 2, ... ,k. F là tập các bộ  1 2, ...., kA A A  có thứ tự, 

E là tập các bộ  1 2, ...., kA A A  không có thứ tự. Hãy tính  

1) 
1 2

1 1 2
( , ,..., )

...
k

k
A A A F

S A A A


     

2) 
  1 2 k 1 2 k

2
A ,A ,...,A A A ... AF a

S a
    

    

3) 
1 2

3
( , ,..., ) 1k i

k

A A A F i a A
S a

  
     

4) 
1 2

4 1 2
( , ,..., )

...
k

k
A A A E

S A A A


     

5) 
1 2 1 2

5
( , ,..., ) ...k kA A A E a A A A

S a
    

    

6) 
1 2

6
( , ,..., ) 1k i

k

A A A E i a A
S a

  
     

Bài giải: 

+)  ( 1)
1 (2 1)2k n kS n    (là ví dụ 3) 

+)  ( 1) ( 1)
2

1 1

( 1)( ) 2 (2 1) (2 1)2
2

n n
n k k k n k

k
i i

n nS iS i i  

 


       

+)  Để tính S3 thì với mỗi (1 )j N j k    ta tìm số bộ 1 2( , ,..., )kA A A F  

mà a A , a thuộc j tập con của bộ nên có ( 1)2 n k j
kC  bộ. Vậy 

                     ( 1) ( 1)
3

1 1 1 1
2 2

n k n k
n k j n k j

k k
a j a j

S ja C a jC 

   
     

       ( 1) 1 2( 1) 2 2 ( 1) 2
2

n k k nkn n k n n k  
    

+)  Tương tự ta tìm được S4, S5, S6. 
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Ví dụ 5.  (Đề thi Olympic Tây Ban Nha) 

Xét các tập A thoả mãn: A gồm 100 số tự nhiên phân biệt sao cho a, b, c 

là các phần tử của A (có thể phân biệt hoặc không) thì tồn tại tam giác cạnh a, b, 

c mà không có góc tù. Gọi S(A) là tổng các chu vi của các tam giác được xét  

khi xác định tập A. Tìm giá trị nhỏ nhất của S(A). 

Bài giải: 1 2 100... ; ( 1,2,..., )ia a a a A i n     . Xét tam giác 3 cạnh là  

1 100
1 1 100 2 2 2

1 1 100

2
, ,

a a
a a a

a a a


 
 

  22 2
1 100 12 99a a a     

 1 11 2 99 240a a     . Mỗi số ia  là cạnh của: một tam giác đều ; 99 tam 

giác cân mà hai cạnh bên là ia ; 99 tam giác cân mà ia  là cạnh đáy và 2
99C  tam 

giác thường. Vậy      
100 100

2 2
99 99 1

1 1
( ) 3 3.99 3 297 1i

i i
S A C a C a i

 
          

                               
100

2
99

1
300 240 1 149121450

i
C i


      

Ví dụ 6.  Tìm tổng tất cả các số viết dưới dạng thập phân có các chữ số tạo 

thành dãy tăng hoặc giảm. 

Bài toán trên theo cách giải đã có trong một số sách thì dài và phải dựa 

vào cả hai dãy tăng  và giảm. Theo tôi nên tách bài này làm hai như sau. 

1) Ta định nghĩa :  

a) Số tự nhiên a có các chữ số tạo thành dãy tăng nếu a có một chữ 

số hoặc 1 1 1 1... ...p p p pa a a a a a a       

b) Số tự nhiên a có các chữ số tạo thành dãy giảm nếu a có một chữ 

số hoặc 1 1 1 1... ...p p p pa a a a a a a       

2) Bài toán 1. Tìm tổng tất cả các số tự nhiên có các chữ số tạo thành dãy 

tăng. 

Giải: Gọi A là tập tất cả các số tự nhiên có các chữ số tạo thành dãy tăng. 

Với mỗi số ,k j  đã định  , 1,2,...,9k j  ta tìm số các số a A  mà hàng j  là số 

k . Do sau k có 9 k  số lớn hơn k và trước k có 1k   số khác 0 bé hơn k nên số 



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

47 
 

các số a là 
1

1 1 1
1 9 9

0
( , ) 2

k
i j k j
k k k

i
S k j C C C


  

  


  . Vậy S là tổng tất cả các số tạo thành 

dãy tăng thì                  
9 10 9 10

1 1 1 1
9

1 1 1 1
( , ). .10 2 . .10

k k
j k j j

k
k j k j

S S k j k C k
 

   


   
      

                       
9 10 9

1 1 1 1 9
9

1 1 1
2 .10 2 11

k
k j j k k

k
k j k

k C k


    


  
     

                        
9 9

10 10

1

11 2 1 11 46.2
2 11 81

k

k
k



    
 

  

3) Bài toán 2. Tìm tổng tất cả các số tự nhiên có các chữ số tạo thành dãy 

giảm. 

Giải: Gọi B là tập tất cả các số tự nhiên tạo thành dãy giảm. Tương tự như 

trên với ,k j  đã định,  , 1,2,...,9k j  ta tìm tất cả các số b B  có chữ số k  ở 

hàng j . Vậy số các số b là 
9

1 9 1
9

0
2

k
i j k j

k k k
i

C C C


  



  nên tổng tất cả các số thuộc B 

là  

         
9 1 9

9 1 1 9

1 1 1
2 . .10 2 11

k
k j j k k

k
k j k

S C k k


   

  
  

 
9

9 10 10

1

11 12 79.10 11.2
2 81

k

k
k



    
 

  

Ví dụ 7. Cho số tự nhiên , ,q n k . Xét bộ số nguyên  1 2, ,..., kc     sao cho 

1 iq q n    . Gọi  1 2( ) , ,..., km c Min    ,  1 2( ) , ,..., kM c Max    , 

1 2 ...( ) kT c
k

    
 . Tìm 

a) 1S  bằng tổng tất cả các ( )m c  lấy theo mọi bộ c 

b) 2S  bằng tổng tất cả các ( )M c  lấy theo mọi bộ c 

c) 3S  bằng tổng tất cả các ( )T c  lấy theo mọi bộ c 

Bài giải: 
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a)  Với mỗi số tự nhiên j , 1 j n  . Số bộ c mà i  nhận giá trị từ q j  

đến q n  là  1 kn j  trong đó số bộ c mà i  nhận giá trị từ 1q j   đến 

q n  là  kn j . Vậy số các bộ c có ( )m c q j   là    1 k kn j n j     suy 

ra 

                           1
1

1
n k k

j
S q j n j n j



         

                             
1

( 1) ( 1) ( 2) ... 1
n

k k k k k k

i
q n n n qn i


           

b) Tương tự số bộ c mà có ( )M c q j   là ( 1)k kj j   suy ra  

                               
1

2
1 1
( ) ( 1) ( )

n n
k k k k

j k
S q j j j q n n i



 

           

c) Mỗi số  1, 2,...,q q q n     và   có mặt đúng t lần trong bộ 

 1 2, ,..., ,(1 )kc t k     . Do có t
kC  cách đặt vào t vị trí trong k vị trí cùng 

một giá trị   và còn lại ( )k t  vị trí để đặt (n - 1) số còn lại khác   nên số lần 

  xuất hiện trong tổng 3S  là: 
1 1

1( 1) ( 1)
1

tk k
t k t k t
k k

t t
A C n t n t C

n


 

       
   

           3
1 0

(2 1 ) ( 1) 1(2 1 )
2 2 1

tkq n k
t
k

q t

n q n n nS A A q n t C
k k k n



  

                
   

               1
1

0

( 1) 1(2 1 )
2 1

tk k
t
k

t

n n q n kC
k n






       
  

   
1( 1) 1(2 1 ) 1

2 1 1

kkn n kq n
k n n

           
 

( 2 1)
2

kn n q    

Ví dụ 8. Cho số tự nhiên n. Gọi 

  1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) | 0,1,..., ,iA a a a a a a n a a a a       

      1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4( ) a { , , , }, ( ) { , , , }, ( )

4
a a a aM a M x a a a a m a Min a a a a T a   
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Hãy tìm 1 2 3 4( ), ( ), ( ),
a A a A a A

S M a S m a S T a S A
  

       

Bài giải: 

+)  Với mỗi số {0,1,2,...,n}i  ta tìm số các a A  có ( )M a i . Ta có các 

cặp có tổng bằng ,(0 )i j j i    là ( , ), ( 1, 1),..., ( 1, 1), ( , )i j i j j i j i    . 

( , , , ), (0 )a i j i k j k k i j         số các a có ( )M a i  là : 

1
2

0
1 4 4( 1) 2 2 1

i

j
i i j i i




      

2 2
1

0

( 1)(2 2 1) (3 7 5)
6

n

i

n nS i i i n n



        

+)  Tương tự số các a A  có ( ) , (0 )m a i i n    là  

2 2

2
1 4( ) 4( 1) 2 2 1 2(2 1) 2

n

j i
n i j i n n n i i

 
            

2
2 2

2
0

( 1)( 1)2 2 1 2(2 1) 2
6

n

i

n n n nS n n n i i i


             

+)     1 2 3 4 1 2
1 2 3 4 1 2 4 2

a a a a a aa a a a a Max a Min    
        

 
21 ( 1)(2 4 3)( ) ( )

2 6
n n n nM a m a   

    

+)    Theo chứng minh tìm 1S  ở trên ta có 

2 2
4

0

1(2 2 1) (2 4 3)
3

n

i

nS i i n n


       
 

  

Ví dụ 9. Cho n số tự nhiên đầu tiên : 1,2,...,n (2 9)n  . Tìm tổng tất cả các số 

tự nhiên có n chữ số phân biệt từ các chữ số 1,2,...,n sao cho chữ số 1, 2 theo thứ 

tự nào đó đứng cạnh nhau. 

 

 

Bài giải : 

 Gọi A là tập tất cả các số thoả mãn đề bài 1 2... , {1,2,...,n}n ia a a a a   và 

i ja a với i j, (i,j {1,2,...,n})    
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 +)  a là số thoả mãn đề bài nên số các số a là 2( 1)!n A   

 +)  Chữ số 1 hoặc 2 ở vị trí (2 1)ja j n    có trong 2( 2)!n   số thuộc A 

 +)  Chữ số 1 hoặc 2 ở vị trí a1 cũng như vị trí an có trong ( 2)!n   số thuộc 

A 

 +) Mỗi chữ số {3,4,...,n}k   ở hàng a1 cũng như hàng an có trong 

2( 2)!n   số thuộc A 

 +) Mỗi chữ số {3,4,...,n}k  ở hàng a2 cũng như hàng an-1 có trong 

2( 3)( 3)!n n   số thuộc A 

Vậy  

    

 
   

 
 

1 2

1 1 2

2 3

2 1 2

(3 4 ... )2( 3)( 3)! 10 10 ... 10 1

2( 3)!(3 4 ... ) 10 1 (1 2)( 2)! 10 10 ... 10 1

(1 2)( 2)! 10 10 ... 10

( 2)! 10 9 30 10 9 3
9

n n

a A

n n n

n n

n

S a n n n

n n n

n

n n n n n

 



  

 



          

            

     

        



 

Ví dụ 10. Cho số tự nhiên n (2 9)n  . Gọi A là tập tất cả các số tự nhiên có n 

chữ số phân biệt khác 0 và chữ số 1, 2 theo thứ tự nào đó đứng cạnh nhau. Tìm 

a A
S a


   

Bài giải : 

 Với n chữ số phân biệt 31,2, ,... na a  theo bài trên tổng tất cả các số tự nhiên 

có n chữ số phân biệt là các chữ số này là 

 
   

 

1 2
1 3 4

1 1 2
3 4

2 3

( ... )2( 3)( 3)! 10 10 ... 10 1

2( 3)!( ... ) 10 1 (1 2)( 2)! 10 10 ... 10 1

(1 2)( 2)! 10 10 ... 10

n n
n

n n n
n

n n

S a a a n n

n a a a n

n

 

  

 

         

            

     

 

Do mỗi chữ số thuộc tập hợp {3, 4, ..., 9} thuộc 3
6
nC   bộ (1, 2, a3,...,an) nên 
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3 1 2
6

3 1 2 1 2
6 7

2 2 3
7

(3 4 ... 9)2( 3)( 3)! 10 10 ... 10 1

2( 3)!(3 4 ... 9) 10 1 (1 2)( 2)! 10 10 ... 10 1

(1 2)( 2)! 10 10 ... 10

n n n

n n n n n

n n n

S C n n

C n C n

C n

  

    

  

         

            

     

     17! 40 73 10 4 37
3(9 )!

nn n
n

     
 

 

 Sau đây là một số bài tập có cách giải tương tự trên. 

Bài 1. Cho n+1 chữ số 0, 1, 2,...,n (2 9)n  . Tìm tổng tất cả các số tự nhiên có 

n+1 chữ số phân biệt từ các chữ số trên sao cho 1, 2 theo thứ tự nào đó đứng 

cạnh nhau. 

Bài 2. Cho số tự nhiên n (2 9)n  Gọi A là tập tất cả các số tự nhiên có n chữ 

số phân biệt thuộc tập hợp {0, 1, 2,..., 9} sao cho 1, 2 theo thứ tự nào đó đứng 

cạnh nhau. Tìm 
a A

S a


   

Bài 3. Cho số tự nhiên n. Gọi X = {1, 2, ..., n}.  1 2 3x x ; ,i iE A A A A X A   . 

Tìm    
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3
x x ( , , ) x xA A A E a a a A A A

S A A A
 

     

Bài 4.  Cho số tự nhiên n. Gọi X = {1, 2, ..., n},  1 2 3x x ; ,i iE A A A A X A   . 

Tìm  

 a)   
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3

1
x x ( , , ) x x 1

i
A A A E a a a A A A i

S A
  

     

 b)   
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3

2
x x ( , , ) x x 1 iA A A E a a a A A A i a A

S a
   

      

Bài 5. Xét bất phương trình 3 2 23( ) (1)a x a y  . Ta xét các giá trị của a để 

(1) có hữu hạn cặp số (x, y) ,x y Z  là nghiệm của (1). Với mỗi a như thế ta gọi 

N(a) là số các cặp khác nhau như vậy. Với mỗi số tự nhiên k hãy tìm a R   để 

N(a) = k. 
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NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ RỜI RẠC 
 

Mai Xuân Huy 
 Trường THPT chuyên Hạ Long - Quảng Ninh  

 
 

Đặt vấn đề 
Nguyên lý cực trị rời rạc có thể vận dụng cho nhiều bài toán khác nhau. 

Học sinh ngay từ lớp 10 có thể hiểu và nắm được vấn đề một cách đầy đủ. Trong 
bài viết này tôi xin trình bày lại một số kết quả tuy không mới nhưng mang tính 
hệ thống với hy vọng sẽ giúp học sinh nắm được vấn đề một cách hiệu quả, đặc 
biệt là tiếp cận với một số bài toán tổ hợp mà chúng có thể làm học sinh lúng 
túng khi tiếp cận. Trong khuông khổ khoảng 2 buổi học chúng tôi hy vọng học 
sinh có thể nắm bắt và có thêm một số sáng tạo cho những bài toán mới.  

 
I/Cơ sở lý thuyết: 
Nguyên lí cực trị rời rạc được phát biểu như sau: Trong một tập hữu hạn và khác 
rỗng các số thực luôn:  
 (a) tồn tại một số bé nhất và một số lớn nhất; 
 (b) luôn xếp chúng theo trật tự tăng hoặc giảm. 
 
II/Ví dụ minh hoạ: 
1.Chứng minh sự tồn tại của các cấu hình: 
Trong thực tế muốn tách cá thể ra khỏi đám đông, người ta thường phải đưa ra 
một tiêu chí nào đó, làm cho đối tượng cần tách nổi trội nhất theo tiêu chí đó. 
Khi chứng minh các bài toán sự tồn tại của một cấu hình bằng nguyên lí cực trị, 
người ta cần đặt ra một quan hệ thứ tự nào đó, mà cấu hình nếu tồn tại là một đối 
tượng cực trị. 
Ví dụ 1: Cho 2n điểm phân biệt trên một đường tròn, trong đó n điểm trắng và n 
điểm đen ( n ≥2). Chứng minh rằng luôn tồn tại: 

Một cách nối tất cả các điểm trắng với các điểm đen bởi n đoạn thẳng sao 
cho các đoạn thẳng không có điểm chung. 
Giải:  
 Gọi S là tập tất cả các cách nối tất cả các điểm trắng với các điểm đen bởi 
n đoạn thẳng. Đương nhiên S khác rỗng và S hữu hạn. Theo nguyên lí cực trị, thì 
sẽ tồn tại: một cách nối N có tổng độ dài các đoạn nối nhỏ nhất; một cách nối L 
có tổng độ dài các đoạn nối lớn nhất. 
 Ta sẽ chứng minh với cách nối N, thì các đoạn thẳng không có điểm 
chung. Thật vậy: giả sử trái lại nếu có hai điểm trắng A; B và 2 điểm đen X; Y 
được nối bởi 2 đoạn thẳng AX và BY cắt nhau tại I. 
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 Khi đó nếu ta thay tương ứng hai đoạn AX và BY bởi AY và BX, còn các 
đoạn khác được giữ nguyên, thì do 
AY + BX < ( AI + IY ) + ( BI + IX ) = (AI + IX ) + ( BI + IY ) = AX + BY. 
 Nên ta được một cách nối khác có tổng các đoạn nối bé hơn tổng các đoạn 
nối của N ( mâu thuẫn!). Do vậy N thoả mãn (i). 
Ví dụ 2: Giả sử rẳng trong một bữa tiệc, mỗi người đều quen một số người còn 
lại. Chứng minh rằng có thể chia tất cả những người trong bữa tiệc vào hai 
phòng sao cho với mỗi người ở trong phòng này có ít nhất một nửa số người mà 
anh ta quen ở phòng còn lại. 
 Nếu ta xét một cách xếp bất kì và gọi m  là số cặp (P;Q) sao cho hai người 
P và Q là quen nhau và ở khác phòng nhau. Khi đó cách sắp xếp thỏa mãn bài 
toán là cách sắp xếp mà số m  ở trên là lớn nhất.  
Ví dụ 3: ( APMO-91) 
 Có 997 điểm khác nhau trên mặt phẳng. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất 
1991 trung điểm khác nhau từ các cặp điểm này. Có thể có đúng 1991 trung 
điểm khác nhau không? 
 Giải: Gọi S là tập tất cả các đoạn thẳng được nối bởi 2 trong 997 điểm đã 
cho. Đương nhiên S khác rỗng và S hữu hạn ( |S|= 2

997C  ).Theo nguyên lí cực trị, 
sẽ tồn tại đoạn thẳng AB có độ dài lớn nhất. 
 Xét các trung điểm sau: trung điểm M của đoạn thẳng AB, trung điểm của 
AX và BX với X bất kỳ trong 995 điểm còn lại ( khác A, B ). Khi đó ta được 
1991 trung điểm từ các cặp điểm trong 997 điểm ban đầu.Ta chứng minh các 
trung điểm này là khác nhau. 
 Thật vậy! Với 2 điểm bất kỳ trong 997 điểm đã cho X, Y khác A, B. Ta 
có: 

+Trung điểm của AX khác trung điểm của AY ( nếu không X≡Y) 
+Trung điểm của BX khác trung điểm của BY ( nếu không X≡Y) 
+Trung điểm của AX không thể là M ( nếu không X≡B) 

       Tương tự trung điểm của AY, BX, BY không thể là M. 
+Trung điểm của AX khác trung điểm của BY vì nếu ngược lại, gọi N là 

trung điểm chung của AX và BY khi đó AYXB là hình bình hành, suy ra hoặc 
AX>AB hoặc BY>AB, vô lý do AB là đoạn có độ dài lớn nhất. 
        Tương tự trung điểm của AY khác trung điểm của BX. 
 Vậy 1991 trung điểm này là khác nhau. 
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  Hơn nữa, ta có thể sắp xếp 997 điểm này sao cho có đúng 1991 trung 
điểm. Ví dụ: trên trục số sắp 997 điểm này vào các toạ độ 1, 3, 5, 7,..., 1993. Khi 
đó điểm N là trung điểm của 2 trong số 997 điểm này khi và chì khi N có toạ độ 
là 2, 3, 4, .... , 1992. Có đúng 1991 điểm! 
2.Tìm cực trị rời rạc 
Ví dụ 4 (Thi Olympic Hùng Vương) 
 Cho các số dương  1 2 3 4 5, , , ,a a a a a thoả mãn các điều kiện: 
 (i) 2 ia  là số nguyên dương với i=1,2,3,4,5. 
 (ii) 1 2 3 4 5 99a a a a a      
 Tìm giá trị lớn nhất của 1 2 3 4 5P a a a a a . 
Giải: Gọi G là tập tất cả các giá trị của P. Dễ thấy G hữu hạn và khác rỗng. Do 
đó theo nguyên lí cực trị rời rạc, thì luôn tồn tại N là số bé nhất của G. Giả sử 
 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  làm cho P nhận giá trị N. Ta sẽ chứng minh các số 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  
hơn kém nhau tối đa là 0.5. 
 Thật vậy! Giả sử chẳng hạn 1 2 0.5x x x   . Khi đó lấy 1 0.5b x   và 

2 0.5c x   thì 2 ,2b c  là các số nguyên và 1 2x x b c    và 
1 2 1 2 1 2( 0.5)( 0.5) 0.5 0.25bc x x x x x x x        ( do 1 2 0.5x x x   ) .Vậy ta tìm được 

bộ số  3 4 5, , , ,b c x x x  thoả mãn (i) và (ii) và làm cho giá trị của P bé hơn N ( mâu 
thuẫn!). 
 Vậy các số 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  hơn kém nhau tối đa là 0.5. 
 Bây giờ giả sử 1 2 3 4 5x x x x x     mà do 1 2 3 4 5 99a a a a a      ta suy ra 
ngay 1 2 19.5a a   vµ 3 4 5 20a a a   . 
 Vậy giá trị lớn nhất cần tìm là: N= 2 319.5 20 . 
Ví dụ 5: (Olympic Hùng Vương 2009) 

Tổng của một số các số nguyên dương là 2009. Tìm giá trị lớn nhất của 
tích các số đó. 
3. Thiết lập thứ tự trên các yếu tố bình đẳng. 
 Sử thiết lập thứ tự trên các yêu tố bình đẳng đã làm giảm đi rất nhiều 
trường hợp xét trong  bài toán. Đó chính là tính ưu việt của phương pháp này. 
Ví dụ 6: Chọn đội tuyển IMO Hong Kong,lần 1, năm 1999 

a) Cho 1 2, ,...., 0na a a  . CMR : 
1 2

1 2

....

1 2 1 2....
n

n

a a a
aa a n
n na a a a a a

  

     

b) Cho , ,x y z    và 1x y z   . CMR : 10 3
4

xy yz zx xyz     . 

Giải: 
a) Giả sử 1 2 .... na a a   .Ta có: 

đpcm  (
1 2

1
....

1

na a aa
na

  
 )(

1 2
2

....

2

na a aa
na

  
 )....(

1 2 .... n
n

a a aa
n

na
  

 ) ≥ 1. 

Có: 
1

1 2

1 1

.... ( ) ( )
n k

n k x x k
k

x k x

a a a a a a aa
n n n



  

    
     

Do đó đpcm 
1

( ) 1
i ja a

i n

i j n j

a
a
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BĐT trên đúng do i ja a i j   ! 
( Với 3n   là đề thi toán Olympic của Mỹ năm 74 ). 
b) Giả sử 10 3

3
x y z z xyz xy        

       3 0.xy yz zx xyz yz zx        

 Đặt 1 1 2,0
3 3 3

z k k x y k         

 
2 2

3

1( ) ( )
2 3 2

2 3 13
9 4 4

x y kxy

xy yz zx xyz k


   

      
 

Ví dụ 7: VMO-1990 
 Cho 2n-1 số tự nhiên liên tiếp 1, 2, 3, ...., 2n-1. Hãy gạch đi ít nhất n-1 số 
theo quy tắc sau: 
 (i)  Nếu gạch số a thì phải gạch số 2a 
 (ii) Nếu gạch số a,b thì phải gạch số a+b. 
 Hỏi phải gạch thế nào để tổng các số còn lại là lớn nhất? Tại sao? 
Giải: Gọi các số bị gạch là 1 21 .... 2 1.pa a a n      Chú ý rằng 1.p n   
Ta nhận thấy: 
 (i)  Nếu 1 1a   thì phải gạch số 1+1=2, do đó phải gạch 1+2=3,... 
như thế mọi số đều bị gạch, tổng còn lại bằng 0. 
 (ii) Xét 1 1a  . Rõ ràng 1 2pa a n   (vì nếu không 1 2 1pa a n    thì số 

1 pa a  phải bị gạch, nhưng 1 p pa a a   trái với giả thiết pa  là số bị gạch lớn 
nhất). 

Lại có 1 2pa a n   . Thật vậy, ta có 1 1p pa a a    (nếu không 1 1p pa a a    thì 

1 1pa a   là số bị gạch, nhưng số này nằm giữa 2 số bị gạch liên tiếp 1,p pa a ,vô 
lý!). 
Từ đó : 2 1 1 1p p pa a a a a     . Vì vậy ta có  2 1 2pa a n   (nếu không 2 1 2pa a n   
thì phải gạch số này pa  vô lý!). 
Tương tự ta có: 1 11: p i p ii a a a      , suy ra: 
  2 1p i p ia a a a    , từ đó: 

2 2 1,......,p i p i p i i p i i p i i pa a a a a a a a a              . 
Từ đó:          1 2 .p i ia a n    

Vì vậy:        
1

.2 ( 1) .
2

p

i
i

pa n pn n n


     

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 2 0p i ia a n i      tức là p i j p i ja a a      
              hay 1ja ja , 
từ đó:   1 2 1pa pa n    ( v× 1 1a   ). 

Thế thì      1
2 2 2 2 2

1
n na
p n
 

  


. Vậy 1 2a   vµ 2ja j . 
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Tóm lại, các số phải gạch là mọi số chẵn trong dãy đã cho. 
 
III/Một số bài toán: 
Bài 1: Cho G là một đồ thị gồm một số điểm trắng và một số điểm đen. Một 
điểm được gọi là kì dị nếu quá nửa số đoạn thẳng nhận nó làm đầu mút có đầu 
mút còn lại là điểm khác màu. Luật chơi là như sau: với mỗi điểm kỳ dị, ta đổi 
màu của nó. CMR: Ta chỉ chơi được một số hữu hạn lần. 
Giải:  
 Ta gọi một đoạn thẳng kỳ dị  là một đoạn thẳng có hai đầu là 2 điểm khác 
màu. 
 Gọi H là số các đoạn thẳng kỳ dị mà đồ thị G có thể có sau các bước chơi! 
 Giả sử ta có các bước chơi như sau: 1 2 ..... ..........o nG G G G G       
 Giả sử ig  tương ứng là số đoạn thẳng kỳ dị của cấu hình iG . 

 Đặt  
1

i
i

g


  . K H   

 Rõ ràng nếu K là rỗng, ta không thể thực hiện được lượt chơi nào! 
 Nếu K khác rỗng, dễ thấy K hữu hạn (card K = min {số điểm trắng, số 
điểm đen}). 
  Do đó theo nguyên lí cực trị rời rạc sẽ tồn tại cấu hình G' có số đoạn 
thẳng kỳ dị g' = min K. 
 Nhận thấy mỗi rằng sau mỗi lượt chơi, số đoạn thẳng kỳ dị là giảm dần ( 
do cách chơi). Do đã { ig } là dãy giảm thực sự suy ra  i (hữu hạn) sao cho ig
=g'. Khi đó ta không thể thực hiện tiếp lượt chơi nào nữa vì như đã nói ở trên, 
mỗi lượt chơi đòi hỏi phải giảm số đoạn thẳng kỳ dị! 
 Vậy ta chỉ có thể thực hiện được một số hữu hạn lượt chơi. 
Bài 2: Có n người đứng ở n vị trí khác nhau và mỗi người cầm một khẩu súng. 
Giả sử khoảng cách giữa những người này là khác nhau và tại cùng một thời 
điểm mỗi người đều bắn vào một người ở gần mình nhất. Chứng minh rằng nếu 
n lẻ thì sẽ có ít nhất một người sống sót. Kết quả bài toán còn đúng không nếu n 
chẵn. 
 Dựa trên ý tưởng hai người có khoảng cách ngắn nhất sẽ bắn vào nhau 
nên ta có thể chứng minh bài toán bằng nguyên lý quy nạp toán học. 
Bài 3: Cho hàm số :f    thỏa mãn 2 ( ) ( 1) ( 1)f n f n f n     với mọi n  thuộc 
 . Chứng minh rằng f  có thể nhận giá trị lớn tùy ý. 
Bài 4: Cho A là một tập hợp hữu hạn các số nguyên thoả mãn : 
 i)  Số bé nhất trong A là 1, số lớn nhất là 100. 
 ii) Nếu  \ 1 , :x A a b A x a b     . 
Trong tất cả các tập A như trên, hãy tìm tập có lực lượng nhỏ nhất. 
Giải: Giả sử   1

n
i i

A k


  , với: 1 21 ..... 100nk k k      
 Theo bài ra ta có: 1:  m i jm k k k     víi 1 i j m n    .Ta có: 
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1 2

2 3

1

1 1
1

2
2
..............
2

2 100 2 100 8
n n

n n
n

k k
k k

k k
k k n



 







      

 

 Nếu n=8 ta có: 8 7100 50k k    
      7 6 7 850 100k k k k      vô lý do 5 6

6 7 2 2 96 100k k      
      7 50k   làm tương tự ta cũng có 6 5 6 4 5 625 2 25k k k k k k        
 mà 3 4

4 5 2 2 24k k    , vô lý! 
Với n=9 ta có tập thoả mãn: 1,2,4,8,16,24,25,50,100. 
 
Bài 5: Cho m và d là các số nguyên với m≥d≥2.Giả sử 1 2, ,...., nx x x  là các biến 

nguyên dương sao cho 1 2 .... .dx x x m     Tìm giá trị lớn nhất của 
1

d
k
k

k
S x



 . 

Giải: Gọi A là tập tất cả các giá trị của S. Ta có A hữu hạn và khác rỗng. Theo 
nguyên lí cực trị rời rạc, tồn tại U là số lớn nhất của A. Bây giờ giả sử 

1 2( , ,...., )da a a  làm cho S nhận giá trị U. Ta sẽ chứng minh rằng 
1 2( , ,...., ) (1,1,....,1, 1)da a a m d   . Thật vậy, giả sử 1ja   thay bộ 1 2( , ,...., )da a a a  

bởi bộ 1 2 1* ( , ,...., 1,...., , 1)j d da a a a a a    rõ ràng S( *a )>S( a ) (mâu thuẫn!). 
 Vậy giá trị lớn nhất của S là U= ( 1)dm d  . 
 
Bài 6: CMR có vô hạn số nguyên tố có dạng 4k+1. 
Giải: Trước hết ta chứng minh kết quả sau: giả sử p là số nguyên tố và n là số 
nguyên sao cho 24 1)p n  , khi đó 1(mod 4)p  . Thật vậy: rõ ràng 

2(mod 4) 4p p    ,loại.Nếu 3(mod 4)p  , tức là 4 3p k   với k nào đó. Đặt 
y=2n, theo định lý Fermat nhá, 1 1(mod )py p  , vì n không chia hết choĠ. 
 Nhưng ta có 2 1 0(mod )y p   nên: 

1 4 2 2 2 1 2 1( ) ( 1) (mod ) ( 1)(mod )p k k ky y y p p         , m©u thuÉn. VËy 1(mod 4)p  ! 
 Trở lại bài toán, giả sử có hữu hạn số nguyên tố có dạng 4k+1. Theo 
nguyên lí cực trị rời rạc, tồn tại số lớn nhất, giả sử là p. Khi đó đặt 2( !) 1N p  . 
áp dụng kết quả vừa chứng minh ta được N phải chia hết cho số nguyên tố nào 
đó có dạng 4k+1, rõ ràng điều này là không thể do cách chọn N, Từ đó ta có 
điều phải chứng minh! 
 
Bài 7: Giải phương trình nghiệm nguyên dương : 1 1 1 1

x y z
   . 

Giải: Giả sử x y z  .  

+) Nếu 1 1 13 1x
x y z

     , dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 3x y z   . 
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+)Nếu 1 1 12
2

x
y z

     

 *)Nếu 12 0y
z

   , loại. 

 *)Nếu 3 6y z   . 

 *)Nếu 1 1 14
2

y
y z

    , dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 4y z  . 

+)Nếu 1x   loại. 
Kết luận: ( , , ) {(3;3;3); (2;4;4); (2;3;6)}x y z   
IV/Mở rộng chuyên đề: 
1/Bổ đề Zorn: 
 Tập các số tự nhiên sắp thứ tự tốt. 
 Nghĩa là một tập bất kì các số tự nhiên luôn tồn tại số bé nhất. 
Ví dụ 8: (APMO 1989) 
 Chứng minh rằng phương trình 2 2 2 25 36 18 6n a b c    không có nghiêm 
nguyên ngoại trừ nghiệm 0a b c n    . 
Giải: Dễ thấy vế phải là bội của 3 nên n chia hết cho 3 suy ra c chia hết cho 3. 
Đặt 3 ; 3n m c d  ta được 2 2 2 25 4 2 6m a b d   .Bây giờ giả sử m,a,b,c là nghiệm 
với m bé nhất (luôn tồn tại), ta xét số dư (mod 16). Rõ ràng một số bình phương 
chia cho 10 dư là 0,1,4,9,16. Ta thấy m là số chẵn nên 25 0, 4    12(mod16)m hay . 
Tương tự 24 0;4(mod16)a  suy ra 2 22 6 0;4;12(mod16)b d   suy ra b,d đều là 

những số chẵn. Do vậy a không thể là số chẵn vì nếu không ( ; ; ; )
2 2 2 2
m a b d  là 

nghiệm của bài toán, trái với giả thiết m là bé nhất. Chia 2 vế cho 4 ta được 
2 2 2 25 2 6k a e f    với a là số lẻ, do đó k cũng là số lẻ. Suy ra 
2 25 4;12(mod16)k a  .Nhưng theo trên 2 22 6 4;12(mod16)e f  . Vậy phương trình 

đã cho không có nghiệm nguyên ngoại trừ 0a b c n     
2/Nguyên lí cực trị rời rạc và bất đẳng thức: 
a/Bất đẳng thức hoán vị: 
 Nếu 1 2 1 2.... , ....n na a a b b b       là các số thực dương và  

1 1min{ }, min{ }i i i ib b         
thì với mọi hoán vị không đồng nhất   cña {1,2,....,k}, ta có: 

( )i i i ib a b a    . 
Cách phát biểu khác: Giả sử: 1 2 1 2.... , ....n na a a b b b      . Đặt : 
 1 1 2 2 1 2 1 1.... , ....n n n n nA a b a b a b B a b a b a b        , 1 1 2 2 .... n nX a x a x a x    , 
trong đó 1 2( , ,...., )nx x x  là một hoán vị bất kì của các số 1 2( , ,...., )nb b b . 
 Khi đó ta có A X B  . 
Hệ quả: (Bất đẳng thức Chebyshev) 
 Với các bắt đẳng thức trên ta có: 

1 2 1 2( .... )( .... )n na a a b b bA B
n

     
  . 
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Dựa vào bất đẳng thức hoán vị ta còn có thể chứng minh một số bất đẳng 
thức kinh điển như sau: 
a.Bất đẳng thức nghịch đảo 
Cho 1 2; ; ; na a a  là n  số thực dương, khi đó ta có 

 1 2

2 3 1

naa a n
a a a

    

b. Bất đẳng thức Cauchy 
Cho 1 2; ; ; na a a  là n  số thực không âm, khi đó ta có 

1 2 1 2... ...n
n na a a n a a a     

Bất đẳng thức này có thể chứng minh bằng cách áp dụng trực tiếp bất đẳng thức 
nghịch đảo nếu ta giả sử 1 2... 1na a a  . 
 
Ví dụ 9: Trở lại ví dụ 6a với n=3 - Olympic Mĩ,1974. 

 Cho a,b,c >0. Chứng minh rằng : 3( )
a b c

a b ca b c abc
 

 . 
Giải: Ta giả sử a b c  . Khi đó ta có ln ln lna b c  . Theo định lý Chebyshev ta 
có: 1ln ln ln ( )(ln ln ln )

3
a a b b c c a b c a b c        đpcm. 

Ví dụ 10: (IMO 1978). 
 Cho dãy số nguyên dương phân biệt: 1 2( , ,...., )na a a . Chứng minh rằng với 

mọi 1n   ta cã: 1 2
2 2 2

1 1 1.... ....
1 2 1 2

naa a
n n

       . 

Giải: Giả sử 1 2( , ,...., )nx x x  là một hoán vị của 1 2( , ,...., )na a a sao cho 1 2 .... nx x x    
Do các số nguyên dương đã cho là phân biệt nên ix i i  . 
Theo bất đẳng thức hoán vị ta có: 

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1.... .... .... ....
1 2 1 2 1 2 1 2

n na xa a x x n
n n n n

                        (đpcm). 

Ví dụ 11: (IMO 1983) 
 Cho , ,a b c  là 3 cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng : 

2 2 2( ) ( ) ( ) 3a b c a b c a b c a b c abc         . 
Giải: Giả sử a b c   ta sẽ chứng minh : ( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c        . 
Thật vậy: ( ) ( ) ( )( ) 0c a b c b c a b b c b c a          . BÊt ®¼ng thøc cßn l¹i 
chứng minh tương tự.Từ đó:  

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b c a b c a b c a b c ba b c a cb c a b ac a b c
a b c a b c a b c a b c ca b c a ab c a b bc a b c

                

                
 

Từ đó dễ suy ra đpcm. 
Ví dụ 12: (IMO 1995) 
 Giả sö , ,a b c là các số thực dương và thoả mãn điều kiện 1abc  . 

Chứng minh rằng:   3 3 3

1 1 1 3
( ) ( ) ( ) 2a b c b c a c a b

  
  

. 

Giải:  
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Đặt 1 1 1; ;x bc y ca z ab
a b c

      . Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương 

với:  
2 2 2 3

2
x y z

z y x z y x
  

  
.Gọi vế trái là A! 

Giả sử x y z  . Khi đó: 2 2 2x y z   vµ 1 1 1
y z z x x y

 
  

. 

Theo bất đẳng thức hoán vị:  
2 2 2x y zA

y x z y x z
  

  
 và 

2 2 2x y zA
z x x y y z

  
  

 ,từ đó:  
2 2 2 2 2 2

31 1 1 3( ) ( ) 3
2 2 2 2

y x z y x zA x y z xyz
y x z y x z
  

       
  

.(đpcm) 

(Ta cũng có thể sử dụng bất đẳng thức Chebyshev). 
Ví dụ 13: (Iran-1997) 
 Giả sử 1 2, ,...., kw w w  là các số thực khác nhau có tổng khác 0. Chứng minh 
rằng tồn tại các số nguyên 1 2, ,...., kn n n  sao cho: 1 1 ... 0k kn w n w    và với mọi hoán 
vị không đồng nhất   của {1,2,....,k} ta có: 1 (1) ( )... 0k kn w n w    . 
Giải: Giả sử 1 2 .... kw w w   , đặt is w  , 1min{ }i iw w    và chọn số tự nhiên 

sN


 . Cho 1 2( , ,...., ) ( , 2 ,...., ) (1,1,....,1)kn n n N N kN p  , ở đó p là số nguyên duy 

nhất sao cho (0; ]i in w s . Khi đó ta có: 

( ) 0i i i in w n w N s N        ! 
b/Một phương pháp chứng minh bất đẳng thức: 
 Một phần không nhỏ các bất đẳng thức xảy ra dấu bằng khi các biến bằng 
nhau. Tuy nhiên khi giải các bài toán ấy trên tập rời rạc ( ví dụ tập số nguyên) 
thì không tồn tại các biến nếu chúng bằng nhau ("lẻ") mà cực trị đạt được khi 
"biên độ" của các biến là bé nhất.( ta tạm gọi " biên độ" của dãy   1

n
k kA a


 là 

max ,1A i ja a i j n      ). 
Ví dụ 14: Cho m và d là các số nguyên với 2m d  . Giả sử 1 2, ,..., nx x x  là các 
biến nguyên dương sao cho 1 2 ... nx x x m    . Tìm giá trị nhỏ nhất của 

2 2 2
1 2 ... nS x x x    . 

Giải: Gọi G là tập các giá trị của S, khi đó G khác rỗng và hữu hạn nên tồn tại 
giá trị nhỏ nhất của S. Dễ thấy nếu n m  hay giải bài toán trên bỏ điều kiện các ix  
nguyên thì S đạt giá trị nhỏ nhất khi 1 2 ... nx x x   . Tuy nhiên khi n không chia 
hết m thì không tồn tại các số 1 2, ,..., nx x x  nguyên như thế. Bây giờ ta chứng minh 
S  đạt giá trị nhỏ nhất khi "biên độ" x  của dãy 1 2, ,..., nx x x  là bé nhất. Thật vậy,ta 
chỉ xét trường hợp n không là ước của m, ta luôn có 1x  . Giả sử 1x    tồn 
tại 2 số, giả sử là 1 2,x x  có biên độ là  x >1, 1 2 1x x  . Khi đó ta thay 

1 2( , ,..., )nx x x x  bởi 1 2' ( 1, 1,..., )nx x x x    ta cã    'S x S x  vµ 'x x  . Cứ làm 
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như thế đến lúc nào đó ta nhận được x'' có biên độ bằng 1 và không thể thực 
hiện tiếp được nữa! 
 Lời giải bài toán này đưa ta tiếp cận đến một phương pháp chứng minh 
bất đẳng thức trên tập các số thực dựa vào khái niệm "biên độ" như ở trên! 
 Với trường hợp 2 số: chứng minh  , 0f a b  , ta giả sử  b a x   với 0x 
.Ta chứng minh bước tiếp theo bằng nhiều cách, ví dụ:  Xét hàm 
   ,g x f a a x  , chứng minh  ' 0g x   từ đó có ( ) 0g x   dấu "=" xảy ra khi và 

chỉ khi x=0 thay vào f,a,b ta có đpcm. 
 Với trường hợp 3 số ta có 2 hướng đi như sau: một là chứng minh bđt với 
dấu "=" xảy ra khi "biên độ" của 3 số=0; hai là chứng minh bđt với dấu "=" xảy 
ra khi "biên độ địa phương"=0 rồi đưa về trường hợp 2 biến. 
 Với trường hợp nhiều biến hơn ta làm tương tự. 
Ví dụ 12: Với a,b,c là các số thực dương, tìm min a b cS

b c c a a b
  

  
. 

Giải: Giả sử ( , , ) ( , )a b c a ca b c a c       . Đặt 0x a c b c     . Xét 

 
2

x c b cf x
b c c x b c x


  
   

. Có   2 2

1'
(2 ) ( )

b cf x
b c c x b c x

  
   

. Rõ ràng với 

0c x b c     ta có  ' 0f x f  là hàm đồng biến   ( )f x f b c x    .Khi đó 

a=b.Thay a=b vào S ta được 2 1 1 32
2 2 2 2 2

b b c b b cS
b c c b b b c b


        

  
 

Vậy 3min
2

S   khi a=b=c! 

V/Bài tập đề nghị: 
Bài 8: (IMO 1997) Cho 1 2; ; ; nx x x  là n  số thực thỏa mãn điều kiện  
 1 2| | 1nx x x    

 và 1| |
2i

nx 
  với 1;2; ;i n  . Chứng minh rằng nếu 1 2; ; ; .ny y y  là một hoán vị 

của 1 2| | 1nx x x    thì:  

 1 2
1| 2 |

2n
ny y ny 

    

Bài 9: (Putnam 1996) Cho 1 2{ ; ;...; }nx x x  là một hoán vị của tập {1; 2;...; }n . Tìm giá 
trị lớn nhất của biểu thức sau: 

1 2 1 2 1 1... n n nx x x x x x x x     
Bài 10: Cho n ( n>2) đường thẳng trong mặt phẳng, cứ 3 đường thẳng bất kỳ thì 
đồng quy. Chứng minh rằng n đường thẳng đồng quy. 
Bài 11: Cho tập n ( n>2 ) điểm trong mặt phẳng, cứ 3 điểm bất kỳ thì thẳng 
hàng. Chứng minh rằng n điểm cùng thuộc một đường thẳng. 
Bài 12: Cho n(>2)hình lồi bất kỳ trong mặt phẳng sao cho 3 hình bất kỳ có giao 
khác rỗng. Chứng minh rằng giao của n hình đó khác rỗng. 
Bài 13: Cho n(>1) điểm không cùng thuộc 1 đường thẳng trên mặt phẳng. 
Chứng minh rằng tồn tại một đường thẳng đi qua đúng 2 điểm. 
Bài 14: Tìm hàm f : N*→N* sao cho: 
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 i)  ( ( )) ( )f n f n f n  , 
 ii)  : 1o on f n  . 
Bài 15: Giải phương trình nghiệm nguyên dương sau: 3 3 33 9 27x y z xyz   . 
Bài 16: Chứng minh rằng không tồn tại ngũ giác đều có các đỉnh có toạ độ 
nguyên. 
 
VI. Tài liệu tham khảo 

1. Nguyễn Văn Mậu (Chủ biên): Chuyên đề chọn lọc tổ hợp và toán rời rạc 
2. Nhà xuất bản Giáo dục: Các bài thi Olympic Toán Trung học phổ thông 

1990-2006. 
3. Springer: IMO Compedium 1959-2004. 
4. Các tài liệu sư tầm trên mạng. 
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ỨNG DỤNG ĐỊNH LÍ HELLY 
GIẢI CÁC BÀI TOÁN HÌNH HỌC TỔ HỢP 

 
Nguyễn Văn Dũng 

THPT Chuyên Thái Bình 
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II. ĐỊNH LÍ HELLY  
  1. Định lí Helly trong mặt phẳng 
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ĐỊNH HƯỚNG CƠ BẢN VỀ PHƯƠNG TRÌNH HÀM 
 

THPT Chuyên Hà Nam 
 

 
I/ CƠ SỞ ĐỊNH HƯỚNG CƠ BẢN  

ĐỂ GIẢI MỘT PHƯƠNG TRÌNH HÀM 

Tiếp cận phương trình hàm, mỗi người có những cơ sở và phương pháp 
khác nhau. Tuy nhiên dựa vào đặc trưng của các hàm ta có thể xây dựng được 1 
số định hướng cơ bản như sau: 

1. Thế các giá trị biến phù hợp: Hầu hết các giá trị ban đầu có thể thế vào 
là: x = 0; x = 1 …; từ đó tìm ra 1 tính chất quan trọng nào đó hoặc các giá trị đặc 
biệt của hàm hoặc tìm cách chứng minh hàm số hằng. 

2. Quy nạp toán học: Đây là phương pháp sử dụng giá trị f(x) và bằng 

cách quy nạp với n  N để tìm f(n). Sau đó tìm )1(
n

f  và f(e) với r hữu tỷ. 

Phương pháp này thường áp dụng trong bài toán mà ở đó hàm f đã được xác 
định trên Q  từ đó mở rộng trên các tập số rộng hơn. 

3. Nghiên cứu tính đơn ánh và toàn ánh của các hàm luỹ thừa trong 
phương trình. Chứng minh tính chất này không phức tạp nhưng điều đó lại cho 
ta một kết quả quan trọng để tìm được đáp số bài toán. 

4. Tìm điểm cố định hoặc giá trị 0 của các hàm: Số lượng bài toán có sử 
dụng phương pháp này thường ít hơn số lượng bài áp dụng ba phương pháp nói 
trên. Tuy nhiên trong 1 số bài toán khó, việc tìm điểm cố định và giá trị 0 lại là 
điểm chốt quan trọng cho lời giải hoàn hảo. 

5. Sử dụng PT Cauchy và kiểu Cauchy. 

6. Nghiên cứu tính đơn điệu và tính liên tục của các hàm. Các tính chất 
này áp dụng trong phương trình Cauchy hoặc kiểu Cauchy. Các phương trình đó 
nếu không có tính chất đơn điệu, liên tục thì bài toán trở lên phức tạp hơn nhiều. 

7. Dự toán hàm và dùng phương pháp phản chứng để chứng minh điều dự 
đoán đúng. 

8. Tạo nên các hệ thức truy hồi: Phương pháp này thường được sử dụng 
trong pt mà các hàm có tính chất bị chặn hoặc tìm được mối quan hệ giữa 
f(f(n)), f(n) và n … n N. 
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9. Miêu tả tính chất chẵn, lẻ của hàm số 

10. Xét hàm trong hệ cơ số khác hệ cơ số 10 (hệ nhị phân, tam phân, …). 
Tất nhiên phương pháp này chỉ sử dụng khi miền xác định và miền giá trị của 
hàm là N (hay hàm xét trên tập số tự nhiên). 

Trên đây là một vài định hướng cơ bản khi giải PT hàm. Tuy nhiên để có 
được lời giải tối ưu, hãy thử giải bài toán bằng tất cả các phương pháp có thể … 

II/ PHƯƠNG TRÌNH CAUCHY VÀ KIỂU CAUCHY: 

 Phương trình có đặc trưng f(x+y) = f(x) + f(y) x, y R gọi là phương 
trình Cauchy. 

Đặc điểm của lớp phương trình này: Nếu hàm f xác định trên Q, bằng 
phương pháp quy nạp toán học cho ta kết quả f(x) = xf(1), xQ. Bài toán được 
mở rộng trên R cộng thêm các tính chất cho trước của hàm ta sẽ xác định được 
hàm f. Tuy nhiên với mỗi tính chất khác nhau sẽ cho ta các hàm khác nhau và do 
vậy lời giải bài toán cũng sẽ khác nhau. Các tính chất thường được cho trong bài 
toán là: 

+) Đơn điệu trên một khoảng (đóng; mở) thực nào đó 

+) Hàm liên tục 

+) Hàm bị chặn trên các khoảng (đoạn) 

+) Dương với các giá trị x ≥ 0 

+) Đơn ánh, toàn ánh …. 

Khi đó có thể giải được bài toán tổng quát: Tìm f : R  S 

Tìm f(x+y) = f(x) + f(y) 

Tuy nhiên, trong thực tế ta thường hay gặp các phương trình mà sau khi 
biến đổi giả thiết sẽ được phương trình Cauchy. Lớp phương trình đó gọi là 
phương trình kiểu Cauchy và có thể nêu ra 1 số đặc trưng sau. 

1. f liên tục thỏa mãn f : R  (0; +) và f(x+y) = f(x) f(y) là hàm có dạng 
f(x) = ax. Khi đó f(x) = logf(x) liên tục và thỏa mãn phương trình Cauchy. 

2. Mọi hàm liên tục f: (0; +)  (0; +) thoả mãn f(xy) = f(x) + f(y) cho 
ta hàm  f(x) = logax  g(x) = f(ax) liên tục và thỏa mãn đặc trưng phương trình 
Cauchy. 

3. Mọi hàm liên tục f: (0; +)  (0; +) thoả mãn f(xy) = f(x).f(y)  
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 f(x) = xt với 
b
alogt   và f(x) = b  g(x) = log(f(ax)) là hàm liên tục và 

thỏa mãn phương trình Cauchy. 

III/ BÀI TOÁN VÀ LỜI GIẢI: 

Dưới đây sẽ đề cập đến một số bài toán có lời giải được sử dụng những 
định hướng cơ bản đã nêu trên. 

 

Bài toán 1:  

Tìm tất cả các hàm f: Q  Q tìm f(x) = 2
f(xy) f(x)f(y) f(x y) 1


    

 (1) 

Nhận xét: Đây là 1 lớp ví dụ sử dụng phương pháp quy nạp toán học  

Lời giải: 

 Cho  x = 1 và y = n trong (1)  ta có: 

  f(n) = 2 f(n) – f(n+1) + 1  f(n+1) = f(n) + 1 nN 

  f(n) = n + 1 n N 

 +) Cho x = 0 và y = n  f(0) = f(0) (n + 1) – f(n) + 1 

      f(0) = f(0) (n + 1) – n - 1 + 1 

      nf(0) = n    n N 

 f(0) = 1  

+) Với mỗi z  Z , cho x = -1 và y = 1 trong (1) có f(-1) = 0 

+) Cho x = -1 và y = n  f(-n) = -f(n-1) + 1 = -n + 1 

     f(z) = z + 1 với mỗi z  Z 

+) Cho x = n, 
n
1y   ta có f(1) = (n + 1) f(

n
1 ) – f(n+

n
1 ) + 1 (2) 

Hơn nữa: Cho x = 1 và y = m + 
n
1   f (m + 1 + 

n
1 ) = f (m + 

n
1 ) + 1 

Theo phương pháp quy nạp  f(m + 
n
1 ) = m + f(

n
1 ). Từ (2) ta có 
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f(
n
1 ) = 

n
1  + 1   n N*. 

Mặt khác: Cho x = m và y = 
n
1  ta có: f(

n
m ) = 

n
m  + 1  

 f(r) = r + 1  rQ+
 

 +) Cho x = -1 và y = r ta có f(-r) = -f(r-1) = -f(r-1) + 1 = -r + 1 

 f(x) = x + 1 với mỗi x Q 

Thử lại: Từ xy + 1 = (x + 1)(y + 1) – (x + y + 1) + 1 

  x, y  Q   f(x) = x + 1  là hàm số cần tìm 

Bài toán 2: (Belarus 1997)  

Tìm tất cả các hàm g: R  R sao cho với mỗi số thực x và y ta có: 

 g(x + y) + g(x)g(y) = g(xy) + g(x) + g(y). 

Lời giải: 

+) g(x)  0 và g(x)  2 thỏa mãn bài ra. 
+) Giả sử g(x) khác hằng số.  

Bằng phương pháp quy nạp ta chứng minh được g(x) = x, x Q.  
Để chứng minh g(r + x) = r + g(x) và g(rx) = rg(x) với r Q và x R. 
Từ (2) cho r = -1  g(-x) = -g(x)  x R  g(x) là hàm số lẻ. 
Cho y = -x vào giả thiết  g2(x) = g(x2)  g(x)  0 x>0 

+) Giả sử g(x) < x  xR. Chọn rQ sao cho g(x) < r < x 
  r > g(x) = g(x - r) + r  r  Vô lý 
Tương tự: Giả sử g(x > x  R   Vô lý. 

 g(x) = x xR. Thử lại thỏa mãn 
Vậy g(x)  0; g(x)  2 và g(x) = x thỏa mãn. 

Bài toán 3: (BMO 1997-2000) Tìm tất cả các hàm f thỏa mãn. 
 f(xf(x) + f(y)) = y + f2(x)    x, y  R    (1) 
 Nhận xét: Đây là lớp bài chứng minh hàm số là hàm đơn ánh; toàn ánh -> 
sử dụng các tính chất của lớp hàm đó để khai thác bài toán.  
 Giải:  
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+ Cho x = 0 ; y  R => f (f(y) = y + f2 (0) => dễ chứng minh được f là 
toàn ánh. Mặt khác f đơn ánh =>  t sao cho f(t) = 0 => cho x = 0 và y = t ta có 
f(0) = t + f2 (0). 
 + Cho x = t => f(f(y) = y với  y  R  
 => t = f(f(t)) = f (0) = t + f2 (0)  => f(0) = 0 
 Thay f(x) trong giả thiết (1) ta có f (f(x) x + f (y) = y + x2    x, y  R 

 => f2(x) = x2  x  R =>  






Rxxxf
Rxxxf

)(
)(  

 Xét trường hợp 1: f(1) = -1 cho x = 1 trong (1) => f(1 + f(y)) = 1 + y 
 => (1 + y)2 = f2(1 + f(y)) = (1 + f(y))2 = 1 + 2f(y) + y2 
 => f(y) =  y    y  R 
 Xét trường hợp 2: f(1) = 1 cho x = -1 trong (1) => f(-1 + f(y)) = 1 + y 
 => (1 + y)2 = f2(-1 + f(y)) = (-1 + f(y))2 = 1 - 2f(y) + y2 
 => f(y) =  - y    y  R 
 Vậy f(x) = x và f(x) = -x,   x; y  R 
Bài toán 4:  (IMO 1979- Shortlist): Cho hàm f:  R  R, nếu hai số thực bất kỳ 
x, y thỏa mãn f (xy + x + y) = f(xy) + f(x) + f(y). CMR 
 f(x + y) = f(x) + f(y)    x; y  R 
 Nhận xét: Sử dụng việc lựa chọn các giá trị biến phù hợp để thay vào 
đẳng thức hàm cần thỏa mãn.  
 Giải: Giả thiết f(xy + x + y) = f (xy) + f(x) + f(y)  (1)   (x,y)  R 
 + Cho x = y = 0   (1) => f(0) = 0 
 + Trong (1) cho y = -1 => f(x) = -f(-x); thay y = 1 
  => f(2x + 1) = 2f(x) + f(1) 

=> f (2(u + v + uv) + 1) = 2f (u + v + uv) + f(1) = 2f(uv) + 2f(u) + 2f(v) + f(1) 

 u, v  R: 

Mặt khác: Thay x = u và y = 2v + 1 trong (1) ta có: 

  f(2(u+ v + uv) + 1) = f(u + (2v + 1) + u(2v+1)) 

      = f(u) + 2f(v) + f(1) + f (2uv + u) 

Suy ra: 2f(uv) + 2f(u) + 2f(v) + f(1) = f(u) + 2f(v) + f(1) + f(2uv + u) 

 => f(2uv + u) = 2f(uv) + f(u)   (2) 
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Trong (2) cho 
2
1

v  => 0 = 2f 







2
u  + f(u) = -2f 








2
u  + f(u) 

Do đó f(u) = 2f 







2
u  -> f(2x) = 2f(x)   x R 

Trong (2) suy ra f(2uv + u) = f(2uv) + f(u)   u, v R 

Đặt u = y và x = 2uv => f(x+ y) = f(x) + f(y)    x, y  R* 

Mặt khác: f(0) = 0 => f(x + y) = f(x) = f(x) + f(y)    x, y  R (đpcm) 

Bài toán 5: Tìm tất cả các hàm f: (0; + )  (0; +) thoả mãn  

  f(f(x) + y) = xf(1 + xy)   x, y  (0; +) 

 Giải:  + Hiển nhiên f(x) = 
x
1 là hàm thỏa mãn bài ra, ta sẽ chứng minh 

hàm f thỏa mãn đk bài ra là hàm không tăng trên (0; +) bằng phương pháp 
phản chứng. 

Thật vậy: giả sử với 0 < x < y ta có 0 < f(x) < f(y) 

Giả sử: )()()( yf
xy

xxfyyfz 



  

Thay x = x  và y bởi z – f(y) vào giả thiết và y bởi z – f(x) 

=> x = y vô lý. Vậy f là hàm không tăng. 

+ Ta chứng minh f(1) = 1. Thật vậy giả sử f(1)  1. Cho x = 1 vào giả 
thiết ta có f(f(1) + y) = f(1+y) -> f( (1) 1u f  ) = f(u) với u > 1  

=> f(x) là hàm tuần hoàn trên (1; +). Do f đơn điệu tuần hoàn => f là 
hàm hằng. Hơn nữa theo giả thiết => Vế trái là hằng, vế phải không là hằng => 
vô lý. Vậy f(1) = 1.  

+ Ta sẽ chứng minh f(x) = 
x
1 với x > 1  

Cho y = )()11)((11 xfx
x

xff
x

  

Giả sử f(x) > 
x
1  

=> f(f(x) - 11


x
)  f(1) và xf(x) > 1 -> vô lý 
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 Nếu f(x) < 
x
1  -> f(f(x) - 11


x

)  f(1) = 1 và xf(x) < 1  

 => Vô lý => f(x) = 
x
1  với x > 1 

 + Nếu  x < 1, đặt y = 
x
1 => f(f(x) + 

x
1 ) = xf (2) = 

2
x  

 Do 
x
1  1 => f(x) + 

x
xf

xx
1)(21

   x < 1 

 Vậy f(x) = 
x
1    x  (0; +) 

Bài toán 6: (IMO 2004 - Shortlist) tìm tất cả các hàm f: R -> R  

f(x2 + y2 + 2f(xy)) = f2 (x + y)     (1) 

Nhận xét:  Lời giải bài toán dựa trên phương pháp lựa chọn biến thích 
hợp và đổi sang hàm mới để tìm được giá trị gốc tại O. 

Giải:    z = x + y  (Phép đặt     4t  z2) 

   t = xy 

Đặt g(x) = 2 (f(x) - x) 

Từ (1) có: f(z2 + g(t)) = f2(z)   t, z,  R và 4t = z2   (2) 

Đặt c = g(0) = 2f(0) trong (2) cho t = 0 ta có:  

 f(z2 + c)  = f2 (z)    z  R      (3) 

+ Nếu c < 0, lấy z sao cho z2 + c = 0, từ (3) có f2(z) = 
2
c  vô lý => c  0  

Giả sử x > c => f(x)  0            (4) 

Nếu gọi là hằng số => C = 0 và f(x) = x 

Giả sử g(x) không là hàm hằng, gọi a, b R sao cho g(a) – g(b) = d > 0 

Với K đủ lớn, với mỗi u, v  K sao cho v2 – u2 = d, từ (2) (3) 

=> u2 + g(a) = v2 + g(b) => f(u) = f(v). Hơn nữa  

g(u) – g(v) = 2(v - u) = 
duu

d
 2

 

Với  > 0, xét đoạn [, 2] sao cho g(u) – g(v) bị chặn trên bởi M > 0 với 
u, v  [, 2] 
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Giả sử với x, y bất kỳ và y > x  2 M ;  < y2 – x2 < 2 

=>  u, v  M sao cho g(u) – g(v) = y2 – x2 => x2 + g(u) = y2 + g(v) 

Do x2  4u và y2  4v từ (2) => f2(x) = f2(y) 

Hơn nữa, không mất tính tổng quát ta giả sử 4M  c2 . Từ (4) => f(x) = f(y) 

Với x, y  2 M , y2 – x2  [, 2] => f(x) = k  x  N (N = 2 M ). 

Xét x > N trong (3) -> k2 = k => k = 0; 1 

Theo (3) có:  f(-z) = f(z) nên )(zf   1  z  -N 

Do đó g(u) = 2f(u) – 2u  - 2 – 2u  u  - N 

=> g là hàm không bị chặn. Do đó với mỗi z  Z sao cho z2 + g(t) > N  

và f2
 (z) = f(z2 + g (t)) = k = k2 

=> f(z) =  k với mỗi z  

+ Nếu k = 0 => f(x) = 0 (tm) 

+ Nếu k = 1 -> c = 2f(0) = 2.  Từ (4) => f(x) = 1 x  2 

Giả sử f(t) = -1 với t < 2. Khi đó t – g(t) = 3t + 2 > 4t 

Nếu t – g (t)  0 => với z R ta có Z2 = t – g(t) > 4t 

Từ (2) => f2(z) = f(z2 + g(t) = f(t) = -1 -> vô lý 

=> t – g(t) < 0 => t < 
3
2

 . 

Mặt khác, nếu X là tập con bất kỳ của (- ; 
3
2 ) 

=>    f(x) = -1  x X 

        f(x) = 1  x  X 

Vậy  f(x) = x    x  R;   f(x) = 0      x  R 

f(x) = 1,
1,

x X
x X

 
 

          X  (-; 
3
2 )  

Bài toán 7: Tìm tất cả các hàm  f: [1; +)  [1; +) thỏa mãn 

 i)  f(x)  2(1+x)         x  [1; +) 

 u) xf(x+1) = f2(x) – 1    x  [1; +) 
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 Nhận xét: Dựa vào điều kiện hàm f cần tìm => dùng phương pháp dự 
đoán hàm và chứng minh bằng phương pháp sử dụng tính chất hàm bị chặn tính 
chất đối lập. 

 Giải: Dễ thấy f(x) = x + 1 thỏa mãn bài ra. Ta sẽ chứng minh f(x) = x + 1 
là hàm duy nhất.  

 Thật vậy: Từ giả thiết -> f2(x) = xf(x+1) + 1  x (2(x+2) + 1 < 2 (x+1)2 

 => f(x) < 2 (x + 1)       x  [1; +) => f(x) bị chặn trên. Tương tự như 
trên có f2(x) < 21/4(1 + x)2 

 Quy nạp => f(x) < 
1
22 k (1+x)   k  N 

 Cho 
1

22 k  1 khi k  +. Cố định x => f(x)  x + 1   x  1. Ta cần 
chứng minh f(x)  x + 1  x  1 

 Thật vậy: Xét 2/1
2

1)(1)1(1)( xxxfxf
x
xf


  

 Hơn nữa f2(x)= 1 + xf(x+ 1) > 1 + x 2x  > x3/2 và quy nạp  

  f(x) >  
11
2kx


  => chuyển qua giới hạn -> f(x)  x 

 Sử dụng giả thiết => f2(x) = 1 + xf(x+1)  2)
2
1( x  => f(x)  x + 

2
1  

 Quy nạp => f(x)  x + 1 - 1
2k  => f(x)  x + 1  x  1 

   Vậy f(x) = x + 1  (đpcm) 

Bài toán 8: Tìm f: N*  N*  thỏa mãn      

(f(n) + m) = n + f(m + 2007)   m, n  N*  (1) 

Nhận xét: Bài toán này giải quyết bằng phương pháp sử dụng các tính 
chất của ánh xạ (đơn ánh). 

Giải: Trước hết ta chứng minh f đơn ánh. 

Thật vậy: Giá sử f(n1) = f(n2)  f(f(n1) + 1) = f(f(n2) + 1) 

 n1 + f(1 + 2007) = n2 + f(1 + 2007)  n1 = n2 f đơn ánh 

Mặt : Từ (1)   m, n  N* ta có 

f(f(n)) + f(1) = n + f(f(1) + 2007)  
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 f(f(n) + f(1)) = n + 1 + f(2007 + 2007) = f(f(n + 1) + 2007) 

Do f đơn ánh nên ta có: f(n) + f(1) = f(n+1) + 2007 

 f(n+1) – f(n) = f(1) – 2007. 

Đặt f(1) - 2007 = a N* 

Khi đó f(n) = n.a + 2007  a2n = n  n N* 

 a2 = 1  a = 1 (vì a N*)  f(n) = n + 2007 

Thử lại: f(n) = n + 2007  (thỏa mãn) 

Bài toán 9: VMO-2009 (Bảng B) 

Tìm f: R  R liên tục thỏa mãn f(x-y)f(y-z)f(z-x) + 8 = 0 x, y, z R  (1) 

Nhận xét: Dùng phương trình hàm Cauchy và khai thác tính chất liên tục 
của hàm. 

Giải:  

+) Cho x = t; z = -t và y = 6 ta có: 

f2(t)f(-2t) = -8  f(-2t) = 2

8
f (t)
 < 0  f(t) < 0 t R 

Đặt g(x) = ln (
2

f(x)


) f(x) = -2eg(x). Thay vào (1) ta có 

-8eg(x-y) + g(y-z) + g(z-x) = -8 g(x-y) + g(y-z) + g(z-x) = 0   (*) 

+) Trong (*) cho x = y = z = 0  g(0) = 0 

  Cho y = z = 0, x R  g(x) = g(-x) x R 

Suy ra g(x-y) + g(y-z) = -g(z-x) = g(x-y + y-z) 

 g(t+t’) = g(t) + g(t’) t, t’ R 

Do f liên tục suy ra g liên tục và thỏa mãn đặc trưng hàm Cauchy. 

 g(x) = ax  g(x) = -2eax = -2bx với b = ea > 0 

Thử lại: Thỏa mãn 

Bài toán 10: (IMO 1988) Tìm f: N* N* thỏa mãn 

i) f(1) = 1; f(3) = 3, f(2n) = 2n 

ii) f(4n + 1) = 2f(2n + 1) – f(n) 
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iii) f(4n + 3) = 3f(2n + 1) – 2f(n)   n N* 

Nhận xét: Dùng phương pháp sử dụng hệ đếm. Trong bài toán này ta quy 
ước ghi m = (bi bi-1...b1)k nghĩa là trong hệ cơ số k thì m = bibi-1 … b1. 

 

Giải:  

+) Tính 1 số giá trị của hàm số và chuyển sang cơ số 2 ta có thể dự đoán được. 

“n N*, n = (bibi-1 … b1) thì f(n) = (bibi-1 … b1)2”   (*) 

Ta sẽ chứng minh dự toán trên bằng phương pháp quy nạp. 

+) Với n = 1, 2, 3, 4 dễ kiểm tra (*) đúng 

+) Giả sử (*) đúng cho k < n, ta chứng minh (*) đúng cho n. (n ≥ 4). 

Thật vậy, xét các khả năng sau. 

* Nếu n chẵn, n = 2m, giả sử m = (bibi-1 … b1)2 khi đó 

       n = 2m   = (bibi-1 … b1 0)2  f(n) = f((bibi-1 … b10)2) 

= f(2m)  = f((bibi-1 … b1)2) = (b1b2 … bi)2 

  = (0b1b2 … bi)2  (*) đúng 

* Nếu n lẻ, n = 4m + 1, m = (bibi-1 … b1)2  n = (bibi-1 … b101)2 

 f(n) = f((bibi-1 … b101)2) = f(4m + 1) = 2f(2m + 1) – f(m) 

            = 2f((bibi-1 … b11)2) – f((bibi-1 … b1)2) 

            = (10)2(1b1b2 … bi)2 – (b1b2 … bi)2 

              = (10b1b2 … bi)2  (*) đúng 

* Nếu n lẻ, n = 4m + 3, tương tự k/n 2  (*) đúng  

Vậy (*) đúng và f là hàm thỏa mãn điều kiện (*). 

BÀI TẬP THAM KHẢO 

Bài 1: Tìm tất cả các hàm f: Z+  Z+ 

i) f(0) = 1 

ii) f(f(n)) = f(f(n + 2) + 2) = n n Z* 

Bài 2: Cho n  N, tìm các hàm f đơn điệu, f : R  R thỏa mãn  

f(x + f(y)) = f(x) + yn 
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Bài 3: (BMO - 2003) Tìm f : Q R tìm. 

i) f(x+y) – yf(x) – xf(y) = f(x)f(y)  –x - y + xy  x, y Q 

ii) f(x) = 2f(x+1) + 2 + x x Q 

iii) f(1) + 1 > 0 

 

Bài 4: IMO – Shortlist 1994. Tìm f : R+ R thỏa mãn 

f(x)f(y) = yf(
2
x ) + xf(

2
y ) x, y R+ 

Bài 5: (VMO - 2005).  

Tìm tất cả các giá trị  sao cho tồn tại duy nhất hàm f : R R thỏa mãn. 

f(x2 + y + f(y)) = f2(x) + y 

Bài 6: Tìm f : N*  N* thỏa mãn. 

i) 2f(m2 + n2) = f2(m) + f2(n) 

ii) Nếu m ≥ n thì f(m2) ≥ f(n2)   

Bài 7: Chứng minh rằng nếu hàm f: R+ R thỏa mãn. 

)
yx

2xyf()
2

yxf(


 = f(x) + f(y) 

Thì cũng thỏa mãn )xy2f( = f(x) + f(y) 

Bài 8: (IMC - 2001). Chứng minh rằng không tồn tại hàm f : R R thỏa mãn 

f(0) > 0 và f(x+y) ≥ f(x) + y f(f(x)) 

Bài 9: (Trung Quốc). Tìm hàm f : N* N* thỏa mãn 

1) f(1) = 1 

2) f(2n) < 6f(n) 

3)  3f(n) f(2n + 1) = f(2n)(3f(n) + 1) n N* (Dùng hệ đếm) 
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SỬ DỤNG VÉC TƠ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC HÌNH HỌC 
 

Nguyễn Thế Sinh 
THPT Chuyên Nguyễn Trãi – Hải Dương 
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ĐƯỜNG ĐỐI TRUNG TRONG TAM GIÁC 
                     

                                Trần Duy Bình 
THPT Chuyên Hà Nam 

 
1.Định nghĩa:  
         Trong tam giác ABC, đường thẳng đối xứng với đường trung tuyến AM 
qua đường phân giác trong AD gọi là đường đối trung của tam giác ABC xuất 
phát từ đỉnh A.      

                                                    
                                       
2.Một vài  tính chất của đường đối trung 
2.1.Đường đối trung chia trong cạnh đối diện thành những phần tỉ lệ với bình 
phương các cạnh kề. 

ܤܵ
ܥܵ =

ଶܤܣ

 ଶܥܣ
 
2.2.Đường đối trung xuất phát từ một đỉnh của tam giác đi qua giao điểm của hai 
tiếp tuyến với đường tròn ngoại tiếp của tam giác tại hai đỉnh kia. 
Chứng minh: 

                            
Xét tam giác ABC với (O) là đường tròn ngoại tiếp tam giác. Giả sử tiếp tuyến 
tại B và C cắt nhau tại D. Ta cần chứng minh AD là đường đối trung của tam 
giác ABC. 
Thật vậy: Gọi AM là đường thẳng đối xứng với AD qua đường phân giác trong 
góc A, M thuộc BC. Khi đó 

A

CMDSB

A

M
CB

D



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

143 
 

ܯܤ
ܥܯ

=
ܯܣ sinܯܣܤ

ܯܣ sinܯܣܥ
sinܤܥܣ

sinܥܤܣ =
sinܯܣܤ

sin ܯܣܥ
sinܤܥܣ

sin  ܥܤܣ

=
sinܦܣܥ

sinܦܥܣ
sinܦܤܣ

sinܦܣܤ =
ܦܥ ܦܣ.
ܦܤ.ܦܣ

= 1 

          Suy ra M là trung điểm BC, khi đó AM là đường trung tuyếncủa tam giác    
ABC. Vậy AD là đường đối trung của tam giác ABC. 
2.3.Ba đường đối trung của tam giác đồng quy tại một điểm. 
2.4.Đường đối trung xuất phát từ một đỉnh của tam giác là quỹ tích của những 
điểm có tỉ số khoảng cách đến hai cạnh kề của tam giác tỉ lệ thuận với độ dài của 
các cạnh. 
 3. Ví dụ áp dụng 
         Bài toán 1: 
                 Cho tam giác ABC, AD là đường đối trung ( D thuộc cạnh BC). Điểm     
M, N lần lượt nằm trên cạnh AB, AC sao cho ܤܯܦ = ܤܥܣ ܥܰܦ, =         .ܥܤܣ
Chứng minh rằng DM = DN. 
 

                                    
 
Lời giải: Dễ thấy    ∆ܥܤܣ∆ ~ ܯܤܦ ⇒ ܯܦ =  ܤܣ/(ܥܣ.ܤܦ)

ܥܤܣ∆ ~ ܰܥܦ∆ ⇒ ܰܦ =          ܥܣ/(ܤܣ.ܦܥ)
Suy ra 

ܯܦ
ܰܦ

=
ܤܦ
ܦܥ

.
ଶܥܣ

ଶܤܣ
                            (1) 

Theo tính chất 2.1 ta có  
ܥܦ
ܤܦ

=
ଶܥܣ

ଶܤܣ
                                   (2) 

Từ (1) và (20 suy ra ܯܦ =  .(đpcm)                                             ܰܦ
 Bài toán 2: 
             Cho tam giác ABC, AD là đường đối trung ( D thuộc cạnh BC). E thuộc 
đoạn AD. Gọi d1 là đường thẳng qua E cắt cạnh AC, BC lần lượt tại N,P sao cho 
ܥܲܰ = ܥܣܤ . Gọi d2 là đương thẳng qua E cắt cạnh AB, BC lần lượt tại M,Q 
sao cho ܤܳܯ = ܥܣܤ . Chứng minh QM = PN.                                     
 

B C

A

D

M
N
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     Lời giải: Qua E kẻ  IK// BC. Theo giả thiết có: ܰܲܥ = ܥܣܤ  và ܤܳܯ =
ܥܣܤ .           Suy ra tam giác PEQ cân tại E ⇒ QE = EP. 
Mặt khác, theo tính chất của đường đối trung áp dụng trong bài toán 1ta chứng 
minh được EM = EN. Vậy MQ = PN                                             (đpcm). 
    Bài toán 3: Gọi L là giao điểm ba đường đối trung của tam giác ABC. Từ L 
hạ  ba đường vuông góc LP, LQ, LR xuống ba cạnh tam giác ABC. Chứng minh 
L là trọng tâm tam giác PQR. 

Lời giải:                           
 
   Kéo dài RL một đoạn  sao cho LQ’’ = RL 
Theo tính chất 2.4        LR/AB = LQ/AC hay LQ’’/AB = LQ/AC  
                      hay     ܳܳܮᇱᇱ = ܥܣܤ  
   Suy ra LQ’’Q ~ ∆ABC 
Khi đó  LP // QQ’’ , LP đi trung điểm RQ nên LP là trung tuyến xuất phát từ 
đỉnh P của tam giác PQR.Tương tự  LQ cũng là trung tuyến của tam giác PQR. 
Vậy L là trọng tâm tam giác PQR. 
Bài toán 4: 
         Cho tam giác ABC, M là điểm bất kỳ. Gọi H, I, K là hình chiếu của M trên 
BC, CA, AB. Tìm vị trí M sao cho MH2 + MI2 + MK2 nhỏ nhất. 
Lời giải: 
         Ta có (a2+ b2+ c2)( MH2 + MI2 + MK2)  (aMH+ bMI + cMK)2

4.S2(ABC). 
suy ra MH2 + MI2 + MK2 ≥4.S2(ABC)/ a2+ b2+ c2 
           Đẳng thức khi M nằm trong ABC và MH/a= MI/b =MK/c hay M là giao 
điểm của ba đường đối trung. 
Bài toán 5: 
         Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn (O). Các tiếp tuyến với (O) 
tại A, C và BD đồng quy tại S. Chứng minh 

sin ܤܵܣ

sin ܤܵܥ
=
ଶܤܣ

ଶܥܣ =
ଶܦܣ

 ଶܦܥ

A

B CP

E
KI

N
M

D Q

A

B CP

Q
R

L
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Lời giải: 
           Gọi I là giao điểm AC và BD. 

sinܤܵܣ

sinܤܵܥ
=
(ܫܵܣ)ݐ݀
(ܫܵܥ)ݐ݀

=
ܫܣ
ܫܥ

 

Theo tính chất 2.1  
ܫܣ
ܫܥ =

ଶܤܣ

ଶܥܣ ;  
ܫܣ
ܫܥ =

ଶܦܣ

 ଶܦܥ
Suy ra đẳng thức cần chứng minh. 
Bài toán 6: (shortlist 2003) 
           Cho ba điểm phân biệt A, B, C theo thứ tự nằm trên một đường thẳng. 
Gọi (C) là đường tròn luôn đi qua A, C ( AC không là đường kính ). P là giao 
điểm của tiếp tuyến của (C) tại A và C. Giả sử (C) cắt đoạn PQ tại Q. Chứng 
minh rằng giao điểm của đường phân giác góc AQC và đường thẳng AC cố định 
khi (C) thay đổi. 
Lời giải:  
            Theo 2.1 và 2.2 ta có 

ܣܤ
ܥܤ

=
ଶܳܣ

ଶܳܥ
;
ܣܴ
ܥܴ

=
ܳܣ
ܥܳ

 

Suy ra 
ܣܤ
ܥܤ

=
ଶܣܴ

ଶܥܴ
 

Do đó R cố định.(đpcm) 
 
Bài toán7: (Polan2000) 
          Cho tam giác ABC cân tại C. P là điểm nằm trong tam giác sao cho 
ܯܲܣ = ܥܤܲ . Gọi M trung điểm AB. Chứng minh ܤܲܥ + ܯܲܣ  = 1800. 
Lời giải:    

                                                                                                                      
Vẽ đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác ABC 
Từ giả thiết ta có CB và AC là các tiếp tuyến của đường tròn (O). 
CP đối xứng PM qua phân giác góc APB. 

C

A
B

P

MI

O



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

146 
 

Kéo dài CP cắt AB tại I, khi đó ܫܲܤ = ܣܲܯ  
 Mà ܲܯܤ + ܥܲܣ = ܣܲܫ +  .= 1800ܥܲܣ
Suy ra ܤܲܥ + ܯܲܣ ܯܲܤ) -3600 = +  .)= 1800      (đpcm)ܥܲܣ
 
Bài toán 8:(VN-TST 2001) 
          Trong mặt phẳng cho hai đường tròn cắt nhau tại hai điểm A, B. Gọi PT là 
một tiếp tuyến chung của hai đường tròn đó( P, T là tiếp điểm). Các tiếp tuyến 
tại P, T của đường tròn ngoại tiếp tam giác APT cắt nhau tại S. Gọi H là điểm 
đối xứng của B qua PT. Chứng minh A, S, H thẳng hàng.  
 

                                      
Lời giải: Ta có ܲܤܶ = ܤܣܲ ܲܶܤ, = ܶܣܤ ⇒ ܶܤܲ +  ܶ = 1800ܣܲ
Suy ra ܲܪܶ +   .ܶ= 1800 ⇒ Tứ giác APHT nội tiếp đượcܣܲ
Khi đó ܶܪܣ = ܪܲܶ = ܶܲܤ = ܤܣܲ , do đó PH đối xứng với AB qua phân giác 
của ܲܣܶ. Giả sử AB cắt PT tại I, suy ra I là trung điểm PT. Suy ra AS đối xứng 
với AI qua đường phân giác góc ܲܣܶ. Vậy A, H, S thẳng hàng. 
 
4.Bài tập tương tự 
          Bài 1: (USA-TST-2007) Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O). 
Tiếp tuyến của (O) tại B,C cắt nhau tại T. Gọi S là điểm thuộc đường thẳng BC 
sao cho AS vuông góc với AT. B1, C1 nằm trên ST (C1 nằm giữa B1 và S) sao  
cho B1T = BT = C1T. Chứng minh rằng tam giác ABC đồng dạng tam giác 
AB1C1. 
          Bài 2: (USA 2008) Cho tam giác ABC nhọn,  không đều. Gọi M,N,P lần 
lượt là trung điểm của BC, CA, AB. Đường trung trực của AB và AC cắt AM tại 
D và E. BD cắt CE tại F nằm trong tam giác ABC. Chứng minh A, N, F, P nằm 
trên một đường tròn. 
         Bài 3: Từ một điểm S ở ngoài đường tròn tâm O, bán kính R vẽ hai tiếp 
tuyến ST, ST/ và cát tuyến SAB tới đường tròn. Đường thẳng kẻ từ A, vuông 
góc với OT cắt TT/ và TB tại C và D. Chứng minh AC = CD. 
 
 
 
 

A

B
P

T

S

H
I
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ỨNG DỤNG CỦA PHÉP NGHỊCH ĐẢO 
TRÊN MẶT PHẲNG 

                                                  
Nghiêm Thị Phương Thảo 

                                          Trường THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải Dương 
 
 
        Trong bài viết này , tôi sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về phép nghịch 
đảo và việc áp dụng phép nghịch đảo vào giải một số bài toán hình học phẳng. 
 
A.NHẮC LẠI LÝ THUYẾT CƠ BẢN 
I. Định nghĩa 
- Cho trước một điểm O và số thực k  0, với mỗi điểm M khác O ta dựng điểm 

'M  trên đường thẳng OM sao cho . 'OM OM k ,, khi đó ta nói 'M  là ảnh của M 
trong phép nghịch đảo tâm O, phương tích k ( hoặc hệ số k). Kí hiệu 
 

'
, :O kI M M . 

- Cho một hình F. Tập hợp ảnh của mọi điểm thuộc F qua phép nghịch đảo tâm 
O, hệ số k lập thành một hình  'F  gọi là ảnh của hình F. Vậy  

'
, :O kI F F . 

II. Tính chất 
Cho phép nghịch đảo  ,O kI , 0k  . 
1. Phép  ,O kI  là phép biển đổi 1- 1. 
2. Phép    , ,.O k O kI I   là phép biến đổi đồng nhất. 

3. Nếu   
' '

, : ,O kI A A B B   thì  ' 'A B AB  với 
.
k

OAOB
   

4. Ảnh của 1 đường thẳng d đi qua tâm nghịch đảo  chính là d 
5. Ảnh của 1 đường thẳng d không đi qua tâm nghịch đảo là 1 đường tròn đi 
qua tâm nghịch đảo. 
   CM:  

                                 
Từ O hạ OH  d. Xét 1 phép nghịch đảo tâm O biến H thành 'H , và 1 điểm M 
bất kì trên d thành điểm 'M .  

O H

M

M'

H'
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Vì  . ' . ' ' ' ' ' 'OM OM OH OH OHM OM H H M OM      , suy ra 'M  nằm trên  
đường tròn đường kính O 'H . 
Ngược lại với 'M  bất kì trên đường tròn đường kính O 'H ,đường thẳng O 'M  cắt 
d tại M thì dễ dàng suy ra M là ảnh của 'M  qua phép nghịch đảo tâm O nói trên. 
Vậy phép nghịch đảo tâm O biến đường thẳng d thành đường tròn đường kính O

'H . 
6. Ảnh của 1 đường tròn (C) đi qua tâm nghịch đảo O là 1 đường thẳng d không 
đi qua O  và đường thẳng đó song song với tiếp tuyến của (C) tại O. 

                                       
7. Ảnh của 1 đường tròn (C) không đi qua tâm nghịch đảo O  là 1 đường tròn 

 'C  - là ảnh của (C) qua phép vị tự tâm O tỉ số  
/( )O C

k k
p P

   . 

8.Phép nghịch đảo biến 2 đường tròn ( hoặc đường tròn và đường thẳng ) tiếp 
xúc với nhau thành 2 đường tròn tiếp xúc với nhau, hoặc thành 1 đường tròn và 
1 đường thẳng tiếp xúc với nhau, hoặc thành 1 cặp đường thẳng song song. 
Chứng minh TC8:  
- Nếu tiếp điểm không trùng với tâm nghịch đảo thì qua phép nghịch đảo các 
đường tròn đó (hoặc đường tròn và đường thẳng đó ) vẫn chỉ có 1 điểm chung , 
vậy chúng vẫn tiếp xúc với nhau. 
- Nếu 2 đường tròn tâm I, J  tiếp xúc với nhau tại điểm O thì qua phép nghịch 
đảo tâm O chúng biến thành cặp đường thẳng song song với nhau vì cùng song 
song với tiếp tuyến chung tại O của 2 đường tròn đã                            

I

O

M'

N'
N

M
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Cuối cùng nếu đường thẳng l tiếp xúc với đường tròn tâm I tại O thì qua phép 
nghịch đảo tâm O đường thẳng l biến thành chính nó còn đường tròn biến thành 
đường thẳng song song với tiếp tuyến tại O của nó tức song song với l. 
 
B. ỨNG DỤNG CỦA PHÉP NGHỊCH ĐẢO 
1. Xác định  ảnh của 1 điểm, 1 hình qua phép nghịch đảo 
BT1. Qua các điểm A và B của đường tròn (O, R) kẻ các đường tiếp tuyến cắt 
nhau tại điểm C. Điểm D  là trung điểm của đoạn thẳng AB. Chứng minh rằng 
phép nghịch đảo tâm O, hệ số 2R  biến C thành D. 
LG: 

       
Ta có OA = OB, CA = CB nên CO là trung trực của AB, suy ra CO đi qua trung 
điểm D của AB và CO AB D  .  
Trong tam giác vuông OAC ta có 2R = 2 .OA OD OC  suy ra đpcm. 
BT2. Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài (O). Từ M kẻ tiếp tuyến MT tới 
(O) với T là tiếp điểm. Chứng minh rằng phép nghịch đảo tâm M  hệ số  k = 

2MT  biến (O) thành chính nó.  
LG:   
   Trên  đường tròn (O) lấy 1 điểm A bất kì khác T. Gọi 'A  là giao điểm thứ 2 
của đường thẳng AM với (O).  
 Ta có 2 '

/( ) .M OP MT MA MA     2 2
'

, ,
: , : ( ) ( )

O k MT O k MT
I A A T T I O O

 
     . 

 

O
I J

I O

d

l

O C

A

B

D
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BT3. Cho đường tròn (O, R) và đường tròn (C) trực giao với nó .Chứng minh 
rằng phép nghịch đảo  2,O R

I  biến (C) thành chính nó. 

LG:  

                                        
  Vì (C) và (O, R) là 2 đường tròn trực giao nên OA là tiếp tuyến tại A của (C). 
Lấy M là 1 điểm bất kì trên (C) . Đường thẳng OM cắt (C) tại M’. Ta có  

2
/( ) . 'O CP OA OM OM   nên  2. 'OM OM R  suy ra M’ là ảnh của M qua phép 

nghịch đảo  2,O R
I . Vậy ảnh của (C) qua phép nghịch đảo này là chính nó. 

BT4. Cho nửa đường tròn đường kính AB, tâm O, bán kính R. Hai dây cung AC 
và BD của nửa đường tròn cắt nhau tại M. Chứng minh rằng phép nghịch đảo 
tâm I hệ số 2R  biến đường tròn đi qua 3 điểm M, C, D thành chính nó .         
LG:  
  Gọi giao điểm của AD và BC là N. Ta có 090ADB ACB     nên M, N, C, D 
nằm trên đường tròn đường kính MN hay N thuộc đường tròn đi qua 3 điểm M, 
C, D ( kí hiệu (MCD) ). 
  Mặt khác  DNM DCM DCA DBO ODM       OD là tiếp tuyến  của 
đường tròn (MCD). Tương tự cũng có OC là tiếp tuyến của (MCD). 

                                         

A
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  Giả sử  phép nghịch đảo tâm O hệ số 2R  biến đường tròn (MCD) không đi qua 
tâm nghịch đảo  thành đường tròn (C). Khi đó (C) là ảnh của đường tròn (MCD)  

qua   phép vị tự tâm O, tỉ số 
2

2
/( )

1
O MCD

k R
P OD

    ,, suy ra (C) trùng với (MCD). 

Vậy phép nghịch đảo nói trên biến đường tròn (MCD) thành chính nó. 
BT5. Cho tam giác ABC và một đường tròn ( I ) nội tiếp trong tam giác đó. Ta 
kí hiệu H là chân đường cao tam giác hạ từ A, D là tiếp điểm của BC và ( I ),  K 
là tiếp điểm của BC với đường tròn bàng tiếp của tam giác thuộc góc BAC, M là 
trung điểm của cạnh BC. Chứng minh rằng phép nghịch đảo tâm M hệ số 

2k MD , biến ( I ) thành chính nó, đường tròn Ơle của tam giác ABC thành 1 
đường thẳng d tiếp xúc với ( I ). 
LG:  

                       
Gọi N là giao điểm của tia AI với cạnh BC, J là tâm đường tròn bàng tiếp tiếp 
xúc với BC tại K. Các điểm A và N chia điều hoà đoạn IJ, do đó các điểm H, N 
chia điều hoà đoạn DK. Vì M cũng là trung điểm của DK nên ta có hệ thức 

2 .MD MN MH k   (1). 
Phép nghịch đảo tâm M, hệ số k biến đường tròn (I) không đi qua tâm nghịch 
đảo thành 1 đường tròn (I’) – là ảnh của (I) qua phép vị tự tâm M tỉ số 2   . 
Suy ra đường tròn (I’) trùng (I) hay phép nghịch đảo trên biến đường tròn (I) 
thành chính nó. 
Từ (1) ta suy ra phép nghịch đảo tâm M, hệ số k biến H thành N, do đó biến 
đường tròn Ơle đi qua H và M thành một đường thẳng d đi qua N. 
Gọi d’ là tiếp tuyến của đường tròn Ơle tại M, khi đó d’ // d. 
Ta còn phải chứng minh d tiếp xúc với (I). Phép vị tự với tâm là trọng tâm G của 
tam giác ABC, hệ số vị tự 2    biến 3 trung điểm 3 cạnh BC, CA, AB thành 3 
điểm A, B, C, do đó biến đường tròn Ơle thành đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC; biến d’ đi qua M thành đường thẳng x đi qua A song song với d’, do đó x 
// d . Cũng có x là tiếp tuyến với đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.  

N

I

A

B CH D

J

KM

d
d'

x
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Vậy ,
2 2
A AxAB ACB ANd xAN xAB ANd C ANH
 



               suy ra 

khoảng cách từ I tới d bằng ID hay bằng bán kính đường tròn (I) và d tiếp xúc 
với đường tròn (I). 
 
 
 
 
2. Tính các đại lượng hình học 
BT6. Cho 2 đường tròn (O, R) và (O’,R’) có OO’= a > 0. Gọi  1 1,O R  là ảnh 
của (O, R) trong phép nghịch đảo  2', 'O R

I ;  2 2,O R  là ảnh của  ', 'O R  trong phép 

nghịch đảo  2,O R
I . Tính 1 2,R R  theo R, R’, a. 

LG: 
Theo tính chất 7 đường tròn  1 1,O R  là ảnh của đường tròn (O, R) trong phép vị 

tự tâm O’, tỉ số 
2 2 2

2 2 2 2
'/( , )

' ' '
'O O R

R R R
P O O R a R

   
 

. Từ đó ta có  

2

1 2 2

' .RR R R
a R

 


 

Tương tự như vậy ta có  
2

2 2 2
. '

'
RR R

a R



. 

BT7. Cho đường tròn (O, r) nội tiếp tứ giác ABCD tiếp xúc với AB, BC, CD, DA 
theo thứ tự tại các điểm M, N, P, Q . Biết rằng tứ giác ABCD nội tiếp trong 
đường tròn bán kính R và khoảng cách giữa 2 tâm đường tròn bằng a. Tính tổng 

2 2MP NQ theo r, R. 
LG: 
Gọi x là bán kính đường tròn ngoại tiếp 1 1 1 1A B C D , suy ra 

2 2 2 2 24 4 16MP NQ a b x    (*).  
Gọi đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD, 1 1 1 1A B C D  lần lượt là    1 1, , ',O R O x .Khi 
đó  1 ',O x  là ảnh của  1,O R  qua phép vị tự tâm O, tỉ số  

 1

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1/ ,O O R

r r r Rrx R
P OO R a R a R

      
  

. Thay vào (*) ta có  

 
2 4

2 2
22 2

16 R rMP NQ
a R

 


.  

Chú ý a có thể biểu thị qua R và r. Thật vậy , gọi A’, B’ là giao của OA, OC và 
đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD. Ta có :  
OA. OA’= OC. OC’ 2 2R a   

2 2; ;sin sin 1
2 2sin sin

2 2

r r A COA OCA C      
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mà 0180A C
 

  nên 
2 2

2 2 2 2 2

sin sin1 1 12 2
A C

OA OC r r r
     (1). 

Gọi I là trung điểm A’C’, suy ra I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD. 
Xét tam giác OA’C’ với trung tuyến OI ta có  

                      
2

2 2 2 2 2 2 2' '' ' 2 2 2 2
2

A COA OC OI OI R a R        (2) 

Mặt khác 
2 2 2 2

' , 'R a R aOA OC
OA OC
 

   (3).  

Thay (3) vào (2) ta có   
 

2 2

22 2 2 2

21 1 a R
OA OC R a


 


 (4) 

Từ (1) , (4) suy ra  
                 22 2 2 2 22R a r R a    4 2 2 2 4 2 22 2 0a R r a R R r       
Vậy có thể tính a theo R, r. 
3. Chứng minh 3 điểm thẳng hàng ,4 điểm cùng nằm trên 1 đường tròn 
BT8. Cho tam giác ABC không cân . Đường tròn tâm( I, r) nội tiếp tam giác  
tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB tại A’, B’, C’. Chứng minh rằng tâm các 
đường tròn ngoại tiếp các tam giác AIA’, BIB’, CIC’ thẳng hàng. 
LG 
  Giả sử ' ' '', ' ' '', ' ' ''IA B C A IB A C B IC A B C      . 
  Trong tam giác vuông IAC’ có 2 2' ''.r IC IA IA   nên phép nghịch đảo tâm I, hệ 
số 2r  biến A thành A’’. Tương tự có  
                      2,

: '', '', ' ', ' ', '
I r

I B B C C A A B B C C      

   Suy ra phép nghịch đảo này biến đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
', ', 'AIA BIB CIC  thành các đường thẳng ' ", ' ", ' "A A B B C C . Mà 3 đường thẳng này 

là các đường trung tuyến của tam giác ' ' 'A B C  nên chúng đồng quy. 

                                 
  Từ đó suy ra 3 đường tròn ngoại tiếp các tam giác ', ', 'AIA BIB CIC có 1 điểm 
chung thứ 2 là J. Vậy mỗi đường nối tâm của 2 trong 3 đường tròn trên đều 
vuông góc với IJ tức 3 tâm thẳng hàng . 

A

B

C

A'

B'C' A"

C"B"
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BT9.Cho tam giác ABC trực tâm H. Từ A kẻ tới đường tròn đường kính BC 2 
tiếp tuyến AE, AF với E, F là 2 tiếp điểm . Chứng minh rằng E, F, H thẳng hàng. 
LG:  

                              
  Vì  2 ' '

/( ) . .A OP AE AB AC AH AA    nên phép nghịch đảo  
                                             2,

: , , '
A AE

I E E F F H A    

  Mà E, F, A, A’ nằm trên  đường tròn đường kính AO hay E, F, A’ thuộc 1 
đường tròn đi qua tâm nghịch đảo nên ảnh của nó qua phép nghịch đảo trên là 1 
đường thẳng. Từ đó  suy ra E, F, H thẳng hàng. 
BT10. Cho tam giác ABC không cân. Đường tròn (I, r)  nội tiếp tam giác tiếp 
xúc với các cạnh BC, CA, AB tại ', ', 'A B C  . Gọi giao điểm của các cặp đường 
thẳng BC và ' 'B C ; CA và ' 'C A ; AB và ' 'A B  lần lượt là M, N, E. Chứng minh 
rằng M , N, E thẳng hàng. 
LG: 
  Ta có ' ' '' ' , ' ' , ' ' . . 1

' ' '
C A A B B CC A B A C B A B A C B C
C B A C B A

      nên theo định lí Xêva 

có ', ', 'AA BB CC  đồng qui tại P. 
  Do ' 'B C  là trục đẳng phương của  đường tròn đường kính IA và đường tròn (I); 
BC là trục đẳng phương của đường tròn đường kính 'IA  và đường tròn (I) nên M 
thuộc trục đẳng phương của 2 đường tròn đường kính IA, 'IA . Gọi 'M  là giao 
điểm thứ 2 của 2 đường tròn này ta sẽ có M nằm trên đường thẳng 'IM . 
  Lại có ' , ' ' , ', 'IM IA IM IA A M A    thẳng hàng và ' 'IM AA . Vậy 

' ' 'IM M P M   thuộc đường tròn đường kính IP. 

H

O

F

B

C

A

A'

B'C'E
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Trong tam giác vuông 'IA M  ta có 2 2' . 'r IA IM IM  . Từ đó phép nghịch đảo tâm 
I, hệ số 2r  biến  'M  thành M.  
  Làm tương tự ta cũng có các điểm ', 'N E  , chúng cùng thuộc đường tròn đường 
kính IP và phép nghịch đảo trên cũng biến ', 'N E  tương ứng thành N, E.  
  Vì ', ', 'M N E  thuộc đường tròn đi qua tâm nghịch đảo nên ảnh của chúng M, N, 
E thuộc 1 đường thẳng. 
    Hai bài tập 9, 10 đều sử dụng 1 phương pháp để chứng minh 3 điểm  thẳng 
hàng . Đó là chứng minh chúng là ảnh của 3 điểm cùng nằm trên 1 đường tròn ( 
đi qua tâm nghịch đảo ) qua 1 phép nghịch đảo nào đó. Còn để chứng minh 4 
điểm cùng nằm trên 1 đường tròn ta chứng minh chúng là ảnh của 4 điểm  nằm 
trên 1 đường tròn không đi qua tâm nghịch đảo hoặc 3 trong 4 điểm này là ảnh 
của 3 điểm thẳng hàng qua 1 phép nghịch đảo với tâm chính là điểm còn lại. 
Tóm lại phần này ta sử dụng các tính chất 4, 5, 6, 7 về ảnh của 1 đường thẳng, 1  
đường tròn qua phép nghịch đảo.  
 BT11. Trên mặt phẳng cho 1 số hữu hạn điểm trong đó không có 3 điểm nào 
thằng hàng. Biết rằng mọi đường tròn đi qua 3 điểm đã cho bất kì chứa thêm 1 
điểm đã cho nữa. Chứng minh rằng khi đó tất cả các điểm đã cho cùng nằm trên 
1 đường tròn. 
LG:  
Giả sử A là 1 điểm trong số các điểm đã cho. Qua phép nghịch đảo tâm A, các 
đường tròn đi qua A biến thành các đường thẳng. Do đó tập M bao gồm các ảnh 
qua phép nghịch đảo đó của tất cả các điểm đã cho trừ A có tính chất là 1 đường 

A

B

C

I

C' B'
M

A'

N

E

P
M'
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thẳng đã đi qua 2 điểm của tập M thì sẽ chứa thêm 1 điểm nữa của tập M. Từ đó 
suy ra tất cả các điểm của tập M nằm trên 1 đường thẳng. Qua phép nghịch đảo 
tâm A đường thẳng đó biến thành đường tròn chứa tất cả các điểm đã cho. 
BT12. Cho tam giác ABC không cân và đường tròn (I, r) nội tiếp tam giác tiếp 
xúc với các cạnh BC, CA, AB tại ', ', 'A B C . Gọi P là giao điểm thứ 2 của 2 đường 
tròn đường kính IA, 'IA . Q là giao điểm của 2 đường tròn đường kính IB, 'IB . K 
là giao điểm của 2 đường tròn đường kính IC, 'IC . Chứng minh rằng P, Q, K, I 
cùng nằm trên 1 đường tròn.  
LG: 

                                       
Ta có phép nghịch đảo tâm I, hệ số 2r  biến 'A  thành 'A  nên nó biến đường 
thẳng BC thành đường tròn đường kính O 'A . Lại có phép nghịch đảo này biến 

"A  thành A nên biến đường thẳng ' 'B C  thành đường tròn đường kính OA. Vậy 
phép nghịch đảo  2,I r

I  biến ' ' 'P BC B C   thành giao điểm thứ hai P của 2 

đường tròn đường kính OA, 'OA . 
Tương tự gọi ' ' ', ' ' 'Q AC A C K AB A B     thì  2,

: ' , '
I r

I Q Q K K  . 

Mà theo bài 6 ta có ', ', 'P Q K  thẳng hàng P,Q, K nằm trên 1 đường tròn đi qua 
tâm nghịch đảo .Vậy I, P, Q, K nằm trên 1 đường tròn. 
BT13. Cho 4 đường tròn cùng đi qua 1 điểm P nhưng không có đường tròn nào 
chứa trong đường tròn nào. Hai đường tròn cùng tiếp xúc với đường thẳng l tại 
P còn 2  đường tròn kia cùng tiếp xúc với  đường thẳng m tại P. Các giao điểm 
khác của 4 đường tròn này là A, B, C, D. Chứng minh rằng A, B, C, D cùng nằm 
trên 1 đường tròn l m  . 
LG: 

A

B

C

I

A'

B'C' A"

C"B"
P
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Ta có phép nghịch đảo tâm P biến mỗi đường thẳng l, m thành chính nó; biến 
các đường tròn (O),      ' , , 'O I I  tương ứng thành các đường thẳng p, q, r, s. Khi 
đó ,p q l r s m     và phép nghịch đảo này sẽ biến giao điểm thứ 2 là P của 2 
đường tròn (O) , (I) thành giao điểm 'A  của 2 đường thẳng p, r. Tương tự phép 
nghịch đảo biến B, C, D tương ứng thành ', ', 'B C D .  
Dễ thấy tứ giác ' ' ' 'A B C D là hình bình hành. Từ đó tứ giác ABCD nội tiếp được 
khi và chỉ khi hình bình hành  ' ' ' 'A B C D  nội tiếp được ( vì phép nghịch đảo biến 
1 đường tròn không đi qua tâm nghịch đảo thành 1 đường tròn)  hay ' ' ' 'A B C D  là 
hình chữ nhật tức l m . 
BT14.  
a. Cho tam giác ABC. Trên các đường thẳng AB, BC, CA lấy các điểm P, Q, R 
tương ứng. Chứng minh rằng các đường tròn ngoại tiếp của tam giác APR, 
BPQ, CQR đồng quy tại một điểm. 
b. Cho 4 đường tròn 1 2 3 4, , ,S S S S . Giả sử 1 2,S S  cắt nhau tại 1 2,A A ; 2 3,S S  cắt nhau 
tại 1 2,B B ; 3 4,S S  cắt nhau tại 1 2,C C ; 4 1,S S  cắt nhau 1 2,D D . Chứng minh rằng nếu 
các điểm 1 1 1 1, , ,A B C D  nằm trên 1 đường tròn S ( hoặc đường thẳng) thì các điểm 

2 2 2 2, , ,A B C D  cũng nằm trên 1 đường tròn ( hoặc đường thẳng. 
LG: 

                       
a. Giả sử M là giao điểm của các đường tròn ngoại tiếp của các tam giác APR và 
BPQ, khác với điểm P. Khi đó  

C

O

O'

P I'I

m

l

A
B

D

p

q

r

A' B'

C'D'
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0 0 0 0360 180 180 180QMR QMP PMR QMP PMR BAC ABC ACB            
suy ra M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác CRQ. 
b. Xét qua phép nghịch đảo với tâm 1A .Gọi ảnh của 1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , ,A B C D A B C D  
tương ứng là * * * * * * * *

1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , ,A B C D A B C D . Khi đó các đường tròn 1 2, ,S S S  biến thành 
các đường thẳng * * * * * *

2 1 1 2 1 1, ,A D B A D B , các đường tròn 3 4,S S  biến thành các đường 
tròn * *

3 4,S S  ngoại tiếp quanh các tam giác * * * * * *
2 1 1 1 1 2,B C B C D D . Dựng đường tròn đi 

qua các giao điểm * * *
2 2 2, ,B D A . Như vậy các điểm * * * *

2 2 2 2, , ,A B C D  cùng nằm trên 1 
đường tròn. Suy ra các điểm 2 2 2 2, , ,A B C D  cùng nằm trên 1 đường tròn hoặc 1 
đường thẳng. 
 

 
BT15. Các cạnh của ngũ giác lồi ABCDE được kéo dài sao cho tạo thành hình 
sao 5 cánh AHBKCLDMEN. Quanh các tam giác cánh sao ngoại tiếp các 
đường tròn. Chứng minh rằng 5 giao điểm của các đường tròn đó khác A, B, C, 
D, E cùng nằm trên 1 đường tròn. 
LG: 
Bổ đề 1: Cho tứ giác EFDC. A là giao điểm của DF và CE; B là giao điểm của 
EF và CD. Chứng minh rằng các đường tròn ngoại tiếp các tam giác AEF, BCE, 
BFD, ADC cùng đi qua 1 điểm. 
Bổ đề 2: BT14b 
Vào bài: Giả sử P, Q, R, S, T là các giao điểm của các đường tròn 1 2 3 4 5, , , ,S S S S S  
nói ở đề bài. Ta chứng minh chẳng hạn P, Q, R, S cùng nằm trên 1 đường tròn. 
Dựng đường tròn   ngoại tiếp tam giác NKD  
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Áp dụng bổ đề 1 cho các tứ giác AKDE, BNDC ta được các đường tròn 4 5,S S , 
  cắt nhau tại 1 điểm P và các đường tròn 2 3, ,S S   cắt nhau tại 1 điểm S, suy ra 
  đi qua P, S. Bây giờ lưu ý rằng trong số 8 giao điểm của các đường tròn 

1 2 5, , ,S S S   có 4 điểm N, A, B, K thẳng hang, suy ra theo bổ đề 2 thì 4 điểm còn 
lại P, Q, R, S cùng nằm trên 1 đường tròn. 
BT16. Cho tam giác ABC. Đường thẳng d cắt 3 cạnh BC, CA, AB tại ', ', 'A B C . 
M là 1 điểm nằm trong tam giác ABC và không nằm trên đường thẳng d. Các 
đường thẳng MA, MB, MC cắt d tại , ,a b cM M M .Chứng minh rằng các đường 
tròn ngoại tiếp các tam giác ', ', 'a b cMM A MM B MM C  đồng quy.  
LG:  
Xét phép nghịch đảo  ,1 : 'MI A X  

                                            'B Y  
                                         'C Z  
                                         *

a aM M  
                                          *

b bM M  
                                          *

c cM M  
Vì ', ', ', , ,a b cA B C M M M  thẳng hàng nên X, Y, Z, * * *, ,a b cM M M  nằm trên 1 đường 
tròn đi qua  M. 

c1

R

T

Q

A

E

CB

N

K

M

H
L

D
P

S
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Lại có phép nghịch đảo nói trên biến các đường tròn ngoại tiếp tam giác 
', ', 'a b cMM A MM B MM C  tương ứng thành các đường thẳng * * *, ,a b cXM YM ZM . 

Vậy để có điều phải chứng minh ta cần chứng minh * * *, ,a b cXM YM ZM  đồng quy. Sử 
dụng định lí Mênênaúyt trong tam giác ABC, MAB, MAC ta có  

               
* * *

* * *

'' '. . . . 1
' ' '

c a b a c b

a c b c a b

YM M M M M M CXZ A C
XY M M M Z A B B M M M

   

Vậy suy ra đpcm. 
4. Sử dụng tính chất 8 
BT17. Cho 4 đường tròn mà mỗi đường tròn tiếp xúc ngoài với 2 đường tròn 
khác. Chứng minh rằng các tiếp điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn.  
LG:   
Xét qua phép nghịch đảo tâm A. Gọi ảnh của A, B, C, D tương ứng là 

', ', ', 'A B C D . 
 
 

 
Khi đó các đường tròn đã cho biến thành một cặp đường thẳng song song và 2 
đường tròn tiếp xúc với nhau . Để chứng minh 4 điểm A, B, C, D nằm trên 1 
đường tròn hay đường tròn qua 3 điểm B, C, D đi qua tâm nghịch đảo ta sẽ 
chứng minh 3 điểm ', ', 'B C D  thẳng hàng.  
Thật vậy, giả sử K, L là các tâm của các đường tròn. Khi đó L, 'C , K thẳng hàng 
vì 2 đường tròn tâm K, L tiếp xúc với nhau; ' 'LB KD  vì chúng cùng vuông góc 
với các đường thẳng song song, do đó ' ' ' 'LB C KD C  . Từ đó 

' ' ' 'LC B KC D   suy ra ', ', 'B C D  thẳng hàng.  
BT18. Cho tam giác ABC có chu vi 2p cho trước. Các điểm E, F nằm trên 
đường thẳng AB sao cho CE = CF = p. Chứng minh rằng đường tròn bàng tiếp 
 1k  ứng với cạnh AB của tam giác ABC tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp  k  
của tam giác CEF. 
LG:  
Gọi P, Q là tiếp điểm của  1k  với CA, CB . Khi đó ta có CP = CQ = p = CE = 
CF suy ra 4 điểm P, Q, E, F cùng nằm trên 1 đường tròn tâm C bán kính p. 
Xét phép nghịch đảo    2,

:
C p

I P P  

                                              Q Q  
                                             E E  
                                             F F   

C'B

A

C

D
K

L

D'

B'
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nên       2 1 1,
:

C p
I k k  

                   k AB  
Mà AB tiếp xúc với đường tròn  1k nên  k  tiếp xúc với  1k . 

       
BT19. Cho đường tròn tâm O. Dựng 2 đường tròn    1 2,O O  tiếp xúc ngoài với 
nhau tại S và tiếp xúc trong với (O). Tiếp tuyến chung ngoài của    1 2,O O  cắt 
(O) ở B, C. Tiếp tuyến chung trong của chúng cắt (O) ở A và A cùng phía S đối 
với BC. Chứng minh rằng S là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.   
LG:   
+ Gọi giao điểm thứ hai của đường thẳng  AS  với (O) là K.  
+ Xét phép nghịch đảo tâm K, hệ số 2KS  : 

                            
Vì đường tròn  1O  không đi qua tâm nghịch đảo nên ảnh của nó là 1 đường tròn 
 '1O  và   '1O  cũng  là ảnh của  1O  qua phép vị tự tâm K tỉ số  

 1

2 2

2
/

1
K O

KS KS
KS

   


, suy ra    '
1 1O O .  

Tương tự ta cũng có ảnh của đường tròn  2O  qua phép nghịch đảo trên là chính 
nó. 
Ta có       2 1 1,

:
K KS

I O O  

                       2 2O O  

C

P Q

E

F

A
B

S
OB

C

A

K
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                     'BC O  
mà BC tiếp xúc với    1 2,O O  nên  'O  tiếp xúc với    1 2,O O  lại có  'O đi qua 
tâm nghịch đảo K suy ra  'O  trùng với (O).  
Vậy phép nghịch đảo trên biến đường thẳng BC thành đường tròn (O) mà K, B, 
C nằm trên (O) nên phép nghịch đảo biến mỗi điểm B, C thành chính nó. Từ đó 
có KB = KC = KS hay S là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
5. Tìm tập hợp điểm ( hay giải bài toán quỹ tích) 
    Giả sử phải tìm quỹ tích các điểm M. Phương pháp trong phần này là ta chọn 
1 phép nghịch đảo xác định để biến M thành M’. Sau đó tìm quỹ tích M’ như 1 
bài toán quĩ tích hoàn chỉnh. Giả sử quỹ tích M’ là hình (H’). Sau đó qua phép 
nghịch đảo ngược của phép nghịch đảo trên (H’) biến thành (H), chính  là quỹ 
tích của M. 
BT20. Cho 2 đường tròn (O, R) và (O’, R’) nằm ngoài nhau. Trên đường tròn 
(O) lấy điểm M . Từ M kẻ tới đường tròn thứ hai hai tiếp tuyến MA, MB với A, B 
là tiếp điểm . Gọi H là giao điểm của AB và MO’. Tìm tập hợp điểm H khi M 
thay đổi trên (O). 
LG: 

                  
Chứng minh giống BT1 ta có phép nghịch đảo tâm O’, hệ số 2'R  biến M thành 
H, mà M chạy trên đường tròn (O) nên tập hợp điểm H là ảnh của  đường tròn 
(O) qua phép nghịch đảo trên, tức là 1 đường tròn (S) – là ảnh của (O) qua phép 

vị tự tâm O’, tỉ số 
2 2

2 2
'/( )

' '
'O O

R R
P O O R

  


. 

BT21. Cho đường tròn (O, R) và điểm cố định M không trùng với tâm O và 
không nằm trên đường tròn (O, R). Một đường thẳng d đi qua M cắt đường tròn 
đã cho tại hai điểm A, B. Gọi C là giao điểm các tiếp tuyến của đường tròn đã 
cho tại A và B. Tìm tập hợp điểm C khi d biến thiên. 
LG: 

O O'

M

A

B

H
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Gọi H là giao điểm của OC và AB, khi đó OH.OC = 2R . Phép nghịch đảo  2,O R

I  

biến H thành C. Vì H nằm trên đường tròn đường kính MO nên ảnh của đường 
tròn đó trong phép nghịch đảo này là đường thẳng   đi qua C. Gọi 1 2,H H  là các 
giao điểm của 2 đường tròn (O) và đường tròn đường kính OM. Dễ thấy 1 2,H H  
biến thành chính nó qua phép nghịch đảo trên, suy ra 1 2H H   .  
BT22. Cho (C) là đường tròn tâm O bán kính R. Hai đường thẳng cố định d, d’ 
vuông góc với nhau tại O. Điểm M chạy trên (C). Tiếp tuyến của (C) tại M cắt d, 
d’ tại A, B. Trục đẳng phương của (C) và (OAB) cắt d, d’ tại C, D. Tìm quỹ tích 
trung điểm N của CD. 
LG:       

O M

A

B

C

Hd

H1

H2

M'
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Xét phép nghịch đảo  2,O R

I  biến mỗi điểm E, F thành chính nó nên biến đường 

tròn (OAB) thành đường thẳng CD 
Do đó  2,

: ,
O R

I A C B D  , suy ra OM đi qua trung điểm N của CD. 

Kéo dài OM cắt (OAB) tại M’. Vì AB là đường kính của đường tròn (OAB) nên 

OM = MM’ và  2

2
2

,
: ' . ' ,

2O R

RI M N ON OM R ON OM     . 

Xét phép nghịch đảo 2
,

2

:
RO

I M N
 
  
 

  mà M chạy trên (C) nên quỹ tích N là đường 

tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép nghịch đảo này. Đó chính là đường tròn (O, 
2
R

). 
BT 23. Trên mặt phẳng cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm O. Giả sử M 
là một điểm  không nằm trên (O), MA, MB, MC cắt (O) lần lượt tại A’, B’, C’. 
a) Chứng minh rằng : với M ở trong (O) ta có ' ' ' '. '. '

. .
A B C

ABC

S MA MB MC
S MA MB MC




  

b) Tìm tập hợp các điểm M sao cho ' ' 'A B C  vuông. 
LG:   
a) Ta có /( ) . ' . ' . 'M OP MA MA MB MB MC MC k     
Xét phép nghịch đảo  ; : 'M kI A A  

                                           
'
'

( ) ( )

B B
C C
O O





 

Theo tính chất của phép nghịch đảo ta có  

O

E

A

M

B

F

M'

C

D

N

d

d'
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                . . .
' ' ; ' ' ; ' '

. . .
k AB k BC k CA

A B B C C A
MA MB MB MC MA MC

     (1) 

Mặt khác lại có ' ' '
. . ' '. ' '. ' ';
4 4ABC A B C

AB BC CA A B B C C AS S
R R     

' ' ' ' '. ' '. ' '
. .

A B C

ABC

S A B B C C A
S AB BC CA




    (2) 

Thay (1) vào (2) ta có đpcm. 
b) Giả sử ' ' 'A B C  vuông tại A’ thì OPQ ' ' ' 'A B A C  nên B’C’ đi qua O suy ra 
B’C” trực giao với (O). Qua phép nghịch đảo như trên (O) biến than (O), đường 
thawnge B’C’ biến thành đường tròn (MBC), Từ đó (MBC) trực giao với (O). 
Vậy quĩ tích của M là đường tròn trực giao với (O) và đi qua B, C. 
Tương tự nếu ' ' 'A B C  vuông tại B’ 
6. Một số bài toán khác       
BT24. Ta gọi tỉ số kép của các điểm A, B, C, D trên mặt phẳng là số :AC AD

BC BD
. 

Chứng minh tỉ số kép không đổi qua phép nghịch đảo. 
LG:  
Giả sử O là tâm nghịch đảo. Xét phép nghịch đảo tâm O, hệ số 1, ta có ảnh của 
A, B, C, D tương ứng là A’, B’, C’, D’. Từ đó có  

' ' , ' ' , ' ' , ' '
. . . .

' ' ' ': :
' ' ' '

AC BC AD BDA C B C A D B D
OA OB OB OC OA OD OB OD

A C A D AC AD
B C B D BC BD

   

 
 

BT 25. Giả sử 1 2... nA A A  là n – giác đều. M là điểm bất kì trên cung 1 nA A  của 
đường tròn ngoại tiếp đa giác, i id MA . Chứng minh rằng 

1)   
1 2 2 3 1 1

1 1 1 1...
n n nd d d d d d d d

     

2)   Nếu n lẻ thì 1 3 2 4 1... ...n nd d d d d d        . 
LG:   
1)Giả sử độ dài cạnh của n – giác đều bằng a. Qua phép nghịch đảo tâm M, hệ 
số 1, các đỉnh 1 2, ,..., nA A A  tương ứng biến thành các điểm thẳng hàng 

1 2' , ',..., 'nA A A ; và đường tròn ngoại tiếp n – giác biến thành đường thẳng 1' 'nA A .  

Ta có ' ' ' ' ' '
1 1 2 2 3 1' ' ...n n nA A A A A A A A    . Nhưng ' ' 1

1
1 1. .

k k
k k

k k k k

A A aA A
MA MA d d




 

  , vậy suy 

ra đpcm. 
2) Nếu n lẻ, đặt b = 1 3 2 4 2... nA A A A A A   . Khi đó sau khi biểu diễn độ dài của 
các đoạn thẳng trong các đẳng thức: 

' ' ' ' ' ' '
1 3 1 2 2 3 2 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2;...; ' ' ' ' '; ' ' ' ' ' '; ' ' ' ' ' 'n n n n n n n n n n n nA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A            

qua a, b, id  ta được 
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2 1 1 2

2 1 1 2

1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 1 2 1 1

1 1 , 1, 2
. . .

1 1

1 1

; ,..., ;

k k k k k k

n n

n n n n

n n n n n

b a k n
d d d d d d

b a
d d d d d d

b a
d d d d d d

bd a d d bd a d d bd a d d bd a d d

   

 

  

 
     

 
 

  
 
 

  
 

         

 

Lấy tổng các đẳng thức lẻ trừ đi tổng các đẳng thức chẵn ta được  
       
     
1 3 2 4 1 2 4 1 2 4 1

1 3 2 4 1

1 3 2 4 1

... ... 2 ... 2 ...

2 ... ... 0

... ...

n n n n

n n

n n

b d d d b d d d a d d d a d d d

b a d d d d d d

d d d d d d

  





              

           
       

BT26. Cho đường tròn ngoại tiếp đa giác 2n cạnh 1 2 2... nA A A . Giả sử 1 2 2, ,..., np p p  
là khoảng cách từ 1 điểm M bất kì trên đường tròn đến các cạnh 

1 2 2 3 2 1, ,..., nA A A A A A . Chứng minh rằng 1 3 2 1 2 4 2... ...n np p p p p p  . 
LG: 
Xét phép nghịch đảo tâm M. Khi đó đường tròn biến thành đường thẳng 1 2' ' nA A
.Giả sử p là khoảng cách từ M đến đường thẳng 1 2' ' nA A . Vì 2 1 2 1' 'MA A MA A   
còn 1p , p là độ dài các đường cao hạ từ M nên suy ra 

2

1 1 2 1 1 2

2 1 2 1

.
' ' ' '

p MA MA p MA MA
p MA MA p MA MA

 
    

 
 

Tương tự   
2

1

1

. , 1,
' . '

i i i

i i

p MA MA i n
p MA MA





 
   

 
. 

Nhân theo vế ta được  

                    2 2
1 2 2 1 2 4 21 2 2

2 2
1 2 2

... .... ...
' . ' ... '

n nn
n n

n

p p p p p pMA MA MA
p MA MA MA p

   đpcm. 

BT27. Cho đường tròn (C) có tâm O, bán kính R. Điểm A ở trong hình tròn và 
khác O. Đặt OA = d. Hai đường tròn thay đổi (S) và (K) luôn tiếp xúc ngoài 
nhau tại A đồng thời (S) tiếp xúc với (C) tại M và (K) tiếp xúc với (C) tại N. Tìm 
giá trị ngắn nhất của MN. 
LG: 
Xét phép nghịch đảo tâm A, hệ số k = 2 2

/( )A CP d R  . Khi đó  
                                      , : ( ) ( )A kI C C  

                                              '
'

M M
N N




 

                                             ( )S  đường thẳng a tiếp xúc với (C) tại M’ 
                                              ( )K  đường thẳng b tiếp xúc với (C) tại N’ 
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2 2 2 2

2 2

2 2

1 1'. ' ' '
2 2

2

AM AN AM AN d R

R R d
MN

R d

   


 



 

BT28. Cho (C) là đường tròn tâm O, đường kính AB. Điểm I thuộc đoạn AB và 
khác A, B. Một dường thẳng d thay đổi qua I cắt (C) tại P, Q, d không trùng AB. 
AP, AQ cắt tiếp tuyến tại B của (C) tại M, N. Chứng minh rằng đường tròn (K) 
ngoại tiếp tam giác AMN luôn đi qua 1 điểm cố định. Từ đó suy ra các tâm của 
(K) chạy trên 1 đường thẳng cố định. 
LG: 
Xét phép nghịch đảo tâm A, hệ số k = 2AB . Khi đó  
            , :A kI B B  

                 

( )C MN
P M
Q N





 

O

A

M

N

M'

N'

a

b
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                  đường thẳng d không qua A (K) 
Lại có  , : 'A kI I I  cố định, ' ( )I d I K    nghĩa là (K) đi qua điểm cố định I’. 
Vì (K) đi qua 2 điểm cố định là A và I’ nên tâm của (K) chạy trên đường trung 
trực của AI’. 
BT29. Cho BC là dây cung khác đường kính của (O). Điểm A thay đổi trên cung 
lớn BC. Đường tròn nội  tiếp ABC  tiếp xúc CA, AB tại N, M. Các đường thẳng 
OM, ON tương ứng cắt (OAB), (OAC) tại P, Q. 
a)Chứng minh rằng: đường tròn (OPQ) luôn tiếp xúc  với 1 đường tròn cố định. 
b) Tìm vị trí cuả A để bán kính đường tròn ngoại tiếp OPQ  lớn nhất 
LG:  
Ta có APO ABO BAO      suy ra 2 tam giác OAP và OMA nên có 

2 .OA ON OQ .Tương tự có 2 2 .R OA OP OM  . 
Xét phép nghịch đảo  2,

: , ( )
O R

I P M Q N OPQ MN    . 

Do đó để chứng minh (OPQ) luôn tiếp xúc với 1 đường tròn cố định ta chứng 
minh MN luôn tiếp xúc với 1 đường tròn cố định không đi qua O. 
Gọi K là trung điểm BC, AT MN. Ta có  

                
 

 

/ / /
1 1 . .
2 2

1 1 1 A. . os
2 2 2 2

K MN B MN C MN
BM CNd d d AT AT
AM AN

AT BM CN AT BC BC c
AM AM

     
 


  

 

Vậy MN luôn tiếp xúc với đường tròn cố định 1; cos
2 2

AK BC 
 
 

. 

 
    
 

OA B

P

Q

N

M

I
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M

O

D

CB

A

Q

D

B

O

C

P

A

M

MỘT VÀI BỔ ĐỀ TRONG HÌNH HỌC EUCLIDEAN 
 

                                                                                 Phạm Văn Ninh 
THPT Chuyên Hạ Long – Quảng Ninh  

 
I. Xây dựng đường đối trung tuyến 
   Cho ABC  nội tiếp đường tròn T; 2 tiếp tuyến tại B và C gặp nhau tại D. 
CMR: AD là đường đối trung của ABC . 
Nhận xét: Ta có thể đưa ra 2 lời giải cho bài toán trên. 
C1: Sử dụng thẳng (trực tiếp) ĐL Sin cho   (cách suỹ nghĩ hiển nhiên). 
C2:   ~ (cách suy nghĩ thông minh hơn 1 chút) 

Bài làm 
Cách 1 : Ta thấy đpcm   1A = 2A                                                
Bởi vì cùng xét trong 1 góc A nên 
ta luôn phải nghĩ đến tính 

   
MAB

A
DAC

A
sin

sin
sin

sin 21    ?             (1) 

hoặc sin A1 = sin A2 (2) 
Nhưng ta lại thấy có điều kiện cạnh 
bằng nhau như sau BD = DC, BM = MC 
nên rất thuận lợi khi c/m (1) 

Ta có: 
ACD
ABD

CDACDAD
ADBDADB

DAC
A

sin
sin

.sin.
..sin

sin
sin 1   

  để ý tinh một chút 
     ta thấy  ABD  = B  + A , ACD = C  + A , 

  const
B
C

AC
AB

DAC
A






sin
sin

)sin(
)sin(

sin
sin 1            (   đẹp phải không ? ) 

Vậy điều cần phải chứng minh là:    
B
C

MAB
A

sin
sin

sin
sin 2      

   
Giờ thì lại rất đơn giản vì ta đã xác định được  
hướng đúng nên cách chứng minh rõ ràng hơn. 

Có 
B
C

AC
AB

MBAMBAC
ABAMCMC

MAB
A

sin
sin

.sin.
.sin.

sin
sin 2      

 đpcm  !!! 
Cách 2: Ta thấy liệu có cách nào mà biến 
AD thành 1 trung tuyến của 1  nào đó 
mà có t/c tương tự như M trong   ABC không? 
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Câu trả lời là sao lại không nghĩ  
đến phép đồng dạng nhỉ ? Vì ta đã 
biết 1A = 2A ta hoàn toàn có                                        

căn cứ để xây dựng 1  ~   ABC  
tức là AQP mà nhận AD  
là trung tuyến 
 ACB = APQ , AQP  = ABC  

  gợi cho ta nghĩ đến  
BCQP là tứ giác nội tiếp 
phải không ? 
mà D là trung điểm 
của PQ nên 
BCQP là tứ giá nội tiếp với tâm là D; bán kín DB. 
  Từ nhận xét trên ta làm xuôi lại bài toán như sau 
Vẽ đường tròn (D, BD); AB, AC lần lượt cắt (D, BD) tại P, Q 
Bây giờ ta phải đi chứng minh P, D, Q thẳng hàng. 
hay cần CM: PBQ  = 90o. 

ta có 090
2
1

 BDCBOCBQABAQPBQ  

  P, D, Q thẳng hàng 
Mà ta dễ có: ABC  ~ AQP; AM, AD lần lượt là trung tuyến của 

ABC, AQP nên 2A = 1A  
  đpcm (thú vị phải không). 
Ví dụ 1: ABC có AC = BC và P nằm trong   thoả mãn PAB  = PBC , M 

là trung điểm của BA. CMR: APM  + BPC  = 180o. 
Gợi ý:                                                       
Nếu ta vẽ đường tròn (PAB) thì tiếp tuyến tại A, B 

cắt tại C với điều kiện (nằm cùng phía với P đối với AB 
(tức PABC tù) 

(vì PAB  + PBA  = CAB  < 90o   APB  > 90o) thì 
ta được bài toán tương đương với đề bài và tương đương 
với đề bài và tương đương với bộ đề trên. 

  có thể giải như chính những bổ đề trên một cách hoàn toàn tương tự 
  NX: Đây là bài toán để có thể giúp bạn nắm chắc bổ đề 1 hơn dù hình 

vẽ có xoay thế nào đi chăng nữa. 
 

P

M BA

C
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Ví dụ 2: 3 điểm phân biệt A, B, C cố định theo thứ tự nằm trên 1 đường 
thẳng (T) là đường tròn qua A, C với tâm đường tròn không thuộc AC. P là giao 
điểm của 2 tiếp tuyến tại A, C. Giả sử PB cắt (T) tại Q. CMR giao điểm của 
phân giác AQC  và AC không phụ thuộc vào (T). 

Gợi ý: 
Gọi QD là phân giác của AQC (DAC) 
Lấy M là trung điểm của AC 

Dễ CM 2)(
QC
AQ

BC
AB

 bằng Định lý sin trực tiếp mà 

QD là phân giác của AQC. 

    
QC
QA

DC
AD

   nên 2)(
DC
AD

BC
AB

  

     Do A, B, C cố định nên D cố định                               
  đpcm. 
  1 Công thức dành cho đường đối trung: 

2)(
QC
AQ

BC
AB

  

 
Ví dụ 3: 2 đường tròn (O1) (O2) cắt nhau tại A, B . 1 đường tiếp tuyến 

chung của (O1) tại  P, (O2) tại Q. Tiếp tuyến tại P, Q của (APQ) cắt nhau tại S. H 
là điểm đối xứng của B qua PQ. CMR: A, S, H thẳng hàng. 

Bài giải 
Gọi: AB   PQ = <M> 
  PM2 = MB. MA = MQ2. 
  M là trung điểm của PQ. 
Áp dụng bộ đề (1)   SAQ  = PAM  
Vậy để chứng minh A, H, S thẳng hàng 

thì cần chứng minh:  
HAQ  = SAQ  

ta lại có: SAQ  = PAM  

  cần chứng minh: HAQ  = MAP  

mà MAP  = BPQ  = QPH  

  cần chứng minh APHQ là tứ giác 
nội tiếp. 

  cần chứng minh  PAQ  + PHQ = 180o hay PAQ  + PBQ  = 1800 

mà: PBQ  + BPQ + PQP  = 180o
 

  PBQ  + PAB  + BAQ  = 180o    PBQ  + PAQ  =  180o   đpcm. 

P

C

O

M
D BA

Q

O

M

O2O1

H

B

S

QP

A



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

173 
 

 
Ví dụ 4: ABC nội tiếp (20). Tiếp tuyến của (w) tại B, C cắt nhau tạiT. S 

nằm trên tia BC thoả mãn AS   AT. B1, C1 nằm trên tia ST sao cho C1  [ST]. 
B1 [ST] sao cho C1T = B1T = BT= TC. CMR. ABC ~ AC1B1  
Gợi ý. 
Ta cần CM ABC ~ AC1B1  
  AMC ~ ATB1 (1)   
Dễ có: SAMT là tứ giác nội tiếp 
  SMA = STA  hay    

AMC  = 1ATB  

  để CM (1) cần CM : 
MC
AM  = 

1TB
AT  

Hay 
TB
AT

MC
AM

  
MAC
ACM

BAT
ABT

sin
sin

sin
sin

         

(2) 
         
mà BAT  = MAC  (bộ đề 1) 

và ABT  = ABC  + TBC  = 1800 - MCA  

  (2) được CM   đpcm 
 
Chế bài toán: (O) ngoại tiếpABC, T là giao điểm của 2 tiếp tuyến tại B, 

C. Kẻ ASAT, lấy B1 đến [ST] sao cho SABB1 là tứ giác nội tiếp 
CMR: TB1 = TB 
Ví dụ 5 
Cho ABC nhọn và không cân. M, N, P lần lượt là trung điểm của BC, 

CA, AB 
Trung trực của AB và AC cắt tia AM tại D, E lần lượt và BD, CE cắt nhau 

tại F nằm trong ABC. CMR: A, N, F, P cùng nằm trên 1 đường tròn 
Gợi ý 

Xét 
sin AFB 

= 
AB. sin ABF 

= 
AB. sin BAD 

= 1 
sin AFC AC. sin ACF AC. sin DAC 

  FBA  = AFC  (nhớ giải thích nhá v.v.) 

Xét BFC  = FBA  + A  + ACF  

    =  BAD  + A  + DAC  = 2 A  

         mà BOC = 2 A  
                     BFOC là tứ giác nội tiếp 

A

MB

S

C1
T

B1

C

O

E

D

F

P N

O

M CB

A
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  FBA  + AFC  = 180o - A  

  BFA  = 180o - FBA - FBA  = 180o - (180o - A  - BAD  

   = DAC   = MAC  

mà: ABCFBCCONFOCFON  )180(360360 000  

= 180o - FBCABC   

= 180o - BAD  = 180o - FAN   
  FANO là tứ giác nội tiếp 

mà APCN nội tiếp 
  A, N, F, P là tứ giác nội tiếp 

II. Đường kính của đường tròn nội tiếp 
Đường tròn (I) nội tiếp ABC, tiếp xúc với BC tại D. DE là đường kính 

của (I). Nếu AE cắt BC tại F. CMR. BD = CF. 
Bài giải                                       

Đây có lẽ là 1 bài toán quen thuộc nếu 
vẽ đầy đủ hình như hình bên. 

Xét phép vị tự tâm A: I   J 
  VA, E  F  

(JE BC, IE  BC, JE || IE ) 
  A, E, F thẳng hàng 

  FC = BD   đpcm 
 
* Một số bài tập liên quan 
Ví dụ 1 
 Cho ABC có AB + BC = 

3AC. Đường tròn (I) nội tiếp 
ABC, tiếp xúc AB, BC tại D, E. 

Lấy K, L là điểm đối xứng của 
D, E qua I 

CMR: ALKC nối tiếp 
Bài giải      Kẻ LA cắt CB tại 

P   CP = BE 
Ta thấy: BE + BD + DA + EC 

= 3AC                 
  2BE = 2BD = 2AC 
  BE = BD = AC = PC 
Có: PLK = PLE  + ELK =  

P

R Q

O

I M

E

J

B

A

C

I

E

L

D

K

P

Q
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2
1  BAC  +

2
1  BCA  

= 90o - 
2
1  BAC  

Lấy CKAB =(Q) tương tự như trên ta có:  

ACQ = AQC  = 90o - 
2
1  BAC   

 PLK = ACK    đpcm. 
Ví dụ 2:  Cho đường tròn (C), đường thẳng l tiếp xúc với (C) và M nằm  

trên l. Tìm quỹ tích điểm P thoả mãn tính chất : Tồn tại 2 điểm R, Q trên l mà M 
là trung điểm RQ và (C) nội tiếp PQR. 

 
Bài toán này thực chất là bỏ bớt các 

đường và một số điểm trên bộ đề 2 buộc bạn 
phải có 1 cách nhìn khá độc đáo. 

gọi (O) tiếp xuc với l tại I 
Kéo dài OI cắt (O) tại E. 
Lấy J sao cho M là trung điểm của IJ 
Theo bộ đề (2) ta có P nằm trên đường 

thẳng EI. 
 
Ví dụ 3 
 Cho hình thang cân ABCD với AB // CD. Đường tròn nội tiếp (w) của 

ABC tiếp xúc với CD tại E. F là điểm nằm trên tia phân giác trong của góc DAC 
thoả mãn  EF CD, đường tròn ngoại tiếp ACF cắt CD tại C và G 

CMR: AFG là tam giác 
cân. 

Bài giải 
Đây hoàn toàn là cách 

che giấu hình, che giấu điểm 
F là tâm bằng tiếp. Nếu đã 
nhận ra tính chất của điểm F 
thì bài toán lại vô cùng đơn 
giản. Đây chỉ là bài toán 
kiểm tra cách hiểu về bộ đề 2 
đến đâu thôi. 

Ta có AFG  = GCF

=90o - 
2

ACD  

P

R Q

O

I M

E

J

C

F

I

A B

D EHG
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= 180o -  ACD  
- 

ACD  
+ 

GCF  = 180o   -  ACD  - GCF  

2 2       
 
= 180o - ACF  = AGF  

 GAF cân tại F (đpcm). 
 
Ví dụ 4 ABC có (w) là đường tròn nội tiếp. (w) tiếp xúc BC, AC tại D1, 

E1. D2, E2 là điểm trên BC, AC mà CD2 = BD1, CE2 = AE1. AD2 BE2 = P. 
Đường tròn (w) cắt AD2 tại 2 điểm, Q gần A (Q là giao điểm của AD2 và 

(w)). 
CMR: AQ = D2P 

Bài giải 
Theo bộ đề (2) , Q, I, D1 thẳng 

hàng 

Ta có:  '
2 r

r
AD
AQ

 với r, r' là bán 

kính nội tiếp của ABC 
Xét ACD2 có E2, P, B thẳng 

hàng nên theo ĐL Mênêlauynl ta có 
PA 

x 
PD2 x 

CE2 = 1 
PD2 BC AE2 

   

  PA 
= 

BC. CE1 = 
BC 

PD2 CD1. AE1 AE1 
 

  D2A 
= 

BC. AE1 = 
P 

PD2 AE1 P - a 
 
 

  PD2 = 
r 

D2A r' 
   PD2 = AQ. 
Ví dụ 5 
 ABC có trực tâm H, tâm nội tiếp I và ngoại tiếp O . (I) tiếp xúc BC 
tại K . Gỉa sử IO//BC. CMR: AO // HK. 

Bài giải 
I k   (I) = {L}; {N} = CL   BA 

Theo bộ đề ta dễ có: 







MNKM
BKNA  

P

A

C B

I

D

Q

E
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Ta có OM = IK (do IO // BC) 
mà CH = 2OM, LK = 2 IK 
  KL = CH mà LK//CH (BA) 
  CLKH là hình bình hành   HK//CL. 

Kẻ IO' // KN   IO' = 
2
1  KN = KM 

   IO' // BA   O'M =  
2
1  CH và O'M   

BA 
    O'   O 
   đpcm 

Ví dụ 6 [IMO 2008]. Đây là bài toán chắc đã 
rất quen thuộc với hầu hết các bạn. Nó được 
coi là bài hình thuộc loại khó nhất trong các kỳ thi IMO trước đây. Nhưng nếu 
biết về bộ đề trên thì lại không khó. Bài toán này sẽ để các bạn tự nghĩ với 3 bộ 
đề sẽ cho bên dưới. 

Cho ABCD là 1 tứ giác lồi mà BA  BC. ( I1), (I2) là đường tròn nội tiếp 
ABC, ADC. Giả sử tồn tại 1 đường tròn (w) tiếp xúc với tia BA, BC tại BC, 
AB và đều tiếp xúc đến AD và CD CMR: tiếp tuyến chung ngoài của (I1), (I2) 
cắt nhau tại điểm nằm trên (w). 

Gợi ý các bộ đề 
Bộ đề 1: DA + BA = BC + CD 
Bộ đề 2: D, I, J thẳng hàng. 
Bộ đề 3: I, J, T thẳng hàng với OT   AC và T thuộc (O) 
III Tâm xoắn 
Cho 2 đoạn thẳng AB và CD. AC và BD cắt 

nhau tại X. (ABX) (XCD)= {O}. Thì O là tâm 
xoắn biến AB thành CD hay AC thành BD.  

 

Có OBD  = OAC , ODB  = OCA  OAC ~ 
OBD (g.g) 

  OAB ~ OCD 
  đpcm. 
 
Bài toán liên quan 
 

Ví dụ 1: Cho ngũ giác lồi ABCDE thoả mãn BAC = CAD = DAE  và CBA  = 
EDA   BD   CE = (P)  

   CMR: AP cắt CD tại trung điểm của CD. 
Gợi ý: 

M

O

L

J K NB A

H

C

I

X

B

D

O

A
C
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Ta dễ dùng tam giác đồng dạng   
   

  AH = AK 
 HC KD 

  đpcm (theo Menelauyt) 
Ví dụ 2. ABCD là tứ giác lồi nội tiếp(O). 

AC  BD = {P}, (ABP)   (CDP) =P và Q 
Giả sử O, P, Q phân biệt. CMR: OQP  = 900 

      Bài giải 

AQB   = AQP  = PQB  

  = ADB  + ACB  = 
AOB  

  AQOB là tứ giác nội tiếp 
 PQO  = AQO  - AQP  

  = 180o -  ABO  = 
ADB  

  = 180o -   = 
2

AOB  

  = 90o.  
  Vậy OQP  = 90o. 

Ví dụ 3:  Tứ giác ABCD. AC   BP = {P}, (O1), (O2) là đường tròn ngoại tiếp 
ADP và BPC. M, N, D là trung điểm của AC, BD, O1O2. CMR: O là tâm 
ngoại tiếp PMN 
Gợi ý: 

Chẳng qua bài này người ta giấu điểm Q đi. Chứ hoàn toàn giống bộ đề (3) 
Có  AQC ~ DQB 
   MQC ~ NQB (do N, M lần 

lượt là trung điểm của DB, AC) 
 BNQ  = QMC     PNQM là tứ 

giác nội tiếp 
Ta lại có: QDB ~ QO1O2  
 1OQO  = QND  = QMPQMA   

  QOPQMP
2
1

  

H

K

P

A B

C

D

E

Q

D

P

O

C

A

B

O

P

Q C

A

D

B

O1
O2

M

N
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  O là tâm ngoại tiếp MNP (OO1 là đường trung trực của PQ). 

Ví dụ 4: Cho tứ giác lồi ABCD. E  AD, F BC thoả mãn 
FC
BF

ED
AE

  tia FE 

cắt tia BA, CD tại S và T. 
CMR: (SAE) , (SBF), (TCF), 
(TDE) qua  1 điểm cố định. 

Gợi ý: 
Gọi (SAE)   (SBF) = 

{M} 
Ta có : M là tâm xoắn 

của (SAE), (SBF). 
  MAE ~  MBF 

(g.g). 
  MAD ~  MBC 
  MAB ~  MDC 
  MCDMBA   

mà MFEMBA  (do 
MBFS là tứ giác nội tiếp). 

  MCTMFE   

  MFCT là tứ giác nội tiếp. 
Tương tự TMED là tứ giác nội tiếp. 
Ví dụ 5 
 Cho tứ giác lồi ABCD với BC = AD và BD # AD. E   [BC], F  [AD] 

sao cho BE = DF. AC   BD = (P), BD   EF = (Q), EF   AC = (R), giả sử E, 
F thay đổi. CMR (PQR) thay đổi nhưng luôn đi qua 1 điểm cố định  khác P. 

     Bài giải 
Gọi (BPC)   (APD) = (S) 
S là tâm xoắn biến CA thành BD 
  S là tâm xoắn biến CD thành AD. 
  SCB ~  SAD 
mà BE = FD, CE = AF 
  SCE ~  SAF   SFASEC   

  SEF ~ SCA ~ SBD (g.g) 
   SCRSER   

 SOBSFG   

  CERS, SQFD là tứ giác nội tiếp. 
  0180 SFDSFASFDSECDQSCRS   

M

A

D

C

B

S

T

E

F

R

Q

P

B

C D

A

S

E

F



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

180 
 

    0180  PQS PRS  

    PRSQ  là tứ giác nội tiếp. 
mà S cố định vì (S'F (PAD)   (PBC) 
Nên (PRQ) luôn đi qua điểm S cố định. 
Ví dụ 6: Cho (S1)   (S2) tại P, Q; lấy 2 điểm A1, B1 trên (S1). A1P và B1P 

cắt (S2) tại A2 và B2 và A1B1 và A2B2 cắt nhau tại C. CMR nếu A1, B1 thay đổi, 
(A1A2C) có tâm nằm trên đường tròn cố định. 

Gợi ý: 
G là tâm xoắn biến B1B2   A1A2, B1A1 

  B2A2 

2121 QBBQAA  , 2211 QABQAB   

Có QPBCAA 112   = 221 QABQBA   

CAACAAAQAAQACQACQA 1221122121 

 
  = 
       0

122121 180 AQAAQAQAA  

  QA1CA2 nội tiếp 
  OO2 A2Q 

21212122 OQOAQAAQAQCAQAO   

  Vậy QO1 OO2 nội tiếp hay O luôn   đường tròn cố định QO1O2. 
Ví dụ 7: ABC nhọn, đường cao AD, BE, CF và H là trực tâm. (w) tâm O 

đi qua A, H cắt AB, AC tại Q, P ( khác A). (OPQ) tiếp xúc BC tại R. 
CMR: CR/BR = ED/FD 
   Bài giải 
Theo Đl Pascal Áp dụng cho 6 điểm ACEHB1P. 
thì có: B, R', C thẳng hàng 
với R' là giao điểm của QC1, 

PB1. 
Có  AC1F ~ AB1E 

AEBAC 11 F   

Có: ''' 1111 RHBRHCHBCPQR   

= 180o - HAQHADABC 11  

= 180o - 2 BAC  

= 180o -  QOP  

QABQPAPQBAQAAQA 2121221 

P

O1
O2

Q

C

O

B1

B2

A1

A2

B1

P

Q
H

A

B C

O

D

E

F

R

C1
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'POQR  nội tiếp   R' = R 

có 
PC

AB
CPCR

C
AB

APC
APB

PQR
APB

PRC
CPR

CP
CR

1

1

1

1

1

11 .
sin
sin

sin
sin

sin
sin

  

mà: C1PC ~AHC 
AH

ABHC
CR

AH
HC

PC
CP 1

1

.
  

  
ED
FD

CHC
BHB

ABHC
ACHB

ABHC
ACHB

CR
BR


sin.
sin.

.
.

.
.

1

1  (do AB1C1 ~ABC) 

Bài này sẽ khá rối nếu bắt ta CM:  
ED
FD

RP
QR

  

Ví dụ 8: Các điểm A1, B1, C1 được chọn trên BC, CA, AB của ABC 
(AB1C1), (BC1A1), (CA1B1) cắt (ABC) tại A2, B2, C2  phân biệt với nhau và với 
A, B, C 

A3, B3, C3 đối xứng với A1 , B1 ,C1 qua trung điểm của BC, CA, AB 
CMR:   A2B2C2  ~  A3B3C3    
Gợi ý: 
có:    A2BC1 ~ A2CB1 

CA
BA

2

2  = 
3

3

1

1

AB
AC

CB
BC

  

  A2BC  ~ AC3B3 

  (CA2, CB) = (B3A, B3C3) 
Tương tự (AB, AC2) = (A3C3; AC) 
Ta có (B2A2, B2C2) = (B2A2, B2B) + 

(B2B; B2C2) = (CA2, CB) + (AB, AC2) 
  = (AC, B3B3) + (A3C3; AC) 
   = (A3C3; B3B3)   đpcm 
IV. Trung điểm của cung cách 

đều các đỉnh và tâm nội tiếp và bàng tiếp  
Cho ABC, I là tâm nội tiếp IA, IB, IC là tâm bàng 

tiếp tương ứng. M là trung điểm cung BC của (ABC) 
không bao gồm A; N là trung điểm cung BC chứa A: 
CMR: MB = MC = MI = MIA, NB = NC = NIB = NIC.  

Bài này chỉ đơn thuần là cộng góc nên các bạn hãy 
tự làm 

Bài toán liên quan 
Ví dụ 1: Cho ABC nhọn ACABBAC  ,600  I là 

tâm nội tiếp , H là trực tâm  
CMR: 2 ABCAHI 3  
    Bài giải 

C2
B2

A2

A

B CA1

B1

C1

A3

B3
C3

C

I

B

A

M

N

IA

IB

IC
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Dễ có BIHC là tứ giác nội tiếp  
BCIBHI  

CBCIBHRIH  IHB R  = 

C
2
3  

BCAHI
2
3

2
3180 0   

  (vì CB   = 120o) 

  đpcm. 
Ví dụ 2:  Cho ABC ngoại tiếp (I). 

1 điểm P nằm trong   thoả PCBPBCPCAPBA   

CMR: AP  AI. Dấu "=" xảy ra    P  I 
Gợi ý 

TH1: 
2
CBCD   

Dễ có BIPC là tứ giác nội tiếp 
BCPBIP  0180  

có BIPAIBAIP  0360  

  = 180o + )
22

180( 0 BABCP   

  = 090
22


BABCP  

    AP  AI 
  Dấu "=" xảy ra   P  I 
TH2: Các bạn hãy tự làm 

Ví dụ 3: Cho ABCD là tứ giác nội tiếp. M là tập hợp tâm nội tiếp và ngoại tiếp 
của BCD, CDA, DAB, ABC (16 điểm tổng cộng) CMR. Tồn tại 2 tập 
hợp K, L mỗi tập hợp có 4 đường thẳng phân biệt mà cứ 4 đường bất kì ở LK   
bao gồm chính xác 4 điểm của M. 

    Bài làm 
Gọi Ixyz là tâm nội tiếp  XYZ, Ix,y,z là tâm bàng tiếp XYZ đối với X. 

có: AIABD IACD = 1800 - ADIADC = 1800 - 
2

ADC  

      AIABD IABC = 1800 - ABIABC = 1800 - 
2

ABC  

        IABC IABD IACD= 900  
         tương tự ta có IABCIABD IACDIBCD là hình chữ nhật 

H

A

B C

I

R

Q

P

A

B C

I
P
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4 bộ thẳng hàng l1: IC,AD,  IABD,  IABC,  ID,BC 

      l2: IB,AD,  IACD,  IBCD,  IA,BC 
    l3: IB,AC,  IB,CD,  IA,CD,  ID,AD 
    l4: IC,BD,  IC,BA,  ID,BA,  ID,AC 

Để Cm 4 điểm thẳng hàng. Chúng ta sẽ CM l1 //l3 
Vì IA,CD,  IB,CD,  IACD,  IBCD   cùng 1 đường tròn 
  cần CM:   IB, CD IACD IBCD =  IA, CD IACD IBCD  

mà  IB,CD IACD IBCD =  IA,CD IACD IBCD = 1800 - 
22

BDCACD
  

V. I là trung điểm của dây cung được nối 2 tiếp điểm của các 
đường tròn tiếp xúc nhau. 

Cho ABC, (I) đường tròn tiếp xúc trong (O) và với 2 cạnh của   (I) tiếp 
xúc AB, AC tại X, Y CMR: I’ là trung điểm của XY với I' là tâm nội tiếp  
ABC 

    Bài giải 
Từ TY kéo dài cắt (O) tại Q, 

TX kéo dài cắt (O) tại P 
  Q, P là trung điểm của cung 

AC, AB 
  CP,BQ là phân giác  của 

ABCACB,  

Theo Đl Pascal áp dụng cho 6 
điểm APBTCQ thì X, I', Y thẳng 
hàng 

Ta có: AI' là phân giác của 
XAY mà XA = YA nên I' là trung 

điểm của XY (đpcm) 
Một số bài toán liên quan 
 

Ví dụ 1:  Cho ABC, AB = AC, 1 
đường tròn tiếp xúc với (ABC) và AB, AC tại P,Q . 
CMR: Trung điểm của đoạn PQ là tâm nội tiếp 
ABC. 

Đây là 1 bài toán IMO 1978 là dạng đặc biệt 
cho bổ đề 5. 
Ví dụ 2: Cho ABC (w) tiếp xúc AB, AC và tiếp 
xúc trong với (ABC). Cho (ABC) và (w) tiếp xúc tại 
P. (I') là đường tròn nội tiếp ABC. PI cắt (ABC) 
tại P, Q. 

T

I'

O

I

A

B

C

X

Y

Q

P

A

C

I
O

B

J

P

F

E

Q

K



TẬP SAN TOÁN HỌC 2009 – NAM ĐỊNH 
HỆ THỐNG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN ĐỒNG BẰNG DUYÊN HẢI SÔNG HỒNG 
 

184 
 

CMR: BQ = CQ 
    Bài giải 

Ta có FEPFJPKOPICP 
2
1

2
1  

(với E, F, I thẳng hàng như bộ đề 5) 
  IECD nội tiếp 

IEAIPC   

 hay 
2

900 BACQBC   

hay BQCBQCQBC 
2

900  cân tại Q 

  QB = QC (đpcm) 
Ví dụ 3: Cho ABC với tâm nội tiếp (I) 1 đường tròn tiếp xúc với AC, AB và 
(ABC) tại P, Q, R. AR cắt PQ tại D, IR cắt BC tại E. CMR. DE//AI. 

    Bài giải 
Dễ CM: TR, PQ, BC đồng quy tại F và theo bài 2   TR RI. 
Với T là trung điểm cung BC 
Có IJ QP nên để chứng minh AI//DE 

Thì cần chứng minh DEBC 

Có ARI
2





CB

PFC  

  CB   

  (đpcm) 
 

D

E

O

CJ

I

F

A

B

R

P

Q
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VI. Nhiều đường tròn tiếp xúc nhau 
Cho ABC, (I) là đường tròn nội tiếp và D  [BC] 1 đường tròn tiếp xúc 

(ABC) nhưng tiếp xúc DC, DA tại E, F. CMR: E, F, I thẳng hàng. 
Dễ chứng minh KE cắt AI tại trung điểm M của cung BC 

MBMIMC   
Có MEC ~ MCK (g.g) 

MK
MI

MI
ME

MK
MC

MC
ME

  

  MIE ~ MKI (c.g.c) 
  IEKKIA   
Gọi EI cắt (J) tại F' 
  dễ chứng minh: IF'AK là tứ 

giác nội tiếp 
  AKFKIA '  

  AKFIEK '  

  F'A là tiếp tuyến tại F' của 
(J). 

  F' = F 
  E, I, F thẳng hàng 
Ví dụ 1. 2 đường tròn (k1), (k2) tiếp xúc ngoài tại T. 1 đường thẳng tiếp 

xúc (k2) tại X và cắt (k1) tại A, B. S là giao điểm thứ 2 của (k1) và XT. Trên ST 
không chứa A, B chọn C. CY là đường tiếp tuyến đến (k2),  Y  (k2) thoả mãn 
[ST] và [CY] không cắt nhau. Gọi I = XY   SC . CMR 

a) C, T, Y, I cùng nằm trên 1 đường tròn 
b) I là tâm bàng tiếp 

ABC đối với BC 
Gợi ý 
Nếu để ý tinh thì bộ đề 

6 giống hệt bài này 
Chỉ khác  về (O1), (O2) 

tx ngoài. Còn lời giải không 
khác chút nào. 

Ví dụ 2.   ABC có 
tâm (I) D  [BC]. P là tâm 
đường tròn tiếp xúc AD, 
DC và (ABC) và Q là tâm đường tròn tiếp xúc AD, BD và (ABC) . CMR P, Q, I 
thẳng hàng 

    Bài giải 
Kẻ QH AD, QKBD 

I
O

A
J

C

B

D

F

K

E

M

B

O1 T
O2

A

X

S

C

Y
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PF CD, PEAD 
  theo bộ đề 6 ta có: K, H, T thẳng 

hàng F, I, E thẳng hàng 
Có DP// KT (EF) ( 090QDP ) 

 DQ// FI, KQ //FP 
  theo ĐL Papus, ta có Q, I, P thẳng 

hàng 
Ví dụ 3. Cho P là 1 tứ giác nội tiếp ( ) 

và đặt Q là tứ giác hình thành bởi tâm 4 đường 
tròn tiếp xúc với (O) và với  mỗi đường chéo 
của P. CMR: Tâm 4 tám giác (nội tiếp) tạo 
bởi cạnh, cạnh và đường chéo trong P tạo 
thành hình chữ nhật R nội tiếp trong Q. 

Bài giải 
Đặt tên như hình vẽ 
Theo bài 2 ta có. 
 IKM,JMN, ENH, EKH 
Có: 

B
3

90
2

90 00 AJ
ACBADB

AIB   

     ABJI là tứ giác 
nội tiếp 

  tương tự AIFD là tứ giác nội 
tiếp. 

22
ADF - J360  F 0 ABCADCABJADFAIJI 

 
 = 900. Tương tự 090  IFE F  JEIJE  

Vậy IJEF là hình chữ nhật có các đỉnh nằm trên các cạnh tứ giác MNHK. 
Ví dụ 4. ABC có đường tròn ngoại tiếp (O), DBC. CMR: đường tròn 

tiếp xúc (O) AD, BD và đường tròn tiếp xúc (O), AD, DC tiếp xúc với nhau   
CADBAD   

    Bài giải 
Đây hoàn toàn là bài 2 chỉ chèn thêm điều kiện đề bài. Mà điều kiện đặc 

biệt này là kiến thức đơn giản khi học về 2 đường tròn tiếp xúc. 
Ví dụ 5. Cho ABC nhọn với ACAB  , AD   BC (DBC). 

B

C

A

I

P

Q

D

E
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N
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(w1) là đường tròn tiếp xúc AD, BD và (w), (w2) là đường tròn tiếp xúc  
AD, CD và (w), l là tiếp tuyến chung trong của (w1) (w2) mà khác CD . CMR l 
đi qua trung điểm BC 

 2BC = AB + AC 
     Bài giải 
Gọi các điểm như hình vẽ 
Theo bài 2   O1, I, O2 thẳng hàng 
Vì IKNINM  045  

  I là t/đ của O1O2 
Hay J là trung điểm của NK 
Ta có: DE - FE = FD = ND 
  DK - EF = MN + MK - PQ - NE = 

MP + MK - EF - ND 
  2DF = MP- PQ + MK = 2MK 
  ND  = MK hay DJ = JM 
  BJ - BD= BM - BJ 
  2BJ = BM + BD 

  AB + BC - AC = BABBC cos.
2

   

  AB + BC = 2BC (đpcm) 
Ví dụ 6. Với mỗi điểm O trên đường kính AB của đường tròn (w), đường 

thẳng vuông góc AB tại O cắt (w) tại P. 2 đường tròn (w1,2) được tiếp xúc với 
(w), AB và OP.  (w1), (w2) tiếp xúc với AB tại R, S.  Tính RPS  

    Bài giải 
Bẻ JM   PO. 
Ta thấy: tâm nội tiếp của APD nằm trên 

RM và AO 
  R là tâm nội tiếp APD  
Tương tự S là tâm nội tiếp   BDP 

  045
2
1

 APBRPS (đpcm) 

 
 
VII. Các đường thẳng đồng quy từ tâm nội tiếp. 
Cho (I) của ABC với (I) là đường tròn nội tiếp, tiếp xúc BC, CA, AB tại D, 

E, F lần lượt. Cho M là trung điểm của BC. CMR: EF, DI, AM đồng quy. 

l

M

I

Q

O2

O

O1

A

B CD

E

KN

F

P

J

O B

I

J

A

C

D

S

M
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Khi xuất hiện các đường thẳng  tới các cạnh 1   nào đó mà thẳng hàng 
(chân các đường vuông góc thì 
ta nghĩ đến sim sơn) 

C1: Kéo dài DI cắt EF tại 
N. Từ N kẻ PQ // BC (P thuộc 
[AB], Q thuộc [AC] 

Xét   APQ mà IN PQ, 
IE AQ, IFAP 

và E, N, F thẳng hàng 
  APIQ nội tiếp 
mà I thuộc tia phân giác 

PAQ  nên PI = IQ 
 hay PN = NQ 
  A, N, M thẳng hàng 
  đpcm. 
Mặt khác chỉ bằng cộng góc của các tứ giác nội tiếp ta có thể giải quyết bài 

toán như sau: 
C2: Dễ có: INEQ, INPF là các tứ giác nội tiếp  

IPN  FN  IIENIQN  

  IP = IQ    NP = NQ 
  A, N, M thẳng hàng. 
  đpcm. 
Bài này hoàn toàn có thể làm bằng cách "hàng điểm điều hoà" tuy nhiên có 

vẻ hơi dài so với 2 cách trên. Nhưng các bạn hãy thử làm nhé ! (hình sẽ gợi ý 
các bạn) 

* Bài toán liên quan. 
Ví dụ 1.  Cho ABC, AB  AC. D là trung điểm của BC. E [AD], EF 

BC ( F BC )  PEF, PM AB, PN 
AC. CMR: M, E, N thẳng hàng 

PACBAP   

Gợi ý 
Bộ đề 7 là trường hợp đặc biệt của 

bài này. Nhưng lời giải thì lại giống hệt 
các bạn tự làm nhá. 

Ví dụ 2. Đường trung tuyến AM 
của ABC cắt đường tròn nội tiếp (w) 
của ABC tại K và L. Từ K, L kẻ 
đường thẳng // BC cắt (w) tại X, Y; AX, AY cắt BC tại P và Q.  
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CMR. BP = CQ 
Gợi ý 
Các điểm như hình vẽ 

Có 
AM
AK

MQ
KX

 ,          
AM
AL

PM
YL

  

  
MQ
MP

TL
KT

MQ
MP

YL
KX

AL
AK ..   

  Để chứng minh MP = MQ cần chứng 
minh 

TL
KT

AL
AK

  

hay (A, T, K, L) = - 1 
  T  EF 
Đấy chính là bộ đề 7  đpcm 
 
VIII. Nhiều đường tròn xung quanh đường tròn nội tiếp 
Cho I là tâm nội tiếp ABC, AB  AC. D là trung đểm của BC. 
E  [AD]. CI cắt EF tại T. CMR: T, I, D, B, F cùng thuộc 1 đường tròn. Từ 

đó có 090BTC và T nằm trên đường nối 2 trung điểm của 2 cạnh AB và BC. 

    Bài giải 
Gọi các điểm như hình vẽ 

Ta có FBI
BCCB

AEETC 
2222

2
ECT - F  

FBIT là tứ giác nội tiếp ta lại có 
BFID là tứ giác nội tiếp nên F,B, D, T cùng 
thuộc 1 đường tròn 

  090 BFIBTI  hay 090BTC  

Có ACBTCBTMB  2  

  TM//AC 
  T  MN (M, N là 2 trung điểm của 

BC, AB) 
 
* Bài toán liên quan 
 
Ví dụ 1. Cho ABC nhọn có đường tròn 

nội tiếp (I) tiếp xúc AC, AB tại E, F. Tia Phân 
giác của ABC  và ACB  cắt EF tại X, Y. Z là 

T
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D M

X
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trung điểm của BC. CMR: XYZ đều A  = 60o. 
     Bài giải 
Theo bộ đề trên B, E, Y, I, Z và F, X, C, Z, I cùng thuộc 1 đường tròn (từng 

cặp 5 điểm) 
Ta có : XZC  AFE  F  AEBZY  

  AYZX   

Xét XYZ có YZ = XZ 
  A  = 600  XYZ là  đều 
Ví dụ 2. Cho ABC, X  [BC] thoả mãn C nằm giữa B và X. Đường tròn 

nội tiếp ABX và ACX cắt nhau tại 2 điểm phân biệt P và Q. CMR. PQ qua 1 
điểm cố định phụ thuộc vào cách chọn X. 

     Bài giải 
Gọi tên như hình vẽ 
Dễ có PQ // ED //FG mà MD = DF 

//PQ và cách đều FG, DE. 
Gọi l là đường trung bình của ABX như 

hình vẽ 
Theo bộ đề 8 có DE   l BI1 tại U 
                      l GF CI2 tại V   

UV//DF 
                       PQ đi qua trung điểm của 

UV - cố định. 
Ví dụ 3. Cho 2 điểm A, B nằm trên đường tròn (T). C là điểm nằm trong. 

Giả sử (w) là đường tròn tiếp xúc với AC, BC và T. (w) tiếp xúc AC và T tại P, 
G. 

CMR: (APQ) đi qua I - tâm nội tiếp ABC. 
Gợi ý 
Nếu ta kẻ CB cắt (O) tại D, E là tâm nội 

tiếp DAB. 
Thì bài này đã được xét ở phần 5. 
Chứng minh: PEIA nội tiếp rồi Chứng 

ninh: PEQA nội tiếp 
IX. Ảnh đối xứng của trực tâm 

của 1 nằm trên đường tròn ngoại 
tiếp  

Cho H là trực tâm của ABC. X là điểm 
đối xứng của H qua BC và Y là điểm đối xứng 
qua trung điểm M của BC của H. 
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CMR. X, Y đều nằm trên đường tròn (ABC) và AY là đường kính của 
đường tròn . 

Đây là bài hình học rất cơ bản chỉ trong sgk… 
 
* Bài toán liên quan 
Ví dụ 1. Đường tròn 9 điểm chắc ai cũng biết. 
Ví dụ 2. Đường thẳng stainơ. 
Ví dụ 3. Cho ABC nhọn với AB  AC. H là trực tâm, M là trung điểm 

BC. D [AB] 
E [A] thoả mãn AE = AD và D, H, E 

thẳng hàng 
CMR  a) NM  với dây cung chung của 

(ADE) và (O) 
           b) HD, HE là phân giác của 

JHB , KHC  

Gợi ý 
Kẻ AO   (O) = 0, HM   (O) tại D, I 
Rồi CM   IDB ~  IEC   I là tâm 

xoắn của 2 đường tròn (ADE) (O) 
  IAED là tứ giác nội tiếp. 
  HM AI 
Ví dụ 4. (w) là đường tròn ngoại tiếp 

ABC. P là điểm nằm trong tam giác. AP, BP, CP cắt (w) tại A1, B1, C1. A2, B2, 
C2 lần lượt là ảnh của A1, B1, C1 qua trung điểm của BC, AC, AB. CMR trực 
tâm ABC nằm trên (A2B2C2). 

Gợi ý:  
A', B', C' là trung điểm của AA1, BB1, CC1. 
G là trọng tâm ABC   G là trọng tâm   AA1A2… 
Có O, A', B', C',  P là điểm cùng thuộc 1 đường tròn. 
  A2 ,B2 , C2 ,H thuộc 1 đường tròn 
  đpcm 
X. O, H đồng đẳng 
Cho ABC, tâm ngoại tiếp O, trực tâm 

H và tâm nội tiếp I. AI là phân giác của 
HAO  

Đây cũng là 1 bài toán trong SGK lớp 
9 

* Bài toán liên quan 
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Ví dụ 1. ABC nội tiếp (O) và có trực tâm H (ABC nhọn) Đường trung 
trực của đoạn AH cắt AB, AC tại E, E. CMR: AOEAOD   

Gợi ý 
Có ADH ~ AOC (g.g)  
   ADO ~AHC 
    AOD ~ACH 
Tương tự  ABHAOE   

    AOEAOD   (do ABHACH   
Ví dụ 2. Mời các bạn thử sức bài toán sau (chỉ đơn thuần tính toán là xong) 
CMR: IH = IO  1 trong 3 góc CBA ,,  bằng 600. 

Ví dụ 3. Cũng là 1 bài tính toán nhưng là dạng Chứng minh BĐT. Các bạn 
cũng nghĩ xem cho A1A2A3 là   nhọn; O, H là tâm ngoại tiếp và trực tâm. Cho 
1  i  3 

Các điểm Pi, Qi nằm trên OAi và Ai+1 Ai+2 (Ai+3 = Ai) thoả OPiHQi là hình 

bình hành. CMR: 3
3

3

2

2

1

1 
OP
OQ

OP
OQ

OP
OQ  
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