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1. Mở đầu
1.1. Lí do chọn đề tài
Trong thực tiễn giáo dục hiện nay việc dạy học các định lí và bài toán phần lớn tác giả chỉ nêu ra rồi chứng minh. Việc dạy học như thế chưa phát huy được sự sáng tạo, làm học sinh không hứng thú thậm chí còn sợ học các định lí và giải bài toán. Chính vì vậy ảnh hưởng đến chất lượng giáo dục học sinh
Một trong những yêu cầu cấp thiết hiện nay của giáo dục là phải thay đổi phương pháp dạy và học, khắc phục lối truyền thụ một chiều, rèn luyện được thói quen cách tư duy sáng tạo và tự học của học sinh
Bên cạnh đó nguồn tài liệu để dạy học định lí và giải bài toán chủ yếu nêu ra và đi chứng minh, như thế gây khó khăn cho cả thầy và trò. Việc tiếp thu kiến thức chưa sâu, chưa thấy được cái gốc của định lí hay bài toán này bắt nguồn từ đâu. Như thế thì làm sao lĩnh hội kiến thức đầy đủ chứ chưa nói là sáng tạo nên kiến thức mới
Định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin được học trong chương trình lớp 10, nhưng sau khi học xong việc vận dụng làm bài tập của học sinh còn kém hiệu quả. Vì những lí do trên và với mong muốn học trò không những tiếp thu và lĩnh hội tri thức mà làm cho các em hứng thú, tự mình biết tìm và sáng tạo nên các bài toán mới tôi chọn đề tài: “ Con đường hình thành định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin và các bài toán liên quan” để dạy cho học sinh lớp 11 trong những tiết tự chọn 
1.2. Mục đích nghiên cứu 
Đề tài này nghiên cứu kinh nghiệm dạy và học định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin và các bài toán liên quan cho học sinh, góp phần nâng cao chất lượng học sinh. Qua đó các em biết tiếp thu, củng cố, tổng hợp kiến thức đã học và tự sáng tạo ra các bài toán mới
Làm cho học sinh biết cách học các định lí, giải bài toán và hiểu rằng dù bài toán khó đến đâu cũng bắt nguồn từ bài toán đơn giản, dễ hiểu.
1.3. Đối tượng nghiên cứu
Sáng kiến kinh nghiệm này nghiên cứu phương pháp dạy học định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin, hình thành cách giải và xây dựng bài toán mới trong tự chọn toán 11
1.4. Phương pháp nghiên cứu
Phương pháp:
Nghiên cứu lí luận chung
Khảo sát điều tra từ thực tế dạy và học
Tổng hợp so sánh đúc rút kinh nghiệm
Cách thực hiện:
Trao đổi chuyên môn trong tổ, nhóm, tham khảo ý kiến giáo viên cùng bộ môn
Liên hệ thực tế trong nhà trường, áp dụng đúc rút kinh nghiệm qua quá trình giảng dạy
2. Nội dung sáng kiến kinh nghiệm
2.1. Cơ sở lí luận của sáng kiến kinh nghiệm
Thực tế khi dạy các định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin và bài toán liên quan giáo viên hay xem nhẹ vì các định lí đã được phát biểu và giải trong sách giáo khoa. Do đó học sinh nắm bắt thụ động nên khi làm bài tập hay chứng minh định lí thường lúng túng không hiểu sâu vấn đề thế thì làm sao mà nâng cao chất lượng môn toán được
Do vậy đổi mới phương pháp dạy và học nhằm mục đích cho học sinh có phương pháp tư duy logic, gây sự hứng thú, biết tiếp thu chiếm lĩnh tri thức đồng thời sáng tạo nên các bài toán do đó nâng cao được kiến thức
Định lí và bài toán đều được suy ra từ những khẳng định đúng đơn giản mà ta đã biết. Vấn đề là làm thế nào hiểu được con đường tạo ra chúng. Học tập tốt định lí giải và khai thác được bài toán là điều kiện thuật lợi để phát triển năng lực trí tuệ đây là điều không thể thiếu của người học toán
2.2. Thực trạng vấn đề trước khi áp dụng sáng kiến kinh nghiệm 
Khi dạy học có thể giáo viên chỉ nêu định lí hay bài toán rồi trình bày cách giải mà không có điều kiện để học sinh tìm tòi, phát hiện định lí và bài toán, không tìm thấy mối liên quan chặt chẽ giữa chúng
Học sinh không chú ý đến cái nguồn gốc sâu xa của vấn đề nên không hiểu sâu và không nắm vững kiến thức. Có thể khi gặp các bài toán tương tự nhau vẫn không làm được bởi vì không nhận biết được dạng toán này đã từng làm. Như vậy đứng trước một định lí hay bài toán việc định hướng tìm lời giải và nguồn gốc của chúng là rất cần thiết
Nhìn chung kết quả trong học tập và kết quả các kì thi toán của học sinh trường THPT Như Xuân II còn khiêm tốn. Như vậy việc đổi mới trong dạy và học cả về phương pháp lẫn nội dung không những kiến thức trong sách giáo khoa mà cả những kiến thức nâng cao lại càng trở nên cấp thiết
Cụ thể trong đề tài này xuất phát từ một kiến thức đơn giản phù hợp với học sinh trung bình, yếu tôi đã hướng dẫn học sinh hình thành nên các định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin và xây dựng được các bài toán từ đơn giản đến nâng cao. Từ đó hình thành cả tư duy trừu tượng lẫn tư duy sáng tạo, nâng cao kiến thức, góp phần tăng kết quả cho học sinh trong học tập và trong các kì thi 
2.3. Các sáng kiến kinh nghiệm hoặc các giải pháp đã sử dụng để giải quyết vấn đề
Cung cấp cho học sinh không chỉ kiến thức mà cả phương pháp suy luận, khả năng tư duy logic theo hướng xây dựng, tư duy sáng tạo. Phải làm sao từ những kiến thức cơ bản, dễ hiểu ban đầu phải dẫn dắt học sinh hình thành kiến thức nâng cao một cách tự nhiên, không áp đặt
Trong các tiết dạy thầy biết dẫn dắt học sinh xây dựng định lí, khai thác mở rộng thành các bài toán và phải biết nhìn định lí, bài toán dưới nhiều góc độ
Tổ chức để học sinh từ biết hình thành đến rèn luyện và cũng cố kĩ năng xây dựng định lí, bài toán
Tổ chức kiểm tra để lấy kết quả việc nắm bắt kiến thức nội dung triển khai và kĩ năng mà học sinh đạt được
Sự trăn trở suy tư của người thầy kết hợp với học trò cùng với những câu hỏi đặt ra trong quá trình dạy và học như các định lí và bài toán này hình thành bằng cách nào? Làm sao nghĩ ra được?
Phần 1: Hình thành định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin và các bài toán  








 Xét tam giác , với các kí hiệu  ,  là diện tích,  là bán kính đường tròn ngoại tiếp , các đường trung tuyến  và các đường phân giác trong  tương ứng với các đỉnh  



Từ hệ thức vectơ   suy ra  khai triển ra được  


Tương tự và 
Như vậy ta có định lí hàm số côsin

Định lí: Cho  ta có 

 (1),

(2)  và 

 (3)

Tiếp theo từ (2) và (3) suy ra  (4)


Tương tự  (5) và  (6)
Hệ thức (4),(5),(6) chính là định lí hình chiếu
Nhận xét: Có nhiều con đường hình thành kiến thức về định lí và bài toán mới. Có thể những sáng tạo chỉ nhỏ nhưng nó phụ thuộc vào những ngọn lửa thắp sáng lòng say mê toán học ở người thầy và trò

Lại có từ (1),(2) và (3) suy ra  



Vì  nên  hay  
Do đó ta có bài toán mới

Bài toán 1: Chứng minh rằng trong  ta có

. Dấu “=” xảy ra khi nào  ?


Nhận xét: Rõ ràng theo trên dấu “=” xảy ra khi  hay  đều.  Cách làm này gây hứng thú cho người học. Đến đây đã trả lời được câu hỏi bài toán này tác giả lấy ở đâu?
Tiếp tục con đường trên xem ta được gì ? 





Từ  và   suy ra    
Tương tự ta có bài toán

Bài toán 2: Trong  ta có:

a)  (5);

b)  (6);

c)  (7).

Nhận xét: Con đường nghĩ ra bài toán 2 đã tạo niềm vui, sự hứng thú cho người học mặc dù nếu nêu ra và chứng minh bài toán 2 không khó. Chẳng hạn (5) chính là dấu “=” của bất đẳng thức 

Cái hay ở đây là làm cho học trò thấy rằng bài toán 2 luôn đúng nên dấu “=’ ở trên luôn xảy ra. Từ đó  





Tương tự ta có  . Vì   và   . Từ đây suy ra định lí hàm số sin


Định lí: Trong   ta có  (8)
Chú ý rằng từ định lí côsin suy ra định lí sin bằng cách khác như sau:


  

Từ đó  (đpcm)
Đến đây đặt ra câu hỏi từ định lí sin có suy ra định lí côsin được không ?



Biến đổi    


   


 


  
Vậy ta có định lí côsin


Tiếp theo biến đổi  Ta được .  Do đó ta có bài toán:

Bài toán 3: Chứng minh rằng trong  ta có

a) 

b) 

c) 
Nhận xét: Có thể các em chưa quen cách tiếp cận một bài toán, để tìm ra con đường đi hay cách giải thì rất cần sự giúp đỡ định hướng của người thầy còn 
thực hiện thế nào là việc của học trò. Trong quá trình đó nếu cần bổ sung kiến thức để hướng dẫn thì vai trò của người thầy được phát huy. Việc dạy này phải có sự gợi mở của thầy và trò đồng thời giữa các học trò với nhau. Dần dần chính cách dạy và cách học như thế học trò sẽ tự mình tìm ra kiến thức và như vậy sẽ gây được hứng thú và óc sáng tạo của học trò







Bây giờ ta thay và  vào bất đẳng thức  ta được:  . Dấu “=” xảy ra khi  hay  
Như vậy ta có bài toán

 Bài toán 4: Chứng minh trong  ta có: 
a) 

b) 

c) 




Tiếp theo thay  và  vào bất đẳng thức            ta được:

  . Tương tự ta có bài toán

Bài toán 5: Chứng minh trong  ta có:
a) 

b) 

c) 

Từ bài toán 5 ta suy ra bài toán

Bài toán 6: Chứng minh trong  ta có:

    	          

Tiếp theo nếu sử dụng bất đẳng thức  thì từ bài toán 6 suy ra bài toán


Bài toán 7: Chứng minh trong  ta có:  . Dấu bằng xảy ra khi nào?
Nhận xét: Việc tìm ra bài toán 7 minh chứng cho khẳng định bài toán dù khó đến đâu cũng được bắt nguồn từ kiến thức và bài toán đơn giản. Với cách dạy và cách học này chính học sinh là người trực tiếp tìm ra kiến thức. Do đó khi chứng minh định lí hay giải một bài toán học sinh sẽ biết bắt đầu cách giải như thế nào.
Phần 2: Từ định lí hàm số côsin xây dựng công thức tính độ dài đường phân giác trong, đường trung tuyến của tam giác và các bài toán
Liệu từ định lí hàm số côsin có xây dựng được công thức tính độ dài đường phân giác trong của tam giác không?
 (
c
)

 (
b
) (
l
a
) (
A
) (
C
) (
A
) (
B
)




Xét   đặt độ dài phân giác trong góc  là  




Theo tính chất đường phân giác ta có :     


Mặt khác sử dụng định lí hàm số côsin và biến đổi  ( vì     )


Ta có :   	
Tương tự ta có công thức tính độ dài đường phân giác trong của tam giác

Bài toán 8: Chứng minh trong  ta có: 


a)     


b)     


c)    
Nhận xét: Tìm ra lời giải một bài toán chưa thể xem là xong công việc mà cần phải khai thác thêm các kiến thức, bài toán mới có như thế mới phát triển được khả năng tư duy và sáng tạo trong việc dạy và học toán
Tiếp theo bài toán 8




Vì     nên lại có bài toán

Bài toán 9: Chứng minh trong  ta có:  

a)   (9)

b)   (10) 

c)   (11)  
Khi đó ta lại đưa ra bài toán 


Bài toán 10: Chứng minh trong  ta có:  




Từ       kết hợp với  (9) ta được   Từ đây ta lại có bài toán mới

Bài toán 11: Chứng minh trong   ta có: 


a)  (12) 

b)  (13)

c)  (14)
Từ bài toán 11 suy ra bài toán


Bài toán 12: Chứng minh trong  ta có: 



Ta lại có:    . Từ đó ta có bài toán


Bài toán 13: Chứng minh trong  ta có:  


Lại vì   nên 
Từ đây ta có bài toán


Bài toán 14: Chứng minh trong  ta có:  
Nhận xét: Việc khai thác các kết quả và tìm thêm bài toán mới phụ thuộc vào các hướng giải một bài toán ban đầu. Chính  các bài toán và kiến thức mới giúp học trò củng cố nhiều kiến thức đã học, tìm được mối liên hệ giữa các kiến thức mới và cũ. Đó là sự sáng tạo trong dạy và học toán

Tiếp theo, nếu sử dụng bất đẳng thức Cô si ta có: . Khi đó ta có bài toán


Bài toán 15: Chứng minh trong  ta có:  
Nhận xét: Các bài toán trên đặc biệt bài toán 15 nếu phát biểu bài toán rồi chứng minh sẽ tương đối khó. Nhưng nếu dạy học theo cách xây dựng ở trên sẽ tìm tòi được nguồn gốc thì nó trở nên dễ hiểu giúp tăng sự phấn khởi, hứng thú cho học sinh
Các bài toán liên quan đến độ dài đường phân giác trong của tam giác. Như vậy phải chăng đã hết ? Nhiều khi trong tư duy không cho phép ta dừng lại. Đôi lúc việc kết thúc vấn đề này lại gợi ý mở đầu cho một vấn đề mới bởi thế mà chúng ta sẽ tìm được những kết quả thú vị bất ngờ




 (
B
A
C
D
m
a
1
2
) Xét , trung tuyến , ta thấy  , áp dụng định lí hàm số côsin ta được  


   . Khi đó ta có công thức về độ dài đường trung tuyến trong tam giác

Bài toán 16: Chứng minh trong  ta có:

a) 

b) 

c)  
Từ đây ta có bài toán


Bài toán 17: Chứng minh trong  ta có:  

Thầy: Do  nên suy ra bài toán sau


Bài toán 18: Chứng minh trong  ta có: 

Từ bài toán 17 và bất đẳng thức  suy ra bài toán 


Bài toán 19: Chứng minh trong  ta có: 




 Tiếp theo nếu viết       . Do đó ta có bài toán

Bài toán 20: Chứng minh trong  ta có :

a) 

b) 

c)  
Từ đây lại được bài toán 

Bài toán 21: Chứng minh trong  ta có : 

 

Từ bất đẳng thức  ta lại được bài toán

Bài toán 22: Chứng minh trong  ta có :




Tiếp theo nếu viết    . 
Do đó ta có bài toán

Bài toán 23: Chứng minh trong  ta có :

a) 

b) 

c) 
Từ đây ta có bài toán


Bài toán 24: Chứng minh trong  ta có:  

Sử dụng bất đẳng thức  ta lại được bài toán sau

Bài toán 25: Chứng minh trong  ta có:



Tiếp theo sử dụng bất đẳng thức   ta được bài toán sau: 

Bài toán 26: Chứng minh trong  ta có:



       
Nhận xét: Khi dạy toán, học toán chúng ta thường  khai thác, phát triển định lí, hay một bài toán để có được một bài toán mới ( tuy có thể không mới với người khác ). Cách học này gây hứng thú, tạo niềm đam mê và thông minh sáng tạo cho học trò. Do đó giúp cho việc học toán đơn giản và thú vị hơn.
Phần 3: Tổ chức kiểm tra để thu thập thông tin và đánh giá kết quả
Bài kiểm tra 90 phút

Câu 1: Chứng minh trong  ta có:



Câu 2: Chứng minh trong  ta có:


   với  
Câu 3: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn. Chứng minh


 với  .  Từ đó tìm công thức tương tự câu 2
Hướng dẫn giải:



Câu 1: Học sinh biết sử dụng định lí hàm số côsin thay  , tương tự với ,  vào bài toán 18

 
Câu 2: Sử dụng định lí hàm số côsin và công thức sau rồi biến đổi ta được điều cần chứng minh

 (
A
B
C
D
a
b
c
d
) 
Câu 3:





Áp dụng định lí côsin cho hai tam giác  và , ta có






 và  . Vì tứ giác  nội tiếp nên    thay vào công thức

 


Ta được kết quả tương tự câu 2 là:   với  
2.4  Hiệu quả của sáng kiến kinh nghiệm 
Thông qua bài kiểm tra này và hệ thống cách dạy và học định lí, bài tập học sinh rút ra một điều quan trọng trong việc học định lí và bài tập là phải biết xây dựng các định lí, tìm mối liên hệ giữa các bài toán và xem nó bắt nguồn từ đâu. Từ đó tạo cho các e niềm đam mê, hứng thú trong học tập đồng thời biết cách tự học, sáng tạo, tìm tòi, xây dựng nên các bài toán mới. Đó cũng là mục đích chính của tôi khi viết sáng kiến kinh nghiệm này.
Kết quả thực tế khi dạy nội dung sáng kiến và tổ chức kiểm tra. Lớp 11B1 và 11B2 là lớp thực nghiệm còn lớp 11B3 là lớp đối chứng.
Bảng kết quả bài kiểm tra các lớp 11B1, 11B2, 11B3

	Lớp
	Sĩ số
	Giỏi
	Khá
	TB
	Yếu

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	11B1
	39
	18
	46,2
	20
	51,3
	1
	2,5
	0
	0

	11B2
	37
	4
	10,8
	18
	48,6
	12
	32,5
	3
	8,1

	11B3
	33
	0
	0
	2
	6,1
	16
	48,4
	15
	45,5



Nhận xét: Bài kiểm tra ở lớp 11B1 và 11B2 có số lượng học sinh khá giỏi cao hơn hẳn còn học sinh trung bình và yếu thì thấp hơn lớp 11B3. Ở đây lớp 11B2 và lớp 11B3 có trình độ tương đương nhau, còn lớp 11B1 có trình độ cao hơn đôi chút. Tôi quyết định dạy cho lớp 11B1 để thử nghiệm ôn thi đại học và học sinh giỏi. Từ đây rút được kinh nghiệm là khi dạy bài toán dễ với học sinh khá giỏi nên khai thác, mở rộng các kết quả còn bài toán khó với học sinh trung bình, yếu nên tìm cách đưa về hoặc liên hệ với bài toán hay kiến thức đơn giản đã biết
Với cách dạy và học như sáng kiến học sinh say mê hơn, tích cực hoạt động hơn, khả năng tự học cũng được nâng cao, các kiến thức phần lớn được các em tự tìm ra nên nắm vững kiến thức hơn, sâu sắc hơn. Kĩ năng vận dụng các kiến thức đã biết để xây dựng nên các định lí và bài toán từ đơn giản đến nâng cao
3. Kết luận, kiến nghị
3.1. Kết luận
Từ kiến thức đơn giản, dễ hiểu trong sách giáo khoa đã xây dựng được định lí hàm số côsin, định lí hàm số sin sau đó đưa ra được những bài toán. Trong số các bài toán trên có thể có những bài quen thuộc đã được người khác nghĩ ra từ rất lâu và tổ chức trong các kì thi cả trong nước và quốc tế ( chẳng hạn bài toán số 7 từng xuất hiện nhiều trong các kì thi, đặc biệt kì thi Olympic toán quốc tế )
Việc biết được cách hình thành định lí hay bài toán một cách lôgic với vẻ tự nhiên sẽ giúp cho việc học toán hiệu quả hơn. Từ chỗ ban đầu học sinh lúng túng khi tiếp cận định lí hay bài toán thì giờ đây các em đã tự tin hiểu sâu, nắm chắc định lí và làm tốt các bài tập cũng như mở rộng thêm các bài tập 
Việc nghĩ ra một định lí hay bài toán không phải chỉ những người thông minh xuất chúng mới nghĩ ra được, mà là một việc tuy không dễ dàng nhưng nó cũng sẽ có quy luật của nó và hoàn toàn rèn luyện cho học trò được Không có kiến thức gì mới hoàn toàn mà không liên quan gì tới cái cũ. Bởi vì kiến thức mới phải bắt nguồn từ kiến thức cũ, kế thừa kiến thức cũ và là sự mở rộng của kiến thức cũ. Khi biết tìm con đường hình thành một khái niệm, định lí hay bài toán và nhìn chúng dưới nhiều góc độ khác nhau chúng ta sẽ tìm được những hướng giải ngắn gọn, độc đáo và sáng tạo.
3.2. Kiến nghị
Khi dạy học định lí, giải bài toán tránh áp đặt vì nó làm mất đi sự sáng tạo của học trò, không gây hứng thú. Đặc biệt bản thân người thầy cũng phải biết tự học, tự nghiên cứu và sáng tạo đồng thời trao đổi chuyên môn nghiệp vụ với đồng nghiệp
Đề tài này nên dạy trong các tiết tự chọn, tổ chức chuyên đề và có thể nhân rộng. Do đó nhà trường cần tạo thời gian và cơ sở vật chất để thầy cô trong tổ nhóm trao đổi chuyên môn, nghiệp vụ qua các chuyên đề. Từ đó đưa ra cách dạy và học phù hợp với học sinh
Qua báo cáo kinh nghiệm này mong rằng các đồng nghiệp cho tôi thêm những ý kiến góp ý để thấy được đầy đủ hơn ưu điểm cũng như khuyết điểm của cách dạy nội dung này. Tôi mong rằng sáng kiến kinh nghiệm này sẽ được các đồng nghiệp nghiên cứu và áp dụng vào thực tiễn dạy học ( không nhất thiết phải dạy hết tất cả nội dung vì còn phụ thuộc thời gian, đối tượng và mục đích của người học )
Sáng kiến kinh nghiệm này chắc chắn không tránh được những thiếu sót, rất mong sự phê bình, đóng góp ý kiến, phản hồi của các thầy cô giáo và đồng nghiệp để đề tài được hoàn thiện hơn

	XÁC NHẬN CỦA THỦ TRƯỞNG ĐƠN VỊ
	Thanh Hóa, ngày 10 tháng 4 năm 2017
Tôi xin cam đoan đây là SKKN của mình viết, không sao chép nội dung của người khác



Chu Đình Sâm
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