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TÍNH CHẤT ĐƯỜNG PHÂN GIÁC CỦA TAM GIÁC
A. Kiến thức cần nhớ
1. Định lý
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Trong tam giác, đường phân giác của một góc chia cạnh đối diện thành hai đoạn thẳng tỉ lệ với hai cạnh kề hai đoạn ấy.
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2. Chú ý

* Định lý vẫn đúng với đối với đường phân giác góc ngoài của tam giác.
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* Các định lý trên có định lý đảo
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 là đường phân giác trong của tam giác.
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là đường phân giác ngoài của tam giác.
B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho tam giác 
[image: image6.wmf]ABC

, trung tuyến 
[image: image7.wmf]BM

 cắt phân giác 
[image: image8.wmf]CD

 tại 
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. Chứng minh rằng: 
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Giải
Dựa vào định ý Ta-lét: 
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PCACPCAC

PDBCPDBC

-=Û=+



[image: image12.wmf]CD

 là phân giác của 
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 . Vì vậy chỉ cần chứng minh: 
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Cách 1.
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Vẽ 
[image: image17.wmf] // 

DKBM

 (
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 thuộc 
[image: image19.wmf]AM

), theo định lý Ta-lét, ta có:
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Cách 2.

Vẽ 
[image: image21.wmf] // 
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 (
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 thuộc 
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), 
Theo định lý Ta-lét, ta có:
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Cách 3.
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Vẽ 
[image: image25.wmf] // 
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 (
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 thuộc tia 
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Do 
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 suy ra 
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Mặt khác  
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 (do 
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Suy ra 
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Cách 4.

Vẽ  
[image: image35.wmf] // 
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 (
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Ta có: 
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Suy ra 
[image: image39.wmf].
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Mặt khác, do 
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 nên theo hệ quả định lý Ta-lét, ta có:
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Cách 5.
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Trên tia đối cỉa tia 
[image: image42.wmf]MB

, lấy điểm 
[image: image43.wmf]E

 sao cho 
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. Suy ra 
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 là hình bình hành. Suy ra 
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 và 
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Theo hệ quả của định lý Ta-lét, ta có:
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Ví dụ 2: Cho 
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 cân tại 
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. Chứng minh rằng: 
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Giải
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* Tìm cách giải. Phân tích đề bài, chúng ta thu được 
[image: image53.wmf]µ
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, nhận thấy 
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 do đó chúng ta nên kẻ phân giác góc 
[image: image55.wmf]B

 (hoặc góc 
[image: image56.wmf]C

) là suy luận tự nhiên. Từ đó vận dụng tính chất dường phân giác trong tam giác và biển đổi linh hoạt tỉ lệ thức ta được lời giải hay.

* Trình bày lời giải.

Kẻ phân giác 
[image: image57.wmf]BD
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 và 
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Theo tính chất đường phân giác trong tam giác 
[image: image64.wmf]ABC

, ta có:
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Mà 
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Nhận xét. Tương tự chúng ta giải được bày toán sau: Cho 
[image: image70.wmf]ABC
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 cân tại 
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 và 
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. Chứng minh rằng: 
[image: image73.wmf]22

..

ABBCABBC

=-

.
Ví dụ 3. Cho tam giác 
[image: image74.wmf]ABC

 có trọng tâm 
[image: image75.wmf]G

 và 
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 là giao điểm của ba đường phân giác trong. Biết rằng  
[image: image77.wmf] // 
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. Chứng minh rằng: 
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ABACBC

+=


Giải

* Tìm cách giải. Nhận thấy để khai thác 
[image: image79.wmf] // 
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 chúng ta nên kẻ đường phân giác góc 
[image: image80.wmf]A

 và trung tuyến ứng với cạnh 
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 thì sẽ vận dụng được giả thiết đó.

Từ suy luận đó chúng ta có kết quả 
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 là giao điểm của ba đường phân giác trong cho phép chúng ta liên tưởng tới khả năng vận dụng tính chất đường phân giác trong tam giác 
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* Trình bày lời giải
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Gọi 
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 lần lượt là giao điểm của 
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Theo tính chất đường phân giác trong tam giác 
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, ta có:


[image: image90.wmf]IAABCAABACABAC

IDBDCDBDCDBC

++

====

+



[image: image91.wmf] // 22

IAGAABAC

IGBC

IDGMBC

+

Þ==Þ=


Hay 
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Nhận xét. Với kỹ thuật và lối tư duy trên, chúng ta có thể giải được bài toán đảo: Cho tam giác 
[image: image93.wmf]ABC

 có trọng tâm 
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 và 
[image: image95.wmf]I

 là giao điểm ba đường phân giác trong. Biết rằng 
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. Chứng minh rằng: 
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Ví dụ 4.  Cho tam giác 
[image: image98.wmf]ABC

 có tỉ số giữa hai cạnh chung đỉnh 
[image: image99.wmf]A

 là 3:2. Vẽ đường trung tuyến 
[image: image100.wmf]AM

 và đường phân giác 
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. Tính tỉ số diện tích của hai tam giác 
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Trường hợp 1. Xét 
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Chú ý rẳng: 
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Trường hợp 2. Xét 
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Chú ý rẳng 
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Nhận xét.  Bài này dễ bỏ sót trường hợp.

Ví dụ 5. Cho tam giác 
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 có 
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 và 
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 là hai đường phân giác cắt nhau tại 
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. Chứng minh rằng nếu 
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* Tìm cách giải. Với giả thiết 
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 và chứng minh 
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* Trình bày lời giải.

Đặt 
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Theo tính chất đường phân giác, ta có:
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Tương tự, ta có: 
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Từ giả thiết 
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 , suy ra 
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Ví dụ 6. Cho tam giác 
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 vuông tại 
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 có 
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. Chứng minh rằng 
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 vuông góc với trung tuyến 
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Cách 1. (Không dùng tính chất đường phân giác). Gọi 
[image: image142.wmf]I

 là giao điểm của 
[image: image143.wmf]BM

 và 
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Lại có  
[image: image149.wmf] // 
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Xét 
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 là trung điểm của 
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 vừa là đường phân giác, vừa là đường trung tuyến, suy ra 
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 nên 
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 vừa là đường cao vừa là đường phân giác. Do đó 
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Cách 2. 
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Áp dụng tính chất đường phân giác trong 
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Vậy 
[image: image171.wmf]ABD
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 nên 
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 vừa là phân giác vừa là đường cao.
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Ví dụ 7. Cho tam giác 
[image: image175.wmf]ABC

 có 
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 là giao điểm của ba đường phân giác. Đường thẳng qua 
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 cắt các đường thẳng 
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Áp dụng tính chất đường phân giác trong và ngoài của tam giác, ta có:
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Từ (1) và (2) cộng vế với vế, suy ra:
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Ví dụ 8. Cho tam giác 
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Cách 1. Qua 
[image: image191.wmf]D

 kẻ đường thẳng song song với 
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[image: image200.wmf] // 

DEAB

 nên theo định lý Ta-lét thì 
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Theo tính chất đường phân giác 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image205.wmf]DEb
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Tam giác 
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Cách 2. (không dùng tính  chất đường phân giác).
 Qua 
[image: image209.wmf]B

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image210.wmf]AD

, cắt đường thẳng 
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Ta có: 
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Do 
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Tam giác 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Nhận xét. Từ kết luận bài toàn, suy ra: 
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Tương tự như vậy đối với đường phân giác góc 
[image: image223.wmf]B

 và góc 
[image: image224.wmf]C

, thì chúng ta giải được bài toán hay và khó sau: Cho tam giác
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 . Gọi 
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Ví dụ 9. Cho 
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. Biết rằng 
[image: image236.wmf]·

90

KIB
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. Chứng minh rằng: 
[image: image237.wmf]3.

ABACBC
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Giải

[image: image526.png]


Trên 
[image: image238.wmf]BA

 lấy điểm 
[image: image239.wmf]E

 sao cho 
[image: image240.wmf]BEBD

=


Ta có: 
[image: image241.wmf]BDE

D

 cân tại 
[image: image242.wmf]B

 có 
[image: image243.wmf]BI

 là đường phân giác nên 
[image: image244.wmf]BIBE

^


do đó 
[image: image245.wmf](
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(1)

Áp dụng tính chất đường phân giác trong 
[image: image246.wmf],
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DD

 
ta có : 
[image: image247.wmf]BDIDCD

BAIACA

==




(2)

Do đó 
[image: image248.wmf]BDCDBC

BACABACA
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image249.wmf]2.

KEBDBEBE

KABABAKA
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Hay 
[image: image250.wmf]2

KEBE
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[image: image251.wmf]211
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Từ (3) và (4) suy ra: 
[image: image252.wmf]1
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C. Bài tập vận dụng
14.1. Cho tam giác 
[image: image253.wmf]ABC

, đường phân giác 
[image: image254.wmf]AD

. Biết rằng 
[image: image255.wmf]10

BCcm

=

 và 
[image: image256.wmf]2.3.

ABAC

=

. Tính độ dài đoạn thẳng 
[image: image257.wmf]BD

 và 
[image: image258.wmf]CD

.

14.2. Gọi 
[image: image259.wmf]AI

 là đường phân giác của tam giác 
[image: image260.wmf];,

ABCIMIN

 thứ tự là các đường phân giác của góc 
[image: image261.wmf]AIC

 và góc 
[image: image262.wmf]AIB

. Chứng minh rằng: 
[image: image263.wmf]....

ANBICMBNICAM

=


14.3. Cho tam giác 
[image: image264.wmf]ABC

 có chu vi bằng 
[image: image265.wmf]18

cm

. Đường phân giác của góc 
[image: image266.wmf]B

 cắt 
[image: image267.wmf]AC

 tại 
[image: image268.wmf]M

, đường phân giác của góc 
[image: image269.wmf]C

 cắt 
[image: image270.wmf]AB

 tại 
[image: image271.wmf]N

. Biết rẳng: 
[image: image272.wmf]13

;.
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MANA

MCNC
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 Tính độ dài các cạnh của tam giác 
[image: image273.wmf]ABC

.

14.4. Cho 
[image: image274.wmf]ABC

D

 vuông cân tại 
[image: image275.wmf]A

. Đường cao 
[image: image276.wmf]AH

 và đường phân giác 
[image: image277.wmf]BE

 cắt nhau tại 
[image: image278.wmf]I

. Chứng minh rằng: 
[image: image279.wmf]2.

CEHI

=


14.5. Cho hình chữ nhật 
[image: image280.wmf]ABCD

. Gọi 
[image: image281.wmf]M

 là trung điểm 
[image: image282.wmf],

ADN

 là trung điểm 
[image: image283.wmf]BC

. Trên tia đối của tia 
[image: image284.wmf]DC

 lấy điểm 
[image: image285.wmf]P

, đường thẳng 
[image: image286.wmf]PM

 cắt 
[image: image287.wmf]AC

 tại 
[image: image288.wmf]Q

 và cắt 
[image: image289.wmf]BC

 tại 
[image: image290.wmf]S

. Đường thẳng 
[image: image291.wmf]QN

 cắt 
[image: image292.wmf]DC

 tại 
[image: image293.wmf]R

. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image294.wmf]NPR

D

 là tam giác cân.

b) 
[image: image295.wmf].
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14.6. Cho 
[image: image296.wmf]ABC

D

 có 
[image: image297.wmf]..

AMBNCP

 là các đường phân giác. Đặt 
[image: image298.wmf];;

BCaACbABc

===

. Chứng  minh rằng: 
[image: image299.wmf](
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14.7. Cho 
[image: image300.wmf]ABC

D

 có 
[image: image301.wmf]4;6;8

ABcmBCcmCAcm
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. Gọi 
[image: image302.wmf]I

 là giao điểm ba đường phân giác của tam giác 
[image: image303.wmf]ABC

 và 
[image: image304.wmf]G

 là trọng tâm. Tính độ dài đoạn thẳng 
[image: image305.wmf]IG

.

14.8. Cho hình bình hành 
[image: image306.wmf](
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 các điểm 
[image: image307.wmf],

MN

 lần lượt thuộc 
[image: image308.wmf],

ABAD

 sao cho 
[image: image309.wmf]BMDN

=

. Gọi 
[image: image310.wmf]O

 là giao điểm của 
[image: image311.wmf]BN

 và 
[image: image312.wmf]DM

. Đường thẳng 
[image: image313.wmf]CO

 cắt đường thẳng 
[image: image314.wmf]AB

 và 
[image: image315.wmf]AD

 theo thứ tự là 
[image: image316.wmf]I

 và 
[image: image317.wmf]K

. Chứng minh rằng: 
[image: image318.wmf];

CDDKBIBC
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14.9. Cho tam giác 
[image: image319.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image320.wmf]A

. Có đường cao 
[image: image321.wmf]AH

, đường trung tuyến 
[image: image322.wmf]BM

 và đường phân giác  
[image: image323.wmf]CD

 đồng quy tại 
[image: image324.wmf]O

. Chứng minh rằng: 
[image: image325.wmf].

BCBH

ACCH
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14.10. Cho tam giác 
[image: image326.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image327.wmf]A

. Hai đường phân giác 
[image: image328.wmf]BD

 và 
[image: image329.wmf]CE

 cắt nhau ở 
[image: image330.wmf]O

. Biết số đo diện tích tam giác 
[image: image331.wmf]BOC

 bằng 
[image: image332.wmf]a

. Tính tích 
[image: image333.wmf].

BDCE

 theo 
[image: image334.wmf]a

.
14.11. Cho tam giác 
[image: image335.wmf]ABC

 có 
[image: image336.wmf]·
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. Các điểm 
[image: image337.wmf]D

, 
[image: image338.wmf]E

 thuộc cạnh 
[image: image339.wmf]BC

 sao cho 
[image: image340.wmf]·
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BADDAEEAC
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. Gọi 
[image: image341.wmf]M

 là điểm thuộc cạnh 
[image: image342.wmf],

ABMC

 cắt 
[image: image343.wmf]AE

 tại 
[image: image344.wmf]L

; gọi 
[image: image345.wmf]K

 là giao điểm 
[image: image346.wmf]ME

 và 
[image: image347.wmf]AD

. Chứng minh rằng 
[image: image348.wmf] // .

KLBC


14.12. Cho tam giác 
[image: image349.wmf]ABC

 với đường trung tuyến 
[image: image350.wmf]CM

. Điểm 
[image: image351.wmf]D

 thuộc đoạn 
[image: image352.wmf]BM

 sao cho 
[image: image353.wmf]2.

BDMD

=

. Biết rằng 
[image: image354.wmf]·

·

MCDBCD
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. Chứng minh rằng: 
[image: image355.wmf]ACD

D

 là tam giác vuông.
Hướng dẫn giải

[image: image527.png]


14.1. Ta có: 
[image: image356.wmf]23
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 suy ra 
[image: image357.wmf]3
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[image: image358.wmf]AD

 là đường phân giác của góc 
[image: image359.wmf]BAC

 nên

[image: image360.wmf]33
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Suy ra 
[image: image361.wmf](
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[image: image528.png]


14.2. Áp dụng tính chất đường phân giác vào các tam giác 
[image: image362.wmf],,:
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[image: image363.wmf];;
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14.3. Xét 
[image: image366.wmf]ABC
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 có 
[image: image367.wmf]BC

 là đường phân giác của 
[image: image368.wmf]ABC
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 nên:
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Gọi 
[image: image370.wmf]CN

 là đường phân giác của 
[image: image371.wmf]ACB

D

, suy ra:
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Ta có: 
[image: image373.wmf]3
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Từ đó ta tính được 
[image: image375.wmf](
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14.4. Ta có:
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Suy ra 
[image: image377.wmf]AIE
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 cân tại 
[image: image378.wmf]AAIAE
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(1).

Áp dụng tính chất đường phân giác của 
[image: image379.wmf]ABH

D

 và 
[image: image380.wmf]BAC
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, ta có:
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Từ (2) và (3) suy ra : 
[image: image383.wmf]BHBC
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Vì 
[image: image384.wmf]ABC
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 vuông cân tại v nên 
[image: image385.wmf]2.
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.
Từ đó kết hợp với (4), suy ra 
[image: image386.wmf]2.
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14.5. 

a) Ta có: 
[image: image387.wmf] // ;
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 và 
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 nên 
[image: image389.wmf]CDMN

 là hình chữ nhật
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Gọi 
[image: image391.wmf]O

 là giao điểm của 
[image: image392.wmf]AC

 và 
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 và 
[image: image395.wmf]CON

D

 có: 
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[image: image397.wmf](

)

...

AMOCNOcgcMOON

ÞD=DÞ=


Áp dụng hệ quả định lý Ta-lét, ta có:


[image: image398.wmf] // , // 

MOQONOQO

MOCPNOCR

CPQCCRQC

Þ=Þ=


Suy ra 
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 mà 
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 suy ra 
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nên 
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b) 
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mà 
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 là tia phân giác 
[image: image408.wmf]QNP
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Ta có: 
[image: image409.wmf]NSMN
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 nên 
[image: image410.wmf]NS

 là tia phân giác góc ngoài đỉnh 
[image: image411.wmf]N

 của 
[image: image412.wmf]PNQ

D

.

Áp dụng tính chất đường phân giác trong và ngoài của 
[image: image413.wmf]NPQ
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[image: image414.wmf];
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14.6. Theo tính chất đường phân giác của 
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Tương tự, ta có: 
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Tương tự: 
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Từ (1), (2) và (3) ta có:
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14.7. Gọi 
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 lần lượt là giao điểm của 
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Áp dụng tính chất đường phân giác trong tam giác 
[image: image430.wmf]ABD

, ta có:
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Mặt khác 
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14.8. Gọi 
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 là giao điểm của đường thẳng 
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mà 
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Ta có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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14.9. Kẻ 
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Mặt khác 
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Áp dụng tính chất đường phân giác và định lý ta-lét, ta có:
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(lời giải khác, các bạn có thể xem ở chuyên đề định lý Cê-va)
14.10. Đặt 
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Theo tính chất đường phân giác của 
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Vì 
[image: image470.wmf]222

yzx

+=

 nên 
[image: image471.wmf](

)

2

2

.1

.2

2

OBOCxxyxzyz

BDCE

xxyyzzx

+++

==

+++


hay 
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Để ý rằng nếu kẻ 
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Từ (3) và (4) suy ra: . 
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14.11. Trên 
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Vậy ta có 
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