
Chương III
QUAN HỆ GIỮA CÁC YẾU TỐ TRONG TAM GIÁC.
CÁC ĐƯỜNG ĐỒNG QUY CỦA TAM GIÁC
Chuyên đề 15. QUAN HỆ GIỮA GÓC VÀ CẠNH ĐỐI DIỆN TRONG MỘT TAM GIÁC
A. Kiến thức cần nhớ
· Định lí 1. Trong một tam giác:
· Góc đối diện với cạnh lớn hơn là góc lớn hơn.
· Đảo lại, cạnh đối diện với góc lớn hơn là cạnh lớn hơn.
	Trong hình 15.1:
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µ

ACABBC.

>Û>


Suy ra, trong một tam giác:
· Góc đối diện với cạnh nhỏ nhất là góc nhọn;
· Cạnh đối diện với góc tù (hoặc góc vuông) là cạnh lớn nhất.
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· Định lí 2. Hai tam giác có hai cặp cạnh bằng nhau
· Nếu cạnh thứ ba không bằng nhau thì góc đối diện với cạnh lớn hơn là góc lớn hơn.
· Đảo lại, nếu hai góc xen giữa không bằng nhau thì cạnh đối diện với góc lớn hơn là cạnh lớn hơn.
B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Chứng minh rằng nếu một tam giác vuông có một góc nhọn lớn hơn 
[image: image4.wmf]30

o

thì cạnh đối diện với góc ấy lớn hơn một nửa cạnh huyền.
Giải (h.15.2)
* Tìm cách giải.
Giả sử tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image5.wmf]·

30

o

ABC,

>

ta phải chứng minh 
[image: image6.wmf]1

2

ACBC.

>

Muốn vậy, phải chứng minh 
[image: image7.wmf]2

ACBC.

>


	Ta tạo ra đoạn thẳng 2AC bằng cách lấy điểm D trên tia đối của tia AC sao cho 
[image: image8.wmf]ADAC.

=

 Khi đó, xét 
[image: image9.wmf]BDC

D

chỉ cần chứng minh 
[image: image10.wmf]DCBC.

>


* Trình bày lời giải.
Trên tia đối của tia AC lấy điểm D sao cho 
[image: image11.wmf]ADAC.

=



[image: image12.wmf]ABDABC (c.g.c)BDBC
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và 

[image: image13.wmf]·
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ABDABC.

=>

 Suy ra 
[image: image14.wmf]·
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o

DBC.

>



[image: image15.wmf]BCD

D

 cân có góc ở đỉnh lớn hơn 
[image: image16.wmf]60

o

 nên các góc ở đáy nhỏ hơn 
[image: image17.wmf]60

o

.
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Xét 
[image: image19.wmf]DBC

D

có 
[image: image20.wmf]·

µ

DBCD

>

nên 
[image: image21.wmf]CDBC

>

 (quan hệ giữa cạnh và góc đối diện).
Do đó 
[image: image22.wmf]2

ACBC

>

hay 
[image: image23.wmf]1

2

ACBC.

>


Ví dụ 2: Tam giác ABC có góc B, góc C là những góc nhọn, 
[image: image24.wmf]µ
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B;
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[image: image25.wmf]µ
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 Vẽ đường cao AH. Hãy so sánh HA, HB, HC.
Giải (h.15.3)
* Tìm cách giải.
	Ta thấy HA, HB, HC không phải là ba cạnh của một tam giác. HA và HB là hai cạnh của tam giác HAB còn HA và HC là hai cạnh của tam giác HAC. Vì vậy ta dùng HA làm trung gian để so sánh HA, HB, HC.
* Trình bày lời giải.
Xét 
[image: image26.wmf]ABH

D

có 
[image: image27.wmf]µ
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nên 
[image: image28.wmf]µ
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Vậy 
[image: image30.wmf]µ

µ
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 (quan hệ giữa góc và cạnh đối diện).
Xét 
[image: image31.wmf]ACH

D

có 
[image: image32.wmf]µ
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nên 
[image: image33.wmf]¶
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Vậy 
[image: image34.wmf]µ
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)

2

2

CAHAHC
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 (quan hệ giữa góc và cạnh đối diện).
Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image35.wmf]HBHAHC.

<<


Ví dụ 3: Cho hai đoạn thẳng AB và CD cắt nhau tại trung điểm O của AB. Chứng minh rằng nếu 
[image: image36.wmf]ACBC

>

thì 
[image: image37.wmf]BDAD.

>


Giải (h.15.4)
* Tìm cách giải.

[image: image38.wmf]BDO

D

và 
[image: image39.wmf]ADO

D

có hai cặp cạnh bằng nhau, do đó để chứng minh 
[image: image40.wmf]BDAD

>

ta cần chứng minh 
[image: image41.wmf]·

·

BODAOD.

>


* Trình bày lời giải.
	
[image: image42.wmf]AOC

D

và 
[image: image43.wmf]BOC

D

có OA=OB; OC chung;

[image: image44.wmf]ACBC

>


suy ra 
[image: image45.wmf]·

·

AOCBOC

>

 (định lí 2).
Do đó 
[image: image46.wmf]·

·

BODAOD.
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[image: image47.wmf]BOD

D

và 
[image: image48.wmf]AOD

D

có 
[image: image49.wmf]OBOA,

=

OD chung, 

[image: image50.wmf]·

·

BODAOD.

>

suy ra 
[image: image51.wmf]BDAD

>

 (định lí 2).
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Ví dụ 4: Tam giác ABC có 
[image: image53.wmf]µ
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o

B

>

và 
[image: image54.wmf]1

2

ABAC.

=

 Hãy sắp xếp ba cạnh của tam giác theo thứ tự tăng dần.
Giải (h.15.5)
* Tìm cách giải.
	Vì góc B là góc tù nên cạnh AC là cạnh lớn nhất. Khai thác điều kiện 
[image: image55.wmf]1

2

ABAC

=

ta làm xuất hiện yếu tố 
[image: image56.wmf]1

2

AC

bằng cách vẽ trung điểm M của AC. Khi đó AB và BC là hai cạnh của hai tam giác có hai cặp cạnh bằng nhau, do đó ta có thể dùng định lí 2.
* Trình bày lời giải.
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Xét 
[image: image58.wmf]ABC

D

có 
[image: image59.wmf]µ

90

o

B

>

nên cạnh AC là cạnh lớn nhất, do đó 
[image: image60.wmf](

)

1

BCAC
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Gọi M là trung điểm của AC. Xét 
[image: image61.wmf]ABM

D

có 
[image: image62.wmf]1

2

ABAMAC
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nên 
[image: image63.wmf]µ
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ABMBM,
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do đó 
[image: image64.wmf]¶
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 Vậy 
[image: image65.wmf]¶

¶
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MM.
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[image: image66.wmf]AMB

D

và 
[image: image67.wmf]CMB

D

có: 
[image: image68.wmf]MAMC,

=

 MB chung và 
[image: image69.wmf]¶

¶
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<

 nên 
[image: image70.wmf]ABBC

<

 (2)
Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image71.wmf]ABBCCA.
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C. Bài tập vận dụng
· Quan hệ giữa cạnh và góc đối diện trong một tam giác
15.1. Cho tam giác ABC cân tại A. Gọi M là một điểm trên đường thẳng BC. Hãy so sánh AM với AB.
15.2. Cho tam giác ABC, tia phân giác của góc A cắt BC tại D. Cho biết góc ADB là góc nhọn, hãy so sánh AB và AC.
15.3. Tam giác ABC có 
[image: image72.wmf]ABAC.

<

Trên cạnh AB lấy điểm M 
[image: image73.wmf](

)

MB.

¹

Trên nửa mặt phẳng bờ AB không chứa C vẽ tia Mx//AC và trên tia này lấy điểm N sao cho 
[image: image74.wmf]MNMB.

=

 Chứng minh rằng 
[image: image75.wmf]BCNC.

<


15.4. Cho tam giác ABC, 
[image: image76.wmf]µ

µ
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A;B.
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Trong tam giác lấy điểm O sao cho 
[image: image77.wmf]·

·
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o

OACOCA.

==

 Chứng minh rằng 
[image: image78.wmf]OAOB.

^


15.5. Cho tam giác ABC. Vẽ 
[image: image79.wmf](

)

AHBCHBC

^Î

 và 
[image: image80.wmf](

)

BKACKAC.

^Î

 Biết rằng 
[image: image81.wmf]AHBC;BKAC.

³³

 Tính số đo các góc của tam giác ABC.
15.6. Trong tam giác ABC có 
[image: image82.wmf]ABAC.

<

 Tia phân giác của góc A cắt BC tại D. Gọi M là một điểm trên đoạn thẳng AD. Hãy so sánh MB với MC.
15.7. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên BC lấy E và F sao cho 
[image: image83.wmf]·

·

·

BAEEAFFAC.

==

Chứng minh rằng đoạn thẳng EF có độ dài nhỏ nhất trong ba đoạn thẳng BE, EF và FC.
15.8. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên BC lấy M và N sao cho 
[image: image84.wmf]==

BMMNNC

.Chứng minh rằng góc MAN là góc lớn nhất trong ba góc 
[image: image85.wmf]·

·

BAM,MAN

 và 
[image: image86.wmf]·

NAC.


15.9. Chứng minh rằng nếu một tam giác có một góc lớn hơn 
[image: image87.wmf]60

o

thì cạnh đối diện với góc ấy lớn hơn trung bình cộng của hai cạnh còn lại.
15.10. Cho tam giác ABC vuông cân tại B. Gọi M là một điểm nằm trong tam giác sao cho 
[image: image88.wmf]·

105

o

BMC.

>

 Chứng minh rằng 
[image: image89.wmf]2

MBMC

MA.

+

>


· Hai tam giác có hai cạnh bằng nhau
15.11. Tam giác ABC có 
[image: image90.wmf]ABAC.

<

Trên tia đối của tia BA lấy điểm E 
[image: image91.wmf](

)

EB,

¹

trên tia đối của tia CA lấy điểm F 
[image: image92.wmf](

)

FC

¹

sao cho 
[image: image93.wmf]BECF.
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 Gọi D là trung điểm của BC. Chứng minh rằng 
[image: image94.wmf]·

·

DEFDFE.

>


15.12. Cho tam giác ABC cân tại A. Gọi M là một điểm nằm trong tam giác sao cho 
[image: image95.wmf]·

·

ABMACM.
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 Hãy so sánh các góc 
[image: image96.wmf]·

AMB

và 
[image: image97.wmf]·

AMC.


15.13. Cho tam giác ABC cân tại A. Lấy điểm M nằm giữa A và B. Gọi O là trung điểm của CM. Tia AO cắt BC tại D. Chứng minh rằng 
[image: image98.wmf]BDCD.

>


15.14. Cho tam giác ABC cân tại A. Lấy điểm M nằm trong tam giác sao cho 
[image: image99.wmf]·

·

AMBAMC.

>

 Tia AM cắt BC tại D. Chứng minh rằng 
[image: image100.wmf]BDCD.

<


15.15. Cho tam giác ABC, 
[image: image101.wmf]<

ABAC.

 Gọi M là trung điểm của BC. Lấy điểm D nằm giữa A và C sao cho 
[image: image102.wmf]·

90

o

AMD.
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 Chứng minh rằng 
[image: image103.wmf]MDMB.

<


15.16. Cho tam giác ABC, 
[image: image104.wmf]µ

60

o

A,
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tổng 
[image: image105.wmf]10

ABACcm.

+=


Tìm giá trị nhỏ nhất của chu vi tam giác ABC.
Hướng dẫn giải
15.1.
· Trường hợp 
[image: image106.wmf]MB

º

hoặc 
[image: image107.wmf]:

MC

º

Khi đó 
[image: image108.wmf].

AMAB

=


· Trường hợp M nằm giữa B và C (h.15.6)
Ta có 
[image: image109.wmf]·

·

AMBACB

>

(tính chất góc ngoài của tam giác).

Do đó 
[image: image110.wmf]·

·

AMBABC

>

(vì 
[image: image111.wmf]·

·

ACBABC

=

).

Xét 
[image: image112.wmf]ABM

D

có 
[image: image113.wmf]·

·

.

ABMAMB

<


Suy ra 
[image: image114.wmf]AMAB

<

(quan hệ giữa góc và cạnh đối diện).
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· Trường hợp 
[image: image116.wmf]tia Bx

M

Î

là tia đối của tia BC và 
[image: image117.wmf]MB

¹

(h.15.7)
Ta có 
[image: image118.wmf]·

·

90

o

ABCACB
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(tính chất của tam giác cân). Do đó 
[image: image119.wmf]·

90.

o

ABM

>

 
Xét 
[image: image120.wmf]ABM

D

có 
[image: image121.wmf]·

ABM

 là góc tù nên AM là cạnh lớn nhất.
Vậy 
[image: image122.wmf].

AMAB

>


Chứng minh tương tự, nếu 
[image: image123.wmf]M

Î

tia Cy là tia đối của tia CB và 
[image: image124.wmf]MC

¹

thì 
[image: image125.wmf].

AMAB

>


15.2. (h.15.8)

	Góc ADB là góc nhọn nên góc ADC là góc tù.


[image: image126.wmf]ABD

D

và 
[image: image127.wmf]ACD

D

có 
[image: image128.wmf]µ

¶

¶

¶
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nên 
[image: image129.wmf]µ
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[image: image130.wmf]ABC

D

có 
[image: image131.wmf]µ

µ

BCACAB

>Þ>

(định lí 1).
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15.3. (h.15.9)
	Ta có 
[image: image133.wmf]·

·

//

MNACMNCACN
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 (so le trong).

Mặt khác, 
[image: image134.wmf]·

·

ACNACB

<

 nên 
[image: image135.wmf]·

·

.

MNCACB

<



[image: image136.wmf]ABC

D

 có 
[image: image137.wmf]ABAC

<

nên 
[image: image138.wmf]·

·

.

ACBABC

<


Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image139.wmf]·

·

.

MNCABC

<

   (3)

Tam giác MNB cân 
[image: image140.wmf]·

·
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)
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MNBMBN

Þ=


Từ (3) và (4), suy ra 
[image: image141.wmf]·

·

·

·

.

MNCMNBABCMBN
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Do đó 
[image: image142.wmf]·

·
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(định lí 1).
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15.4. (h.15.10)

Ta có 
[image: image144.wmf]·

·

·
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	Mặt khác, 
[image: image145.wmf]µ

µ

11

15

o

AC

==

 (giả thiết) nên 


[image: image146.wmf]¶

¶
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Giả sử OA và OB không vuông góc với nhau,

Tức là 
[image: image147.wmf]·
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o
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· Xét trường hợp 
[image: image148.wmf]·
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Ta có 
[image: image149.wmf]¶
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Vậy 
[image: image151.wmf]¶

¶

22

BAOAOB

>Þ>

 (định lí 1).
Mặt khác, 
[image: image152.wmf]AOC

D

cân nên 
[image: image153.wmf]OAOC

=

suy ra 
[image: image154.wmf]µ

¶

12
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 (định lí 1).

Từ đó ta được 
[image: image155.wmf]¶
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hay 
[image: image156.wmf]·
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(trái giả thiết).

· Xét trường hợp 
[image: image157.wmf]·

90,

o

AOB

>

chứng minh tương tự ta được 
[image: image158.wmf]·

75

o

ABC

<

(trái giả thiết). 

Vậy 
[image: image159.wmf]·

90.

o

AOBOAOB

=Þ^


15.5. (h.15.11)

	Xét 
[image: image160.wmf]AHC

D

vuông tại H, 
[image: image161.wmf]BKC

D

vuông tại K,

Ta có: 
[image: image162.wmf];

AHACBKBC

££

 (1)

Mặt khác 
[image: image163.wmf];

BCAHACBK

££

(giả thiết). (2)
Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image164.wmf].

BCAHACBKBC

££££


Do đó 
[image: image165.wmf].

BCAHACBK

===


Vậy 
[image: image166.wmf]ABC

D

 phải là tam giác vuông cân tại C.

Suy ra 
[image: image167.wmf]µ
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15.6. (h.15.12)
	Trên cạnh AC lấy điểm E sao cho 
[image: image169.wmf].

AEAB

=


Vì 
[image: image170.wmf]AEAC

<

nên điểm E nằm giữa A và C.


[image: image171.wmf](
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[image: image172.wmf]MBME
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 và 
[image: image173.wmf]¶
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Xét 
[image: image174.wmf]AME

D

 có 
[image: image175.wmf]·
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 là góc ngoài nên 
[image: image176.wmf]·
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Do đó 
[image: image177.wmf]·
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Xét 
[image: image179.wmf]MEC

D

 có 
[image: image180.wmf]·

·

MECECMMCME

>Þ>

(định lí 1).
Do đó 
[image: image181.wmf]MCMB

>

 (vì 
[image: image182.wmf]MBME

=

).

15.7. (h.15.13)

	
[image: image183.wmf](
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 c.g.c

ABEACF
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[image: image184.wmf]AEAF
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 và 
[image: image185.wmf].

BECF

=

 (1)


[image: image186.wmf]AEF

D

 cân 
[image: image187.wmf]·

·
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Xét 
[image: image188.wmf]AEB

D

có 
[image: image189.wmf]·
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o

AEB

>

nên 
[image: image190.wmf].

ABAE

>


Trên cạnh AB lấy điểm D sao cho 
[image: image191.wmf].

ADAE

=



[image: image192.wmf](

)

 c.g.c.
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[image: image193.wmf]ADE
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 cân 
[image: image194.wmf]·
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 là góc nhọn 
[image: image195.wmf]·
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Xét 
[image: image197.wmf]BDE

D

 có 
[image: image198.wmf]·

BDE

 là góc tù 
[image: image199.wmf]Þ

 BE là cạnh lớn nhất.

Do đó 
[image: image200.wmf].
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Từ (1) và (2) suy ra EF có độ dài nhỏ nhất trong ba đoạn thẳng BE, EF và FC.

15.8. (h.15.14)

Trên tia đối của tia MA lấy điểm D sao cho 
[image: image201.wmf].

MDMA
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[image: image202.wmf](
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 và 
[image: image203.wmf].
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Ta có 
[image: image204.wmf]·
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Do đó 
[image: image205.wmf]ACAN
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 (định lí 1). Suy ra 


[image: image206.wmf]µ
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Dễ thấy 
[image: image207.wmf]µ
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15.9. (h.15.15)
Giả sử tam giác ABC có 
[image: image211.wmf]·

60,

o

ABC

>

ta phải chứng minh 
[image: image212.wmf].
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Trên tia đối của tia BC lấy điểm D sao cho 
[image: image213.wmf].

BDBA

=

Vẽ 
[image: image214.wmf].

CHAD

^

 
Tam giác ABD cân tại B 
[image: image215.wmf]·
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	Vì 
[image: image216.wmf]·
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nên 
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Xét 
[image: image218.wmf]HCD
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[image: image219.wmf]µ
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nên 
[image: image220.wmf]1
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(xem ví dụ 1).

Mặt khác 
[image: image221.wmf]ACCH
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nên 
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15.10. (h.15.16)
Trên nửa mặt phẳng bờ MB không chứa C, vẽ tam giác BDM vuông cân tại B.

	
[image: image224.wmf](
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[image: image225.wmf]ADCM
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và 
[image: image226.wmf]·
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[image: image227.wmf]BDM
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vuông cân tại B 
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Xét 
[image: image230.wmf]ADM
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có 
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nên


[image: image232.wmf]2
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 (xem  bài 15.9).

Mặt khác, 
[image: image233.wmf]DMMB

>

(vì 
[image: image234.wmf]BDM

D

vuông) suy ra 
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15.11. (h.15.17)

	
[image: image237.wmf]ABC
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Do đó 
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[image: image242.wmf],
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 và 
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nên 
[image: image244.wmf]DFDE
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(định lí 2).

Xét 
[image: image245.wmf]DEF
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có 
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 nên 
[image: image247.wmf]·
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(định lí 1).
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15.12. (h.15.18)
	Tam giác ABC cân tại A 
[image: image249.wmf]·
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Ta có 
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(giả thiết) 
[image: image251.wmf]¶
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(định lí 1).

Xét 
[image: image253.wmf]ABM
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và 
[image: image254.wmf]ACM
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[image: image255.wmf];

ABAC

=


AM chung; 
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 (định lí 2).

Mặt khác 
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Do đó 
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15.13. (h.15.19)
	Trên tia đối của tia OA lấy điểm N sao cho 
[image: image262.wmf].
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[image: image263.wmf](

)

 c.g.c

AMONCOAMNC

D=DÞ=
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nên 
[image: image272.wmf]BDCD
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(định lí 2).
	[image: image273.png]Hinh 15.19






15.14. (h.15.20)

	Trên nửa mặt phẳng bờ AC không chứa B, vẽ tia Ax sao cho 
[image: image274.wmf]·
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Trên tia Ax lấy điểm N sao cho 
[image: image275.wmf].
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 và 
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Mặt khác, 
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 nên 
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Từ (1) và (2), suy ra 
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D

và 
[image: image285.wmf]ANC

D

có: 
[image: image286.wmf],

AMAN

=

 AC chung và 
[image: image287.wmf]MCNC

>


	[image: image288.png]D
Hinh 15.20






nên 
[image: image289.wmf]·
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 (định lí 2) do đó 
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AD chung, 
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 nên 
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(định lí 2).

15.15. (h.15.21)
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và 
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 (định lí 2) 
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2

M

Þ

 là góc nhọn 


[image: image302.wmf]¶
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Theo tính chất góc ngoài của tam giác ta có:
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Mặt khác, 
[image: image304.wmf]¶
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 nên 
[image: image305.wmf]·
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Xét 
[image: image306.wmf]MDC
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 có 
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(định lí 1).

Lại do 
[image: image308.wmf]MCMB
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 nên 
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[image: image310.wmf].
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15.16.
	· Xét trường hợp 
[image: image312.wmf]ABAC
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[image: image313.wmf]ABC

D

 là tam giác cân, có 
[image: image314.wmf]µ
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o

A
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nên là tam giác đều.

Suy ra 
[image: image315.wmf]5.
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Chu vi tam giác ABC là 
[image: image316.wmf]5315 (cm).(1)
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· Xét trường hợp 
[image: image317.wmf]ABAC

¹


Không mất tính tổng quát, giả sử 
[image: image318.wmf]ABAC

<

(h.15.22).

Trên các tia AB, AC lần lượt lấy các điểm
M và N sao cho 
[image: image319.wmf]5.
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==
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Khi đó 
[image: image321.wmf]AMN

D

là tam giác đều 
[image: image322.wmf]5.
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Vì 
[image: image323.wmf]AMANABAC
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Ta có 
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[image: image327.wmf]BMC
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[image: image331.wmf]BCMN
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 (định lí 2).

Chu vi 
[image: image332.wmf]101015 (cm).
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Từ (1) và (2), suy ra chu vi 
[image: image333.wmf]ABC
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