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HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC VUÔNG

	I. Hệ thức lượng trong tam giác vuông
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II. Tỉ số lượng giác của góc nhọn
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Một số tính chất của các 
tỉ số lượng giác
( Cho hai góc 
[image: image5.wmf],

ab

 phụ nhau. Khi đó:
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( Cho góc nhọn 
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III. Các hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông
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1. CÁC DẠNG BÀI TẬP

Dạng 1: Các bài toán tính toán
Phương pháp giải

Từ giả thiết, xem xét các yếu tố đã biết có mối liên hệ gì với các yếu tố cần tính, gắn các yếu tố này vào các tam giác vuông phù hợp. Từ đó sử dụng các hệ thức giữa cạnh và đường cao, giữa cạnh và góc, tỉ số lượng giác trong tam giác vuông đó để tính toán.

Bài tập mẫu

Ví dụ 1: Tính x và y trong hình sau, biết tam giác ABC vuông tại A có đường cao AH.
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( Giải chi tiết

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ABC ta có: 
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Lại có 
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Vậy 
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Ví dụ 2: Cho tam giác ABC vuông tại A có 
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( Giải chi tiết:

Theo định nghĩa, 
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 nên từ giả thiết ta có: 
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Áp dụng định lý Pitago cho tam giác ABC vuông tại A ta có:
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Vậy 
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Ví dụ 3: Cho tam giác ABC vuông tại A. Tìm các tỉ số lượng giác của góc B biết 
[image: image25.wmf]5,3.
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( Giải chi tiết
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Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ABC ta có:


[image: image26.wmf]222222

534.

BCABACACACcm

=+Þ=-Þ=


Theo định nghĩa: 
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Ví dụ 4: Tính chu vi và diện tích hình thang cân ABCD biết hai cạnh đáy 
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( Giải chi tiết
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( Diện tích hình thang được tính bởi công thức
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(Trong đó: h là chiều cao của hình thang). 
Đối với bài tập này, chúng ta đã biết độ dài hai cạnh đáy. Do vậy, ta cần tìm chiều cao.

Kẻ 
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Do ABCD là hình thang cân nên 
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Trong tam giác AHD vuông tại H ta có:
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Từ đó, 
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( Để tính chu vi hình thang, ta cần tính AD.

Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ADH ta có:


[image: image37.wmf]222
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, suy ra 
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Ngoài ra, ta cũng có thể sử dụng công thức tỉ số lượng giác của góc trong tam giác vuông ADH để tính AD.

Do đó, chu vi hình thang cân ABCD là:
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Ví dụ 5: Cho tam giác ABC vuông tại A, biết 
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a) Giải tam giác ABC.

b) Tính độ dài đường cao AH và đường phân giác AD của tam giác ABC.
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( Giải chi tiết

a) Giải tam giác là tìm độ dài các cạnh và số đo các góc của tam giác đó.

Ta có 
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Áp dụng định lý Pitago ta có:
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Sử dụng máy tính bỏ túi với 
[image: image43.wmf]4

cos

5

C

=

 ta được 
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Tam giác ABC vuông tại A nên 
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b) Từ hệ thức 
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 ta tính được 
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Theo tính chất đường phân giác:
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Lại có 
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Nhận xét thấy 
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 nên H nằm giữa B và D. Từ đó, ta có: 
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Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông AHD ta có:


[image: image53.wmf]22222

7,21,0352,90097,27.

ADAHHDADcm

=+=+=Þ»


Vậy 
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Dạng 2: Các bài toán chứng minh
Phương pháp giải

Các bài toán chứng minh điển hình sử dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông là bài toán chứng minh đẳng thức.

Phương pháp chung để giải dạng toán này là sử dụng hệ hệ thức lượng, công thức diện tích, tỉ số lượng giác,…để biến đổi tương đương hai vế của đẳng thức về cùng một biểu thức khác, hoặc biến đổi các đại lượng ở vế này để làm xuất hiện các đại lượng ở vế kia.

Bài tập mẫu

Ví dụ 1: Cho tam giác ABC có 
[image: image55.wmf]µ
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, đường cao AH. Gọi D, E theo thứ tự là hình chiếu của H trên 
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 Chứng minh rằng:
a) 
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( Giải chi tiết

a) Từ đẳng thức cần chứng minh, ta sẽ biến đổi vế trái. Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác ABC vuông tại A:
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(đến đây đã xuất hiện HB, HC giống VP (1)).

Từ đó suy ra: 
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2

.BC

.

ABBHHB

ACCHCBHC

==

(đpcm).
b) Dễ thấy tứ giác AEHD là hình chữ nhật nên ta có: 
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Áp dụng hệ thức lượng cho các tam giác vuông ABC, AHB, AHC ta có:


[image: image62.wmf]222

.,.AB,HC.CA

AHBHCHHBBDCE

===



[image: image63.wmf]422

AH........

BHCHBDABCECABDCEABAC

Þ===


Mặt khác 
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 nên 
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Ví dụ 2: Cho tam giác ABC, đường cao AH. Chứng minh rằng
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( Giải chi tiết

Lưu ý rằng các hệ thức đã được nêu chỉ sử dụng cho tam giác vuông. Do vậy ở đây ta sẽ áp dụng cho hai tam giác AHB và AHC.

Trong tam giác AHC ta có: 
[image: image68.wmf]222.
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 (Pitago).

Trong tam giác AHB ta có: 
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Từ đó: 
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Ví dụ 3: Cho tam giác ABC cân tại A, đường cao AH, BK. Chứng minh rằng
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Phân tích đề bài

Đẳng thức cần chứng minh khiến ta nghĩ đến hệ thức liên hệ giữa hai cạnh góc vuông và đường cao của một tam giác vuông.

Ở vế phải ta thấy xuất hiện 
[image: image72.wmf](
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 Do đó ta dựng đoạn có độ dài 2AH.

( Giải chi tiết

Từ B kẻ đường thẳng song song với AH cắt tia CA tại M. Do tam giác ABC cân tại A, AH là đường cao nên H là trung điểm của cạnh BC. Từ đó suy ra A là trung điểm của MC hay AH là đường trung bình của tam giác BMC.

Do vậy 
[image: image73.wmf]2.

BMAH

=


Lại có do 
[image: image74.wmf]MBAH
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nên 
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 hay tam giác MBC vuông tại B. Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông MBC ta có:
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2. BÀI TẬP TỰ LUYỆN
Câu 1: Tính x và y trong các hình sau:
[image: image77.png]12
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Câu 2:  Cho tam giác ABC vuông tại A có đường cao 
[image: image78.wmf]==
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a) Tính độ dài 
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b) Tia phân giác góc BAC cắt BC tại D. Tính diện tích tam giác ABD.
Câu 3:  Cho tam giác ABC vuông góc tại A. Biết 
[image: image80.wmf]25,20.
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a) Tính độ dài cạnh AC, đường cao AH, các đoạn thẳng BH và CH.

b) Kẻ từ H đường thẳng (d) song song với AB và cắt cạnh AC tại N. Tính độ dài các đoạn thẳng HN, AN và CN.
Câu 4: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, đường phân giác AD. Cho biết 
[image: image81.wmf]112,63.
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a) Tính độ dài AH.

b) Tính độ dài AD.
Câu 5: Cho tứ giác ABCD có các đường chéo cắt nhau tại O. Cho biết 
[image: image82.wmf]4,5,
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[image: image83.wmf]·
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 Tính diện tích tứ giác ABCD.
Câu 6: Cho tam giác ABC có 
[image: image84.wmf]µ
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 Tính độ dài cạnh AB.
Câu 7: Cho hình chữ nhật ABCD có cạnh 
[image: image85.wmf]6,8.
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 Đường thẳng kẻ từ D vuông góc với AC tại E, cắt cạnh AB tại F. Tính độ dài đoạn thẳng DE, AE, AF, BF.

Câu 8: Cho hình thang cân ABCD có đáy lớn 
[image: image86.wmf]10
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, đáy nhỏ bằng đường cao. Đường chéo vuông góc với cạnh bên. Tính độ dài đường cao của hình thang cân đó.

Câu 9: Tính chiều cao của một cột tháp, biết rằng lúc mặt trời ở độ cao 
[image: image87.wmf]50
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 (nghĩa là tia sáng của mặt trời tạo với phương nằm ngang của mặt đất một góc bằng 
[image: image88.wmf]50
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) thì bóng của nó trên mặt đất dài 
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Câu 10: Cho hình thang cân ABCD (
[image: image90.wmf]ABCD
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 và 
[image: image91.wmf]ABCD
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), 
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; đường cao 
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a) Chứng minh BD vuông góc với BC.

b) Tính diện tích hình thang ABCD.

c) Tính 
[image: image94.wmf]·
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Câu 11: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Biết 
[image: image95.wmf]20
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 và 
[image: image96.wmf]420.
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 Tính chu vi tam giác ABC.

Câu 12: Cho hình thang ABCD vuông góc tại A và D. Hai đường chéo vuông góc với nhau tại O. Biết 
[image: image97.wmf]23,6.
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 Tính diện tích hình thang ABCD.
Câu 13: Cho hình thang ABCD có hai cạnh bên AD và BC bằng nhau, đường chéo AC vuông góc với cạnh bên BC. Biết 
[image: image98.wmf]5,12.
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a) Tính 
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b) Tính diện tích hình thang ABCD.

Câu 14: Cho tam giác ABC có 
[image: image100.wmf]24,18,30.
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a) Tính đườn cao AH, số đo góc B và C.

b) Phân giác của góc A cắt BC tại D. Tính BD, CD.

c) Từ D kẻ DE và DF lần lượt vuông góc với AB và AC. Tứ giác AEDF là hình gì?

Tính chu vi và diện tích tứ giác AEDF.

Câu 15: Cho hình thang ABCD có 
[image: image101.wmf]µ
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a) Tính AB.

b) Tính diện tích hình thang ABCD.

Câu 16: Cho tam giác ABC trực tâm H.

Chứng minh hệ thức: 
[image: image102.wmf]222222
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Câu 17: Cho hình vuông ABCD và điểm I thay đổi nằm trên cạnh AB. Tia DI cắt đường thẳng BC tại E. Đường thẳng kẻ qua D vuông góc với DE cắt đường thẳng BC tại F. Chứng minh rằng tổng 
[image: image103.wmf]22
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 không phụ thuộc vào vị trí của điểm I.

Câu 18: Cho hình thang vuông ABCD có 
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[image: image106.wmf]ABDC
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). Gọi E là giao điểm của hai đường thẳng DA và CB.

Chứng minh rằng 
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Câu 19: Cho tứ giác ABCD có 
[image: image108.wmf]µ
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. Chứng minh rằng 
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Câu 20: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, kẻ đường cao AH.

a) Chứng minh 
[image: image110.wmf]sincos1.
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b) Chứng minh 
[image: image111.wmf](cotcot).
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Câu 21: Cho tam giác nhọn ABC. Gọi a, b, c lần lượt là độ dài các cạnh đối diện với các đỉnh A, B, C.

a) Chứng minh 
[image: image112.wmf].
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b) Có thể xảy ra đẳng thức 
[image: image113.wmf]sinsinsin
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 không?

Câu 22: Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image114.wmf],3.
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 Trên cạnh AC lấy các điểm D, E sao cho 
[image: image115.wmf].
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a) Chứng minh 
[image: image116.wmf].
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b) Chứng minh 
[image: image117.wmf]~.
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c) Tính tổng 
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Câu 23: Cho tam giác ABC có ba đường cao AM, BN, CL. Chứng minh:

a) 
[image: image119.wmf]~.
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b) 
[image: image120.wmf].....cos.cos.cos.

ANBLCMABBCCAABC

=


Câu 24: Cho tam giác ABC có 
[image: image121.wmf]ABAC
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, trung tuyến AM và đường cao AH. Chứng minh:
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Gợi ý giải

Câu 1
a) Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ABC ta có:
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b) Áp dụng Pitago cho tam giác vuông MNP ta có:
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Lại có 
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nên 
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c) Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông CDE ta có:
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d) 
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Câu 2
a) Theo định lý Pitago: 
[image: image136.wmf]222
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, suy ra 
[image: image137.wmf]10.
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Lại có: 
[image: image138.wmf]..
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 nên ta tính được 
[image: image139.wmf]4,8
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[image: image141.wmf]103,66,4.

HCBCHBcm

=-=-=


b) Theo tính chất đường phân giác:


[image: image142.wmf]105
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Suy ra 
[image: image143.wmf]30
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Diện tích tam giác ABD là: 
[image: image144.wmf]2
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Câu 3
a) Tam giác ABC vuông tại A, theo định lý Pitago ta có: [image: image311.png]
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[image: image146.wmf]15.
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Theo hệ thức về cạnh và đường cao trong tam giác vuông ta có:


[image: image147.wmf].
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[image: image149.wmf]16.
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b) Theo đề bài ta thấy HN vuông góc với AC.

Xét tam giác AHC vuông tại H, đường cao HN ta có: 

[image: image150.wmf]=Þ==
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Xét tam giác ANH vuông tại N ta có: 

[image: image151.wmf]222
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 (định lý Pitago)
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Câu 4
a) Ta có: 
[image: image154.wmf]2
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b) Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông ABC ta có:


[image: image155.wmf]22
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[image: image312.png]25cm
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Theo tính chất của đường phân giác và tính chất của dãy tỉ lệ thức bằng nhau ta có: 


[image: image156.wmf]1755
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[image: image157.wmf]75

CDCH

Þ=>

 nên H nằm giữa C và D.


[image: image158.wmf]756312.
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Áp dụng Pitago cho tam giác AHD vuông tại H:


[image: image159.wmf]222
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Câu 5:

Kẻ BE, CF vuông góc với AC (
[image: image160.wmf],

EFAC

Î

).
Theo hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông BOE và tam giác vuông DOF ta có:


[image: image161.wmf]sin50;
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Từ đó suy ra:
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[image: image314.png]


Câu 6

Kẻ AH vuông góc với BC tại H.

Đặt 
[image: image167.wmf]ABx
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, từ giả thiết ta được 
[image: image168.wmf]12(1).
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Trong tam giác ABH vuông tại H có:


[image: image169.wmf]3

.sin60;.cos60.

22

xx

AHABBHAB

=°==°=


Từ đó suy ra: 
[image: image170.wmf]8.
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Áp dụng Pitago cho tam giác ACH ta được:
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2

222

3

8(2).

22

xx

ACAHCH

æö

æö

=+=+-

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø


Từ (1) và (2) ta có phương trình:
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Vậy 
[image: image173.wmf]5.
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Câu 7

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ADC ta có:

[image: image315.png]
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Lại có 
[image: image175.wmf]22222
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ADF ta có:


[image: image176.wmf]222222
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Từ đó 
[image: image177.wmf]84,53,5.
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Vậy 
[image: image178.wmf]4,8,3,6,4,5,3,5.
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Câu 8
[image: image316.png]10 cm



Kẻ đường cao AH của hình thang, 
[image: image179.wmf]HCD
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Đặt 
[image: image180.wmf]AHABx
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Do hình thang ABCD cân nên 
[image: image181.wmf]10
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Áp dụng Pitago cho các tam giác vuông AHD và AHC ta có:


[image: image182.wmf]2

2222

10

;

2

x

ADDHAHx

-

æö

=+=+

ç÷

èø



[image: image183.wmf]2
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Mặt khác tam giác ADC vuông tại A nên ta có:


[image: image184.wmf]222
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[image: image185.wmf]22
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Vậy đường cao của hình thang có độ dài 
[image: image186.wmf]25.
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[image: image317.png]


Câu 9
Giả sử AH là cột tháp, HB là bóng của nó trên mặt đất ở lúc mặt trời chiếu góc 
[image: image187.wmf]50
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Khi đó 
[image: image188.wmf]AHB
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 vuông tại H và 
[image: image189.wmf]·
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác AHB ta có:


[image: image190.wmf].tan50114,4.
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Câu 10
a) Áp dụng định lý Pitago cho tam giác BHD ta có:

[image: image318.png]15 cm




[image: image191.wmf]22222

161220.

BDDHBHBD

=+=+Þ=


Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông BHC ta có:


[image: image192.wmf]22222

15129.

HCBCBHHC

=-=-Þ=


Tam giác BDC có 
[image: image193.wmf]2222
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[image: image194.wmf]22
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Suy ra 
[image: image195.wmf]222.
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Từ đó theo định lý Pitago đảo, tam giác DBC vuông tại B, hay 
[image: image196.wmf]DBBC

^

.
b) Do hình thang ABCD cân nên 
[image: image197.wmf]7.
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Diện tích hình thang là 
[image: image198.wmf]11
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c) Tam giác BHC vuông tại H có: 
[image: image199.wmf]·
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[image: image319.png]


Câu 11

Từ giả thiết, ta đặt 
[image: image200.wmf]2021
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[image: image201.wmf]20,21(0)
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ABC ta có:


[image: image202.wmf]222222
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[image: image203.wmf]29.
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Do đó 
[image: image204.wmf]580,609.

ABcmACcm

==


Áp dụng Pitago cho tam giác ABC ta có: 
[image: image205.wmf]2222
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Vậy chu vi tam giac ABC là: 
[image: image206.wmf]5806098412030.
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Câu 12

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ADB ta có:

[image: image320.png]i
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[image: image208.wmf]313.
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ADC ta có:


[image: image209.wmf]2
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Áp dụng định lí Pitago cho tam giác vuông ADC ta có:


[image: image210.wmf]222
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Diện tích hình thang ABCD là:
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Câu 13

[image: image321.png]


a) Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ACB có:


[image: image212.wmf]22222
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[image: image213.wmf]13.
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Trong tam giác ABC có: 
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Từ đó 
[image: image215.wmf]sincos17
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b) Ta có: 
[image: image216.wmf]6025
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Hình thang ABCD cân nên 
[image: image217.wmf]25119
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Diện tích hình thang ABCD là: 
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[image: image322.png]


Câu 14

a) Ta có: 
[image: image219.wmf]22222
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Do đó theo Pitago đảo thì 
[image: image220.wmf]ABC

D

 vuông tại A.

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ABC ta được:


[image: image221.wmf].72
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Trong tam giác ABC có: 
[image: image222.wmf]18
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[image: image223.wmf]9053.
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b) Theo tính chất đường phân giác trong tam giác ta có:


[image: image224.wmf]30

.

42

CDBDCDBDBC

CABACABACABA

+

====

++


Suy ra 
[image: image225.wmf]90120
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c) Từ cách lấy điểm E, F ta suy ra tứ giác AEDF là hình chữ nhật. Mặt khác, AD là đường phân giác của 
[image: image226.wmf]·

EAF

 nên tứ giác này là hình vuông.

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông ABC, ta có:


[image: image227.wmf]2
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Từ đó suy ra H nằm giữa C và D.


[image: image228.wmf]72
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Áp dụng Pitago cho tam giác vuông AHD có: 
[image: image229.wmf]222
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Do đó, cạnh của hình vuông AEDF là 
[image: image230.wmf]72
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Chu vi và diện tích của hình vuông AEDF lần lượt là: 
[image: image231.wmf]2885184
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[image: image323.png]e}



Câu 15

a) Kẻ hai đường cao AH, BK. 
Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông AHD ta có: 


[image: image232.wmf].cos601,.sin603.
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Suy ra 
[image: image233.wmf]3.
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Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông BKC ta có: 
[image: image234.wmf]3.
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Do đó 
[image: image235.wmf]6132.
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Vậy 
[image: image236.wmf]2.
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b) Diện tích hình thang ABCD là: 
[image: image237.wmf]11
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Câu 16
Áp dụng Pitago cho các tam giác vuông ABE, AHE, BCE ta có:


[image: image238.wmf](
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[image: image239.wmf]222

,

HCHECE

=+


Suy ra 
[image: image240.wmf]2222
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Chứng minh tương tự ta được: 
[image: image241.wmf]2222
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Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

[image: image325.png]



Câu 17

Xét tam giác ADI và tam giác CDF có:


[image: image242.wmf]·
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[image: image243.wmf];
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 (cùng phụ với 
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Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông DEF ta có:

[image: image326.png]



[image: image247.wmf]222
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Suy ra 
[image: image248.wmf]222

111

DEDIDC

+=

 không đổi.

Câu 18

Kẻ 
[image: image249.wmf],

BKCDCFCE

^^

 như hình vẽ. 
Xét tam giác BKC và tam giác CDF có:


[image: image250.wmf]·
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[image: image251.wmf]();
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[image: image252.wmf]·
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[image: image327.png]


Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác vuông CEF ta có:

[image: image255.wmf]222
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[image: image256.wmf]222
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Câu 19

Kéo dài AD cắt BC tại E. 
Do 
[image: image257.wmf]µ
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 nên 
[image: image258.wmf]·
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Áp dụng Pitago cho các tam giác vuông ở đỉnh E ta được:


[image: image259.wmf]2222222222
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Từ đó suy ra 
[image: image261.wmf]2222
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[image: image328.png]


Câu 20
a) Kẻ đường cao BK. 
Áp dụng bất đẳng thức tam giác cho tam giác ABK ta có:


[image: image262.wmf].
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Ta có: 
[image: image263.wmf]sin;cos
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Nên 
[image: image264.wmf]sincos1.
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b) Xét tam giác ABH vuông tại H có: 
[image: image265.wmf]cot.cot.
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Xét tam giác ACH vuông tại H có: 
[image: image266.wmf]cotC.cot.
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Từ đó, suy ra 
[image: image267.wmf].cot.cot
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[image: image329.png]ne



Câu 21

a) Kẻ các đường cao AD, BE, CF. 
Áp dụng hệ thức lượng cho các tam giác vuông ABD ta có:


[image: image268.wmf]sin,sin,sin.
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Từ đó,


[image: image269.wmf],,.
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Do vậy 
[image: image270.wmf]sinsinsinC
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b) Giả sử 
[image: image271.wmf]sinsinsin
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Theo tính chất của dãy tỉ số bằng nhau ta có:


[image: image272.wmf]sinsinsinCsinsinsin
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[image: image273.wmf].
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 Điều này không xảy ra do a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác.

Câu 22

a) Theo giả thiết 
[image: image274.wmf]ADDEEC
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 mà 
[image: image275.wmf]3
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 nên 
[image: image276.wmf]ADDEECa
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Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ADB ta có:


[image: image277.wmf]2222
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Lại có 
[image: image278.wmf]2
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[image: image330.png]


Do vậy 
[image: image279.wmf]2

.

DBDEDC

=

 hay 
[image: image280.wmf].
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b) Xét hai tam giác 
[image: image281.wmf]BDE
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 và 
[image: image282.wmf]CDB
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 ta có: 
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 (theo chứng minh câu a);

[image: image284.wmf]·
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c) Do 
[image: image286.wmf]BDECDB
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 nên 
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Vậy 
[image: image288.wmf]·
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[image: image331.png]


Câu 23

a) Trong các tam giác vuông ABN và ACL ta có: 


[image: image289.wmf]cos,cos.
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Do đó 
[image: image290.wmf]ANAL
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Xét 
[image: image291.wmf]ANL
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 và 
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b) Trong các tam giác vuông ABN, BCL, AMC có:


[image: image296.wmf].cos,.cos,.cos.
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Nhân vế với vế của các đẳng thức trên ta được điều phải chứng minh.

[image: image332.png]@



Câu 24

Ta có:
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Ta cần chứng minh 
[image: image300.wmf]2222
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Do 
[image: image301.wmf]ABAC
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[image: image302.wmf]HBHC
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 và H nằm giữa C, M.
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