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A.  KiÕn thøc cÇn nhí

I.  §¹i c­¬ng vÒ ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng 

 quan hÖ song song
1. më ®Çu vÒ h×nh häc kh«ng gian

Quan hÖ thuéc: Trong kh«ng gian:

a. Víi mét ®iÓm A vµ mét ®­êng th¼ng d cã thÓ x¶y ra hai tr­êng hîp:

· §iÓm A thuéc ®­êng th¼ng d, kÝ hiÖu a ( d.

· §iÓm A kh«ng thuéc ®­êng th¼ng d, kÝ hiÖu a ( d.

b. Víi mét ®iÓm A vµ mét mÆt ph¼ng (P) cã thÓ x¶y ra hai tr­êng hîp:

· §iÓm A thuéc mÆt ph¼ng (P), kÝ hiÖu a ( (P).

· §iÓm A kh«ng thuéc  mÆt ph¼ng (P), kÝ hiÖu a ( (P).

H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh trong kh«ng gian: §Ó vÏ h×nh biÓu diÔn cña mét h×nh trong kh«ng gian, ng­êi ta ®­a ra nh÷ng quy t¾c, ch¼ng h¹n nh­:

· §­êng th¼ng ®­îc biÓu diÔn bëi ®­êng th¼ng. §o¹n th¼ng ®­îc biÓu diÔn bëi ®o¹n th¼ng.

· Hai ®­êng th¼ng song song (hoÆc c¾t nhau) ®­îc biÓu diÔn bëi hai ®­êng th¼ng song song (hoÆc c¾t nhau).

· §iÓm A thuéc ®­êng th¼ng a ®­îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm A' thuéc ®­êng th¼ng a', trong ®ã a' biÓu diÔn cho ®­êng th¼ng a.
· Dïng nÐt vÏ liÒn ®Ó biÓu diÔn cho nh÷ng ®­êng tr«ng thÊy vµ dïng nÐt ®øt ®o¹n ®Ó biÓu diÔn cho nh÷ng ®­êng bÞ khuÊt.

2.  c¸c tÝnh chÊt thõa nhËn cña h×nh häc kh«ng gian

TÝnh chÊt thõa nhËn 1: Cã mét vµ chØ mét ®­êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cho tr­íc.

TÝnh chÊt thõa nhËn 2: Cã mét vµ chØ mét mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng cho tr­íc.

TÝnh chÊt thõa nhËn 3: Tån t¹i bèn ®iÓm kh«ng cïng n»m trªn mét mÆt ph¼ng.
TÝnh chÊt thõa nhËn 4: NÕu hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cã mét ®iÓm chung th× chóng cã mét ®­êng th¼ng chung duy nhÊt chøa tÊt c¶ c¸c ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng ®ã.

§­êng th¼ng dã ®­îc gäi lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng ®ã.

TÝnh chÊt thõa nhËn 5: Trong mçi mÆt ph¼ng, c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt cña h×nh häc ph¼ng ®Òu ®óng.
§Þnh lÝ: NÕu mét ®­êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cña mét mÆt ph¼ng th× mäi ®iÓm cña ®­êng th¼ng ®Òu thuéc mÆt ph¼ng ®ã.
3.  ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng 

Cã bèn c¸ch x¸c ®Þnh mét mÆt ph¼ng:

C¸ch 1: Mét mÆt ph¼ng ®­îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng cña mÆt ph¼ng, kÝ hiÖu (ABC).

C¸ch 2: Mét mÆt ph¼ng ®­îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua mét ®­êng th¼ng d vµ mét ®iÓm A kh«ng thuéc d, kÝ hiÖu (A, d).

C¸ch 3: Mét mÆt ph¼ng ®­îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua hai ®­êng th¼ng c¾t nhau a, b, kÝ hiÖu (a, b).

C¸ch 4: Mét mÆt ph¼ng ®­îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua hai ®­êng th¼ng song song a, b, kÝ hiÖu (a, b).

4.  H×nh chãp vµ h×nh tø diÖn

§Þnh nghÜa: Cho ®a gi¸c A1A2...An vµ cho ®iÓm S n»m ngoµi mÆt ph¼ng chøa ®a gi¸c ®ã. Nèi S víi c¸c ®Ønh A1, A2, ..., An ta ®­îc n miÒn tam gi¸c SA1A2, SA2A3, ..., SAn(1An.

[image: image287.wmf]H×nh gåm n tam gi¸c ®ã vµ ®a gi¸c A1A2...An ®­îc gäi lµ h×nh chãp S.A1A2...An. 

Trong ®ã:

· §iÓm S gäi lµ ®Ønh cña h×nh chãp.

· §a gi¸c A1A2...An gäi lµ mÆt ®¸y cña h×nh chãp.

· C¸c ®o¹n th¼ng A1A2, A2A3, ..., An(1An gäi lµ c¸c c¹nh ®¸y cña h×nh chãp.

· C¸c ®o¹n th¼ng SA1, SA2, ..., SAn gäi lµ c¸c c¹nh bªn cña h×nh chãp.

· C¸c miÒn tam gi¸c SA1A2, SA2A3, ..., SAn(1An gäi lµ c¸c mÆt bªn cña h×nh chãp.

NÕu ®¸y cña h×nh chãp lµ mét miÒn tam gi¸c, tø gi¸c, ngò gi¸c, .. th× h×nh chãp t­¬ng øng gäi lµ h×nh chãp tam gi¸c, h×nh chãp tø gi¸c, h×nh chãp ngò gi¸c, ...

( Chó ý: 
1. H×nh chãp tam gi¸c cßn gäi lµ h×nh tø diÖn.

2. H×nh tø diÖn cã bèn mÆt lµ nh÷ng tam gi¸c ®Òu ®­îc gäi lµ h×nh tø diÖn ®Òu.

II. Hai ®­êng th¼ng song song

5. vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña hai ®­êng th¼ng ph©n biÖt

Cho 2 ®­êng th¼ng a vµ b. C¨n cø vµo sù ®ång ph¼ng vµ sè ®iÓm chung cña 2 ®­êng th¼ng ta cã bèn tr­êng hîp sau:

a. Hai ®­êng th¼ng song song: cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng vµ kh«ng cã ®iÓm chung, tøc lµ:

a // b ( 
[image: image290.bmp].

b. Hai ®­êng th¼ng c¾t nhau: chØ cã mét ®iÓm chung.

a c¾t b ( a ( b = {I}.

c. Hai ®­êng th¼ng trïng nhau: cã hai ®iÓm chung ph©n biÖt.

a ( b = {A, B} ( a ( b.

d. Hai ®­êng th¼ng chÐo nhau: kh«ng cïng thuéc  mét mÆt ph¼ng.

a chÐo b ( a, b kh«ng ®ång ph¼ng.

[image: image288.wmf]
6.  Hai ®­êng th¼ng song song 

TÝnh chÊt 1: Trong kh«ng gian, qua mét ®iÓm n»m ngoµi mét ®­êng th¼ng cã mét vµ chØ mét ®­êng th¼ng song song víi ®­êng th¼ng ®ã.

TÝnh chÊt 2: Hai ®­êng th¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét ®­êng th¼ng thø ba th× song song víi nhau.

Tøc lµ: 
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§Þnh lÝ (VÒ giao tuyÕn cña ba mÆt ph¼ng): NÕu ba mÆt ph¼ng ®«i mét c¾t nhau theo ba giao tuyÕn ph©n biÖt th× ba giao tuyÕn Êy hoÆc ®ång quy hoÆc ®«i mét song song.

Tøc lµ, víi (, (, ( ph©n biÖt vµ tho¶ m·n:


[image: image3.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

b

Ç

a

=

g

Ç

b

=

g

Ç

a

c

b

a

( 
[image: image4.wmf]a//b//c

a,b,c®ångquy

é

ê

ë

.

HÖ qu¶: NÕu hai mÆt ph¼ng lÇn l­ît ®i qua hai ®­êng th¼ng song song th× giao tuyÕn cña chóng (nÕu cã) song song víi hai ®­êng th¼ng ®ã (hoÆc trïng víi mét trong hai ®­êng th¼ng ®ã).

Tøc lµ:
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III. §­êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng

7. VÞ trÝ t­¬ng ®èi cña ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng 

Cho ®­êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P). C¨n cø vµo sè ®iÓm chung cña ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng ta cã ba tr­êng hîp sau:

a. §­êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) kh«ng cã ®iÓm chung, tøc lµ:

a ( (P) = ( ( a // (P).

b. §­êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) chØ cã mét ®iÓm chung, tøc lµ:

a ( (P) = {A} ( a c¾t (P) t¹i A.

c. §­êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) cã 2 ®iÓm chung ph©n biÖt, tøc lµ:

[image: image289.wmf]a ( (P) = {A, B} ( a ( (P).

§Þnh nghÜa:  Mét ®­êng th¼ng vµ mét mÆt ph¼ng gäi lµ song song víi nhau nÕu chóng kh«ng cã ®iÓm chung.

8.  ®iÒu kiÖn ®Ó mét ®­êng th¼ng song song víi mét mÆt ph¼ng 

§Þnh lÝ 1: NÕu ®­êng th¼ng a kh«ng n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ song song víi mét ®­êng th¼ng nµo ®ã trong (P) th× a song song víi (P).
Tøc lµ, víi a ( (P) th× nÕu: 

a // d ( (P) ( a // (P).

9.  tÝnh chÊt 

§Þnh lÝ 2: NÕu ®­êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (P) th× mäi mÆt ph¼ng (Q) chøa a mµ c¾t (P) th× sÏ c¾t theo mét giao tuyÕn song song víi a.
Tøc lµ, nÕu: 
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HÖ qu¶ 1:  NÕu mét ®­êng th¼ng song song víi mét mÆt ph¼ng th× nã song song víi mét ®­êng th¼ng nµo ®ã trong mÆt ph¼ng.

HÖ qu¶ 2: NÕu hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét ®­êng th¼ng th× giao tuyÕn (nÕu cã) cña chóng song song víi ®­êng th¼ng ®ã. 

Tøc lµ: 
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§Þnh lÝ 3: NÕu a vµ b lµ hai ®­êng th¼ng chÐo nhau th× qua a cã mét vµ chØ mét mÆt ph¼ng song song víi b.

IV. Hai mÆt ph¼ng song song

10. vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña hai ®­êng th¼ng ph©n biÖt 

Cho 2 mÆt ph¼ng (P) vµ (Q). C¨n cø vµo sè ®­êng th¼ng chung cña 2 mÆt ph¼ng ta cã ba tr­êng hîp sau:

a. Hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q)  kh«ng cã ®­êng th¼ng chung, tøc lµ:

(P) ( (Q) = ( ( (P) // (Q).

b. Hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) chØ cã mét ®­êng th¼ng chung, tøc lµ:

(P) ( (Q) = a ( (P) c¾t (Q).

c. Hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) cã 2 ®­êng th¼ng chung ph©n biÖt, tøc lµ:

(P) ( (Q) = {a, b} ( (P) ( (Q).


§Þnh nghÜa:  Hai mÆt ph¼ng gäi lµ song song nÕu chóng kh«ng cã ®iÓm chung.

11.  ®iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng song song 

§Þnh lÝ 1: NÕu mÆt ph¼ng (P) chøa hai ®­êng th¼ng a, b c¾t nhau vµ cïng song song víi mÆt ph¼ng (Q) th× (P) song song (Q).
Tøc lµ:
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12.  tÝnh chÊt 

TÝnh chÊt 1: Qua mét ®iÓm n»m ngoµi mét mÆt ph¼ng, cã mét vµ chØ mét mÆt ph¼ng song song víi mÆt ph¼ng ®ã.

Tøc lµ: 

O ( (P) ( (!(Q): 
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C¸ch dùng: Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:
· Trong (P) dùng a, b c¾t nhau.

· Qua O dùng a1 // a, b1 // b.

· MÆt ph¼ng (a1, b1) lµ mÆt ph¼ng qua O vµ song song víi (P).

HÖ qu¶ 1: NÕu ®­êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (Q) th× qua a cã mét vµ  chØ mét mÆt ph¼ng (P) song song víi (Q). 

HÖ qu¶ 2: Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mÆt ph¼ng thø ba th× song song víi nhau.
 TÝnh chÊt 2: NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) song song th× mäi mÆt ph¼ng (R) ®· c¾t (P) th× ph¶i c¾t (Q) vµ c¸c giao tuyÕn cña chóng song song.

Tøc lµ: 


[image: image10.wmf]ï

î

ï

í

ì

Ç

=

Ç

=

)

R

(

)

Q

(

b

)

R

(

)

P

(

a

)

Q

//(

)

P

(

 (  a // b.

13.  §Þnh lÝ Ta(lÐt trong kh«ng gian

§Þnh lÝ 2 (§Þnh lÝ Ta(lÐt): Ba mÆt ph¼ng ®«i mét song song ch¾n trªn hai c¸t tuyÕn bÊt k× c¸c ®o¹n th¼ng t­¬ng øng tû lÖ.

Tøc lµ: 


[image: image11.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

Ç

=

Ç

=

Ç

=

Ç

=

Ç

=

Ç

2

2

2

1

1

1

C

)

R

(

b

vµ

B

)

Q

(

b

vµ

A

)

P

(

b

C

)

R

(

a

vµ

B

)

Q

(

a

vµ

A

)

P

(

a

)

R

//(

)

Q

//(

)

P

(

 

(  
[image: image12.wmf]2

2

1

1

B

A

B

A

 = 
[image: image13.wmf]2

2

1

1

C

B

C

B

 = 
[image: image14.wmf]2

2

1

1

C

A

C

A

.

§Þnh lÝ 3 (§Þnh lÝ Ta(lÐt ®¶o): Gi¶ sö trªn hai ®­êng th¼ng chÐo nhau a1 vµ a2 lÇn l­ît lÊy c¸c ®iÓm A1, B1, C1 vµ A2, B2, C2 sao cho:
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Khi ®ã, ba ®­êng th¼ng A1A2, B1B2, C1C2  lÇn l­ît n»m trªn ba mÆt ph¼ng song song, tøc lµ chóng cïng song song víi mét mÆt ph¼ng.

14.  h×nh l¨ng trô vµ h×nh hép

§Þnh nghÜa h×nh l¨ng trô:  H×nh l¨ng trô lµ mét h×nh ®a diÖn cã hai mÆt n»m trong hai mÆt ph¼ng song song gäi lµ hai ®¸y vµ tÊt c¶ c¸c c¹nh kh«ng thuéc hai ®¸y ®Òu song song víi nhau.
Trong ®ã:

· C¸c mÆt kh¸c víi hai ®¸y gäi lµ c¸c mÆt bªn cña h×nh l¨ng trô.

· C¹nh chung cña hai mÆt bªn gäi lµ c¹nh bªn cña h×nh l¨ng trô.

· Tuú theo ®a gi¸c ®¸y, ta cã h×nh l¨ng trô tam gi¸c, l¨ng trô tø gi¸c,...

Tõ  ®Þnh nghÜa cña h×nh l¨ng trô, ta lÇn l­ît suy ra c¸c tÝnh chÊt sau:

a. C¸c c¹nh bªn song song vµ b»ng nhau.

b. C¸c mÆt bªn vµ c¸c mÆt chÐo lµ nh÷ng h×nh b×nh hµnh.

c. Hai ®¸y lµ hai ®a gi¸c cã c¸c c¹nh t­¬ng øng song song vµ b»ng nhau.

§Þnh nghÜa h×nh hép: H×nh l¨ng trô cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh gäi lµ h×nh hép.

Tõ  ®Þnh nghÜa cña h×nh hép, ta lÇn l­ît suy ra c¸c tÝnh chÊt sau:

a. H×nh hép cã tÊt c¶ c¸c mÆt bªn vµ c¸c mÆt ®¸y ®Òu lµ h×nh ch÷ nhËt gäi  lµ h×nh hép ch÷ nhËt.

b. H×nh hép cã tÊt c¶ c¸c mÆt bªn vµ c¸c mÆt ®¸y ®Òu lµ h×nh vu«ng gäi  lµ h×nh lËp ph­¬ng.

( Chó ý:  C¸c ®­êng chÐo cña h×nh hép c¾t nhau t¹i trung ®iÓm mçi ®­êng.

15.  h×nh chãp côt

§Þnh nghÜa: Cho h×nh chãp SA1A2...An. Mét mÆt ph¼ng (P) song song víi mÆt ph¼ng chøa ®a gi¸c ®¸y c¾t c¸c c¹nh SA1, SA2, ..., SAn theo thø tù t¹i A’1, A’2, ..., A’n. H×nh t¹o bëi thiÕt diÖn A’1A’2 ...A’n vµ ®¸y A1A2...An cña h×nh chãp cïng víi c¸c mÆt bªn A1A2A’2A’1, A2A3A’3A’2, ..., AnA1A’1A’n gäi lµ mét h×nh chãp côt.

Trong ®ã:

· §¸y cña h×nh chãp gäi lµ ®¸y lín cña h×nh chãp côt, cßn thiÕt diÖn gäi lµ ®¸y nhá cña h×nh chãp côt.

· C¸c mÆt cßn l¹i gäi lµ c¸c mÆt bªn cña h×nh chãp côt.

· C¹nh chung cña hai mÆt bªn kÒ nhau nh­ A1A’1, A2A’2, ...AnA’n gäi lµ c¹nh bªn cña h×nh chãp côt.

Tuú theo ®¸y lµ tam gi¸c, tø gi¸c, ngò gi¸c, .. ta cã h×nh chãp côt tam gi¸c, h×nh chãp côt tø gi¸c, h×nh chãp côt ngò gi¸c, ...

TÝnh chÊt: Víi h×nh chãp côt, ta cã c¸c tÝnh chÊt sau:

1. Hai ®¸y cña h×nh chãp côt lµ hai ®a gi¸c ®ång d¹ng.

2. C¸c mÆt bªn cña h×nh chãp côt lµ c¸c h×nh thang.

3. C¸ch c¹nh bªn cña h×nh chãp côt ®ång quy t¹i mét ®iÓm.

V. PhÐp chiÕu song song

16. PhÐp chiÕu song song
Cho mÆt ph¼ng ( vµ mét ®­êng th¼ng l kh«ng song song víi (.

Víi mçi ®iÓm M trong kh«ng gian, ®­êng th¼ng qua M song song víi l sÏ c¾t ( t¹i ®iÓm M’. §iÓm M’ ®­îc gäi lµ h×nh chiÕu song song cña ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng ( theo ph­¬ng l.

MÆt ph¼ng ( gäi lµ mÆt ph¼ng chiÕu.

§Þnh nghÜa:  PhÐp ®Æt t­¬ng øng mçi ®iÓm M trong kh«ng gian víi h×nh chiÕu M’ cña nã trªn ( ®­îc gäi lµ phÐp chiÕu song song lªn mÆt ph¼ng ( theo ph­¬ng l.

( Chó ý:   NÕu a // l th× h×nh chiÕu cña a lªn ( lµ mét ®iÓm trªn ( (chÝnh lµ giao ®iÓm cña a víi (), do vËy c¸c tÝnh chÊt trong phÇn sau chØ xÐt nh÷ng ®o¹n th¼ng hoÆc ®­êng th¼ng kh«ng song song víi l.

17. tÝnh chÊt

TÝnh chÊt 1: H×nh chiÕu song song cña mét ®­êng th¼ng lµ mét ®­êng th¼ng.
HÖ qu¶: H×nh chiÕu song song cña mét tia lµ mét tia, cña mét ®o¹n th¼ng lµ mét ®o¹n th¼ng.
TÝnh chÊt 2: H×nh chiÕu song song cña hai ®­êng th¼ng song song lµ hai ®­êng th¼ng song song hoÆc trïng nhau.

TÝnh chÊt 3: PhÐp chiÕu song song kh«ng lµm thay ®æi tØ sè ®é dµi cña hai ®o¹n th¼ng hoÆc song song hoÆc cïng n»m trªn mét ®­êng th¼ng.
Tøc lµ:
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18. H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh kh«ng gian 

Ta th­êng vÏ c¸c h×nh kh«ng gian nh­ h×nh chãp, h×nh l¨ng trô, ... trªn b¶ng hay trªn trang giÊy, c¸c h×nh vÏ ®ã gäi lµ h×nh biÓu diÔn cña mét h×nh kh«ng gian trªn mÆt ph¼ng.

§Þnh nghÜa:  H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh H trong kh«ng gian lµ h×nh chiÕu song song cña H lªn mét mÆt ph¼ng nµo ®ã theo mét ph­¬ng chiÕu nµo ®ã.

C¸c yªu cÇu ®èi víi mét h×nh biÓu diÔn:

1. H×nh biÓu diÔn ph¶i ®óng: §Ó vÏ ®óng chóng ta cÇn quan t©m tíi c¸c yÕu tè ®­îc b¶o toµn sau:

a. Sù th¼ng hµng vµ thø tù cña c¸c ®iÓm trªn mét ®­êng th¼ng.

b. Sù song song cña c¸c ®­êng th¼ng, c¸c tia hoÆc c¸c ®o¹n th¼ng.

c. TØ sè ®é dµi cña c¸c ®o¹n th¼ng cïng ph­¬ng.

Nh­ vËy, c¸c tÝnh chÊt cña h×nh kh«ng thay ®æi qua phÐp chiÕu song song ®Òu ®­îc gi÷ nguyªn trªn h×nh biÓu diÔn.

2. H×nh biÓu diÔn ph¶i næi: Gióp chóng ta dÔ t­ëng t­îng.

Chóng ta cã:

· Tam gi¸c: Mét (ABC cã thÓ xem lµ h×nh biÓu diÔn cña mét tam gi¸c bÊt k× (®Òu, c©n, vu«ng).

· H×nh b×nh hµnh: Mét h×nh b×nh hµnh ABCD cã thÓ xem lµ h×nh biÓu diÔn cña c¸c lo¹i h×nh b×nh hµnh nh­ h×nh vu«ng, h×nh ch÷ nhËt, h×nh thoi vµ h×nh b×nh hµnh bÊt k×.

· §­êng trßn: §Ó biÓu diÔn ®­êng trßn chóng ta sö dông mét h×nh ElÝp.

B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan

§1. §¹i c­¬ng vÒ ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng 
D¹ng to¸n 1: Sö dông  c¸c tÝnh chÊt thõa nhËn ®Ó xÐt vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña ®iÓm, ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. §Ó biÕt khi nµo mét ®iÓm thuéc mét mÆt ph¼ng, ta cã c¸c kÕt qu¶ sau:

· Gi¶ sö (P) lµ mÆt ph¼ng x¸c ®Þnh bëi ba ®iÓm A, B, C th× khi ®ã A, B, C ®Òu thuéc (P).

· NÕu ®­êng th¼ng a n»m trong mÆt ph¼ng (P), th× khi ®ã ®iÓm M thuéc a ®Òu thuéc (P).

2. §Ó chøng minh ®­êng th¼ng a n»m trong mÆt ph¼ng (P) ta ®i chøng minh tån t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B thuéc a vµ thuéc (P).

· NÕu mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh th× ta kh¼ng ®Þnh ®­îc thªm r»ng "§­êng th¼ng a n»m trong mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P)".

· NÕu hai ®iÓm A, B cè ®Þnh th× ta kh¼ng ®Þnh ®­îc thªm r»ng "MÆt ph¼ng (P) chøa mét ®­êng th¼ng cè ®Þnh a".

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng nÕu ba ®­êng th¼ng ph©n biÖt c¾t nhau tõng ®«i mét th× chóng ®ång quy hoÆc cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng.
( Gi¶i

Víi ba ®­êng th¼ng ph©n biÖt a, b, c. Gi¶ sö:

a ( b = {A}, b ( c = {B}, c ( a = {C}.

XÐt hai tr­êng hîp:

Tr­êng hîp 1: Ba ®iÓm A, B, C lµ ba ®iÓm ph©n biÖt. Do a, b, c ph©n biÖt nªn A, B, C lµ ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng. VËy chóng x¸c ®Þnh mét mÆt ph¼ng (ABC). 

Ta cã: 

· §­êng th¼ng a cã hai ®iÓm A, C thuéc (ABC), nªn a ( (ABC).

· T­¬ng tù b ( (ABC) vµ c ( (ABC).

VËy, ba ®­êng th¼ng a, b, c cïng thuéc mét mÆt ph¼ng (ABC).

Tr­êng hîp 2: Hai trong ba ®iÓm A, B, C trïng nhau, gi¶ sö A ( B.

NÕu A ( C th× a ( c, m©u thuÉn. 

Do ®ã, ta ph¶i cã:

A ( C ( A ( B ( C ( a, b, c ®ång quy.

VËy, ba ®­êng th¼ng a, b, c ®ång quy.

( Chó ý: KÕt qu¶ cña vÝ dô trªn gäi ý mét ph­¬ng ph¸p chøng minh ba ®­êng th¼ng ®ång quy.
a. Cho n ®iÓm (n ( 4) trong ®ã kh«ng cã bèn ®iÓm nµo ®ång ph¼ng. Chøng minh r»ng kh«ng cã ba ®iÓm nµo trong chóng th¼ng hµng.
b. Cho n ®iÓm (n ( 4) trong ®ã bÊt k× bèn ®iÓm nµo còng ®ång ph¼ng. Chøng minh r»ng n ®iÓm ®ã ®ång ph¼ng.
( Gi¶i

Víi n ®iÓm A1, A2, A3, A4, ...An.
a. Gi¶ sö tr¸i l¹i cã ba ®iÓm A1, A2, A3 th¼ng hµng, suy ra cã bèn ®iÓm A1, A2, A3, A4 ®ång ph¼ng ( m©u thuÉn.

b. NÕu c¸c ®iÓm A1, A2, A3, A4, ...An th¼ng hµng th× râ rµng chóng ®ång ph¼ng.

NÕu c¸c ®iÓm A1, A2, A3, A4, ...An kh«ng th¼ng hµng th× tån t¹i ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng (gi¶ sö lµ A1, A2, A3), ta ®­îc mÆt ph¼ng (A1A2A3).

V× bèn ®iÓm bÊt k× cña n ®iÓm ®· cho ®Òu ®ång ph¼ng, tøc:

(A1, A2, A3, Ai), i ( 4 ®ång ph¼ng ( Ai ( (A1A2A3), i ( 4.

Tøc n ®iÓm ®· cho ®ång ph¼ng.

ThÝ dô 2. Trong mÆt ph¼ng (, cho gãc x¤y. A lµ ®iÓm ngoµi (. M, N lµ hai ®iÓm di ®éng lÇn l­ît trªn Ox, Oy.
1. Gi¶ sö OM = ON. Chøng minh r»ng trung tuyÕn AP cña (AMN lu«n n»m trong mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh.

2. Gäi d lµ ®­êng th¼ng cè ®Þnh qua A vµ c¾t ( t¹i mét ®iÓm kh«ng thuéc Ox, Oy. MN di ®éng nh­ng lu«n c¾t d.

a. Chøng minh r»ng MN lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh.

b. Gäi B lµ ®iÓm cè ®Þnh trªn d, B ( A vµ kh«ng thuéc (. AM vµ BN c¾t nhau t¹i Q. Chøng minh r»ng Q thuéc ®ång thêi hai mÆt ph¼ng cè ®Þnh. Suy ra Q thuéc mét ®­êng th¼ng cè ®Þnh.

( Gi¶i

1. Ta cã: 

OM = ON ( P thuéc Oz lµ tia ph©n gi¸c cña gãc x¤y ( cè ®Þnh. 

VËy, trung tuyÕn AP n»m trong mÆt ph¼ng cè ®Þnh (A, Oz).

2. Gi¶ sö d ( ( = {P} ( cè ®Þnh.

a. Ta cã ngay:

d ( MN = {P} cè ®Þnh. 

VËy, ®­êng th¼ng MN lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh P.

b. Ta cã:

· Q ( BN ( (B, Oy)  cè ®Þnh 

( Q ( (B, Oy) ( cè ®Þnh.

· Q ( AM ( (A, Ox)  cè ®Þnh 

( Q ( (A, Ox) ( cè ®Þnh.

VËy, ®iÓm Q thuéc ®­êng th¼ng cè ®Þnh ( lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng cè ®Þnh (A, Ox) vµ (B, Oy).

D¹ng to¸n 2: T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó t×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng, ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: T×m hai ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng, cô thÓ ®Ó t×m ®iÓm chung M cña hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) ta th­êng thùc hiÖn:
· T×m trong (P) ®­êng th¼ng a ®i qua M.
· T×m trong (Q) ®­êng th¼ng b ®i qua M.
Khi ®ã M chÝnh lµ ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q).

B­íc 2: §­êng th¼ng qua 2 ®iÓm chung ®ã lµ giao tuyÕn.

ThÝ dô 1. Cho h×nh chãp S.ABCD, ®¸y ABCD cã hai c¹nh AB vµ CD c¾t nhau. Gäi C' lµ mét ®iÓm n»m gi÷a S vµ C. H·y t×m giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABC') víi c¸c mÆt ph¼ng (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SAD).
( Gi¶i
Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Tõ gi¶ thiÕt, gi¶ sö AB c¾t CD t¹i M.

Nèi MC' c¾t SD t¹i D', khi ®ã ta nhËn ®­îc:

(ABC') ( (ABCD) = AB,

(ABC') ( (SAB) = AB,
(ABC') ( (SBC) = BC',

(ABC') ( (SCD) = C'D',  
(ABC') ( (SAD) = AD'.

C¸ch 2: Gi¶ sö AC c¾t BD t¹i O.

Trong mÆt ph¼ng (SAC), ta cã AC' ( SO = {I}.

Nèi BI c¾t SD t¹i D', khi ®ã ta nhËn ®­îc:

(ABC') ( (ABCD) = AB,



(ABC') ( (SAB) = AB,
(ABC') ( (SBC) = BC',



(ABC') ( (SCD) = C'D',
(ABC') ( (SAD) = AD'.

( NhËn xÐt: Tø gi¸c ABC'D' c¸c c¹nh n»m trªn nh÷ng giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABC') víi c¸c mÆt cña h×nh chãp S.ABCD. Tø gi¸c ®ã ®­îc gäi lµ thiÕt diÖn (hay mÆt c¾t) cña h×nh chãp S.ABCD c¾t bëi mÆt ph¼ng (ABC').

ThÝ dô 2. Trong mÆt ph¼ng (, cho tø gi¸c ABCD cã AB c¾t CD t¹i E, AC c¾t BD t¹i F, S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (.
a. T×m giao tuyÕn cña (SAB) vµ (SCD).

b. T×m giao tuyÕn cña (SAC) vµ (SBD).

c. T×m giao tuyÕn cña (SEF) víi c¸c mÆt ph¼ng (SAD) vµ (SBC).

( Gi¶i

a. Ta cã ngay S lµ ®iÓm chung cña (SAB) vµ (SCD).

MÆt kh¸c: 

E ( AB ( (SAB) ( E ( (SAB). 

E ( CD ( (SCD) ( E ( (SCD).

VËy, ta ®­îc SE = (SAB) ( (SCD).

b. T­¬ng tù c©u a), ta ®­îc SF = (SAC) ( (SBD).

c. Gi¶ sö EF c¾t AD vµ BC theo thø tù t¹i M, N. Khi ®ã:

· (SEF) vµ (SAD) cã hai ®iÓm chung lµ S vµ M nªn cã giao tuyÕn lµ SM.

· (SEF) vµ (SBC) cã hai ®iÓm chung lµ S vµ N nªn cã giao tuyÕn lµ SN.

( Chó ý:  Trong c©u c) chóng ta ®· sö dông ý t­ëng trong phÇn chó ý cña bµi to¸n 2 ®Ó thùc hiÖn t×m ®iÓm chung thø hai, cô thÓ:

· Trong mÆt ph¼ng (SEF) ta chän ®­êng th¼ng EF.

· Trong mÆt ph¼ng (SBC) ta chän ®­êng th¼ng BC.

· Ta cã EF vµ BC cïng n»m trong mÆt ph¼ng (ABCD) vµ EF ( BC = {N}.

· Do ®ã N lµ ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng (SEF) vµ (SBC).

§èi víi vÝ dô trªn, ®iÒu nµy rÊt trùc quan vµ thÊy ngay ®­îc. Tuy nhiªn, mét vµi bµi to¸n c¸c em häc sinh cÇn hiÓu ®­îc b¶n chÊt cña vÊn ®Ò míi cã ®­îc lùa chän thÝch hîp.

D¹ng to¸n 3: T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Cho ®­êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P), gi¶ sö a c¾t (P). §Ó t×m giao ®iÓm A cña a vµ (P), ta lùa chän mét trong hai h­íng sau:

H­íng 1: NÕu trong mÆt ph¼ng (P) cã s½n mét ®­êng th¼ng c c¾t a t¹i ®iÓm A nµo ®ã th× A chÝnh lµ giao ®iÓm cña a vµ (P).

H­íng 2: Thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: Chän mÆt ph¼ng phô (Q) chøa a sao cho giao tuyÕn c cña (P) vµ (Q) dÔ x¸c ®Þnh.

B­íc 2: Trong (Q), ®­êng th¼ng c c¾t a t¹i ®iÓm A nµo ®ã th× A lµ giao ®iÓm cña a vµ (P).

ThÝ dô 1. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ ®iÓm S n»m ngoµi mÆt ph¼ng (P). Gäi M lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ A; N lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ B; giao ®iÓm cña hai ®­êng th¼ng AC vµ BD lµ O.
a. T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng SO vµ mÆt ph¼ng (CMN).

b. X¸c giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SAD) vµ (CMN).

( Gi¶i

a. Trong mÆt ph¼ng (SAC), ta cã:

K = SO ( CM ( (CMN) ( SO ( (CMN) = K.

b. Trong mÆt ph¼ng (SBD), kÐo dµi NK c¾t SD t¹i E.

VËy, ta ®­îc (SAD) ( (CMN) = ME.

( NhËn xÐt: Nh­ vËy, trong vÝ dô trªn:
i. Víi c©u a) chóng ta ®· sö dông h­íng 1 ®Ó x¸c ®Þnh giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng víi mÆt ph¼ng.

ii. ViÖc sö dông kÕt qu¶ ë c©u a) gióp chóng ta nhanh chãng thùc hiÖn ®­îc c©u b). §iÒu nµy cho thÊy c©u a) ®­îc ®Ò xuÊt víi gîi ý ®Ó thùc hiÖn c©u b).
C¸c em häc sinh cÇn lµm quen dÇn víi viÖc gÆp c¸c bµi to¸n kh«ng cã c©u gîi ý, vµ khi ®ã ®Ó x¸c ®Þnh ®­îc giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng c¸c em cÇn linh ho¹t sö dông kiÕn thøc trong viÖc x¸c ®Þnh gi¸o ®iÓm cña ®­êng th¼ng víi mÆt ph¼ng.
ThÝ dô 2. Trong mÆt ph¼ng (, cho tø gi¸c ABCD, S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (. M lµ ®iÓm trªn c¹nh SC.
a. T×m giao ®iÓm cña AM vµ (SBD).

b. Gäi N lµ mét ®iÓm trªn c¹nh BC, t×m giao ®iÓm cña SD vµ (AMN). 

( Gi¶i
a. Chän mÆt ph¼ng phô (SAC) chøa AM.

Gäi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ BD, suy ra:

(SAC) ( (SBD) = SO.

Trong mÆt ph¼ng (SAC), ta cã: 

SO ( AM = O1 ( AM ( (SBD) = O1.

b. Chän mÆt ph¼ng phô (SBD) chøa SD.

Gäi N1 lµ giao ®iÓm cña AN vµ BD, suy ra:

(SBD) ( (AMN) = N1O1.

Trong mÆt ph¼ng (SBD), ta cã: 

N1O1 ( SD = D1 ( SD ( (AMN) = D1.

ThÝ dô 3. Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi M lµ mét ®iÓm n»m trong (SCD.
a. T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SBM) vµ (SAC).

b. T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng BM vµ mÆt ph¼ng (SAC).

c. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (ABM).

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:

· KÐo dµi SM c¾t c¹nh BC t¹i N.

· Nèi BN c¾t AC t¹i O.

Khi ®ã:

(SBM) ( (SAC) = SO.

b. Nèi BM c¾t c¹nh SC t¹i I.

VËy, ta ®­îc I chÝnh lµ giao ®iÓm cña BM vµ (SAC).

c. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:

· Nèi AI c¾t SC t¹i E.

· Nèi EM c¾t SD t¹i F.

Khi ®ã, c¸c ®o¹n th¼ng AB, BE, EF, FA lµ c¸c ®o¹n giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABM) víi h×nh chãp.

VËy, thiÕt diÖn lµ tø gi¸c ABEF.

D¹ng to¸n 4: ThiÕt diÖn cña h×nh chãp

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó t×m thiÕt diÖn cña mét h×nh chãp víi mét mÆt ph¼ng (P), ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: Tõ ®iÓm chung cã s½n, x¸c ®Þnh giao tuyÕn ®Çu tiªn cña (P) víi mét mÆt cña h×nh chãp (cã thÓ lµ mÆt ph¼ng trung gian).

B­íc 2: Cho giao tuyÕn võa t×m ®­îc c¾t c¸c c¹nh cña mÆt ®ã cña h×nh chãp, ta sÏ ®­îc c¸c ®iÓm chung míi cña (P)  víi c¸c mÆt kh¸c. Tõ ®ã x¸c ®Þnh ®­îc giao tuyÕn víi c¸c mÆt nµy.

B­íc 3: TiÕp tôc nh­ trªn tíi khi c¸c giao tuyÕn khÐp kÝn ta ®­îc thiÕt diÖn.

ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi H, K lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh AC, BC. Trong (BCD lÊy ®iÓm M sao cho hai ®­êng th¼ng KM vµ CD c¾t nhau. T×m thiÕt diÖn cña tø diÖn víi mÆt ph¼ng (HKM).
( Gi¶i

Gäi I = KM ( CD. Ta cã hai tr­êng hîp:


Tr­êng hîp 1: §iÓm I thuéc ®o¹n CD (H×nh a). Khi ®ã ta ®­îc ba ®o¹n giao tuyÕn lµ HK, KI vµ IH. Do ®ã, thiÕt diÖn cÇn t×m lµ (HIK.

Tr­êng hîp 2: §iÓm I  ë ngoµi ®o¹n CD (H×nh b). Khi ®ã:

· Gäi M1 = KM ( BD.

· Nèi IH c¾t AD t¹i I1.

Ta ®­îc 4 ®o¹n giao tuyÕn lµ HK, KI vµ IH. Do ®ã, thiÕt diÖn cÇn t×m lµ tø gi¸c HKM1I1.

( NhËn xÐt: Khi thùc hiÖn vÝ dô trªn, mét sè em häc sinh th­êng chØ ®­a ra ®­îc mét trong hîp vÒ thiÕt diÖn dùa theo tÝnh chñ quan khi thiÕt lËp vÞ trÝ cña ®iÓm M cho h×nh vÏ cña m×nh. CÇn lu«n nhí r»ng cã ba vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña ®iÓm I (I thuéc ®­êng th¼ng CD, I kh¸c C, D) so víi ®o¹n th¼ng CD.

C¸c em häc sinh h·y thùc hiÖn thªm yªu cÇu "Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y lµ tø gi¸c låi. Gäi H, K lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh SA, AB. Trong tø gi¸c ABCD lÊy ®iÓm M. T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mÆt ph¼ng (HKM)."

VÝ dô tiÕp theo sÏ minh ho¹ viÖc x¸c ®Þnh thiÕt diÖn víi ®iÒu kiÖn ®Þnh l­îng kÌm theo.

ThÝ dô 2. Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y lµ tø gi¸c låi. MÆt ph¼ng (P) ®i qua SA vµ chia ®¸y h×nh chãp thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (P).
( Gi¶i

Gäi I lµ trung ®iÓm BD, dùng Ix // AC vµ Ix c¾t mét trong hai c¹nh CB hoÆc CD (gi¶ sö Ix c¾t CD t¹i J).
Khi ®ã, tam gi¸c SAJ lµ thiÕt diÖn cÇn dùng.
B¹n ®äc cÇn ®i chøng minh r»ng "§­êng th¼ng AJ chia tø gi¸c ABCD thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau".

( Ho¹t ®éng: C¸c em häc sinh h·y thùc hiÖn thªm yªu cÇu "Cho h×nh chãp S.ABC, x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (P), biÕt mÆt ph¼ng (P) ®i qua SA vµ chia (ABC thµnh hai phÇn cã:
a. DiÖn tÝch b»ng nhau. 

b.   Chu vi b»ng nhau. 
ThÝ dô 3. Cho tø diÖn ABCD, ®é dµi c¸c c¹nh b»ng 2a. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh AC, BC, gäi P lµ träng t©m (BCD. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn cña tø diÖn víi mÆt ph¼ng (MNP).
( Gi¶i

a. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn: Trong (BCD, ta thÊy ngay N, P, D th¼ng hµng. Suy ra MND lµ thiÕt diÖn cÇn dùng.

b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn.

XÐt (MND, ta cã ngay:

MN = 
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[image: image20.wmf]2

3

a

2

 = a
[image: image21.wmf]3

,
MD = 
[image: image22.wmf]2

3

a

2

 = a
[image: image23.wmf]3

, 

v× ND, MD lµ ®­êng trung tuyÕn trong tam gi¸c ®Òu.

nh­ vËy(MND c©n t¹i D, gäi H lµ ch©n ®­êng cao h¹ tõ D, ta ®­îc:

S(MND = 
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( NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®i kÌm víi yªu cÇu x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp chóng ta th­êng gÆp thªm ®ßi hái "TÝnh diÖn tÝch cña thiÕt diÖn".

Vµ ®Ó tÝnh ®­îc diÖn tÝch cña thiÕt diÖn, chóng ta th­êng thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: X¸c ®Þnh ®­îc h×nh d¹ng ®óng cña thiÕt diÖn, tõ ®ã thiÕt lËp c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch.


(1)

B­íc 2: Sö dông kiÕn thøc trong h×nh häc ph¼ng tÝnh c¸c gi¸ trÞ vÒ ®é dµi ®o¹n th¼ng cÇn t×m hoÆc sè ®o gãc.
(2)

B­íc 3: Thay (2) vµo (1), ta nhËn ®­îc kÕt qu¶.

Tuy nhiªn, trong nh÷ng tr­êng hîp thiÕt diÖn kh«ng ph¶i lµ h×nh c¬ b¶n chóng ta cÇn thùc hiÖn phÐp chia nhá h×nh hoÆc nguyªn lÝ phÇn bï ®Ó tÝnh ®­îc diÖn tÝch cña nã.

ThÝ dô 4. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¸c c¹nh b»ng a. Gäi I lµ trung ®iÓm cña AD, J lµ lµ ®iÓm ®èi xøng víi D qua C, K lµ lµ ®iÓm ®èi xøng víi D qua B. 
a. T×m thiÕt diÖn cña tø diÖn víi mÆt ph¼ng (IJK)
b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ®­îc x¸c ®Þnh ë c©u a).
( Gi¶i

a. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn: Ta cã ngay:

· Nèi I vµ K c¾t AB t¹i M.

· Nèi I vµ J c¾t AC t¹i N.

Suy ra (IMN lµ thiÕt diÖn cÇn dùng.

b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn: DiÖn tÝch (IMN sÏ ®­îc tÝnh b»ng c«ng thøc Hª(r«ng.
Ta lÇn l­ît cã:

· V× M lµ träng t©m (ADK nªn 
[image: image30.wmf]22a
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Khi ®ã, trong (AIM ta cã:
IM2 = AI2 + AM2 ( 2AI.AM.cosA
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· V× N lµ träng t©m (ADJ nªn 
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 Khi ®ã:
(AIM = (AIN ( IN = 
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· Tõ hai kh¼ng ®Þnh trªn, suy ra:

MN // BC ( 
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Tõ ®ã, ta ®­îc:
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( Ho¹t ®éng: Trong vÝ dô tr­íc, víi thiÕt diÖn lµ ta gi¸c c©n chóng ta ®i tÝnh ®é dµi ®­êng cao cña nã, tõ ®ã nhËn ®­îc diÖn tÝch thiÕt diÖn. Tuy nhiªn, trong vÝ dô trªn chóng ta l¹i sö dông c«ng thøc Hª(r«ng víi môc ®Ých gióp c¸c em häc sinh «n tËp thªm c¸c c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch tam gi¸c.
Khi cã thªm kiÕn thøc vÒ phÐp chiÕu trong kh«ng gian, c¸c em häc sinh cã thÓ sö dông mét c¸ch kh¸c ®Ó tÝnh diÖn tÝch (IMN.
D¹ng to¸n 5: Chøng minh ba ®iÓm th¼ng hµng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh 3 ®iÓm th¼ng hµng, ta chøng minh chóng cïng thuéc hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt. Khi ®ã chóng thuéc giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng ®ã.

ThÝ dô 1. Cho mÆt ph¼ng (P) vµ ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng A, B, C cïng n»m ngoµi (P). Chøng minh r»ng nÕu ba ®­êng th¼ng AB, BC, CA ®Òu c¾t (P) th× c¸c giao ®iÓm ®ã th¼ng hµng.
( Gi¶i

Gi¶ sö c¸c ®­êng th¼ng BC, CA, AB lÇn l­ît c¾t (P) t¹i D, E, F, ta ®i chøng minh ba ®iÓm D, E, F th¼ng hµng.

Tr­íc tiªn, ta thÊy ngay ba ®iÓm D, E, F thuéc mÆt ph¼ng (P).

MÆt kh¸c, ta cã:

D ( BC ( (ABC) ( D ( (ABC).

E ( CA ( (ABC) ( E ( (ABC).

F ( AB ( (ABC) ( F ( (ABC).

VËy, ta ®­îc: 

(ABC) ( (P) = {D, E, F} ( D, E, F th¼ng hµng.

( Chó ý:  ViÖc chøng minh ®­îc ba ®iÓmA, B, C th¼ng hµng víi C cè ®Þnh, chóng ta thùc hiÖn ®­îc yªu cÇu "Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng AB lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh".
ThÝ dô 2. Cho mÆt ph¼ng (P) vµ 2 ®iÓm A, B cè ®Þnh ë ngoµi (P) sao cho ®­êng th¼ng AB c¾t mÆt ph¼ng (P) t¹i ®iÓm C. M lµ ®iÓm di ®éng trong kh«ng gian sao cho MA, MB c¾t (P) t¹i A1, B1. Chøng minh A1B1 lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh.
( Gi¶i

Tr­íc tiªn, ta thÊy C lµ mét ®iÓm cè ®Þnh.

NhËn xÐt r»ng:

( ( (MAB) = {A1, B1, C} 

( A1, B1, C th¼ng hµng

( A1B1 lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh C.

D¹ng to¸n 6: Chøng minh ba ®­êng th¼ng ®ång quy
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh 3 ®­êng th¼ng ®ång quy, ta chøng minh giao ®iÓm cña hai ®­êng th¼ng nµy lµ ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng mµ giao tuyÕn lµ ®­êng th¼ng thø ba.

ThÝ dô 3. Trong mÆt ph¼ng (, cho (BCD, A lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (. Gäi E, F, G lÇn l­ît lµ 3 ®iÓm trªn 3 c¹nh AB, AC, BD sao cho EF c¾t BC t¹i I, EG c¾t AD t¹i H. Chøng minh CD, IG, HF ®ång quy.
( Gi¶i

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Gäi O lµ giao ®iÓm cña HF vµ IG. Ta cã:

O ( HF ( (ACD) ( O ( (ACD).

O ( IG ( (BCD) ( O ( (BCD).

Suy ra:

O ( (ACD) ((BCD) = CD.

VËy, ba ®­êng th¼ng CD, IG, HF ®ång quy t¹i O.  

C¸ch 2: Gäi O lµ giao ®iÓm cña HF vµ CD. Ta cã:

O ( HF ( (HEF) ( O ( (HEF).

O ( CD ( (BCD) ( O ( (BCD).

Suy ra:

O ( (HEF) ((BCD) = CD.

VËy, ba ®­êng th¼ng CD, IG, HF ®ång quy t¹i O.  

C¸ch 3: Gäi O lµ giao ®iÓm cña IG vµ CD ( B¹n ®äc tù thùc hiÖn.

( NhËn xÐt: Nh­ vËy, ba c¸ch gi¶i trong vÝ dô trªn chØ mang tÝnh minh ho¹.
ThÝ dô 4. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi AB lµ ®¸y lín. Gäi M lµ trung ®iÓm cña ®o¹n AB, E lµ giao ®iÓm cña hai c¹nh bªn cña h×nh thang ABCD vµ G lµ träng t©m cña tam gi¸c ECD.
a. Chøng minh r»ng bèn ®iÓm S, E, M, G cïng thuéc mét mÆt ph¼ng (() vµ mÆt ph¼ng  nµy c¾t c¶ hai mÆt ph¼ng (SAC) vµ (SBD) theo cïng mét giao tuyÕn d.

b. X¸c ®Þnh giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SAD) vµ (SBC).

c. LÊy mét ®iÓm K trªn ®o¹n SE vµ gäi C’ = SC ( KB, D’ = SD ( KA. Chøng minh r»ng AC’, BD’ vµ ®­êng th¼ng d nãi trªn ®ång quy.

( Gi¶i

a. V× ABCD lµ h×nh thang nªn:

EM ®i qua trung ®iÓm cña CD ( G ( EM 

( S, E, M, G cïng thuéc mÆt ph¼ng (().

b. Gi¶ sö AC c¾t BD t¹i O th× O ( EM, tõ ®ã suy ra ba mÆt ph¼ng ((), (SAC) vµ (SBD) c¾t nhau theo giao tuyÕn SO.

Ta cã ngay:

(SAD) ( (SBC) = SE.

c. Gi¶ sö AC' c¾t BD' t¹i O', suy ra:

O' ( AC' ( (SAC) ( O' ( (SAC),

O' ( BD' ( (SBD) ( O' ( (SBD),

tõ ®ã, suy ra:

O' ( (SAC) ( (SBD) = d.

ThÝ dô 5. Cho bèn ®iÓm A, B, C vµ D kh«ng ®ång ph¼ng. Gäi GA, GB, GC, GD lÇn l­ît lµ träng t©m cña  c¸c tam gi¸c  BCD, CDA, ABD, ABC. Chøng minh r»ng AGA, BGB, CGC, DGD ®ång quy.
( Gi¶i

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Gäi M lµ trung ®iÓm CD, ta cã nhËn xÐt:
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Gäi G lµ giao ®iÓm cña AGA vµ BGB, ta cã:
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Chøng minh t­¬ng tù ta còng nhËn ®­îc kh¼ng ®Þnh AGA vµ CGC còng c¾t nhau t¹i G.
VËy, ba ®o¹n AGA, BGB, CGC, DGD ®ång quy t¹i G.

C¸ch 2: Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD (trung ®iÓm ®o¹n MN).

Nèi AG c¾t BN t¹i A', ta cÇn chøng minh A' lµ träng t©m (BCD.

KÎ NN' song song víi AA' (N' ( BM), khi ®ã:

NN' lµ ®­êng trung b×nh cña (ABA'

( N'B = N'A'.


(1)

GA' lµ ®­êng trung b×nh cña (N'MN

( N'A' = MA'.


(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra BA' = 2MA'.

Vµ v× A' thuéc trung tuyÕn BM cña (BCD nªn A' lµ träng t©m (BCD, tøc lµ A' ( GA hay nãi c¸ch kh¸c AGA ®i qua G.

Chøng minh t­¬ng tù, ta cã BGB, CGC ®i qua G.

VËy, ba ®o¹n AGA, BGB, CGC, DGD ®ång quy t¹i G.

D¹ng to¸n 7: (Bµi to¸n quü tÝch): T×m tËp hîp giao ®iÓm cña hai ®­êng th¼ng  di ®éng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

 Gäi M lµ giao ®iÓm hai ®­êng th¼ng di ®éng d1, d2.  §Ó t×m tËp hîp c¸c ®iÓm M  ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: PhÇn thuËn: T×m hai mÆt ph¼ng cè ®Þnh lÇn l­ît chøa d1 vµ d2. M di ®éng trªn giao tuyÕn cè ®Þnh d cña hai mÆt ph¼ng ®ã.

B­íc 2: Giíi h¹n (nÕu cã) ®­îc tËp 
[image: image43.wmf]d

.

B­íc 3: PhÇn ®¶o: Gäi M lµ ®iÓm bÊt kú trªn 
[image: image44.wmf]d

, ta ®i chøng minh M lµ giao ®iÓm cña hai ®­êng th¼ng d1 vµ d2. 

B­íc 4: KÕt luËn.

( Chó ý:  NÕu d di ®éng nh­ng lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh A vµ c¾t ®­êng th¼ng cè ®Þnh a kh«ng qua A th× d thuéc mÆt ph¼ng cè ®Þnh (A, a).

ThÝ dô 1. Trong mÆt ph¼ng (, cho tø gi¸c ABCD cã AB vµ CD kh«ng song song. S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (, M lµ ®iÓm di ®éng trªn c¹nh SB. MÆt ph¼ng (ADM) c¾t SC t¹i N. T×m tËp hîp giao ®iÓm cña AM vµ DN.
( Gi¶i

PhÇn thuËn: Ta cã:

AM ( (SAB) ( cè ®Þnh.

MÆt kh¸c, v× DN ®i qua ®iÓm cè ®Þnh D vµ c¾t ®­êng th¼ng cè ®Þnh SC nªn:

DN ( (SCD) ( cè ®Þnh.

Gi¶ sö AB c¾t CD t¹i O, ta cã ngay:

(SAB) ( (SCD) = SO.

VËy, tËp hîp giao ®iÓm P cña AM vµ ®Þnh nghÜa thuéc ®­êng th¼ng SO.

Giíi h¹n: Khi M di chuyÓn trªn c¹nh SB th× P di chuyÓn trªn ®o¹n SO.

PhÇn ®¶o: Gäi P lµ ®iÓm bÊt kú trªn SO. 

· Nèi AP c¾t SB t¹i M.

· Nèi DP c¾t SC t¹i N, N lµ giao ®iÓm cña mÆt ph¼ng (ADM) víi SC vµ P chÝnh lµ giao ®iÓm cña AM vµ DN.

KÕt luËn: VËy tËp hîp c¸c ®iÓm P lµ ®o¹n SO.

§2. Hai ®­êng th¼ng song song

D¹ng to¸n 1: Chøng minh hai ®­êng th¼ng chÐo nhau
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh hai ®­êng th¼ng a, b chÐo nhau, ta th­êng sö dông ph­¬ng ph¸p chøng minh ph¶n chøng, cô thÓ ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: Gi¶ sö a, b kh«ng chÐo nhau, tøc lµ cã mét mÆt ph¼ng (P) chøa c¶ a vµ b.

B­íc 2: Suy ra mét kÕt luËn v« lý (tr¸i víi gi¶ thiÕt hoÆc tr¸i víi c¸c tiªn ®Ò, c¸c ®Þnh lÝ).

B­íc 3: KÕt luËn r»ng hai ®­êng th¼ng a, b chÐo nhau.

ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, N lµ hai ®iÓm ph©n biÖt cïng thuéc ®­êng th¼ng AB; P, Q lµ hai ®iÓm ph©n biÖt cïng thuéc ®­êng th¼ng CD. XÐt vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña hai ®­êng th¼ng MQ, NP vµ vÞ trÝ t­¬ng ®èi cña hai ®­êng th¼ng MP, NQ.
( Gi¶i

a. Hai ®­êng th¼ng MQ, NP chÐo nhau, bëi nÕu tr¸i l¹i tøc lµ:

MQ vµ NP ®ång ph¼ng

( bèn ®iÓm M, N, P, Q  ®ång ph¼ng

( MN vµ PQ  ®ång ph¼ng 

( AB vµ CD  ®ång ph¼ng, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn.

b. Hai ®­êng th¼ng MP, NQ chÐo nhau, bëi nÕu tr¸i l¹i tøc lµ:

MP vµ NQ ®ång ph¼ng ( bèn ®iÓm M, N, P, Q  ®ång ph¼ng

( MN vµ PQ  ®ång ph¼ng ( AB vµ CD  ®ång ph¼ng

®iÒu ®ã lµ m©u thuÉn.

ThÝ dô 2. Cho hai ®­êng th¼ng chÐo nhau a, b. Trªn a lÊy hai ®iÓm ph©n biÖt A, B; trªn b lÊy hai ®iÓm ph©n biÖt C, D.
a. Chøng minh r»ng AC vµ BD chÐo nhau.

b. M lµ mét ®iÓm trªn c¹nh AC, N lµ mét ®iÓm trªn c¹nh BD. MN cã thÓ song song víi AB hoÆc CD ®­îc kh«ng ?

c. O lµ ®iÓm trªn ®o¹n MN. Chøng minh r»ng AO c¾t CN, vµ BO c¾t DM.

( Gi¶i

a. Gi¶ sö AC vµ BD kh«ng chÐo nhau, suy ra:

AC vµ BD ®ång ph¼ng ( AB vµ CD ®ång ph¼ng

®iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

VËy, ta cã AC vµ BD chÐo nhau.
b. MN kh«ng thÓ song song víi AB hoÆc CD bëi:

· NÕu MN // AB th×:

MN vµ AB ®ång ph¼ng

( AM vµ BN ®ång ph¼ng ( AC vµ BD ®ång ph¼ng

®iÒu ®ã m©u thuÉn.

· NÕu MN // CD th×:

MN vµ CD ®ång ph¼ng ( CM vµ DN ®ång ph¼ng

( AC vµ BD ®ång ph¼ng, m©u thuÉn.

c. Ta lÇn l­ît:

· Chøng minh AO c¾t CN: Ta cã:

O ( MN ( O ( (CMN) vµ A ( CM ( A ( (CMN)

( AO vµ CN ®ång ph¼ng.

Ngoµi ra, AO vµ CN kh«ng thÓ song song víi nhau bëi nÕu:

AO // CN ( O n»m ngoµi ®o¹n MN, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

VËy, ta cã kÕt luËn AO c¾t CN.

· T­¬ng tù ta chøng minh ®­îc BO c¾t DM.

D¹ng to¸n 2: Chøng minh hai ®­êng th¼ng song song
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh hai ®­êng th¼ng song song víi nhau ta cã thÓ sö dông mét trong c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Chøng minh 2 ®­êng th¼ng ®ã ®ång ph¼ng, råi ¸p dông ph­¬ng ph¸p chøng minh song song trong h×nh häc ph¼ng (nh­ tÝnh chÊt ®­êng trung b×nh cña tam gi¸c, ®Þnh lÝ TalÐt ®¶o, tÝnh chÊt song song cña hai ®­êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng thø ba, ...).

C¸ch 2: Chøng minh 2 ®­êng th¼ng ®ã cïng song song víi ®­êng th¼ng thø 3.

C¸ch 3: ¸p dông ®Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn.

Tr­íc tiªn, chóng ta sö dông vÝ dô ®Ó minh ho¹ cho c¸ch 1.

ThÝ dô 1. Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi I, J lÇn l­ît lµ träng t©m (SAB vµ (SAD. Chøng minh r»ng IJ // BD.
( Gi¶i

Gäi M, N theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB, AD

Ta cã:
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 ( IJ // MN.
(1)

MÆt kh¸c, trong (ABD ta cã MN lµ ®­êng trung b×nh nªn:

MN // BD.



(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra:

IJ // BD, ®pcm.

ThÝ dô 2. Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi M, N, P, Q theo thø tù lµ trung ®iÓm cña SA, SB, SC, SD. Chøng minh r»ng MNPQ lµ h×nh b×nh hµnh.
( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt ta cã ngay:

MN 
[image: image47.wmf]//
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AB.
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PQ 
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CD.


(2)

Tõ (1) vµ (2) víi l­u ý AB 
[image: image51.wmf]//
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 CD, suy ra:

MN 
[image: image52.wmf]//

=

 PQ ( MNPQ lµ h×nh b×nh hµnh, ®pcm.

ThÝ dô 3. Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi c¸c c¹nh ®¸y AB vµ CD (AB > CD). Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm  cña SA, SB.
a. Chøng minh r»ng MN // CD. 

b. T×m giao ®iÓm P cña SC vµ mÆt ph¼ng (ADN). 

c. KÐo dµi AN vµ DP c¾t nhau t¹i I. Chøng minh r»ng SI // AB // CD. Tø gi¸c SABI lµ h×nh g× ?

( Gi¶i

a. Trong (SAB, ta cã MN ®­êng trung b×nh nªn: 

MN // AB.


(1)

MÆt kh¸c, h×nh thang ABCD ®¸y AB, CD nªn:

AB // CD.


(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra MN // CD.

b. Gäi E = AD ( BC. 

P = SC ( EN ( (ADN) ( P = SC ( (ADN).

c. Ta cã: 
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NhËn xÐt r»ng: 


MN 
[image: image54.wmf]//

=

 
[image: image55.wmf]2

1

SI vµ MN 
[image: image56.wmf]//

=



 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]2
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 AB ( SI 
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AB ( SABI lµ h×nh b×nh hµnh.

D¹ng to¸n 3: T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng
ThiÕt diÖn chøa mét ®­êng th¼ng song song víi mét ®­êng th¼ng cho tr­íc
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. §Ó t×m giao tuyÕn cña 2 mÆt ph¼ng ngoµi ph­¬ng ph¸p "T×m 2 ®iÓm chung cña 2 mÆt ph¼ng", ta sö dông ®Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn, nh­ sau:

B­íc 1: ChØ ra r»ng (, ( lÇn l­ît chøa hai ®­êng th¼ng song song a vµ b.

B­íc 2: T×m mét ®iÓm chung M cña hai mÆt ph¼ng.

B­íc 3: Khi ®ã ( ( ( = Mx // a // b.

2. ThiÕt diÖn c¾t bëi mét mÆt ph¼ng chøa mét ®­êng th¼ng song song víi mét ®­êng th¼ng cho tr­íc ®­îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch phèi hîp hai c¸ch x¸c ®Þnh giao tuyÕn ®· biÕt.

ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD vµ ba ®iÓm P, Q, R lÇn l­ît n»m trªn c¹nh AB, CD, BC. H·y x¸c ®Þnh giao ®iÓm S cña mÆt ph¼ng (PQR) víi c¹nh AD nÕu:
a. PR // AC.

b.   PR c¾t AC.

Gi¶i

a. Ta cã: 
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( Qx // PR // AC.

Gi¶ sö Qx c¾t AD t¹i S th×  S chÝnh lµ giao ®iÓm cña (PQR) víi c¹nh AD.
b. Ta cã: 
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( Qy, PR vµ AC ®ång quy t¹i I.

Gi¶ sö Qx c¾t AD t¹i S th×  S chÝnh lµ giao ®iÓm cña (PQR) víi c¹nh AD.
ThÝ dô 2. Cho tø diÖn ABCD, c¸c c¹nh b»ng nhau vµ b»ng 6a. Gäi I, J lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AC, BC. Gäi K lµ mét ®iÓm trªn c¹nh BD víi KB = 2KD.
a. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña tø diÖn víi mÆt ph¼ng (IJK). Chøng minh thiÕt diÖn lµ h×nh thang c©n.

b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn theo a.

( Gi¶i

a. Ta cã: 
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( Kx // AB // IJ. 

Gi¶ sö Kx c¾t AD theo thø tù t¹i H. Khi ®ã ta ®­îc 4 ®o¹n giao tuyÕn lµ IJ, IH, HK vµ KJ. Do ®ã thiÕt diÖn lµ h×nh thang IJKH.

MÆt kh¸c, ta thÊy ngay:

(ACD = (BCD ( IH = JK.

VËy, thiÕt diÖn IJKH lµ h×nh thang c©n.

b. Trong (ABC, ta cã IJ = 
[image: image62.wmf]2

1

AB = 3a.

Trong (ABD, ta cã:
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Trong (BJK, ta cã:

BJ = 3a, BK = 4a

JK2 = BJ2 + BK2 ( 2BJ.BK.cosK
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( NhËn xÐt:  Trong lêi gi¶i c©u b), v× thiÕt diÖn IJKH lµ h×nh thang c©n nªn viÖc tÝnh diÖn tÝch cña nã kh¸ ®¬n gi¶n. 

Trong nhËn xÐt nµy, chóng ta cïng xem xÐt mét ®Ò xuÊt kh¸c ®Ó tÝnh ®­îc diÖn tÝch thiÕt diÖn vµ nã ®Æc biÖt cã Ých trong tr­êng hîp thiÕt diÖn lµ nh÷ng ®a gi¸c kh«ng cã d¹ng ®Æc thï.

KÐo dµi IH vµ JK, chóng c¾t nhau t¹i Q.
Khi ®ã SIJKH = S(QIJ ( S(QHK.
§3. §­êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng

D¹ng to¸n 1: Chøng minh ®­êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh ®­êng th¼ng d song song víi mÆt ph¼ng (P) ta chøng minh d kh«ng n»m trong (P) vµ song song víi mét ®­êng th¼ng a chøa trong (P).

( Chó ý:  NÕu a kh«ng cã s½n th× ta chän mét mÆt ph¼ng (Q) chøa d vµ nhËn a lµm giao tuyÕn cña (P) vµ (Q).

ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi G1 vµ G2 theo thø tù lµ träng t©m (ABD vµ (ACD. Chøng minh G1G2 song song víi c¸c mÆt ph¼ng (ABC) vµ (BCD).
( Gi¶i

Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Gäi M, N, I, K theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB, AC, CD, BD.

Trong (ABD, ta cã ngay:
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Trong (ACD, ta cã ngay:
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Tõ ®ã, ta lÇn l­ît cã:
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 ( G1G2 // MN ( (ABC) ( G1G2 // (ABC).

C¸ch 2: Gäi E lµ trung ®iÓm cña AD.

Trong (ABD, ta cã ngay:
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Trong (ACD, ta cã ngay:
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Tõ ®ã, ta cã:


[image: image84.wmf]BE

BG

1

 = 
[image: image85.wmf]3

2

CE

CG

2

=

 ( G1G2 // BC

V× BC thuéc (BCD) vµ (ABC) nªn:

G1G2 // (BCD) vµ G1G2 // (ABC).

ThÝ dô 2. Cho chãp S.ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh AB, CD. Gäi P lµ trung ®iÓm cña SA.
a. Chøng minh MN song song víi c¸c mÆt ph¼ng (SBC) vµ (SAD). 

b. Chøng minh r»ng SB song song víi (MNP).

c. Chøng minh r»ng SC song song víi (MNP).

d. Gäi G1 vµ G2 theo thø tù lµ träng t©m (ABC vµ (SBC. Chøng minh G1G2 song song víi (SAD).

( Gi¶i

a. Trong h×nh b×nh hµnh ABCD, ta cã MN lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã:

MN // BC ( (SBC) ( MN // (SBC).

MN // AD ( (SAD) ( MN // (SAD).

b. Trong (SAB, ta cã MP lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã:

SB // MP ( (MNP) ( SB // (MNP).

c. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Ta cã:
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 ( Kx // AD // MN. 

Gi¶ sö Px c¾t SD t¹i Q, suy ra Q lµ trung ®iÓm SD.

Trong (SCD, ta cã NQ lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã:

SC // NQ ( (MNP) ( SC // (MNP).

C¸ch 2: Gäi O lµ trung ®iÓm MN, suy ra O lµ trung ®iÓm AC.

Trong (SAC, ta cã OP lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã:

SC // OP ( (MNP) ( SC // (MNP).

d. Gäi K lµ trung ®iÓm SB. Ta cã:
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(1)

MÆt kh¸c, trong (SAB, ta cã MK lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã:

MK // SA.







(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra:

G1G2 // SA ( (SAD) ( G1G2 // (SAD).

D¹ng to¸n 2: T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng
ThiÕt diÖn song song víi mét ®­êng th¼ng cho tr­íc
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. T×m ph­¬ng giao tuyÕn b»ng ®Þnh lÝ 2 hoÆc ®Þnh lÝ 3. 

2. Tõ ®ã x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp c¾t bëi mÆt ph¼ng song song víi mét hoÆc hai ®­êng th¼ng cho tr­íc theo ph­¬ng ph¸p ®· biÕt.

ThÝ dô 3. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng ®i qua trung ®iÓm M cña c¹nh AB, song song víi BD vµ SA.
( Gi¶i

ThiÕt diÖn ®­îc x¸c b»ng c¸ch:

· Trong mÆt ph¼ng (ABCD) kÎ Mx song song víi BD, Mx c¾t AC vµ AD theo thø tù t¹i I vµ N.

· Trong mÆt ph¼ng (SAB) kÎ My song song víi SA, My c¾t SB t¹i R.

· Trong mÆt ph¼ng (SAC) kÎ Iz song song víi SA, Iz c¾t SC t¹i Q.

· Trong mÆt ph¼ng (SAD) kÎ Nt song song víi SA, Nt c¾t SD t¹i P.

Khi ®ã, ngò gi¸c MNPQR lµ thiÕt diÖn cÇn dùng.

ThÝ dô 4. Cho tø diÖn ABCD. Cã thÓ hay kh«ng c¾t tø diÖn b»ng mét mÆt ph¼ng ®Ó:
a. ThiÕt diÖn lµ h×nh thang ?

b. ThiÕt diÖn lµ h×nh b×nh hµnh ?

c. ThiÕt diÖn lµ h×nh thoi ?

( Gi¶i

a. ThiÕt diÖn cã thÓ lµ h×nh thang, cô thÓ nÕu mÆt ph¼ng chøa MN (víi    M ( AB vµ N ( AC) vµ song song víi AD.

Khi ®ã, thiÕt diÖn ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

· Trong (ABD) kÎ Mx song song víi AD vµ c¾t BD t¹i F.

· Trong (ACD) kÎ Ny song song víi AD vµ c¾t BD t¹i F.

Tõ ®ã, suy ra NE // MF ( MNEF lµ h×nh thang.
b. ThiÕt diÖn cã thÓ lµ h×nh b×nh hµnh, cô thÓ nÕu mÆt ph¼ng ®i M (víi    M ( AB) song song víi AD vµ BC.

Khi ®ã, thiÕt diÖn ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

· Trong (ABC) kÎ Mt song song víi BC vµ c¾t AC t¹i N.

· Trong (ABD) kÎ Mx song song víi AD vµ c¾t BD t¹i F.

· Trong (ACD) kÎ Ny song song víi AD vµ c¾t CD t¹i E.

Khi ®ã, tõ c¸ch dùng ta suy ra MF // NE.
(1)

MÆt kh¸c, ba mÆt ph¼ng (MNEF), (ABC) vµ (BCD) c¾t nhau theo ba giao tuyÕn MN, BC, EF vµ MN // BC nªn MN // EF.




(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra thiÕt diÖn MNEF lµ h×nh b×nh hµnh.

c. ThiÕt diÖn cã thÓ lµ h×nh thoi, cô thÓ víi thiÕt diÖn ®­îc dùng nh­ trong c©u b). Khi ®ã, ®Ó MNEF lµ h×nh thoi ®iÒu kiÖn lµ:

MN = MF.







(*)

Ta cã:
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(3)
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(4)

Khi ®ã, ®iÒu kiÖn (*) trë thµnh:
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VËy, mÆt ph¼ng (P) ®i qua ®iÓm M (víi M ( AB sao cho 
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) song song víi AD vµ BC sÏ c¾t tø diÖn theo mét thiÕt diÖn lµ h×nh thoi.

§4. Hai mÆt ph¼ng song song

D¹ng to¸n 1: Chøng minh hai mÆt ph¼ng song song
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh 2 mÆt ph¼ng song song ta ®i chøng minh mÆt ph¼ng nµy chøa hai ®­êng th¼ng c¾t nhau song song víi mÆt ph¼ng kia (hoÆc song song víi hai ®­êng th¼ng c¾t nhau n»m trong mÆt ph¼ng kia).

( Chó ý:  

1. Sö dông tÝnh chÊt: 
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 ( a // (P)

ta ®­îc thªm mét ph­¬ng ph¸p ®Ó chøng minh ®­êng th¼ng a song song víi (P).

2. Sö dông ®Þnh lÝ TalÐt ®¶o ta ®­îc thªm mét ph­¬ng ph¸p ®Ó chøng minh ®­êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng, cô thÓ:

Ba ®iÓm A1, B1, C1 thuéc ®­êng th¼ng a vµ ba ®iÓm A2, B2, C2 thuéc ®­êng th¼ng b (víi a vµ b chÐo nhau) tho¶ m·n:


[image: image102.wmf]1

1

1

1

C

B

B

A

 = 
[image: image103.wmf]2

2

2

2

C

B

B

A


suy ra tån t¹i duy nhÊt bé ba mÆt ph¼ng (P), (Q), (R) song song lÇn l­ît chøa c¸c ®o¹n th¼ng A1A2, B1B2, C1C2 , tõ ®ã ta ®­îc c¸c kÕt qu¶:

A1A2 song song víi (Q) vµ (R).

B1B2 song song víi (P) vµ (R).

C1C2 song song víi (P) vµ (Q).

§iÒu quan träng nhÊt cÇn chØ ra ®­îc sù tån t¹i cña mét trong ba mÆt ph¼ng.

ThÝ dô 1. Cho hai h×nh vu«ng ABCD vµ ABEF ë trong 2 mÆt ph¼ng kh¸c nhau. Trªn c¸c ®­êng chÐo AC vµ BF lÇn l­ît lÊy c¸c ®iÓm M, N sao cho AM = BN. C¸c ®­êng th¼ng song song víi AB vÏ tõ M, N lÇn l­ît c¾t AD, AF t¹i M’, N’.
a. Chøng minh r»ng (CBE) song song víi (ADF).

b. Chøng minh r»ng (DEF) song song víi (MNN’M’).

c. Gäi I lµ trung ®iÓm cña MN, t×m tËp hîp ®iÓm I khi M, N déng.

( Gi¶i

a. Ta cã nhËn xÐt:
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b. Ta cã nhËn xÐt:
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(1)

MÆt kh¸c, ta cã MM' // CD.



(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra:

(MNN’M’) // (DEF).

c. I ch¹y trªn trung tuyÕn cña (ADE kÎ tõ A.

ThÝ dô 2. Cho h×nh chãp S.ABCD, ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh t©m O. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA vµ CD.
a. Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng (OMN) vµ mÆt ph¼ng (SBC) song song víi nhau.
b. Gäi I lµ trung ®iÓm SC, J lµ mét ®iÓm trªn (ABCD) vµ c¸ch ®Òu AB vµ CD. Chøng minh IJ song song víi (SAB).

c. Gi¶ sö hai tam gi¸c SAD, ABC ®Òu c©n t¹i A. Gäi AE, AF lµ c¸c ®­êng ph©n gi¸c trong cña c¸c tam gi¸c ACD vµ SAB. Chøng minh r»ng EF song song víi (SAD).

( Gi¶i

a. NhËn xÐt r»ng:
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 ( (OMN) // (SBC).

b. Gäi P, Q theo thø tù lµ trung ®iÓm AD vµ BC, suy ra J thuéc ®­êng th¼ng PQ.

NhËn xÐt r»ng:


[image: image107.wmf]î

í

ì

SB

//

IQ

AB

//

PQ

 ( (IPQ) // (SAB) ( IJ // (SAB).

c. Sö dông tÝnh chÊt ®­êng ph©n gi¸c, ta cã:
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suy ra tån t¹i duy nhÊt bé ba mÆt ph¼ng song song lÇn l­ît chøa c¸c ®o¹n th¼ng SD, EF, CD vµ ta thÊy ngay mét trong ba mÆt ph¼ng ®ã chÝnh lµ (SAD), do ®ã:

EF // (SAD).

( Chó ý:  NÕu c¸c em häc sinh c¶m thÊy khã hiÓu trong lêi gi¶i cña c©u c) th× cã thÓ sö dông lêi gi¶i t­êng minh h¬n nh­ sau:

Dùng EH // SD, H ( SC.





(1)

NhËn xÐt r»ng:
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 ( HF // BC ( HF // AD.
(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra:

(HEF) // (SAD) ( EF // (SAD).

D¹ng to¸n 2: T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng
ThiÕt diÖn song song víi mét mÆt ph¼ng cho tr­íc
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. Ta sö dông thªm tÝnh chÊt 2 ®Ó x¸c ®Þnh giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng.

2. ThiÕt diÖn cña h×nh chãp c¾t bëi mét mÆt ph¼ng song song víi mét mÆt ph¼ng cho tr­íc ®­îc x¸c ®Þnh th«ng qua viÖc t×m ®­îc c¸c ®o¹n giao tuyÕn nh­ trªn.

ThÝ dô 1. Cho hai ®­êng th¼ng chÐo nhau. Chøng minh r»ng cã ®óng hai mÆt ph¼ng song song víi nhau lÇn l­ît ®i qua hai ®­êng th¼ng ®ã.
( Gi¶i

Víi hai ®­êng th¼ng chÐo nhau a vµ b th× theo ®Þnh lÝ 3 cña bµi häc 3:

· Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng (P) chøa a vµ song song víi b, nã ®­îc dùng b»ng c¸ch:

· Tõ ®iÓm A thuéc a kÎ ®­êng th¼ng b' song song víi b.

· Khi ®ã (P) = (a, a').

· Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng (Q) chøa b vµ song song víi a, nã ®­îc dùng b»ng c¸ch:

· Tõ ®iÓm B thuéc b kÎ ®­êng th¼ng a' song song víi a.

· Khi ®ã (Q) = (b, b').

Theo ®Þnh lÝ 1, ta cã ngay (P) song song víi (Q).

ThÝ dô 2. Cho hai ®iÓm M, N lÇn l­ît thay ®æi trªn hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ (Q). T×m tËp hîp c¸c ®iÓm I thuéc ®o¹n th¼ng MN sao cho 
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( Gi¶i

Víi hai ®iÓm cè ®Þnh M0 vµ N0 theo thø tù thuéc (P) vµ (Q), lÊy ®iÓm I0 thuéc M0N0 sao cho 
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( M0M, I0I, N0N n»m trªn ba mÆt ph¼ng song song.

VËy, tËp hîp c¸c ®iÓm I thuéc mÆt ph¼ng (R) qua I0 vµ song song víi (P).

ThÝ dô 3. Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y ABCD lµ h×nh thang, ®¸y lín AB = 3a,      AD = CD = a. MÆt bªn (SAB) lµ tam gi¸c c©n ®Ønh S víi SA = 2a, ( lµ mÆt ph¼ng di ®éng song song víi (SAB), c¾t  c¸c  c¹nh AD, BC, SC, SD theo thø tù t¹i M, N, P, Q.
a. Chøng minh MNPQ lµ h×nh thang c©n.

b. §Æt x =  AM, víi 0 < x < a. §Þnh x ®Ó MNPQ ngo¹i tiÕp ®­îc mét ®­êng trßn. TÝnh b¸n kÝnh ®­êng trßn ®ã.

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:
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 (  MN // AB.

LËp luËn t­¬ng tù ta còng cã:

NP // BS, PQ // CD, QM // SA. 

NhËn xÐt r»ng:

MN // PQ bëi AB // CD.


[image: image121.wmf]SA

MQ

 = 
[image: image122.wmf]DS

DQ

 = 
[image: image123.wmf]CS

CP

 = 
[image: image124.wmf]SB

NP

 
[image: image125.wmf]SB

SA

=

Þ

 MQ = NP.

VËy, thiÕt diÖn MNPQ lµ h×nh thang c©n.

b. §Ó MNPQ ngo¹i tiÕp ®­îc mét ®­êng trßn ®iÒu kiÖn lµ:

MN + PQ = MQ + NP ( MN + PQ = 2MQ.



(1)

Trong (SAD, ta cã:
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(2)

Trong (SCD, ta cã:
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(3)

Gi¶ sö AB c¾t CD t¹i O vµ OD = y, ta cã:
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Thay (2), (3) vµ (4) vµo (1), ta ®­îc:

3a ( 2x + x = 4(a ( x) ( x = 
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VËy, víi x = 
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 th× MNPQ ngo¹i tiÕp ®­îc mét ®­êng trßn.

Khi ®ã, xÐt h×nh thang c©n MNPQ, h¹ ®­êng cao QH, ta cã:

QH = 
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suy ra b¸n kÝnh ®­êng trßn néi tiÕp MNPQ lµ r = 
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D¹ng to¸n 3: Sö dông tÝnh chÊt cña h×nh l¨ng trô vµ h×nh hép ( ThiÕt diÖn
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. N¾m v÷ng ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt cña h×nh l¨ng trô vµ h×nh hép ®Ó vÏ h×nh vµ chøng minh mét sè tÝnh chÊt kh¸c.

2. ViÖc x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh l¨ng trô (h×nh hép) c¾t bëi mét mÆt ph¼ng còng tiÕn hµnh t­¬ng tù nh­ ®èi víi h×nh chãp. L­u ý r»ng " Hai ®¸y h×nh l¨ng trô song song, do ®ã giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng c¾t 2 mÆt ®ã, nÕu cã, lµ hai ®o¹n th¼ng song song ".

ThÝ dô 1. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'.

a. Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng (BDA') // (B'D'C).

b. Chøng minh r»ng ®­êng chÐo AC' ®i qua c¸c träng t©m G1, G2 cña hai tam gi¸c BDA' vµ B'D'C.

c. Chøng minh r»ng G1 vµ G2 chia ®o¹n AC' thµnh ba phÇn b»ng nhau.

d. Chøng minh r»ng c¸c trung ®iÓm cña s¸u c¹nh BC, CD, DD', D'A', A'B', B'B cïng n»m trªn mét mÆt ph¼ng.

( Gi¶i

a. Gäi O, O' theo thø tù lµ t©m cña c¸c h×nh b×nh hµnh ABCD vµ A'B'C'D', ta cã:
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 ( (BDA') // (B'D'C).

b. V× AC', AO, CO' cïng n»m trong mÆt ph¼ng (ACC1A1) nªn gäi:

G1 = AC' ( A'O vµ G2 = AC' ( CO'.

Trong (A'BD, ®iÓm G1 thuéc trung tuyÕn A'O vµ v× AO // A'C' nªn:
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 ( G1 lµ träng t©m (A'BD.

Chøng minh t­¬ng tù G2 lµ träng t©m (CB'D'.

c. NhËn xÐt r»ng OG1, O'G2 theo thø tù lµ ®­êng trung b×nh cña (ACG2 vµ (A'C'G1 nªn:

AG1 = G1G2 = G2C' 

tøc lµ G1, G2 chia ®o¹n AC' lµm 3 phÇn b»ng nhau.

d. Gäi M, N, P, Q, R, S theo thø tù lµ trung ®iÓm cña s¸u c¹nh BC, CD, DD', D'A', A'B', B'B.

V× c¸c ®o¹n th¼ng MN, NP, PQ, QR, RS ®Òu song song víi mÆt ph¼ng (A'BD) nÓn chóng cïng n»m trªn mét mÆt ph¼ng.

ThÝ dô 2. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Gäi H lµ trung ®iÓm cña c¹nh A'B'.

a. Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng B'C song song víi mÆt ph¼ng (AHC').

b. T×m giao tuyÕn d cña hai mÆt ph¼ng (A'B'C') vµ (A'BC). Chøng minh r»ng d song song víi mÆt ph¼ng (BB'C'C).

c. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (H, d).

( Gi¶i

a. Gi¶ sö:

AC' ( A'C = {N} 

( N lµ trung ®iÓm AC' vµ A'C

( B'C // NH ( tÝnh chÊt ®­êng trung b×nh 

( B'C // (AHC'), ®pcm.
b. Gi¶ sö:

AB' ( A'B = {M} ( (A'B'C') ( (A'BC) = MN.

Tõ tÝnh chÊt ®­êng trung b×nh, suy ra:

MN // BC ( (BB'C'C) ( MN // (BB'C'C), ®pcm.

c. Nèi MH c¾t AB t¹i P (P lµ trung ®iÓm AB), khi ®ã:

(H, d) ( (ABC) = Px // MN // BC ( Px c¾t AC t¹i Q (Q lµ trung ®iÓm AC).

(H, d) ( (A'B'C') = Hy // MN // BC // B'C' 
( Hy c¾t A'C' t¹i R (R lµ trung ®iÓm A'C').

Khi ®ã, ta ®­îc thiÕt diÖn lµ h×nh b×nh hµnh HPQR.

D¹ng to¸n 4: C¸c bµi to¸n vÒ chãp côt
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

1. N¾m v÷ng ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt cña h×nh hép ®Ó vÏ h×nh vµ chøng minh mét sè tÝnh chÊt kh¸c.

2. ViÖc x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh hép c¾t bëi mét mÆt ph¼ng còng tiÕn hµnh t­¬ng tù nh­ ®èi víi h×nh l¨ng trô.

ThÝ dô 1. Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi A1 lµ trung ®iÓm cña c¹nh SA vµ A2 lµ  trung ®iÓm cña ®o¹n AA1. Gäi (() vµ (() lµ hai mÆt ph¼ng song song víi mÆt ph¼ng (ABCD) vµ lÇn l­ît ®i qua A1, A2. MÆt ph¼ng (() c¾t c¸c c¹nh SB, SC, SD lÇn l­ît t¹i B1, C1, D1. MÆt ph¼ng (() c¾t c¸c c¹nh SB, SC, SD lÇn l­ît t¹i B2, C2, D2. Chøng minh :

a. B1, C1, D1 lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh SB, SC, SD.

b. B1B2 = B2B, C1C2 = C2C, D1D2 = D2D.

c. ChØ ra c¸c h×nh chãp côt cã mét ®¸y lµ tø gi¸c ABCD.

( Gi¶i

a. V× (() song song víi (ABCD), suy ra:

AB // A1B1 

( A1B1 lµ ®­êng trung b×nh cña (SAB

( B1 lµ trung ®iÓm cña SB.

Chøng minh t­¬ng tù, ta ®­îc C1, D1 lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh SC, SD.

b. V× (() song song víi (ABCD), suy ra:

AB // A2B2 

( A2B2 lµ ®­êng trung b×nh cña h×nh thang ABB1A1

( B2 lµ trung ®iÓm cña BB1 ( B1B2 = B2B.

ThÝ dô 2. Cho h×nh chãp côt ABC.A'B'C' cã ®¸y lín ABC vµ c¸c c¹nh bªn AA', BB', CC'. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB, BC, CA vµ M', N', P' lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh A'B', B'C', C'A'. Chøng minh MNP.M'N'P' lµ h×nh chãp côt.

( Gi¶i

§Ó chøng minh MNP.M'N'P' lµ h×nh chãp côt, ta cÇn ®i chøng minh:

· C¸c ®­êng th¼ng MM', NN', PP' ®ång quy.

· MN // M'N', NP // N'P', PM // P'M'.

a. Gäi S lµ ®iÓm ®ång quy cña c¸c ®­êng th¼ng AA', BB', CC', ta cã:

AB // A'B'
M, M' theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB, A'B'
suy ra S ( MM'.

T­¬ng tù, ta còng cã S ( NN' vµ S ( PP'.

VËy, c¸c ®­êng th¼ng MM', NN', PP' ®ång quy t¹i S.

b. Theo tÝnh chÊt ®­êng trung b×nh, ta cã:

MN // AC

M'N' // A'C'
ngoµi ra, theo tÝnh chÊt h×nh chãp côt AC // A'C' nªn MN // M'N'.

T­¬ng tù, ta còng cã NP // N'P', PM // P'M'.

VËy, ta cã kÕt luËn MNP.M'N'P' lµ h×nh chãp côt.

C.  C¸c bµi to¸n chän läc


VÝ dô 1: Cho h×nh chãp SABCD ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh t©m O. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm SB, SD vµ OC.
a. T×m giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (MNP) víi mÆt ph¼ng (SAC) vµ t×m giao ®iÓm cña SA víi (MNP).

b. T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mÆt ph¼ng (MNP).

c. TÝnh tû sè mÆt ph¼ng (MNP) chia c¸c c¹nh SA, BC vµ CD.

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:

· Nèi MN c¾t SO t¹i O1.

· Nèi O1P c¾t SA t¹i S1.

VËy, ta ®­îc: 

(MNP) ( (SAC) = PS1.

(MNP) ( SA = S1.

b. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:
· Nèi S1N kÐo dµi c¾t AD t¹i D1.

· Nèi S1M kÐo dµi c¾t AB t¹i B1.

· Nèi B1D1 c¾t CD, CB theo thø tù t¹i D2, B2.

Khi ®ã, ta ®­îc 5 ®o¹n giao tuyÕn lµ S1M, MB2, B2D2, D2N vµ NS1. Do ®ã thiÕt diÖn cÇn t×m lµ ®a gi¸c S1MB2D2N.

c. Ta lÇn l­ît cã: 

· MN lµ ®­êng trung b×nh cña (SBD nªn O1 lµ trung ®iÓm SO, suy ra:

PO1 // SC ( 
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· XÐt (SAD víi S1, N, D1 th¼ng hµng, theo ®Þnh lÝ Mªlªlaus, ta ®­îc:
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· XÐt (SAB víi S1, M, B1 th¼ng hµng, theo ®Þnh lÝ Mªlªlaus, ta ®­îc:
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Tõ (1), (2), suy ra:

BD // B1D1 ( B2D2 lµ ®­êng trung b×nh cña (CBD

( nªn B2, D2 theo thø tù lµ trung ®iÓm BC, CD

do ®ã 
[image: image159.wmf]C
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( Chó ý:  §Þnh lÝ Mªlªlaus cã néi dung nh­ sau: " Trªn c¸c c¹nh AB, BC, CA cña (ABC (hoÆc trªn ph©n kÐo dµi cña chóng) lÊy c¸c ®iÓm C1, A1, B1 th× C1, A1, B1 th¼ng hµng khi vµ chØ khi: 
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VÝ dô 2: Trong mÆt ph¼ng (, cho tø gi¸c ABCD, S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (. Gäi I, J lµ hai ®iÓm cè ®Þnh trªn SA vµ SC víi SI > IA vµ SJ < JC. Mét mÆt ph¼ng ( quay quanh IJ c¾t SB t¹i M, SD t¹i N.
a. Chøng minh r»ng IJ, MN vµ SO ®ång quy (víi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ BD). Suy ra c¸ch dùng ®iÓm N khi biÕt ®iÓm M.

b. AD c¾t BC t¹i E, IN c¾t MJ t¹i F. Chøng minh S, E, F th¼ng hµng. 

c. IN c¾t AD t¹i P, MJ c¾t BC t¹i Q. Chøng minh r»ng PQ lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh khi ( di ®éng.

( Gi¶i

a. Gi¶ sö IJ ( SO = O1. 

Ta cã:

O1 ( IJ ( ( ( O1 ( (,

O1 ( SO ( (SBD) ( O1 ( (SBD).

Suy ra:

O1 ( ( ( (SBD) = MN.

VËy, ba ®­êng th¼ng IJ, MN, SO ®ång quy t¹i O1.

Nh­ vËy, khi biÕt ®iÓm M ta chØ cÇn nèi MO1 c¾t SD t¹i N.

b. NhËn xÐt r»ng:

(SAD) ( (SBC) = {S, E, F} ( S, E, F th¼ng hµng.

c. Tr­íc tiªn, v× IJ kh«ng song song víi AC nªn IJ ( AC = T ( lµ mét ®iÓm cè ®Þnh.

NhËn xÐt r»ng:
( ( (ABCD) = {T, P, Q} ( T, P, Q th¼ng hµng

( PQ lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh T.

( Chó ý:  Trong mét sè tr­êng hîp chóng ta ®i chøng minh ba ®­êng th¼ng ®ång quy dùa trªn tÝnh chÊt ®iÓm.
VÝ dô 3: Trong mÆt ph¼ng (, cho tø gi¸c ABCD, AB vµ CD kÐo dµi c¾t nhau t¹i E, AD vµ BC kÐo dµi c¾t nhau t¹i F vµ AD < DF. S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc (. Gäi I, J lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA, SB. ( lµ mÆt ph¼ng di ®éng qua IJ. ( c¾t SC, SD lÇn l­ît t¹i M, N.
a. Chøng minh r»ng IJ, MN, SE ®ång quy. 

b. M chuyÓn ®éng trªn phÇn nµo cña c¹nh SC ?

c. T×m tËp hîp giao ®iÓm cña IM vµ JN.

d. T×m tËp hîp giao ®iÓm cña IN vµ JM. 

( Gi¶i

a. Gäi K = IJ ( MN, ta cã:

K ( IJ ( (SAB) ( K ( (SAB).

K ( MN ( (SCD) ( K ( (SCD).

Do ®ã K ( SE = (SAB) ( (SCD).

VËy, ba ®­êng th¼ng IJ, MN, SE ®ång quy t¹i K.  

b. Nèi KD c¾t SC t¹i M0. V× N ch¹y trªn c¹nh SD nªn tia KMN quÐt gãc 
[image: image162.wmf]^

SKD

, do ®ã M ch¹y tõ S ®Õn M0 v× khi ®ã ( míi c¾t c¹nh SC, SD.

c. Gäi P = IM ( JN. Ta ®i t×m tËp hîp ®iÓm P.

PhÇn thuËn: Ta cã:

P ( IM ( (SAC) ( P ( (SAC).

P ( JN ( (SBD) ( P ( (SBD).

Do ®ã:

P ( SO = (SAC) ( (SBD).

Giíi h¹n: Nèi DJ c¾t SO t¹i P0. V× N ch¹y trªn c¹nh SD nªn tia JPN quÐt gãc 
[image: image163.wmf]^

SJD

, do ®ã P ch¹y tõ S ®Õn P0 v× khi ®ã ( míi c¾t c¹nh SC, SD.

PhÇn ®¶o. Gäi P lµ ®iÓm bÊt kú trªn SP0. Nèi JP c¾t SD t¹i N, nèi IP c¾t SC t¹i M. M, N lµ giao ®iÓm cña mÆt ph¼ng (IJMN) qua IJ víi c¸c c¹nh SC, SD vµ P chÝnh lµ giao ®iÓm cña IM vµ JN.

KÕt luËn: VËy tËp hîp c¸c ®iÓm P lµ ®o¹n SP0 trªn SO.

d. Gäi Q = IN ( JM. Ta ®i t×m tËp hîp ®iÓm Q.

PhÇn thuËn: Ta cã:

Q ( IN ( (SAD) ( Q ( (SAD).

Q ( JM ( (SBC) ( Q ( (SBC).

Do ®ã:

Q ( SF = (SAD) ( (SBC).

Giíi h¹n: V× AD < DF, nªn tia Ix song song víi SF vµ c¾t c¹nh SD t¹i N0. VËy N ch¹y tõ S tíi N0. Nèi IN0 c¾t SF t¹i F0, do ®ã Q ch¹y tõ S ®Õn F0.

PhÇn ®¶o: Gäi Q lµ ®iÓm bÊt kú trªn SF0. Nèi IQ c¾t SD t¹i N, nèi JQ c¾t SC t¹i M. M, N lµ giao ®iÓm cña mÆt ph¼ng (IJMN) qua IJ víi c¸c c¹nh SC, SD vµ Q chÝnh lµ giao ®iÓm cña IN vµ JM.

KÕt luËn: VËy tËp hîp c¸c ®iÓm Q lµ ®o¹n SF0 trªn SF.

VÝ dô 4: Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD.
a. Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng ®i qua ®iÓm G vµ mét ®Ønh cña tø diÖn sÏ ®i qua träng t©m cña mÆt ®èi diÖn víi ®Ønh Êy.

b. Gäi A' lµ träng t©m cña (BCD. Chøng minh r»ng GA = 3GA'.

( Gi¶i

a. Nèi AG c¾t BN t¹i A', ta cÇn chøng minh A' lµ träng t©m (BCD.

KÎ MM' song song víi AA' (M' ( BN), khi ®ã:

MM' lµ ®­êng trung b×nh cña (ABA'

( M'B = M'A'.


(1)

GA' lµ ®­êng trung b×nh cña (M'MN

( M'A' = NA'.


(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra BA' = 2NA'.

Vµ v× A' thuéc trung tuyÕn BN cña (BCD nªn A' lµ träng t©m (BCD.

b. XÐt (ABA' víi M, G, N th¼ng hµng, theo ®Þnh lÝ Mªlªlaus, ta ®­îc:
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1

 ( GA = 3GA', ®pcm.

VÝ dô 5: Cho h×nh chãp S.ABCD, ®¸y ABCD lµ h×nh vu«ng c¹nh b»ng a,  mÆt bªn SAB lµ tam gi¸c ®Òu. Cho SC = SD = a
[image: image169.wmf]3

. Gäi H, K lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA, SB. M lµ mét ®iÓm trªn c¹nh AD. MÆt ph¼ng (HKM) c¾t BC t¹i N.
a. Chøng minh HKMN lµ h×nh thang c©n.

b. §Æt AM = x (0 ( x ( a), tÝnh diÖn tÝch cña tø gi¸c HKMN theo a, x. TÝnh x ®Ó diÖn tÝch nµy nhá nhÊt.

c. T×m tËp hîp giao ®iÓm cña HM vµ KN; cña HN vµ KM.

( Gi¶i

a. Ta cã: 
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( MN // AB // KH.

(1)
MÆt kh¸c, ta l¹i cã:

(SAD = (SBC (c.c.c) ( 
[image: image171.wmf]·
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( (HAM = (KBN (c.g.c) 

( MH = NK.


(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra MNKH lµ h×nh thang c©n.

b. Ta cã ngay MN = a vµ KH = 
[image: image172.wmf]2
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Trong (SAD, ta cã:
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Trong (HAM, ta cã:

MH2 = AH2 + AM2 ( 2AH.AM.cos
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Trong h×nh thang c©n MNKH, gäi P lµ ch©n ®­êng cao h¹ tõ H, ta cã:

HP = 
[image: image186.wmf]2
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SMNKH = 
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(MN + KH)HP = 
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Ta cã biÕn ®æi:

SMNKH = 
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VËy, ta ®­îc (SMNKH)Min = 
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c. H­íng dÉn: QuÜ tÝch lµ ®o¹n SE0 trªn St // AD.

VÝ dô 6: Cho tø diÖn ABCD. Gäi I, J lµ hai ®iÓm di ®éng lÇn l­ît trªn c¸c c¹nh AD, BC sao cho lu«n cã 
[image: image202.wmf].
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a. Chøng minh r»ng IJ lu«n song song víi mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh.

b. T×m tËp hîp ®iÓm M chia ®o¹n IJ theo tØ sè k cho tr­íc (tøc ®iÓm M tho¶ 
[image: image203.wmf]®
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( Gi¶i

a. Dùng JH // AB, H ( AC.


(1)

NhËn xÐt r»ng:


[image: image204.wmf]HC
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[image: image205.wmf]ID
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 ( HI // CD.

(2)

Gäi ( lµ mÆt ph¼ng chøa AB vµ song song víi CD, suy ra ( lµ mÆt ph¼ng cè ®Þnh vµ (HIJ) // (.

b. Gi¶i sö (HIJ) c¾t BD t¹i K, dÔ thÊy HIKJ lµ h×nh b×nh hµnh. Qua M kÎ PQ song song víi AB (P ( HI vµ Q ( JK). Ta cã:

AP ( BQ = E vµ EM ( AB = F.

NhËn xÐt r»ng:
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VËy, tËp hîp ®iÓm M chia ®o¹n IJ theo tØ sè k lµ ®o¹n EF víi E, F lÇn l­ît lµ ®iÓm chia CD vµ AB theo tØ sè k.

VÝ dô 7: Cho h×nh chãp S.ABC. Gäi K vµ N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA vµ BC, M lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ C.
a. Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng ®i qua K, song song víi AB vµ SC th× ®i qua ®iÓm N.

b. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp S.ABC khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (KMN). Chøng tá r»ng KN chia thiÕt diÖn thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau.

( Gi¶i

a. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua K, song song víi AB vµ SC, ta cã:

· MÆt ph¼ng (Q) chøa AB vµ song song víi SC.

· MÆt ph¼ng (R) chøa SC vµ song song víi AB.

Khi ®ã, ba mÆt ph¼ng (P), (Q), (R) song song víi nhau sÏ ch¾n trªn hai c¾t tuyÕn BC vµ SA c¸c ®o¹n th¼ng t­¬ng øng tØ lÖ, cô thÓ:
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[image: image209.wmf]SK

AK

CN

BN

=

 = 1 

( BN = CN ( N lµ trung ®iÓm BC.

b. Ta xÐt hai tr­êng hîp:

Tr­êng hîp 1: NÕu M lµ trung ®iÓm SC th× thiÕt diÖn lµ h×nh b×nh hµnh MNPK víi P lµ trung ®iÓm AB. Vµ hiÓn nhiªn khi ®ã KN chia thiÕt diÖn thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau.

Tr­êng hîp 2: NÕu M kh«ng trïng víi trung ®iÓm SC th× ta thùc hiÖn:

· Nèi KM c¾t AC t¹i D.

· Nèi ND c¾t AB t¹i P.

Khi ®ã, tø gi¸c MNPK lµ thiÕt diÖn cÇn dùng.

Goi {O} = KN ( MP, nhËn xÐt r»ng:

d(M, (P)) = d(S, (P)),
d(P, (P)) = d(A, (P)),
d(S, (P)) = d(A, (P)),

suy ra d(P, (P)) = d(M, (P)) ( OP = OM

do ®ã KN chia thiÕt diÖn thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau.

VÝ dô 8: Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y ABCD lµ h×nh thang cã ®¸y lín BC = 2a, AD = a, AB = b. MÆt bªn SAD lµ tam gi¸c ®Òu. ( lµ mÆt ph¼ng qua ®iÓm M trªn c¹nh AB vµ song song víi SA vµ BC, ( c¾t CD, SC, S B lÇn l­ît t¹i N, P, Q.
a. Chøng minh MNPQ lµ h×nh thang c©n.

b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn theo a, b vµ x = AM, (0 < x < b). TÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña diÖn tÝch.

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:
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NhËn xÐt r»ng:
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VËy, thiÕt diÖn MNPQ lµ h×nh thang c©n.

b. Gi¶ sö AB c¾t CD t¹i I, ta cã:

AD 
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BC ( AD lµ ®­êng trung b×nh cña (IBC

do ®ã IA = AB = b vµ:
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Trong (SBC, ta cã:
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Trong (SAB, ta cã:
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XÐt h×nh thang c©n MNPQ, h¹ ®­êng cao QH, ta cã:

QH = 
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SMNPQ = 
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Ta biÕn ®æi:
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VËy (SMNPQ)Max = 
[image: image242.wmf]3

a

2

, ®¹t ®­îc khi:
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VÝ dô 9: Cho h×nh chãp  S.ABCD ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh t©m O cã AC = a, BD = b. Tam gi¸c SBD lµ tam gi¸c ®Òu. Mét mÆt ph¼ng ( di ®éng song song víi (SBD) vµ qua ®iÓm I trªn ®o¹n AC.
a. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mÆt ph¼ng (.

b. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn theo a, b vµ AI = x.

( Gi¶i ( B¹n ®äc tù vÏ h×nh.
a. Ta xÐt hai tr­êng hîp:

Tr­êng hîp 1: NÕi I ( OA th×:
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 (  Ix // BD vµ Ix c¾t AB, AD theo thø tù M vµ N.
LËp luËn t­¬ng tù ta còng cã:

· ( c¾t mÆt ph¼ng (SAB) theo ®o¹n giao tuyÕn MP song song víi SB.

· ( c¾t mÆt ph¼ng (SAD) theo ®o¹n giao tuyÕn NP song song víi SD.

Tr­êng hîp 2: NÕi I ( OC th×:
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 (  Ix // BD vµ Ix c¾t CB, CD theo thø tù H vµ L.

LËp luËn t­¬ng tù ta còng cã:

· ( c¾t mÆt ph¼ng (SBC) theo ®o¹n giao tuyÕn HK song song víi SB.

· ( c¾t mÆt ph¼ng (SCD) theo ®o¹n giao tuyÕn LK song song víi SD.

b. Tr­íc tiªn, ta cã ngay:

S(SBD = 
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Ta lÇn l­ît xÐt hai tr­êng hîp cña thiÕt diÖn:

Tr­êng hîp 1: NÕi I ( OA th× 0 < x < 
[image: image250.wmf]2

a

.

Ta cã:
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Tr­êng hîp 2: NÕi I ( OC th× 
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Tãm l¹i, ta cã:
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VÝ dô 10: Cho l¨ng trô tam gi¸c ABC. A1B1C1, ®¸y lµ tam gi¸c ®Òu c¹nh a. C¸c mÆt bªn ABB1A1, ACC1A1 lµ h×nh vu«ng. Gäi I, J lµ t©m c¸c mÆt bªn nãi trªn vµ O lµ t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp (ABC.
a. Chøng minh IJ song song víi mÆt ph¼ng (ABC).

b. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña l¨ng trô víi mÆt ph¼ng (IJO). Chøng minh thiÕt diÖn lµ thang c©n. TÝnh diÖn tÝch cña nã theo a.

Gi¶i
a. NhËn xÐt r»ng:
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b. Ta lÇn l­ît cã:
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NhËn xÐt r»ng:
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· Trong (A1B1C1, ta cã:
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· Trong (IBE, ta cã:
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Khi ®ã, xÐt h×nh thang c©n EFGH, h¹ ®­êng cao HM, ta cã:
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( Chó ý:  Trong lêi gi¶i trªn:

1. ë c©u a), chóng ta cã thÓ sö dông nhËn xÐt:

IJ lµ ®­êng trung b×nh cña (A1BC ( IJ 
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2. Khi ®ã, trong c©u b), chóng ta cã thÓ tÝnh ®é dµi HG dùa trªn tÝnh chÊt IJ lµ ®­êng trung b×nh cña h×nh thang EFGH nh­ sau:
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a. Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

b. https://www.vnteach.com
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