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CĐ2: TÌM ẨN CHƯA BIẾT

Dạng 1. Tìm x thông thường

Câu 1. (Đề 66 - HSG 7 huyện Thái Thụy, 2022 - 2023)

Tìm , biết: .

Lời giải:

Vậy .

Câu 3. (đề 72 - HSG 7 huyện Bá Thước, THCS thị trấn Cành Nàng - 2022 - 2023)

Tìm , biết:

a)  b) 

Lời giải:



a)

Vậy 

b)  

Vậy 

Dạng 2. Đưa về dạng tích bằng 0

A. Trắc nghiệm

Câu 1. (HSG 7 Yên Thế, Bắc Giang 2022 - 2023)

Giá trị của  thỏa mãn đẳng thức  là:

A. . B. . C. . D. .

Lời giải:

Chọn C.



Vì  nên 

Vậy 

B. Tự luận

Câu 1. (Đề 90 - HSG 7 Hưng Hà, Tây Đô 2022 - 2023)

Tìm số nguyên   sao cho: 

Lời giải

     

hoặc 

 hoặc  hoặc  

Vậy 

Câu 2. (Đề 71 - HSG 7 Yên Bái, Yen Bình 2022 - 2023)

Tìm  biết:  

Lời giải

 hoặc .

 hoặc  hoặc  

 hoặc  hoặc .

Vậy .

Câu 3. (Đề 78 - HSG 7 Sông Lô, Vĩnh Phúc, 2022 - 2023)   

Tìm  biết: 



Lời giải

     

 hoặc 

 hoặc  hoặc .

 hoặc  hoặc .

 hoặc  hoặc .

. 

Vậy .

Dạng 3. Sử dụng tính chất lũy thừa

A. Trắc nghiệm 

Câu 1. (Đề 69 - HSG 7 thị xã Kỳ Anh, 2022 - 2023)

Cho biết: . Tìm  dưới dạng lũy thừa của số hữu tỉ?
Lời giải

Kết quả: 

Vậy 

B. Tự luận

Câu 1. (Đề 89 - HSG 7 Hưng Hà, Thái Phương, 2022 - 2023)

Tìm  biết: 

Lời giải

Ta có: 



Vậy 

Câu 2. (Đề 70 - HSG 7 Thường Xuân, 2022 - 2023)   

Tìm số tự nhiên  thỏa mãn điều kiện: 

Lời giải

Đặt:  

Đặt: 

Suy ra:  

Vậy 

Câu 3. (Đề 71 - HSG 7 Yên Bình, 2022 - 2023)   

Tìm , biết:

a) 

b) 

Lời giải

a) 

Vậy 

b) 

 hoặc 



 hoặc  hoặc 

 hoặc  hoặc 

Vậy 

Câu 4. (Đề 73 - HSG 7 Sóc Sơn, 2022 - 2023)   

Tìm , biết: 

Lời giải

Vậy 

Câu 5. (Đề 74 - HSG Hà Đông, Trường Lê Qúy Đôn), 2022 - 2023)   

Tìm , biết:  

Lời giải

Ta có: 

Vậy 

Câu 6. (Đề 79 - HSG 7 Yên Thế, Bắc Giang, 2022 - 2023)   

Tìm bộ số  thỏa mãn .

Có 2023 số 0

Có 2023 số 0



Lời giải

Vì  với mọi .          (1)

 với mọi               (2)

 với mọi .                  (3)    

Từ  với mọi .

Dấu “=” xảy ra khi:  và .

Từ , mà  hay  hoặc 

+) Với  mà .

+) Với  mà .

Vậy bộ số  thỏa mãn là  và .

Câu 7. (Đề 84 - HSG 7 Hưng Hà, trường Lê Quý đôn, 2022 - 2023)   

Tìm  biết:  

Lời giải

Ta có:  với mọi 

 với mọi 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi:  và  và 

 và  và 

và và 

Vậy .

Câu 8. (Đề 85 - HSG 7 Hưng Hà, Thái Hưng, 2022 - 2023)   

Tìm , biết:  

Lời giải



Ta có: .

Vì   nên 

Vì  và   nên:

 hoặc  hoặc .

+ Với  hoặc 

 hoặc  (loại vì ).

+ Với hoặc .

 (loại).

+ Với  và   hoặc  (loại vì ).

Vậy các cặp số tự nhiên  cần tìm là: 

Câu 9. (đề 71 - HSG 7 huyện Yên Bình, Yên Bái 2022 - 2023)

Tìm  biết: .

Lời giải

.

Vậy 

Dạng 4. Tìm ẩn dạng phân thức

Câu 1. (Đề 75 - HSG 7 huyện Tiên Du, Bắc Ninh 2022 - 2023)

Tìm , biết 

Lời giải:

.  Điều kiện : 

Suy ra 

Suy ra hoặc .



Xét .

Xét .

Vậy .

Dạng 5. Tìm x dạng chứa dấu giá trị tuyệt đối

A. TRẮC NGHIỆM

Câu 1. (Đề 69 - HSG 7 thị xã Kỳ Anh, 2022 - 2023)

Tính tổng tất cả các giá trị của  thỏa mãn: .
Lời giải

Kết quả: 

 hoặc 

 hoặc 

 hoặc 

B. TỰ LUẬN

Câu 1. (Đề 62 - HSG 7 huyện Hương Trà, 2022 - 2023)

Tìm  biết: 

Lời giải

Tìm  biết: 

Điều kiện để  thỏa mãn bài toán là: 

Khi đó nên  trở thành:

Nếu  ta có  nên  (thỏa mãn).

Nếu  ta có  nên  (thỏa mãn).

Vậy .



Câu 2. (Đề 68 - HSG 7 huyện Nông Cống, 2022 - 2023)   

Tìm  biết: .
Lời giải

Ta có: 

hoặc   hoặc .

Vậy  hoặc .

Câu 3. (Đề 72 - HSG 7 huyện Bá Thước, 2022 - 2023)

Tìm , biết: 

Lời giải

 

 hoặc 

 hoặc .

Vậy .

Câu 4. (Đề 75 - HSG 7 huyện Tiên Du, Bắc Ninh, 2022 - 2023)

Tìm , biết: .

Lời giải



Suy ra  hoặc 

- Xét  suy ra .

- Xét  suy ra .

Vậy .

Câu 5. (Đề 78 - HSG 7 huyện Sông Lô, Vĩnh Phúc, 2022 - 2023)

Tìm  biết:           (*)

Lời giải

 

Ta có:  và , với mọi  

Từ và suy ra 

Khi đó:  và .
Ta có:

(thỏa mãn)

Vậy 

Câu 6. (Đề 83 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Phạm Đôn Lễ, 2022 - 2023)

Tìm , biết: 

Lời giải

Ta có 

 



 

 

 hoặc 

TH1:  TH2: 

Vậy .

Câu 7. (Đề 90 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Tây Đô, 2022 - 2023)

Tìm  biết:  .     (1)

Lời giải

Vì  với mọi  

Từ  (1) =>  hay .

TH1:  .

TH2:  .

KL:  hoặc .

Câu 8. (Đề 87 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Thống Nhất, 2022 - 2023)

Tìm  biết: .
Lời giải

Ta có: .

            .

TH1: 

 (thỏa mãn).



TH2: 

(thỏa mãn).

TH3: 

 (loại).

Vậy .

Câu 9. (Đề 72 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Thống Nhất, 2022 - 2023)

Tìm tất cả các số tự nhiên  sao cho: 

Lời giải

Nhận xét:  Với  thì 

Với  thì  . Do đó  luôn là số chẵn với 

Áp dụng nhận xét trên thì   là số chẵn với 

Suy ra   là số chẵn   lẻ khi  

Khi đó

+ Nếu , ta có:  (loại).

+ Nếu , ta có:  (thỏa mãn).

Vậy 

Câu 10. (Đề 75 - HSG 7 Tiên Du, Bắc Ninh, 2022 - 2023)

Tìm tất cả các số tự nhiên  và  thỏa mãn .

Lời giải

Với các số tự nhiên  và  thỏa mãn .

Ta xét ba trường hợp sau:

* Trường hợp 1: , ta có:



Vì  là số lẻ,  là số chẵn nên  là số lẻ. Suy ra .

*  Trường hợp 2: , ta có:

 (vô lý)

* Trường hợp 3: , ta có:

Vì  là số lẻ,  là số chẵn nên  là số lẻ. Suy ra 

Vậy  hoặc .

Câu 11. (Đề 85 - HSG 7 Hưng Hà, trường THCS Thái Hưng, 2022 - 2023)

Tìm  biết: 

Lời giải

Áp dụng tính chất    0 ta có:

; ; 

; ; 

; ; 

Vậy 

Câu 12. (Đề 90 - HSG 7 Hưng Hà, trường THCS Tây Đô, 2022 - 2023)

Tìm tất cả các số tự nhiên  sao cho : 



Lời giải

Nhận xét:  Với  thì .

Với  thì  . Do đó  luôn là số chẵn với .

Áp dụng nhận xét trên thì   là số chẵn với .

Suy ra   là số chẵn   lẻ khi 

Khi đó 

+ Nếu , ta có   (loại).

+ Nếu , ta có  (thỏa mãn)

Vậy .

Dạng 6. Sử dụng công thức tính tổng có quy luật

Câu 1. (Đề 64 - HSG 7 huyện Cẩm Khê, 2022 - 2023)   

Tìm  biết 

Lời giải

Nhận xét: vế trái của biểu thức luôn dương nên vế phải lớn hơn  suy ra hay .

Với ta có:

Vậy .
Câu 2. (Đề 65 - HSG 7 huyện Quan Sơn, 2022 - 2023)

 Tìm  biết: 



Lời giải

Ta có 

Nên 

Vì 

Nên ta có: 

Vậy .
Câu 3. (Đề 71 - HSG 7 huyện Yên Bình, Yên Bái 2022 - 2023)

Tìm , biết 

Lời giải

    

Vậy .
Câu 4. (Đề 72 - HSG 7 huyện Bá Thước, 2022 - 2023)

Tìm , biết: .
Lời giải

       

 

 



 

Vậy 
Câu 5. (Đề 76 - HSG 7 huyện Cẩm Thủy, Thanh Hóa 2022 - 2023)

Tìm  biết: 
Lời giải

Vì 

 

nên 

Suy ra: 

 

Vậy 
Câu 6. (Đề 80 - HSG 7 huyện Hưng Hà, 2022 - 2023)
Tìm , biết:

Lời giải

Điều kiện  suy ra:



Vậy 

Câu 7. (Đề 82 - HSG 7 huyện Hưng Hà,2022 - 2023)

 Tìm  biết: 
Lời giải

 (vì )  

Vậy .
Câu 8. (Đề 83 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Phạm Đôn Lễ, 2022 - 2023)

Tìm 
, biết: .

Lời giải

.

Vậy 

Dạng 7. Tổng các biểu thức không âm bằng 0

Câu 1. (Đề 61 - HSG 7 huyện Hưng Hà, 2022 - 2023)



Cho  Chứng minh:  

Lời giải

Vì 

Do đó  khi và chỉ khi:

và  và 

 và và 

 và và 

Suy ra: (đpcm).

Câu 2. (Đề 64 - HSG 7 huyện Cẩm Khê,2022 - 2023)

Tính giá trị của biểu thức:  tại  thỏa mãn: 

Lời giải

Vì  với mọi ,  với mọi  do đó để  thì

 và và .

 suy ra 

Vậy 

Câu 3. (Đề 86 - HSG 7 huyện Hưng Hà, Thái Hưng, 2022 - 2023)

Tìm  biết:        

Lời giải

Áp dụng tính chất  ta có:

 và  và 

 và  và 



 và  và 

Vậy 

Dạng 8. Tìm ẩn dựa vào tính chất về dấu

Câu 1. (Đề 88 - HSG 7 Hưng Hà, 2022 - 2023)   

Tìm  biết:     (*)

Lời giải

Ta có:

Bảng xét dấu:

                                    

                             
      

                          

+ Với  (*) trở thành:

  (thỏa mãn).

+ Với  (*) trở thành:

  (vô lý) .

+ Với  (*) trở thành:

 (thỏa mãn).

Vậy .

Câu 2. (Đề 89 - HSG 7 Hưng Hà, Thái Phương, 2022 - 2023)   

Cho  Tính .

Lời giải



Từ  dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi:  và 

Suy ra 

Vậy 

Dạng 9: Sử dụng phương pháp chặn để tìm ẩn

Câu 1. (Đề 79 - HSG 7 Yên Thế, Bắc Giang, 2022 - 2023)   

Tìm  biết: 

Lời giải

Ta có: 

 

Dấu  xảy ra khi:  và 

 và .

Vậy .

Câu 2. (Đề 81 - HSG 7 Yên Thế, Bắc Giang, 2022 - 2023)   

Tìm  biết: 

Lời giải

Ta có 

 

Dấu “ ” xảy ra khi 



Giải :

TH1:  và  

 và 

.

TH2:  và 

hoặc  và    (loại)

Ta có:  

Dấu “ ” xảy ra khi .

Từ và 

Vậy để  thì và  xảy ra dấu “ ” khi:

và 

Vậy 

Câu 3. (Đề 86 - HSG 7 Hưng Hà, Lý Nam Đế, 2022 - 2023)   

Tìm  biết:

Lời giải

Ta có: 

   ;   

Do đó:  

 Dấu “ ” xảy ra khi:  và 

Suy ra: 



Vậy  khi .

Câu 4. (Đề 77 - HSG 7 Nga Sơn, Thanh Hóa, 2022 - 2023)   

Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn .

Lời giải

Do  nguyên dương nên . Khi đó, ta có :

              (1)

Do  nguyên dương nên                 (2)

Từ (1) và (2) suy ra:  mà  nên 

Thử lại được : 

Vậy 

Dạng 10: Tìm ẩn với điều kiện nguyên

A. TRẮC NGHIỆM

Câu 1. (Đề 69 - HSG 7 thị xã Kỳ Anh, 2022 - 2023)

Tìm các số nguyên dương  mà khi thay vào  thì  nhận được giá trị nguyên. Tổng
tất cả các giá trị nguyên dương của  vừa tìm được bằng bao nhiêu?

Lời giải

Kết quả: 

 

Ta tìm được các giá trị  là: .

Mà  nguyên dương nên 

B. TỰ LUẬN

Câu 1. (Đề 62 - HSG 7 Hương Trà, 2022 - 2023)   



Tìm giá trị nguyên của  để biểu thức:  đạt giá trị nhỏ nhất.

Lời giải

Ta có: 

 có giá trị nhỏ nhất  nhỏ nhất.

 là số nguyên âm lớn nhất.

.

.

Vậy  khi 

Câu 2. (Đề 63 - HSG 7 MỸ ĐỨC, 2022 - 2023)

Tìm các cặp số nguyên  thỏa mãn điều kiện 

Lời giải

Ta có:

 

 

 

Mà  là số chia cho  dư  
Ta có bảng sau:



Vậy 

Câu 3. (Đề 63 - HSG 7 MỸ ĐỨC, 2022 - 2023)

Tìm các số tự nhiên thỏa mãn: 
Lời giải

Vì  suy ra:

 

Mặt khác  là số chính phương nên  hoặc .

Nếu 

Khi đó:  (do ).

Nếu   hoặc 

 hoặc .

Khi đó:  (không thỏa mãn).

Vậy và  thỏa mãn điều kiện bài toán.
Câu 4. (Đề 64 - HSG 7 Cẩm Khê, 2022 - 2023)

Cho biểu thức :  Tìm các giá trị nguyên của  để biểu thức  đạt giá 

trị nhỏ nhất, tìm giá trị nhỏ nhất của .
Lời giải

Ta có 

Biểu thức đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi  có giá trị nhỏ nhất .

 là số âm lớn nhất (vì  nguyên) 

Khi đó giá trị nhỏ nhất của  là  khi 

Vậy GTNN của là khi 

Câu 5. (Đề 62 - HSG 7 Hương Trà, 2022 - 2023)



Cho hai biểu thức 
Tính giá trị nguyên của  để mỗi biểu thức có giá trị nguyên.

Lời giải

* Ta có:  

Với 

 để P thì  nguyên

* Ta có: 

Để  nguyên thì  nguyên  

Vậy để  nguyên thì .

Câu 6. (Đề 64 - HSG 7 huyện Cẩm Khê, 2022 - 2023)

Tìm các số  nguyên dương thỏa mãn:  và 
Lời giải:

Ta có:

Vì  

Do 

Từ (1) và (2) 



Vậy 
Câu 7. (Đề 65 - HSG 7 huyện Quan Sơn, 2022 - 2023)

Tìm các cặ p số nguyên  thỏa mãn 
Lời giải

Với   và  là số nguyên.

Suy ra:  là số nguyên, từ đó 

Khi đó:  là mộ t số lẻ (vì ).

Suy ra .

Vậ y .
Câu 8. (Đề 66 - HSG 7 huyện Thái Thụy, 2022 - 2023)

Tìm các số nguyên thỏa mãn .

Lời giải

Ta có: với mọi 

Có 

Suy ra:  với mọi .

Kết hợp với bài ra ta có: 

Sử dụng bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối , ta có:

 với mọi .

Dấu “=” xảy ra khi: và .

Vì  nguyên nên ta tìm được các cặp giá trị  là 



Câu 9. (Đề 67 - HSG 7 Đồng Nai - Trường Thcs - Thpt Tri Thức, 2022 - 2023) 

Tìm  nguyên dương thỏa mãn  

Lời giải

Ta có:     

Vậy 

Câu 10. (Đề 72 - HSG 7 Đồng Nai - Trường Thcs - Thpt Tri Thức, 2022 - 2023) 

Tìm các giá trị nguyên của  để biểu thức  có giá trị lớn nhất.

Lời giải

Biến đổi 

 có giá trị lớn nhất khi và  chỉ khi   có giá trị lớn nhất.

Có , ta xét các trường hợp sau:

Với  thì        (1)

Với . 

Phân số  có tử và mẫu đều dương, tử không đổi nên có giá trị lớn nhất khi mẫu nhỏ nhất

 Có suy ra    

Suy ra  là số nguyên dương nhỏ nhất 

Khi đó  có giá trị là      (2) 

Từ (1) và (2), phân số  lớn nhất bằng .

Vậy giá trị lớn nhất của  bằng  khi và chỉ khi 



Câu 11. (Đề 73 - HSG 7 Đồng Nai - Trường Thcs - Thpt Tri Thức, 2022 - 2023) 

Tìm các cặp số nguyên  thỏa mãn: 

Lời giải

  

Vậy có  cặp số nguyên cặp  thỏa mãn:  là:

Câu 12. (Đề 75 - HSG 7 Tiên Du, Bắc Ninh, 2022 - 2023)

Tìm tất cả các số nguyên dương   và  (  là số nguyên dương nào đó) thỏa mãn 
đồng thời hai điều kiện sau:

i) .

ii) .

Lời giải

Vì  và  thỏa mãn đồng thời hai điều kiện .

Suy ra         (*)

Lại có:  

 

        (**)



Từ (*) và (**) suy ra điều mâu thuẫn với 

Vậy không tồn tại các số nguyên dương thỏa mãn bài ra.

Câu 13. (Đề 83 - HSG 7 Hưng Hà, trường THCS Phạm Đôn Lễ, 2022 - 2023) 

Với giá trị nguyên nào của  thì biểu thức  có giá trị lớn nhất? Tìm giá trị đó.

Lời giải

 lớn nhất   lớn nhất.

Xét  thì 

Xét thì 

 lớn nhất.

 nhỏ nhất.

Vậy với thì  có giá trị lớn nhất.

Câu 14. (Đề 87 - HSG 7 Hưng Hà, trường THCS Thống Nhất, 2022 - 2023) 

Cho  . Tìm các số nguyên  để  có giá trị nguyên?

Lời giải



Vậy 

Câu 15. (Đề 90 - HSG 7 Hưng Hà, trường THCS Tây Đô, 2022 - 2023)

Tìm giá trị nguyên của  để biểu thức  có giá trị nhỏ nhất.

Lời giải

 

 nhỏ nhất khi  lớn nhất.

Xét  thì       (1)

Xét  thì 

 lớn nhất khi 3x+2 nhỏ nhất.

Mà  nguyên,  dương và chia  dư  nên  nên .

Khi đó:      (2)

So sánh (1) và (2) thì  có giá trị lớn nhất bằng 

Vậy  khi 

Câu 16. (Đề 70 - HSG 7 Sông Lô, Vĩnh Phúc, 2022 - 2023)   

Tìm các số nguyên  thỏa mãn:  

Lời giải

+) Trường hợp , ta có:

 là số nguyên.

 không là số nguyên (vì  với , ).

 Trường hợp này loại.

+) Trường hợp , ta có: 

Vì  nên  hoặc 



Khi  thì ; khi  thì 

+) Trường hợp , ta có:

là tích hai số nguyên liên tiếp nên  chia hết cho  hoặc chia cho  

dư .

 chia cho  dư .

 Trường hợp này loại.

Vậy cặp số nguyên  cần tìm là: .

Câu 17. (Đề 72 - HSG 7 Bá Thước, THCS thị trấn Cành Nàng, 2022 - 2023)   

Tìm các số nguyên  thỏa mãn: 

Lời giải

+ Với , ta có 

+ Với , ta có Vì  nên không tìm được giá trị của  thỏa mãn đề
bài.

+ Với , ta có 

+  Với  ,  ta  có   có  chữ  số  tận  cùng  là   (Vì

 đều có chữ số tận cùng là ) nên không phải là số chính phương, còn lại là số chính
phương  không tìm được giá trị của thỏa mãn đề bài.

Vậy các cặp số nguyên  thỏa mãn là: 
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