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Chuyªn ®Ò sè nguyªn tè

Ng­êi thùc hiÖn : Lª Huy Toµn
                                        Häc sinh chuyªn to¸n kho¸ 09-12 THPT Chuyªn Th¸i B×nh
____________________________________________________________________________________

   Tõ tr­íc C«ng Nguyªn, ¥clÝt ®· kh¼ng ®Þnh sè nguyªn tè vµ sè nguyªn lµ 2 ph¹m trï c¬ b¶n cña Sè häc. Thùc tÕ ®· chøng minh, To¸n häc dï ph¸t triÓn ®Õn ®©u th× vai trß cña sè nguyªn tè còng kh«ng hÒ thay ®æi. Nã vÉn lµ 1 vïng ®Êt k× l¹ du bao n¨m qua ®· cã nhiÒu ng­êi th¸m hiÓm. Sè nguyªn tè- 3 tiÕng ®ã ®· th«i thóc trong t«i tõ khi ®äc ®­îc ®Þnh lÝ ¥le-G«nbach vµ råi cø ngì m×nh  ®· gi¶i ®­îc bµi to¸n mµ ch­a nha b¸c häc nµo gi¶i ®­îc. Bëi v× khi ®ã t«i chi biÕt ®Õn tËp sè tù nhiªn mµ kh«ng biÕt con nhiªu tËp sè kh¸c n÷a. ViÕt chuyªn ®Ò vÒ sè häc, l¹i míi chØ lµ 1 häc sinhtrung b×nh trong ®éi tuyÓn, t«i ®· suy nghÜ rÊt nhiÒu vÒ viÖc lùa chän ®Ò tµi. Vµ h×nh ¶nh ®Þnh lÝ ngµy nµo l¹i hiÖn vÒ trong t«i. Vµ t«i quyÕt ®Þnh chän sè nguyªn tè lµm ®Ò tµi. Víi rÊt Ýt tµi liÖu trong  tay, cïng víi tÇm hiÓu biÕt Ýt, nh­ng mong r»ng chuyªn ®Ò nµy sÏ kh«ng nhµm ch¸n chØ lµ nh÷ng kiÕn thøc mµ chóng ta ®· ®­îc häc mµ nã cßn cã thÓ h÷u Ých 1 phÇn nhá cho mäi ng­êi. 
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I/ §Þnh nghÜa : 
   Bạn có thể dễ  dàng chia đều 15 viên bi cho 3 em nhỏ, nhưng nếu bạn có 17 viên bi thì bạn làm sao chia đều cho chúng được. Trường hợp thứ nhất dễ dàng vì 15 chia đúng cho 3. Trường hợp sau khó khăn vì 17 không chia đúng cho 3 mà chỉ chia đúng cho 1 và 17 hay 17 chỉ có 2 ước số là 1 và 17, và được gọi là một số nguyên tố.
    Từ xưa, số nguyên tố đã làm say mê nhiều nhà toán học chuyên nghiệp cũng như tài tử. Trong toán học, số nguyên tố được định nghĩa là một số 
[image: image3.wmf]lín h¬n 1 chỉ có 2 ước số là 1 và chính nó. 

   Cã thÓ thÊy 1 ®iÒu ®Þnh nghÜa rÊt dÔ hiÓu. Nh­ng vÊn ®Ò n»m ë chç lµm sao ta cã thÓ dùa vµo ®Þnh nghÜa mµ x¸c ®Þnh 1 sè cã ph¶i sè nguyªn tè hay kh«ng?

   Tõ x­a ®· cã sµng läc nh÷ng sè nguyªn tè gäi lµ sµng Eratosthenes . Nh­ng víi nh÷ng sè lín th× viÖc sö dông sµng nµy kh«ng hiÖu qu¶. Dùa vµo ®Þnh nghÜa ta cã thÓ thÊy c¸ch chøng minh ®¬n gi¶n nhÊt lµ chia sè ®ã cho c¸c sè nguyªn tè nhá h¬n nã... nh­ng viÖc nµy tèn kh«ng Ýt thêi gian nh­ viÖc sö dông sµng Eratosthenes . Do ®Õn ngµy nay ch­a t×m ®­îc c«ng thøc cña sè nguyªn tè nªn ta chØ cã thÓ h¹n chÕ viÖc thö chø kh«ng cã ph­¬ng ph¸p nµo h÷u hiÖu nÕu kh«ng sö dông m¸y vi tÝnh. 

   Ta sÏ chøng minh 1 bµi to¸n nhá :

          n 
[image: image4.wmf]Î

N*
          n không chia hết cho mọi số nguyên tố nhỏ hơn hoặc bằng [image: image5.png]



       CM: n là số nguyên tố
   Gi¶i: 
        Giả sử số n là 1 hợp số thì [image: image6.png]
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       Điều này trái với giả thiết nên ta có điều phải chứng minh 

      Ta còng cã nh÷ng nhËn xÐt c¬ b¶n sau ®©y:

     Với những số nhỏ,  thí dụ số N, phương pháp thường dùng là thử tính chia đúng của số đó lần lượt với các số nguyên tố từ nhỏ đến lớn và nhỏ hơn N/2, với những nhận xét sau đây: 
 

· Loại những số chẳn, trừ 2 (chia đúng cho 2).

· Loại những số tận cùng bằng 5, trừ 5 (chia đúng cho 5).

· Loại những số có tổng số các con số chia đúng cho 3, trừ 3 (chia đúng cho 3).

· Loại những số chia đúng cho 7, trừ 7.

· Loại những số có tổng số các con số ở hàng chẳn và hàng lẻ bằng nhau, trừ 11 (chia đúng cho 11).

· Cứ thế tiếp tục đến hết những số nguyên tố nhỏ hơn N/2.

· Nếu tất cả các phép chia đều không đúng thì N là số nguyên tố.

    Tuú thuéc vµo kinh nghiÖm , khi nh×n 1 sè chóng ta sÏ co thÓ ®o¸n ®ã lµ sè nguyªn tè hay kh«ng ma chØ cÇn vµi phÐp thö. Do trong c¸c ®Ò thi Ýt khi ng­êi ta ra nh÷ng con sè khæng lå nªn viÖc nµy coi nh­ kh«ng ®¸ng ng¹i.
  II/ LÞch sö xuyªn suèt thiªn niªn kØ vµ mét vµi ®Þnh lÝ:

   Víi phÇn nµy ta sÏ ®Õn víi c¸c ®Þnh lÝ nh­ng kh«ng ph¶i b»ng c¸ch th«ng th­êng. Ta sÏ däc theo dßng lÞch sö ®Ó kh«ng chØ biÕt vÒ To¸n mµ cßn biÕt nguån gèc c¸i ta ®ang nghiªn cøu. 

    Sè nguyªn tè cã quª h­¬ng ë vïng Hi L¹p cæ ®¹i . Ng­êi cã c«ng g©y dùng vµ chøng minh 1 ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña sè nguyªn tè lµ ¥clit. ¤ng ®· chøng minh tËp hîp sè nguyªn tè lµ v« h¹n. §©y lµ ®Þnh lÝ ®Çu tiªn vµ rÊt dÔ ®Ó chóng ta cã thÓ chøng minh. C«ng biÓu diÔn s« nguyªn tè thuéc vÒ Eratosthenes víi sµng sè nguyªn tè.

    Sè nguyªn tè thùc sù cã b­íc ph¸t triÓn v­ît bËc khi vµo n¨m 18/10/1640 , Fermat göi cho b¹n «ng 1 bøc th­ . Trong ®ã cã ®Þnh lÝ Fermat nhá . Nguyªn v¨n bøc th­ nh­ sau:  
 “Et cette proposition est généralement vraie en toutes progressions et en tous nombres premiers; de quoi je vous envoierois la démonstration, si je n'appréhendois d'être trop long.” 
    Nh­ mét thãi quen l¹ k× cña nha To¸n häc nµy. ¤ng kh«ng chøng minh ®Þnh lÝ «ng ®­a ra. Vµ ®Õn tËn n¨m 1736 , Euler míi c«ng bè c«ng tr×nh chøng minh cña m×nh . Nh­ng theo 1 tµi liÖu mËt , Leibniz ®· cã b¶n th¶o chøng minh víi ý t­ëng t­¬ng tù tr­íc n¨m 1683. L¹ k× lµ 1 c¸ch ®éc lËp c¸c nhµ to¸n häc Trung Quèc tr­íc ®ã ®· ®­a ra gi¶ thiÕt rằng p là một số nguyên tố nếu và chỉ nếu [image: image10.png]


. Đúng là nếu p là số nguyên tố , thì [image: image11.png]


. Đây là trường hợp đặc biệt của định lý nhỏ của Fermat. Tuy thế, điều ngược lại (nếu [image: image12.png]


thì p là số nguyên tố) là sai. 
   §Þnh lÝ nhá Fermat ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau: 

      “ p chia hết [image: image13.png]1

—1



khi p là nguyên tố và a là số nguyên tố cùng nhau với p. p chia hết [image: image14.png]1

—1



khi p là nguyên tố và a là số nguyên tố cùng nhau với p.”

  Mét c¸ch tæng qu¸t h¬n : 

     “ Nếu p là số nguyên tố và m và n là các số nguyên dương thỏa mãn [image: image15.png](mod p — 1)




, thì [image: image16.png]Va € Z:




.”

    Bªn c¹nh ®ã , Euler khi nghiªn cøu còng ®· dùa vµo ®Þnh lÝ trªn ®Ó x©y dùng 1 ®Þnh lÝ míi : 

    “với modulo n bất kỳ và số nguyên a bất kỳ là số nguyên tố cùng nhau vớí n, ta có

[image: image17.png]



trong đó φ(n) là ký hiệu của phi hàm Euler đếm số các số nguyên giữa 1 và n nguyên tố cùng nhau với n”     Đây là tổng quát hóa của định lý nhỏ Fermat vì nếu n = p là số nguyên tố thì φ(p) = p − 1.
   ë ®©y φ(n) = n.
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  B©y giê ta sÏ chøng minh ®Þnh lÝ Fermat nhá theo nhiÒu c¸ch kh¸c nhau: 

   C1: Quy nạp theo a.
Nếu a=1 thì điều cần chứng minh là đúng. Giả sử mệnh đề đúng với a=k>0, ta có [image: image20.png](E+1)P —(k+1)
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Dùng giả thiết quy nạp và [image: image23.png]


 ta có [image: image24.png](E+1)P —(k+1)



 chia hết cho [image: image25.png]


.

  C2: Còn một cách chứng minh nữa cho định lý Fermat bé là dùng tổ hợp như sau:

Ta giải bài toán sau: Một đường tròn được chia thành p cung bằng nhau. Hỏi có bao nhiêu cách tô màu các cung bằng a màu? Hai cách tô thu được qua một phép quay được coi là giống nhau.

Lời giải: Ta đánh số các cung từ 1 đến p. Nếu không tính đến phép quay thì có [image: image26.png]


 cách tô các cung. Nếu tính đến phép quay thì mỗi một cách tô có 2 màu trở lên sẽ nằm trong 1 lớp với p cách tô khác. Có a cách tô chỉ dùng 1 màu. Vì thế số cách tô sẽ là
[image: image27.png]



Vì số cách tô phải là một số nguyên nên ta có điều phải chứng minh.

Cách chứng minh lạ. Phải không các bạn?  

Còn 1 cách kinh điển khác là xét hệ thặng dư đầy đủ mô-đun p. Nếu (a, p) = 1 thì ax sẽ chạy qua hệ thặng dư đầy đủ mod p khi x chạy qua hệ thặng dư đầy đủ mod p. Đó cũng là cách để chứng minh định lý Euler (thay hệ thặng dư đầy đủ bằng hệ thặng dư thu gọn). 

 Cã thÓ cßn rÊt nhiÒu c¸ch kh¸c. Mong mäi ng­êi bæ sung thªm
  §øng tr­íc 1 ®Þnh lÝ ta th­êng ®Æt c©u hái ®Þnh lÝ ®ã ®­a ra ®Ó lµm g×. ë ®©y còng vËy. Lµ 1 ®Þnh lÝ næi tiÕng, ®Þnh lÝ Fermat nhá cã nh÷ng øng dông nh­ thÕ nµo va ®Þnh lÝ t«ng qu¸t cña nã ra sao. Ta cïng xÐt 1 vµi vÝ dô vÒ ®Þnh lÝ Fermat 
[image: image28.emf]
  Ta xÐt 1 bµi thi trong ®Ò thi HSG líp 12 tØnh B×nh §Þnh n¨m võa råi :
   VD2: Cho n là số nguyên dương sao cho [image: image29.png]


 chia hết cho [image: image30.png]220039



. CMR: [image: image31.png]n> 24007




  Gi¶i: Xét [image: image32.png]3"
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. Theo định lí Fermat, ta có [image: image33.png]


 

  nên ta được: [image: image34.png]324uee -]
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=> [image: image35.png]n—2s003_1



 hoặc [image: image36.png]a4-24V03 1
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   Dễ thấy [image: image38.png]22009 _1



 và [image: image39.png]2003 144



 lớn hơn [image: image40.png]22007



, nên ta có điều phải chứng minh.

 Ta tiÕp tôc víi bµi to¸n tiÕp theo:
VD3: CMR với p là số nguyên tố ta có [(p - 1)! + 1] chia hết cho p

   * Hiển nhiên trường hợp p = 2 là đúng(Bằng cách kiểm chứng)
   *Ta sẽ chứng minh cho trường hợp p > 2. Khi đó p là số lẻ.
  Ta áp dụng định lý Fecma nhỏ : với p nguyên  tố a là số nguyên dương sao cho 
  (a,p) = 1. Khi đó 
[image: image41.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image42.wmf]1
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  Vì p nguyên tố nên (1,p) = 1; (2,p) = 1; ....(p-1,p) = 1;
  Áp dụng định lý Fecma nhỏ ta có : 
   (p-1)
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 1(mod p )
   (p-2)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image46.wmf]º

  1(mod p)
    ....
    2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]º

 1 (mod p);
   và
    1
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 -(p-1) (Mod p);
   Nhân theo vế được :
    [(p-1)!] 
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 -(p-1)(mod p)
   Rút gọn theo vế ta có:
    [(p-1)!]
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 -1(mod p)
   Lại theo ĐL Fecma nhỏ thì 
     ((p-2)!,p) = 1
     => [(p-2)!]
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 1(mod p) nên ta có :
    [(p-1)!]
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 -1(mod p);
    Do p lẻ nên (p-2) cũng lẻ => (p-1)! = -1(mod p)
    Nói cách khác thì (p-1)! + 1 chia hÕt p
    Đó là điều phải chứng minh. 
TiÕp theo thµnh c«ng cña ®Þnh lÝ Fermat , cã thªm hµng lo¹t ®Þnh lÝ kh¸c ra ®êi . Trong ®ã kÓ ®Õn ®Þnh lÝ 
 Wilson, Trªb­sep, ... 

* §Þnh lÝ Wilson: §­îc c«ng bè vµo n¨m 1773 bëi John Wilson . 

  Cho p là số tự nhiên lớn hơn 1, khi đó p là số nguyên tố, khi và chỉ khi (p-1)!+1 chia hết cho p.

 * §Þnh lÝ Trªb­sep: 

Cho mọi số Nguyên n > 3, luôn Tồn tại một số Nguyên tố nằm giữa n và 2n - 2

.Ví dụ n = 5  =>  2n - 2 = 8   =>   P = 7 [Nguyên tố]

.Cho mọi số Nguyên n > 1, luôn Tồn tại một số Nguyên tố giua n và 2n

.Ví dụ n = 8  =>  2n = 16  =>  P = 11 và P = 13 [Nguyên tố]
* Ðịnh lý Sylvester:

   Nếu n > k, thì trong các Số n, n+1, . . . , n+[k-1], có một Số là 'Bội số' của một Số Nguyên tố P [P > k]
.Ví dụ n = 7  ||  k = 4  ||  P = 5
. 
· A = 7 + 3 = 10 = 2.5 [A là Bội số của P = 5]

* §Þnh lÝ Chen : mọi số chẵn đủ lớn đều có thể được viết dưới dạng tổng của hai số nguyên tố hoặc của một số nguyên tố và một số nửa nguyên tố (tích của hai số nguyên tố).
  §Þnh lÝ Chen lµ 1 phÇn nhá cña 1 gi¶ thiªt mµ ®Õn ngµy nay ch­a 1 nhµ to¸n häc nµo cã thÓ chøng minh hoµn toµn . §ã lµ gi¶ thuyÕt Euler – Goldbach . Năm 1742, nhà toán học Đức Goldbach viết thư cho Euler biết rằng ông mạo hiểm đưa ra bài toán: Mọi số tự nhiên lớn hơn 5 đều biểu diễn được dưới dạng tổng của 3 số nguyên tố. Euler trả lời rằng theo ông, mọi số chẵn lớn hơn 2 đều biểu diễn được dưới dạng tổng của 2 số nguyên tố. Nếu chứng minh được một trong hai mệnh đề thì sẽ chứng minh được mệnh đề còn lại. 200 năm sau, đến năm 1937, nhà toán học Liên Xô Vinogradov đã giải quyết gần trọn vẹn bài toán đó bằng cách chứng minh rằng mọi số lẻ đủ lớn đều có thể biểu diễn được dưới dạng tổng của 3 số nguyên tố. Nếu mệnh đề của Euler là đúng, hãy chứng minh mệnh đề Goldbach. 
   Giải: Cho số tự nhiên n>5, ta sẽ chứng minh rằng n viết được dưới dạng tổng của 3 số nguyên tố. Xét:

1. Trường hợp 1: Nếu n chẵn thì n=2+m với m chẵn, m>3. vì số chẵn >2 kế tiếp là 4 nên dù là m>3 thì m vẫn viết được dưới dạnng tổng 2 số nguyên tố. 

2. Trường hợp 2: nếu n lẻ thì n=3+m với m chẵn, m>2. Theo mệnh đề Euler, m chẵn, m>2 nên m viết được dưới dạng tổng hai số nguyên tố. Do đó n viết được dưới dạng tổng của 3 số nguyên tố.
*Giả thuyết Gilbrait
Nếu bạn viết dãy các số nguyên tố theo thứ tự từ bé đến lớn (thêm cả số 1 vào đầu ) .Đầu tiên ở hàng thứ nhất ,bạn lấy giá trị tuyệt đối của hiệu 2 số nguyên tố liên tiếp .Tiếp theo ,lấy giá trị tuyệt đối của hiệu hai số liên tiếp ở hàng thứ nhất ,...Sau hữu hạn lần như vậy , hàng cuối cùng bạn sẽ nhận được là số 1 .
  §©y lµ 1 gi¶ thuyÕt míi . RÊt khã hiÓu. Ta cïng xem biÓu diÔn gi¶ thuyÕt qua h×nh häc 
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  Ta cïng ®Õn víi 1 sè bµi tËp sö dông c¸c ®Þnh lÝ trªn. 
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   2. Chứng minh tồn tại v« sè c¸c cÆp  2 số chính phương mà có ít nhất 1000 số nguyên tố ở giữa.

  Bài này dùng ®Þnh lÝ: Cho số tự nhiên n thì trong đoạn [n;2n] luôn tồn tại ít nhất 1 số nguyên tố
   Xét 1000 đoạn [n;2n];[2n;4n];[[image: image58.png]
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  chọn n là số chính phương th× ta cã n vµ 
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 là số nguyên tố thì nó phải là ước của [image: image61.png]
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 nên nếu F là số nguyên tố thì 3 phải không chính phương theo (mod F).
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Gọi h là cấp của 3 theo mod F
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Do đó ta có 
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 (mâu thuẫn)
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suy ra F là số nguyên tố
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 là số nguyên tố thứ [image: image79.png]
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   III/ Mét sè d¹ng sè nguyªn tè : 
1. Sè nguyªn tè Fermat: - Số nguyên tố Fecma có dạng 2
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2. Sè nguyªn tè Mersenne : một số Mersenne (số có dạng lũy thừa của 2 trừ 1: 2n − 1, một số định nghĩa yêu cầu lũy thừa (n) phải là số nguyên tố) và là một số nguyên tố
    Điều kiện cần để Mn là số nguyên tố là n là số nguyên tố, 24 -1 = 15 là hợp số vì 4 không là nguyên tố, nhưng ngược lại không đúng: ví dụ số Mersenne 2047 = 211 − 1 không là nguyên tố vì nó chia hết cho 89 và 23, mặc dù số 11 là số nguyên tố.

Hiện nay, các số nguyên tố lớn nhất được tìm thấy thường là số nguyên tố Mersenne.

Các số nguyên tố Mersenne có quan hệ chặt chẽ với các số hoàn thiện, nghĩa là các số bằng tổng các ước chân chính của nó. Trong lịch sử, việc nghiên cứu các số nguyên tố Mersenne đã từng bị thay đổi do các liên quan này; vào thế kỷ 4 TCN, Euclid phát biểu rằng nếu M là số nguyên tố Mersenne thì M(M+1)/2 là số hoàn thiên. Vào thế kỷ 18, Leonhard Euler chứng minh rằng tất cả các số hoàn thiện chẵn đều có dạng này. Không một số hoàn thiện lẻ nào được biết, và người ta nghi ngờ rằng chúng không tồn tại.

  *) T×m sè nguyªn tè Mersenne : 

   Đẳng thức
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cho biết rằng Mn có thể là số nguyên tố chỉ nếu chính n là số nguyên tố, điều đó làm giản lược bớt việc tìm các số nguyên tố Mersenne. Mệnh đề đảo, nói rằng Mn là số nguyên tố nếu n là số nguyên tố là sai. Số nhỏ nhất cho ví dụ này là 2¹¹-1 = 23×89, là hợp số.

Đã có các thuật toán nhanh để tìm số nguyên tố Mersenne, do đó hiện nay đã biết các số nguyên tố Mersenne rất lớn.

Bốn số nguyên tố Mersenne đầu tiên M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31 và M7 = 127 đã được biết từ cổ xưa. Số thứ năm, M13 = 8191, được tìm thấy vào trước năm 1461; hai số tiếp theo (M17 và M19) tìm thấy bởi Cataldi vào năm 1588. Sau hơn một thế kỷ M31 được kiểm tra bởi Euler vào năm 1750. Số tiếp theo (trong lịch sử, không theo thứ tự số) là M127, do Lucas tìm thấy vào năm 1876, sau đó M61 do Pervushin tìm vào năm 1883. Hai số nữa (M89 và M107) được tìm thấy vào thế kỷ 20, bởi Powers vào năm 1911 và 1914.

Từ thế kỷ 17, các số này được mang tên nhà toán học Pháp Marin Mersenne, người đã chứng minh một loạt các số nguyên tố Mersenne với số mũ lên tối 257. Danh sách của ông đã mắc một số sai lầm, như bao gồm cả M67, M257, và bỏ quên M61, M89 và M107.

Phương pháp tốt nhất để kiểm tra tính nguyên tố của các số Mersenne được dựa vào sự tính toán một dãy tuần hoàn, được phát biểu đầu tiên bởi Lucas năm 1878 và chứng minh bởi Lehmer vào những năm 1930. Hiện nay nó được gọi là kiểm tra Lucas-Lehmer với số nguyên tố Mersenne. Đặc biệt, ta có thể chứng minh rằng (với n > 2) Mn = 2n − 1 là số nguyên tố nếu và chỉ nếu Mn chia hết cho Sn-2, trong đó S0 = 4 và với k > 0, [image: image119.png]
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Đồ thị biểu diễn số các chữ số của số nguyên tố Mersenne lớn nhất đã biết theo từng năm của kỷ nguyên điện tử. Chú ý rằng trục tung độ đã được logarithm hóa.

Việc tìm các số nguyên tố Mersenne thực sự được cách mạng bởi các máy tính điện tử số. Thành công đầu tiên của tư tưởng này thuộc về số nguyên tố Mersenne, M521, nhờ nỗ lực khéo léo vào lúc 10:00 P.M. ngày30-1, 1952 khi sử dụng máy tính tự động Western U.S. National Bureau of Standards (SWAC) tại Institute for Numerical Analysis thuộc Đại học California tại Los Angeles, dưới sự điều khiển trực tiếp của Lehmer, sử dụng chương trình viết và chạy bởi GS R.M. Robinson. Nó là số nguyên tố Mersenne đầu tiên tìm thấy sau 38 năm; số tiếp theo, M607, đã được tìm thấy do computer này sau gần hai giờ chạy máy. Ba số tiếp theo  — M1279,M2203, M2281 — đã được tìm thấy với cùng chương trình trên sau nhiều tháng nữa. M4253 là số nguyên tố Mersenne đầu tiên là số nguyên tố siêu lớn (trên 1000 chữ số thập phân-titanic), và M44497 là số nguyên tố đẩu tiên có trên 10.000 chữ số thập phân (gigantic).

Đến tháng 9 năm 2008, chỉ mới biết 46 số nguyên tố Mersenne; số lớn nhất đã biết là số (243 112 609 − 1). Cũng như nhiều số nguyên tố Mersenne trước đó, nó được tìm ra nhờ dự án tính toán phân tán trên Internet, được biết với tên gọi Tìm kiếm số nguyên tố Mersenne khổng lồ trên Internet (Great Internet Mersenne Prime Search - GIMPS).

 *) C¸c ®Þnh lÝ :

· +)  Nếu n là số nguyên dương, theo định lý nhị thức ta có thể viết:
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nhờ đặt c = 2a, d = 1, và n = b
chứng minh
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Nếu n không là nguyên tố, hoặc n = ab trong đó 1 < a,b < n. Do đó, 2a − 1 là ước của 2n − 1, hoặc 2n − 1 không là nguyên tố.

  3)  SỐ NGUYÊN TỐ GAUSS

Một số Nguyên Gauss là một số Phức với phần Thực và phần Ảo ®ều là các số Nguyên. Tập các số Nguyên Gauss là một Miền nguyên, thuờng ðuợc Ký hiệu là Z[i].
Các Phần tử Nguyên tố của Z[i] cũng ðuợc gọi là các số Nguyên tố Gauss. Một vài số Nguyên tố thông thuờng (®ôi khi ðể phân biệt, chúng ðuợc gọi là các "số Nguyên tố Hữu tỷ") không phải là các số Nguyên tố Gauss.
Chẳng hạn 2 = (1 + i)(1 -  i) và 5 = (2 + i)(2 - i).
Các số Nguyên tố Hữu tỷ ðồng du với 3 (mod 4) là số Nguyên tố Gauss. Còn các số Nguyên tố Hữu tỷ ®ồng du 1 (mod 4) thì không.
 Ðó là vì số Nguyên tố dạng 4k + 1 luôn có thể viết duới dạng Tổng của hai số Bình phuõng(®ịnh lý Fermat), do ®ó ta có
p = a2 + b2 = (a + bi)(a - bi).
Nếu Chuẩn của số Nguyên Gauss z là một số Nguyên tố, thì z cũng là số Nguyên tố Gauss, vì mọi Uớc không Tầm thuờng của z cũng là Uớc không Tầm thuờng của Chuẩn.
Chẳng hạn 2 + 3i là một số Nguyên tố Gauss vì Chuẩn của nó là 4 + 9 = 13.
  4) SỐ NGUYÊN TỐ CHEN 
Số Nguyên tố p ®uợc gọi là số Nguyên tố Chen (Trần) nếu p + 2 cũng là số Nguyên tố hoặc là Tích của hai số Nguyên tố.
Vào nãm 1966, Trần Cảnh Nhuận (Chen Jingrun) ðã Chứng minh rằng có Vô hạn số Nguyên tố nhu vậy.
Một số Số nguyên tố Chen ®ầu tiên là
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47, 53, 59, 67, 71, 83, 89, 101 (sequence A109611 in OEIS)
Rudolf Ondrejka (1928-2001) ðã tìm ðuợc một Hình vuông Kỳ ảo 3x3 của 9 số Chen
Vào tháng 10-2005 Micha Fleuren và nhóm PrimeForm ®ã tìm thấy số Nguyên tố Chen lớn nhất hiện nay,
 (1284991359 · 298305 + 1)·(96060285 · 2135170 + 1) − 2 với 70301 chữ số.
Số nhỏ hõn trong một Cặp số Nguyên tố Sánh ðôi là số Nguyên tố Chen (theo ®ịnh nghĩa).
Ðến nãm 2006, các Số Nguyên tố Sánh ®ôi lớn nhất tìm thấy là 100314512544015 · 2171960 ± 1;
Nó ®uợc tìm thấy bởi các nhà Toán học Hungarians Zoltán Járai, Gabor Farkas, Timea Csajbok, Janos Kasza and Antal Járai.
Nó có 51780 chữ số.
Terence Tao và Ben Green vào nãm 2005 ®ã Chứng minh rằng có nhiều Vô hạn các Cấp số Cộng three-term của các Số Nguyên tố Chen.
 5) SỐ NGUYÊN TỐ RAMANUJAN 
Nãm 1919, Ramanujan Công bố một cách Chứng minh ðịnh ðề Bertrand Về khúc cuối Bài nghiên cứu này, Ramanujan rút ra thêm một Kết luận
π(x) − π(x / 2) ≥ 1, 2, 3, 4, 5, ... nếu x ≥ 2, 11, 17, 29, 41, ...
 trong ðó Hàm π(x) là số các Số Nguyên tố ≤ x.
Kết quả này, khi ðọc nguợc lại, trở thành ®ịnh nghĩa của Số Nguyên tố Ramanujan, và các số 2, 11, 17, 29, 41 là những con số ®ầu trong các Số Nguyên tố Ramanujan.
Nói cách khác: Số Nguyên tố Ramanujan là các số Rn sao cho Rn là sốnhỏ nhất Thỏa mãn ®iều kiện  π(x) − π(x / 2) ≥ n, cho mọi x ≥ Rn
"Số Nguyên tố Ramanujan là các số Nguyên Rn sao cho Rn là số Nhỏ nhất có thể bảo ®ảm có n số Nguyên tố giữa x và x/2 cho mọi x ≥ Rn
Vì Rn là số Nguyên nhỏ nhất Thỏa mãn ®iều kiện trên, nên Rn phải là số Nguyên tố"
  6) SỐ NGUYÊN TỐ GIAI THÙA
Số Nguyên tố Giai thừa (factorial prime) là một số Nguyên tố nhỏ hõn hoặc lớn hõn một so với một Giai thừa hoặc Chính nó là một Giai thừa.
Một vài số Nguyên tố Giai thừa là
2, 3, 5, 7, 23, 719, 5039, 39916801, 479001599, 87178291199, ... (OEIS|id=A088054)
Ở ðây 2=2!; 3=2!+1; 5= 3! -1; 7 = 3!+1; 23=4! -1; 719=6! -1;5039=7! -1 39916801 = 11!+1; 479001599= 12!+1; 87178291199 = 14!+1, ...
Số Nguyên tố Giai thừa duy nhất ®úng là Giai thừa chỉ là số 2=2!.
Các số Nguyên tố Giai thừa ®uợc quan tâm trong Lý thuyết số vì chúng vắng mặt trong Dãy liên tiếp các Hợp số.
Chẳng hạn số Nguyên tố tiếp theo 6227020777 là 6227020867.
Các số Nguyên tố Giai thừa có vai trò trong Luận cứ rằng 1 không là số Nguyên tố.
"Nếu n là một số Tự nhiên và p là một số Nguyên tố,
 n! + p không thể là Nguyên tố với p < n, vì nó sẽ là một Bội của p, cũng nhu chính n! .
Nhung n! + 1, chỉ chắc chắn là Bội của 1, vẫn có thể là số Nguyên tố." (Ðiều ®ó cũng ®úng với n! - p và n! - 1). 

 IV) C¸c cÆp sè nguyªn tè: 

  
1) CẶP SỐ NGUYÊN TỐ   
Hai số Nguyên tố p và q ®uợc gọi là CSNT nếu |p – q| = 2.
Chua biết Tập hợp các CSNT là Hữu hạn hay Vô hạn.
Cùng với các CSNT nhỏ dễ nhận ra nhu: 3 và 5, 5 và 7, 11 và 13... ta cũng biết các CSNT khá lớn nhu 10016957 và 10016959
  2) SỐ NGUYÊN TỐ HỌ HÀNG
Cặp Số Nguyên tố Họ hàng (cousin prime) là một Cặp số Nguyên tố lệch nhau bốn ðõn vị
Các số Nguyên tố Họ hàng duới 1000 theo A023200 và A046132 (trong OEIS)
(3, 7), (7, 11), (13, 17), (19, 23), (37, 41), (43, 47), (67, 71), (79, 83), (97, 101), (103, 107), (109, 113), (127, 131), (163, 167), (193, 197), (223, 227), (229, 233), (277, 281), (307, 311), (313, 317), (349, 353), (379, 383), (397, 401), (439, 441), (457, 461), (487, 491), (499, 503), (613, 617), (643, 647), (673, 677), (739, 743), (757, 761), (769, 773), (823, 827), (853, 857), (859, 863), (877, 881), (883, 887), (907, 911), (937, 941), (967, 971)
Ðến tháng 11-2005 số nguyên tố họ hàng lớn biết ®uợc là (p, p+4) với
p = (9771919142 · ((53238 · 7879#)2 - 1) + 2310) · 53238 · 7879#/385 + 1
Nó có 10154 chữ số và ®uợc tìm thấy bới Torbjörn Alm, Micha Fleuren và Jens Kruse Andersen (7879# là ký hiệu của primorial của 7879).
Tới tháng 1-2006 số nguyên tố họ hàng lớn nhất biết ®uợc là (630062 · 237555 + 3, 630062 · 237555 + 7). Nó có 11311 chữ số và do Donovan Johnson tìm thấy 2004. Còn chua có một thuật toán thuận lợi ®ể kiểm các số này có là nguyên tố không?
Có giả thiết Hardy-Littlewood rằng các số nguyên tố họ hàng có mật ®ộ tiệm cận giống nhu các số nguyên tố sánh ðôi.
Một hằng số tuõng tự hắng số Brun cho các số nguyên tố sánh ®ôi cho các số nguyên tố họ hàng, bắt dầu với (3, 7):
[image: image128.png]



*
Khi dùng các số nguyên tố họ hàng tới 242, có giá trị của B4 ðuợc tính bởi Marek Wolf nãm 1996 là B4 ≈ 1.1970449
Không nên lẫn hằng số này với hằng số Brun's cho các số nguyên tố bộ bốn, cũng ðuợc kí hiệu là B4.
  3)  SỐ NGUYÊN TỐ SEXY
Cặp số Nguyên tố Sexy là Cặp hai số Nguyên tố có hiệu bằng sáu.
So với các Cặp số Nguyên tố Sánh ðôi, là các Cặp số Nguyên tố có hiệu bằng 2, và Cặp số Nguyên tố Họ hàng, là Cặp số Nguyên tố có hiệu là 4.
Tên "Số Nguyên tố Sexy" xuất phát từ tiếng Latin "Sex" là số sáu (6).
Các Số Nguyên tố Sexy (sequences A023201 và A046117 trong OEIS)
(5,11), (7,13), (11,17), (13,19), (17,23), (23,29), (31,37), (37,43), (41,47), (47,53), (53,59), (61,67), (67,73), (73,79), (83,89), (97,103), (101,107), (103,109), (107,113), (131,137), (151,157), (157,163), (167,173), (173,179), (191,197), (193,199), (223,229), (227,233), (233,239), (251,257), (263,269), (271,277), (277,283), (307,313), (311,317), (331,337), (347,353), (353,359), (367,373), (373,379), (383,389), (433,439), (443,449), (457,463), (461,467)
Cũng nhu các số Nguyên tố Sánh ®ôi, các số Nguyên tố sexy có thể mở rộng thành các Bộ ba số Nguyên tố sexy (p, p + 6, p + 12)
sao cho p + 18 là Hợp số
Các Bộ ba số Nguyên tố sexy A046118, A046119 and A046120 in OEIS) duới 1000 là
(7,13,19), (17,23,29), (31,37,43), (47,53,59), (67,73,79), (97,103,109), (151,157,163), (167,173,179), (227,233,239), (257,263,269), (271,277,283), (347,353,359), (367,373,379), (557,563,569), (587,593,599), (607,613,619), (647,653,659), (727,733,739), (941,947,953), (971,977,983)
Tính ®ến tháng 3-2006 Bộ ba số Nguyên tố sexy lớn nhất ðuợc tìm thấy bởi Ken Davis và có 5132 chữ số
p = (84055657369 · 205881 · 4001# · (205881 · 4001# + 1) + 210) · (205881 · 4001# - 1) / 35 + 1
Các Bộ bốn số Nguyên tố sexy (sequences A046121, A046122, A046123 and A046124 in OEIS) nhỏ hõn 1000
(5,11,17,23), (11,17,23,29), (41,47,53,59), (61,67,73,79), (251,257,263,269), (601,607,613,619), (641,647,653,659)
Ðến tháng 11-2005 Bộ bốn số Nguyên tố sexy ®uợc biết lớn nhất là (p, p+6, p+12, p+18) do J K Andersen  tìm thấy có 1002 chữ số
p = 411784973 · 2347 + 3301
Vì mọi số thứ nãm của Bộ 5 có dạng 6n ± 1 chia hết cho 5, chỉ có một Bộ nãm số Nguyên tố sexy tồn tại là (5,11,17,23,29), và không có Bộ nãm số Nguyen to Sexy nao lon hon.

  V/ C¸c d¹ng bµi tËp c¬ b¶n : 

· C¸c ®Þnh lÝ c¬ së : 

1. Định lý 1: Tập hợp các số nguyên tố là vô hạn

2. Định lý 2: Ước số nhỏ nhất khác 1 của một hợp số là một số nguyên tố không lớn hơn căn bậc hai củ số đó

3. Định lý 3: Cho một số tự nhiên a và một số nguyên tố p. Khi đó hoặc p/a hoăc (a,p) = 1

4. Định lý 4: Cho p là số nguyên tố và a1; a2; a3; ......; an​ là các số tự nhiên Khi đó nếu p/ 
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5. Định lý cơ bản của số học

Mọi số tự nhiên lớn hơn đơn vị (lớn hơn 1) chỉ có thể phân tích thành thừa số nguyên tố một cách duy nhất (nếu không kể đến thứ tự các thừa số)

· C¸c d¹ng to¸n : 

 D¹ng 1:  CHỨNG MINH MỘT SỐ, MỘT BIỂU THỨC LÀ SỐ NGUYÊN TỐ, LÀ HỢP SỐ.

  +)Lo¹i 1: Chứng minh một số, một biểu thức là số nguyên tố.
          Thông thường để chứng minh một số, một biểu thức là số nguyên tố người ta dùng phương pháp chứng minh bằng phản chứng.  

Bài toán 1:  Cho 2m – 1 là số nguyên tố. Chứng minh rằng m là số nguyên tố.

Chứng minh: Giả sử m là một hợp số 
[image: image131.wmf]Þ

 m = p.q ( p, q > 1, p; q 
[image: image132.wmf]Î

N)

Ta có: 2m – 1  = 2pq – 1 = 2(p)q - 1 = (2p - 1) [2p(q - 1) + 2p(q - 2) + ... + 1]

Vì  p > 1 
[image: image133.wmf]Þ

 2p -1 > 1  và   2p(q - 1) + 2p(q - 2) + ... + 1 > 1  
[image: image134.wmf]Þ

 2m -1   là hợp số. Điều này trái với giả thiết.

Nếu m = 1 
[image: image135.wmf]Þ

 2m – 1   = 1 không phải là số nguyên tố. 

Vậy m phải là một số nguyên tố. 

Hay 2m – 1 là số nguyên tố 
[image: image136.wmf]Þ

 m là số nguyên tố.

Bài toán 2: Chứng minh rằng nếu p chia hết (p – 1)! + 1 thì p nguyên tố.

Giải: Giả sử p là hợp số. Ta có: p/(p – 1)!

Mặt khác theo giả thiết p/(p – 1)! + 1 
[image: image137.wmf]Þ

 p/1 ( vô lý)

Vậy p phải là số nguyên tố.

Bài toán 3:  Chứng minh rằng nếu: 1 + 2n + 4n  ( n 
[image: image138.wmf]Î

 Z+) là số nguyên tố thì 

n = 3k với k 
[image: image139.wmf]Î

 N.

Giải: Đặt n = 3k.a ( n không có dạng 3k) a 
[image: image140.wmf]³

 1 (a,3) = 1

 m = 2
[image: image141.wmf]3

k

 ( m 
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 2; m 
[image: image143.wmf]Î

 N) 

Giả sử a > 1 ta xét 2 trường hợp sau: a = 3b + 1 và a = 3b + 2

* Nếu a = 3b + 1  (b 
[image: image144.wmf]Î

 N) ta có: 1 + 2n + 4n  = (1 + m + m2) + (m3b+1 - m) + m2( m6b - 2) 
[image: image145.wmf]M

 1 + m +m2 vì  m6b – m2 
[image: image146.wmf]M

 (1 + m +m2  )
[image: image147.wmf]M

(m3b -1) 
[image: image148.wmf]M

(m3 -1) 
[image: image149.wmf]M

(1 + m +m2 ) Mặt khác ta lại có: 1+ ma + m2a >1 + m +m2  

Nên : 1 + 2n + 4n   là hợp số (vô lý)

* Nếu a = 2b + 2 (b 
[image: image150.wmf]Î

 N) hoàn toàn tương tự ta có 1 + 2n + 4n   là hợp số (vô lý). Vậy a = 1 tức n = 3k (k 
[image: image151.wmf]Î

 N)

Bài toán 4:  Chứng minh rằng nếu p và 8p2 + 1 là hai số nguyên tố thì 8p2 - 1 là số nguyên tố.

Giải: Giả sử p là số nguyên tố lớn hơn 3 thế thì p có dạng 3k 
[image: image152.wmf]±

 1 (k 
[image: image153.wmf]Î

 N)


[image: image154.wmf]Þ

 p2 = (3k + 1)2 = 3(3k2 
[image: image155.wmf]±

 2k) + 1 = 3t + 1


[image: image156.wmf]Þ

 8p2 +1 = 8( 3t + 1) + 1 = 24t + 9 
[image: image157.wmf]M

3 
[image: image158.wmf]Þ

 8p2 + 1 là hợp số (trái giả thiết)

Vậy p = 3k, p nguyên tố  
[image: image159.wmf]Þ

 p = 3 

8p2 + 1 = 8.32 + 1 = 73 ( nguyên tố) 

8p2 – 1 = 8.32 – 1 = 71 ( nguyên tố) 

Vậy p và 8p2 + 1 là hai số nguyên tố thì 8p2 - 1 là số nguyên tố.

Bài tập vận dụng:

1. Chứng minh rằng các số nguyên tố lớn hơn 2 có dạng 3k 
[image: image160.wmf]±

 1 

2. Chứng minh rằng m2 – n2 là số nguyên tố thì m, n là 2 số tự nhiên liên tiếp.

3. Số a4 + a2 + 1 có thể là một số nguyên tố không?
4. Cho [image: image161.png]—2n



 là lũy thừa của 1 số nguyên tố với [image: image162.png]


 nguyên dương. Chứng minh [image: image163.png]


 nguyên tố 

5. Cho [image: image164.png]p.8p? +1



 là số nguyên tố.
cmr: [image: image165.png]8p +2p+1



 cũng là số nguyên tố  

  +) Lo¹i 2: Chứng minh một số, một biểu thức là hợp số
Bài toán 1: Cho n 
[image: image166.wmf]Î

 N Chứng minh rằng A = n4 + 4n là hợp số.

Giải: 
*) n chẵn 
[image: image167.wmf]Þ

 A 
[image: image168.wmf]M

2 
[image: image169.wmf]Þ

 A là hợp số.


*) n lẻ đặt n = 2k + 1 
[image: image170.wmf]Þ

 A = n4 + 4n  = n4 + 42k+1  = (n2 + 22k+1)2 – 2.n2.22k+1  

A = (n2 + 22k+1)2 – (n.2k+1 )2 = n2 + 22k+1 – n.2k+1)(n2 + 22k+1 + n.2k+1)

A = [(n – 2k)2 + 22k][(n + 2k)2 + 22k] là hợp số.

Bài toán 2:  Cho a;b;c  
[image: image171.wmf]Î

 N* thỏa mãn ab  = cd . Chứng minh rằng 

A= an + bn + cn + dn là hợp số với mọi n 
[image: image172.wmf]Î

 N*                                      

Giải: Giả sử (a;c) = t khi đó ta có a = ta1 , c = tc1 với ( a1,c1) = 1. Từ ab = cd 
[image: image173.wmf]Þ

 a1b = c1d mà ( a1,c1) = 1 nên b 
[image: image174.wmf]M

c1 Đặt  b = kc1 
[image: image175.wmf]Þ

 c1d = a1kc1 
[image: image176.wmf]Þ

 c1d = ka1 

Khi đó: A = an + bn + cn + dn = tna
[image: image177.wmf]1
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[image: image181.wmf]Þ

 A = (tn + kn)( a
[image: image182.wmf]1
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 + c
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Vì k; t; a1; c1 
[image: image184.wmf]Î

 N  
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 A là hợp số

Bài toán 3: Cho n 
[image: image186.wmf]Î

 N*, Chứng minh rằng: 

2
[image: image187.wmf]101

2

n

+

 + 19  và 2
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n

+

 + 3
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2

n

+

 + 5 là những hợp số.

Giải: 

a.Ta chứng minh 2
[image: image190.wmf]101

2

n

+

 + 19 
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 23 với mọi n 
[image: image192.wmf]³

 1 
Ta có: 210 
[image: image193.wmf]º

 1 (mod 11) 
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 210n 
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 1 (mod 11) 
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 2.210n 
[image: image197.wmf]º

 2 (mod 22) 


[image: image198.wmf]Þ

 210n +1 = 22.k + 2  ( k 
[image: image199.wmf]Î

N)

Theo Fecma: 222 
[image: image200.wmf]º

 1 (mod 23) 
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 2
[image: image202.wmf]101

2

n

+

= 222k+2 
[image: image203.wmf]º

 4 (mod 23)


[image: image204.wmf]Þ

 222k+2 + 19 
[image: image205.wmf]M

 23 (1)  



 2
[image: image206.wmf]101

2

n

+

+ 19  >  23  (2)      

Từ (1) và (2) 
[image: image207.wmf]Þ

  2
[image: image208.wmf]101

2

n

+

 + 19  là hợp số

b.  Ta chứng minh  2
[image: image209.wmf]41
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n

+

 + 3
[image: image210.wmf]41
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+

 + 5  
[image: image211.wmf]M

 11   với mọi n 
[image: image212.wmf]³

 1 
Ta có: 34 
[image: image213.wmf]º

 1 (mod 10) 
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 34n +1   
[image: image215.wmf]º

 3 (mod 10)

34n +1    = 10k + 3

Theo Fecma: 210  
[image: image216.wmf]º

 1 (mod 11) 
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  2
[image: image218.wmf]41
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+

 = 210k + 3  
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 8 (mod 11)

24  
[image: image220.wmf]º

 1 (mod 5)  
[image: image221.wmf]Þ

 24n + 1 
[image: image222.wmf]º

 2 (mod 10) 

24n + 1  = 10l + 2

Theo Fecma:  310  
[image: image223.wmf]º

 1 (mod 11) 
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 3
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+

 = 310l + 2   
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 9 (mod 11) 


[image: image227.wmf]Þ

 2
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 8 + 9 + 5 (mod 11)

2
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 0 (mod 11) hay  2
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3

n

+

 + 3
[image: image235.wmf]41

2

n

+

 + 5 
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 11   

Mặt khác: 2
[image: image237.wmf]41
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 + 3
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 + 5   > 11 
[image: image239.wmf]Þ

 2
[image: image240.wmf]41
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 + 5  là hợp số

Bài toán 4: Chứng minh rằng nếu n là hợp số thì 2n – 1 cũng là hợp số.

Giải:  n hợp số suy ra n = p.q (p; q > 1, p, q 
[image: image242.wmf]Î

 N  )

2n – 1 = ( 2p )q – 1 = ( 2p – 1)( 2p(q – 1) + 2p(q – 2) + ... + 1) 

Mà 2p – 1 >1 và 2p(q – 1) + 2p(q – 2) + ... + 1 > 1 nên 2n  - 1 là hợp số.

Bài tập vận dụng:

1. Chứng minh rằng với n  
[image: image243.wmf]Î

 N , n > 1 thì các số sau là hợp số

a. n4 + 4

 
b. n4 + 4n  

 
c. m4 + m2 + 1

2. Cho p và 2p + 1 là hai số nguyên tố với p > 3. Chứng minh 4p + 1 là hợp số.

3. Cho n  
[image: image244.wmf]Î

 N . Chứng minh các số sau là hợp số:


a. A = 2
[image: image245.wmf]21
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+

+3 
b. B = 2
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c. C  = 2
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4.(IMO 2001)Cho a,b,c,d là các số nguyên dương thỏa mãn:[image: image248.png]a>b>c>d



 và [image: image249.png]ac + bd

b+d+a—e)
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Cm: [image: image251.png]


 không là số nguyên tố.
5. Chứng minh rằng tồn tại k sao cho [image: image252.png]


 là hợp số với mọi n nguyên dương.  
 D¹ng 2: TÌM SỐ NGUYÊN TỐ KHI BIẾT MỘT SỐ ĐIỀU KIỆN
  +) Lo¹i 1: Tìm số nguyên tố p biết ®iÒu kiÖn một số, một biểu thức 
   Bài toán 1: Tìm các số nguyên tố p để:

a. p + 10  ; p + 14  cũng là các số nguyên tố

b. p + 2; p  + 6; p + 8; p + 12; p + 14 cũng là các số nguyên tố.

Giải: a. với p = 3 ta có p + 10 = 13 là số nguyên tố




p + 14 = 17 là số nguyên tố.

Với p > 3 p có dạng p = 6k 
[image: image253.wmf]±

 1

* Nếu p = 6k + 1 thế thì p + 14 = 6k + 15 chia hết cho 3 hay p + 14 không là nguyên tố. Vậy p = 6k +1 không thỏa mãn

* Nếu p = 6k – 1 ta có p + 10 = 6k + 9 chia hết cho 3 hay p+ 140 không là số nguyên tố. Vậy p = 6k – 1 không thỏa mãn.

Vậy p = 3 thỏa mãn điều kiện bài toán.

b. Với p = 5 ta thấy các số trên dều là số nguyên tố.

Với p 
[image: image254.wmf]¹

 5 thì p = 5k 
[image: image255.wmf]±

 1 ; 5k 
[image: image256.wmf]±

 2

* Nếu p = 5k + 1 thì p + 14 = 5k + 15 
[image: image257.wmf]M

5 
[image: image258.wmf]Þ

 p + 14 không nguyên tố.

* Nếu p = 5k – 1 thì p + 6 = 5k + 5 
[image: image259.wmf]M

5 
[image: image260.wmf]Þ

 p + 6 không là nguyên tố.

* Nếu p = 5k + 2 thì p + 8 = 5k + 10 
[image: image261.wmf]M

5 
[image: image262.wmf]Þ

 p + 8 không là nguyên tố.

* Nếu p = 5k - 2 thì p + 2 = 5k 
[image: image263.wmf]M

5 
[image: image264.wmf]Þ

 p + 2 không là nguyên tố.

Vậy chỉ có p = 5 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài toán 2:  Tìm 3 số nguyên tố p; q; r sao cho p2 + q2 = r.

Giải: Giả sử có 3 số nguyên tố p; q; r sao cho pq + qp = r. khi đó r >3


[image: image265.wmf]Þ

 r lẻ. Vậy p; q không cùng tính chẵn, lẻ nên phải có một số nguyên tố chẵn là 2.

Giả sử p = 2 khi đó 2q  + q2 = r

+) Nếu q không chia hết cho 3 
[image: image266.wmf]Þ

 q2 
[image: image267.wmf]º

 1 ( mod 3)

Mặt khác q lẻ 
[image: image268.wmf]Þ

 2q 
[image: image269.wmf]º

 -1 ( mod 3) 
[image: image270.wmf]Þ

 2q  + q2 
[image: image271.wmf]M

3 ( không nguyên tố).

Vậy q 
[image: image272.wmf]M

3 , q nguyên tố 
[image: image273.wmf]Þ

 q = 3 Khi đó r = 23 + 32 = 17

Do p, q có vai trò như nhau nên có thể p = 3 ; q = 2

Vậy có 2 bộ số được tìm là (2; 3; 17)  và ( 3; 2; 17)

Bài toán 3: Tìm số tự nhiên ( x; y) sao cho:


[image: image274.wmf]1

x

 
[image: image275.wmf]±

 
[image: image276.wmf]1

y

  = 
[image: image277.wmf]1

p

 ( p là số nguyên tố).

Giải: Do x; y 
[image: image278.wmf]Î

 N  
[image: image279.wmf]Þ

 
[image: image280.wmf]1

x

 
[image: image281.wmf]±

 
[image: image282.wmf]1

y

  = 
[image: image283.wmf]1

p

 
[image: image284.wmf]Û

 (x – p)(y – p) = p2 

p nguyên tố x > p, y > p nên ta có các khả năng  sau

*  
[image: image285.wmf]{
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1
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ypp

-=

-=

 
[image: image286.wmf]Û

    
[image: image287.wmf]{
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*  
[image: image288.wmf]{
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ypp
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-=



EMBED Unknown[image: image289.wmf]Û

    
[image: image290.wmf]{
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* 
[image: image291.wmf]{
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EMBED Unknown[image: image292.wmf]Û

 
[image: image293.wmf]{
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Bài toán 4: Tìm số nguyên tố p sao cho:

2p + 1 là lập phương của một số tự nhiên. 

Giải: 2p + 1 = n3 ( n
[image: image294.wmf]Î

 N ) 
[image: image295.wmf]Û

 2p = n3 – 1 = (n – 1)(n2 + n + 1)  

p = 2  
[image: image296.wmf]Þ

 2p + 1 =5 
[image: image297.wmf]Þ

 Không tồn tại n thỏa mãn.


[image: image298.wmf]Þ

 p > 2, p nguyên tố nên ( p; 2) = 1

Mặt khác: n – 1 < n2 + n + 1 
[image: image299.wmf]Þ

 n – 1 = 2 
[image: image300.wmf]Þ

 n = 3

p = n2 + n + 1 ( nguyên tố) . Vậy  p = 13 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài toán 5: Tìm số nguyên tố 
[image: image301.wmf]abcd

 sao cho 
[image: image302.wmf]ab

 và 
[image: image303.wmf]ac

 là số nguyên tố và b2 = 
[image: image304.wmf]cd

 + b – c.

Giải: vì  
[image: image305.wmf]abcd

, 
[image: image306.wmf]ab

 và 
[image: image307.wmf]ac

  là các số nguyên tố 
[image: image308.wmf]Þ

 b, c, d là các số lẻ khác 5.  b2 = 
[image: image309.wmf]cd

 + b – c 
[image: image310.wmf]Û

 b( b – 1) = 
[image: image311.wmf]cd

 - c = 10c + d – c = 9c + d

Do 9c + d 
[image: image312.wmf]³

 10 nên b( b – 1) 
[image: image313.wmf]³

 10 
[image: image314.wmf]Þ

 b  
[image: image315.wmf]³

 4. Vậy b = 7 hoặc b = 9.

*) Nếu b = 7 ta có: 9c + d = 42 
[image: image316.wmf]M

3 
[image: image317.wmf]Þ

 d 
[image: image318.wmf]M

3 
[image: image319.wmf]Þ

 d = 3 hoặc d = 9.



Nếu d = 3 
[image: image320.wmf]Þ

 9c = 39 
[image: image321.wmf]Þ

 không tồn tại c thuộc N



Nếu d = 9 
[image: image322.wmf]Þ

 9c + d  
[image: image323.wmf]M

 9  còn 42 không
[image: image324.wmf]M

9 (lọai)

*) Nếu b = 9 ta có: 9c + d = 72 
[image: image325.wmf]M

 9 
[image: image326.wmf]Þ

 d 
[image: image327.wmf]M

9 vậy d = 9



9c + 9 = 72 
[image: image328.wmf]Þ

 c = 7



 
[image: image329.wmf]ab

 = 
[image: image330.wmf]9

a

 là số nguyên tố 
[image: image331.wmf]Þ

 a 
[image: image332.wmf]¹

 3; 6; 9; 4




[image: image333.wmf]ac

 =  
[image: image334.wmf]7

a

 là số nguyên tố 
[image: image335.wmf]Þ

 a 
[image: image336.wmf]¹

 2; 5; 7; 8

Mặt khác  a 
[image: image337.wmf]¹

 0 
[image: image338.wmf]Þ

 a = 1

Vậy số cần tìm là 1979 ( Vì 1979 là số nguyên tố)
Bài toán 6: Tìm 7 số nguyên tố liên tiếp ([image: image339.png]oy, g, O
.0y, g,y



)thõa mãn:
[image: image340.png]aj +a; +a; +aj +ai +a;+





CM Tổng quát với số mũ n. [image: image341.png]



 C1: Giả sử [image: image342.png]Ay < Ay < Ay < Ay < A5 < Ag <





Dễ thấy [image: image343.png]>3=a: /3






Với [image: image344.png]


 ta có [image: image345.png]


 không CP
Với [image: image346.png]


 ta có [image: image347.png]325 TP 112+ 132+ 177 = 662



 không CP
Với [image: image348.png]a >3



 thì [image: image349.png]


 luôn chia [image: image350.png]


 dư [image: image351.png]


 [image: image352.png]


 còn [image: image353.png]


 nên không tồn tại các số nguyên tố thỏa mãn đề bài

 C2:  Ta có
[image: image354.png]mod3)



 (Fermat nhỏ )
[image: image355.png]mod3)




[image: image356.png]



Vậy ko có số nào thỏa m·n
Bài tập vận dụng: 
1. Tìm tất cả các số nguyên tố p để p vừa là tổng, vừa là hiệu của hai số nguyên tố

2. Tìm số nguyên tố p sao cho 13p + 1  là lập phương của một số tự nhiên.

3. Tìm p để p + 1 ; p + 3 ; p + 5 ; p + 9 ; p + 11 ; p + 15 là những số nguyên tố.
4.Tìm [image: image357.png]


 để tồn tại các số nguyên dương [image: image358.png]


 thỏa mãn:
[image: image359.png]


  
5. Tìm tất cả các số nguyên tố [image: image360.png]


và [image: image361.png]


 sao cho: [image: image362.png]2" + 3"




 là một số chính phương. 
6. Tìm 3 số nguyên tố a,b,c sao cho [image: image363.png]



  ([image: image364.png]



*xét [image: image365.png]


 => [image: image366.png]


 (loại)
*xét c khác 2 => c lẽ => [image: image367.png]


 và [image: image368.png]


 có 1 số chẵn 1 số lẽ => trong a,b có 1 số chẵn 
giả sử đó là a => a=2 thay vào ta có 
[image: image369.png]



nếu [image: image370.png]


 thay vào => c=17
nếu [image: image371.png]


 
[image: image372.wmf]¹

 3 => b có dạng [image: image373.png]


 hoặc [image: image374.png]


 với k tự nhiên lớn hơn hoặc bằng 1 
thay vào 2 trường hợp thấy VT chia hết cho 3 => vô lý )

7. (ARML 1988) : Tìm 3 số nguyên tố p; q; r sao cho 
[image: image375.wmf]22

pqr

-=


__________________

   Lo¹i 2: Tìm số tự nhiên n để một số - một biểu thức là số nguyên tố.

  Bài toán tổng quát: Tìm số tự nhiên n để biểu thức P(n) là số nguyên tố.

Thuật toán: Khi gặp dạng toán này ta phân tích P(n) thành nhân tử  P(n)  =  P1(n) .P2(n) . khi đó vì P(n) là số nguyên tố nên P1(n) =1 hoặc P2(n) = 1

Thông thường ta xét biểu thức min(P1(n); P2(n)) = 1 giải phương trình này ta có giá trị n cần tìm.

Bài toán 1: Tìm tất cả các số nguyên n sao cho: 

a. n4 + 4 là số nguyên tố.

b. n1997 + n1996 + 1 là số nguyên tố.

Giải: 

a. n4 + 4 = ( n2 + 2)2 – 4n2 = (n2 + 2 - 2n)( n2 + 2 + 2n) 

Ta có n2 + 2 – 2n  <   n2 + 2 + 2n nên để  n4 + 4 là số nguyên tố thì n2 + 2 – 2n  = 1 
[image: image376.wmf]Û

 (n – 1)2 = 0 
[image: image377.wmf]Þ

 n = 1.

Khi đó n4 + 4 = 5 là số nguyên tố. Vậy n = 1 thỏa mãn bài toán.

b. n1997 + n1996 + 1 = (n1997 - n2) + (n1996 - n) + ( n2 + n +1) = n2(n1995 - 1) + n(n1995 - 1) + (n2 + n +1) = ( n2 + n)(n1995 - 1) + (n2 + n +1)

Ta có: n1995 - 1 = (n3)665 - 1 = ( n3 - 1) [(n3)664 + (n3)663 +.......+ n2 + 1]

= ( n - 1)( n2 + n +1) [(n3)664 + (n3)663 +.......+ n2 + 1] 
[image: image378.wmf]M

( n2 + n +1)

Do n > 0 
[image: image379.wmf]Þ

 n2 + n +1 > 1. Vì vậy để n1997 + n1996 + 1 là số nguyên tố thì n1997 + n1996 + 1 = n2 + n +1 
[image: image380.wmf]Þ

 n = 1

Bài toán 2: Tìm các số tự nhiên m; n để: A = 3
[image: image381.wmf]2

3661

mn

+-

+ 4 là số nguyên tố.

Giải: Ta có  3m2 + 6n – 61 chia 3 dư 2. ta đặt 3m2 + 6n - 61 = 3k + 2 (k
[image: image382.wmf]Î

 N)


[image: image383.wmf]Þ

 A =33k + 2 +4 = 9.27k +4 

Dễ thấy rằng 9.27k 
[image: image384.wmf]º

 9 (mod 13) 
[image: image385.wmf]Þ

 9.27k +4 
[image: image386.wmf]M

13.

Để A nguyên tố thì  A = 13  
[image: image387.wmf]Þ

 33k + 2  = 9 
[image: image388.wmf]Þ

 k = 0

3m2 + 6n - 61 = 3k + 2 = 2 (vì k = 0) 
[image: image389.wmf]Þ

 3m2 + 6n - 63 = 0 
[image: image390.wmf]Þ

 m2 + 2n - 21 = 0 


[image: image391.wmf]Þ

 n < 11 . Do 2n chẵn 
[image: image392.wmf]Þ

 m2 phải là số lẻ 
[image: image393.wmf]Þ

 m2  = 1, m2  = 9

 *) Nếu m2  = 1 
[image: image394.wmf]Þ

 m = 1 ,  n =10.

*) Nếu m2  = 9  
[image: image395.wmf]Þ

 m = 3 ; n = 6 . Vậy các giá trị cần tìm là (1;10 ) ; (3; 6 )
Bµi to¸n 3: (olympic bungari 1996)
  Tìm tất cả các số nguyên tố [image: image396.png]


 sao cho [image: image397.png]pq|(57 — 29)(57 — 27)




 Không mất tính tổng quát giả sử [image: image398.png]



Dễ thấy : [image: image399.png](5P — 29)(57 — 2P)



 là số lẻ nên [image: image400.png]


 khác [image: image401.png]



Nếu [image: image402.png]F — 2% (modk)



 thì k=3
Ta sẽ c/m một trong [image: image403.png]


 số [image: image404.png]


 tồn tại ít nhất [image: image405.png]


 số bằng [image: image406.png]


.
Giả sử phản chứng [image: image407.png]



Do đó : [image: image408.png]p|(57 — 29)



 hay [image: image409.png]


(mod p)
Tiếp theo ta có nhận xét rằng :
Nếu [image: image410.png]


 và [image: image411.png]


 (mod m),)[image: image412.png]b¥)



(mod m) thì :
[image: image413.png]


 (mod m)
Mặt khác theo định lí Fermat  thì : [image: image414.png]


 (mod p).
Khi đó áp dụng nhận xét ta được :
[image: image415.png]S





Rõ ràng : [image: image416.png]


. Do đó : [image: image417.png]5

2(modp)




[image: image418.png]


, mâu thuẫn.
Vậy [image: image419.png]


.
Nếu [image: image420.png]q =3



 thì [image: image421.png]q|(57 —27) =5° — 2%




 và vì thế [image: image422.png]



Còn nếu [image: image423.png]


 dễ dàng kiểm tra thấy thỏa mãn.
Vậy tất cả các bộ [image: image424.png]


 là [image: image425.png](3.3). (3.13).(13.3)




Bài tập vận dụng:
1. Tìm tất cả các số n sao cho:

a. n4 + n2 + 1 là số nguyên tố.

c. n1998 + n1997 + 1 là số nguyên tố.

b. n3 - n2 +n - 1 là số nguyên tố.

d. n1997 + n1995 + 1 là số nguyên tố.

2. Bài toán mở rộng:

Tìm a 
[image: image426.wmf]Î

 N để số a3n + 2 + a3m + 1 + 1 là số nguyên tố. biết rằng m, n 
[image: image427.wmf]Î

 N và m2 + n2 
[image: image428.wmf]¹

 0 
3 Tìm [image: image429.png]


 số nguyên tố (ko nhất thiết khác nhau) biết rằng [image: image430.png]


 lần tích của các số ấy trừ đi tổng các bình phương của chúng thì bằng [image: image431.png]


.
  D¹ng 3: ¸p dông gi¶i ph­¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn , chia hÕt : 
 Bµi to¸n 1:Chứng minh với mọi số nguyên tố p>2, thì tử số m của phân số tối giản
     [image: image432.png]



     chia hết cho p  
 C1:  Ta thấy tử số của phân số [image: image433.png]e



 chính là [image: image434.png]



Cần chứng minh biểu thức đó chia hết cho p. 
Ta thấy có tất cả p-1 số hạng, ta sẽ chia chúng thành từng cặp có tổng chia hết cho p như sau:
[image: image435.png]F

- ! o1, o ey

p—1) _ 1

Foin_ye-m oo s
~

(@ —1)!

ilp—i





Tổng còn lại rõ ràng là số nguyên nên biểu thức trên chia hết cho p. Ta có đpcm.
 C2: 
	Do p là số nguyên tố lớn hơn 2 nên (p-1) là số chẵn do đó ta có thể chia các số hạng của tổng thành [image: image436.png]


 nhóm.
Ta có: 
Do p là số nguyên tố mà các thừa số ở mẫu thì nhỏ hơn p nên sau khi giản ước ở tử số vẫn còn thừa số p.
[image: image437.png]



Ta được đpcm 

	


 Bµi to¸n 2: Tìm tất cả các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn phương trình:
[image: image438.png]



 Theo bất đẳng thức [image: image439.png]


, ta có: [image: image440.png](xy)?1! > (2xy)*




Suy ra [image: image441.png]



Gọi [image: image442.png]


 là một ước nguyên tố bất kì của [image: image443.png]


. Khi đó [image: image444.png]



Giả sử [image: image445.png]|| =% ||y



. Không mất tính tổng quát, giả sử [image: image446.png]


. Đặt [image: image447.png]


. Ta có:

[image: image448.png]Pk + pPI g2y = plar )20l (k)20





Nếu [image: image449.png]


, ta có [image: image450.png]


.
Mặt khác, [image: image451.png]< 2001, o0 < [



, ta suy ra điều vô lí.

Vậy [image: image452.png]


. Vậy [image: image453.png]


. Ta có
[image: image454.png]


. Suy ra [image: image455.png]


. Thay vào, ta có:
[image: image456.png]


. Do [image: image457.png]ged(k.k+1)=1



 nên [image: image458.png]k| 4022



.
Bµi to¸n 3: Cho số nguyên dương N có đúng 12 ước số dương khác nhau kể cả chính nó và 1, nhưng chỉ có ước nguyên tố khác nhau. Giả sử tổng các ước nguyên tố là 20. Tính giá trị nhỏ nhất có thể có của N
  Do N có tối đa là 12 ước nên ta có
Đặt [image: image459.png]N = (p1)%(p2)"(p3)°(pg)?



(a,b,c,d>0)
và (a+1)(b+1)(c+1)(d+1)=12=1.2.2.3 (1)
Do mà vì a,b,c,d>0 (2)
từ (1),(2)=> vô lý
Vậy [image: image460.png]N = (p1)%(p2)"(p3)°




ta đi tìm N nhỏ nhất có thể
lại có
(a+1)(b+1)(c+1)=12=2.2.3
=> 2 trong 3 số a,b,c =1 số còn lại =2
vì [image: image461.png]P +po+py =20





=>có 1 số =2
giả sử [image: image462.png]



[image: image463.png]Po +p3





[image: image464.png]N = 22(pa) (p3)?



(do [image: image465.png]


không thể chia hết cho 3=>[image: image466.png]


>=5 ) là các số nguyên tố dễ chứng minh được [image: image467.png]13.pg

b



 là các số thỏa mãn đề bài và để N min
Vậy [image: image468.png]2251131 — 260




  

 Bµi to¸n 4: (Thi chọn đội tuyển 30/4 Lê Quý Đông Đà Nẵng vòng 2)
  Cho [image: image469.png]


 là các số nguyên [image: image470.png]


là số nguyên tố lẻ .CMR nếu [image: image471.png]


là ước của [image: image472.png]


 và [image: image473.png]ala + b)?



 thì [image: image474.png]


 cũng là ước của [image: image475.png]afa + b)




 Gi¶i:   [image: image476.png]a(a + b)? = a(a® +b*) + 2(a® + b*)b — 2b° = p?|b = p*la




 Bµi to¸n 5: Tìm các số nguyên tố [image: image477.png]


 thỏa: [image: image478.png]


  

   TH1. [image: image479.png]



Thay vào phương trình đã cho ta được [image: image480.png]



TH2. [image: image481.png]PFq




Từ [image: image482.png]


, ta có
[image: image483.png]ple*+q°
lg*+¢*=p|lg+1




[image: image484.png]q|lp"—p*=q|p*-1



. Suy ra [image: image485.png]


 hoặc [image: image486.png]qlp+1



.
Từ đây, ta có hai trường hợp cần xét
[image: image487.png]ple+1l.q|p—




[image: image488.png]pleg+l.q|p+1




Hai trường hợp này ta dễ dàng tìm được [image: image489.png]


  
 Bµi to¸n 6: Chứng minh rằng nếu [image: image490.png]


 là số nguyên tố lẻ thì [image: image491.png]


 chia hết cho [image: image492.png]


 
   Trước hết, ta có:
[image: image493.png]




 INCLUDEPICTURE "http://codecogs.izyba.com/gif.latex?\\small%20=\\sum\\limits_%7bi=1%7d%5e%7bp-1%7d2%5ei\\frac%7b1%7d%7bi%7d-\\sum\\limits_%7bi=1%7d%5e%7b(p-1)/2%7d\\frac%7b1%7d%7bi%7d%20" \* MERGEFORMATINET [image: image494.png]





Ta có nhận xét:
[image: image495.png]



Từ đó, ta có:
[image: image496.png]



[image: image497.png]



[image: image498.png]



[image: image499.png]1
ic

2

2)





Do đó [image: image500.png]




Ta lại có
[image: image501.png]



[image: image502.png]



[image: image503.png])+ 27— 1)





[image: image504.png]~ 1
i

2

2)





Vậy [image: image505.png]


 
Bµi to¸n 7:(Việt NAm TST 2003) CHo n là 1 số nguyên dương .Chứng minh rằng [image: image506.png]


 ko có ước nguyên tố dạng [image: image507.png]


 với k nguyên dương
  Xét [image: image508.png]


 là một ước nguyên tố nào đó của [image: image509.png]



-Nếu [image: image510.png]


 chẵn, đặt [image: image511.png]


 suy ra [image: image512.png]


 là thặng dư bậc 2 của [image: image513.png]


 chỉ có thể có dạng [image: image514.png]


(1)
-Nếu [image: image515.png]


 lẻ, đặt[image: image516.png]


 suy ra[image: image517.png]—2(modp) = (—2)



là thặng dư bậc 2 của [image: image518.png]


chỉ có thể có dạng [image: image519.png]


hoặc [image: image520.png]


(2)
Từ (1) và (2) suy ra đpcm.  
Bµi to¸n 8: Cho n là một số nguyên có không quá 3 ước số nguyên tố 
CMR : nếu n-1 chia hết cho 
[image: image521.wmf]f

(n) thì n là một số nguyên tố  

  Xét [image: image522.png]


 có 1 ước nguyên tố dễ thấy đúng 
Xét [image: image523.png]


 có 2 ước nguyên tố [image: image524.png]



Theo giả thiết :
[image: image525.png](pr — 1)(p2 — 1)|p1p2 — 1




Đặt [image: image526.png]_ P2
(pr—1)(p2—1)




[image: image527.png]



Với [image: image528.png]


 thì [image: image529.png]



Với [image: image530.png]


 miễn bàn
[image: image531.png]


 ta có [image: image532.png](p1 — 2)(p2 — 2




 loại 
Vậy trường hợp này vô lí 
Xét [image: image533.png]


  [image: image534.png]d= pip2py — 1 e 1
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!
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Giải ra nghiệm ko là các số nguyên tố => loại  
Bµi to¸n 9:(  IMO Shortlist 2002. )

   Cho n là số nguyên dương; [image: image535.png]


là các số nguyên tố phân biệt lớn hơn 3. Chứng minh rằng:[image: image536.png]2PL-pP2-Pr 4 ]



 có ít nhất [image: image537.png]


 ước.

    với [image: image538.png]


 thì[image: image539.png]2Pt 4+ 1



 có [image: image540.png]


 no là [image: image541.png]rn

2P0 41,3, < br/ >




không mất tính tổng quát giả sử [image: image542.png]



đặt a
[image: image543.wmf]n

 = [image: image544.png]2PL-pP2-Pr 4 ]



 khi đó [image: image545.png]Apiq = Ay * b



.
cm [image: image546.png]


và [image: image547.png](2P +1 + 1. a,




  
Bµi tËp vËn dông : 

1. Tìm các số nguyên tố p,q sao cho: [image: image548.png]P 4 27,




  

2. (Iran 2008) 
    Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên tố [image: image549.png]


thỏa mãn [image: image550.png]



   D¹ng 4: ¸p dông mét sè bæ ®Ò cña sè nguyªn tè  
 *) Bæ ®Ò 1: 
Giảsử [image: image551.png]p=2"k+1



 làsố nguyên tố lẻ với t, k là các số tự nhiên, k là số tự nhiên lẻ.
Khi đó, nếu các số tự nhiên x,y sao cho [image: image552.png]2t

22 +y%p




thì x và y đồng thời chia hết cho p.

Chứng minh bổ đề: Ta sử dụng phép chứng minh bằng phản chứng. Giả sử x không chia hết cho p, từ giả thiết suy ra y cũng không chia hết cho p. Theo định lý nhỏ Fec-ma ta có:
[image: image553.png]71 = 1(modp).y" ' = 1(modp)





Hay:
[image: image554.png]1(modp), y*

ke

1(modp)




Suy ra:
[image: image555.png]2k g g2k

(modp)




Mà theo giả thiết 
[image: image556.png]2% +y* = 0(modp)




nên 
[image: image557.png]2k g g2k

(modp)



 (Do k lẻ)
Vậy điều giả sử trên của ta là sai. Tóm lại ta có đpcm.

Chú ý rằng [image: image558.png]


 vì p là số nguyên tố lẻ. Khi t=1 và t=2 ta có các hệ quả sau.

Bài tập1: Cho số nguyên tố dạng p=4k+3 .
CMR: Nếu các số tự nhiên x,y thỏa mãn [image: image559.png]r? +y%ip



 thì x và y đều chia hết cho p.

Bài tập2: Cho số nguyên tố dạng p=4k+1, k là số tự nhiên lẻ. 
CMR: Nếu các số tự nhiên x,y thỏa mãn [image: image560.png]ot +ytip



 thì x và y đều chi hết cho p.

Bài tập 3: Giả sử a,b là hai số tự nhiên khác 0 nguyên tố cùng nhau. Khi đó các ước số nguyên tố lẻ của [image: image561.png]a’ + b2



 chỉ có dạng 4m+1 với m là số tự nhiên.

Các bài tập nâng cao (Sử dụng định lý và các hệ quả trên để giải quyết):

Bài 1*: Giải phương trình nghiệm nguyên: [image: image562.png]




Bài 2*: Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (x,y) sao cho 
[image: image563.png]



là số nguyên và là ước của 1995 (Thi HSG Bungary 1995)

Bài 3*: Giả sử a,b là các số nguyên dương sao cho 15a+16b và 16a-15b đều là các số chính phương. Tìm giá trị nhỏ nhất của số nhỏ nhất trong hai số chính phương ấy.
(IMO lần thứ 37)

Bài 4*: Tìm các nghiệm nguyên dương của các phương trình:
a) [image: image564.png]



b) [image: image565.png]192% +
28y*
729




c) [image: image566.png]




Bài 5*: Tìm nghiệm nguyên dương của hệ phương trình:
[image: image567.png]? + 13y°






Bài 6*: Cho x và y là các số nguyên khác 0 sao cho 
[image: image568.png]



là số nguyên và là ước của 1978. Chứng minh rằng x=y. (Chọn đội tuyển QG CHLB Đức 1979)
 *) Bæ ®Ò 2: Gi¶ sö (a,b)=1 th× mäi ­íc nguyªn tè lÎ cña 
[image: image569.wmf]22
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 chØ cã d¹ng 4m+1 . m
[image: image570.wmf]*
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    Chøng minh: XÐt ­íc nguyªn tè p= 4m+3 = 2(2m+1)+1

   theo bæ ®Ò 1 =>  p = 1 => m©u thuÉn 

  => ®pcm 

Bµi to¸n 1: Gpt nghiÖm nguyªn 

      
[image: image571.wmf]23
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[image: image572.wmf]233
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    (2)
NÕu y ch½n th× vÕ ph¶i cña (2) chia hÕt cho 4 nªn x lÎ 
 §Æt x = 2t+1 => 
[image: image573.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image574.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image575.wmf]22
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[image: image576.wmf]kh«ng chia hÕt cho 4 ( lo¹i)
 VËy y lÎ , y = 2k+1 => 
[image: image577.wmf]22
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 nªn nã ph¶i cã ­íc nguyªn tè lÎ d¹ng 4m +3

 => 
[image: image578.wmf]2
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 cã ­íc nguyªn tè d¹ng 4m+3 , tr¸i víi bæ ®Ò 
 VËy pt kh«ng cã nghiÖm nguyªn

 Bµi to¸n 2 : T×m tÊt c¶ c¸c cÆp sè ( x,y) 
[image: image579.wmf]*
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 sao cho 
[image: image580.wmf]22
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image581.wmf]*
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vµ lµ ­íc cña 1995
    Gi¶ sö 
[image: image582.wmf]22

xy

xy

+
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= k nguyªn d­¬ng vµ k la ­íc sè cña 1995 = 5.3.7.19 = 5n víi n=3.7.19

     C¸c sè nguyªn tè cã d¹ng 2(2m+1)+1= 4m+3 

    Gäi ¦CLN cña x vµ y lµ d= (x,y) th× x=du vµ y = dv víi (u,v)=1 

    Tõ gi¶ thiÕt => d( 
[image: image583.wmf]22
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)= k(u-v)  (1) 
     XÐt 2 Tr­êng hîp : 

 1) 
[image: image584.wmf]nk

M

 th× k cã ­íc nguyªn tè d¹ng 4m+3 
    ¸p dông bæ ®Ò vµo (1) => 
[image: image585.wmf]22

uv
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 kh«ng chøa c¸c ­íc nguyªn tè cña k nªn k lµ ­íc sè cña d => d= kt

· t.( 
[image: image586.wmf]22

uv

+

) = u-v => 
[image: image587.wmf]22

uv

+

 < u- v => (1) v« nghiÖm
 2) k=5m víi m lµ ­íc cña n 
    Lóc ®ã (1) trë thµnh d(
[image: image588.wmf]22

uv
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) = 5m(u-v) => d = mt ( t­¬ng tù nh­ trªn)

· t(
[image: image589.wmf]22
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) = 5( u –v)       (2)

  Tõ (2) cã 
[image: image590.wmf]22
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image591.wmf]£

 5( u-v) => A= 
[image: image592.wmf]22
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- 5(u-v) 
[image: image593.wmf]0
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MÆt kh¸c 

4A= 
[image: image594.wmf]22
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[image: image595.wmf]22
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[image: image596.wmf]³

 
[image: image597.wmf]22
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=> A 
[image: image598.wmf]0
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=> A = 0

DÔ dµng gi¶i tiÕp
 Bµi to¸n 3: T×m sè nhá nhÊt trong tËp hîp c¸c sè chÝnh ph­¬ng cã d¹ng 15a+16b vµ 16a-15b 
[image: image599.wmf],*
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   Gi¶ sö 15a+ 16b = m
[image: image600.wmf]2

 vµ 16a- 15b = n
[image: image601.wmf]2

 (1) 
[image: image602.wmf],*
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     => 
[image: image603.wmf]44
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[image: image604.wmf]22
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                     = 481(
[image: image605.wmf]22
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[image: image606.wmf]22
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  ThÊy 13 vµ 37 lµ s« nguyªn tè cã d¹ng p = 
[image: image607.wmf]2
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   Gi¶ sö (m,n) = d => m = du , n=dv víi (u,v) = 1 th× (2) trë thµnh 

                      
[image: image608.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image609.wmf]  
[image: image610.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image611.wmf]
[image: image612.wmf]44422

()481()
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(3)
    V× (u,v) = 1 nªn 
[image: image613.wmf]44

uv

+

kh«ng chøa ­íc nguyªn tè 13 vµ 37 do ®ã 481 lµ ­íc cña d => d = 481t . 
    §Ó m,n nhá nhÊt ta lÊy t = 1

     Lóc ®ã (3) trë thµnh  481
[image: image614.wmf]3

(
[image: image615.wmf]44
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)= 
[image: image616.wmf]22
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   Tõ (1) cã : 
[image: image617.wmf]22
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 = 31b – a hay 481
[image: image618.wmf]2

( 
[image: image619.wmf]22
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) = 31b – a

   Chän u = v =1 ®Ó m , n nhá nhÊt => m=n= 481

Bµi tËp ¸p dông :
1. T×m nghiÖm nguyªn d­¬ng cña pt : 


a, 
[image: image620.wmf]22
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                      b, 
[image: image621.wmf]22
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c, 4xy – x – y = 
[image: image622.wmf]2
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                      d, 
[image: image623.wmf]222
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 2. T×m nghiÖm nguyªn d­¬ng cña hÖ ph­¬ng tr×nh : 

              
[image: image624.wmf]222
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3.( Chän ®éi tuyÓn quèc gia §øc )

   Gi¶ sö x vµ y lµ c¸c sè nguyªn kh¸c 0 sao cho 
[image: image625.wmf]22
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 lµ sè nguyªn vµ lµ ­íc cña 1978. CMR : x=y

  D¹ng 5 : C¸c d¹ng kh¸c 
 Bài toán 1:  Tìm 3 số nguyên tố sao cho tích của chúng gấp 5 lần tổng của chúng.

Giải: Gọi 3 số nguyên tố đó là a, b, c lúc đó ta có: 

a.b.c = 5( a + b + c ) 
[image: image626.wmf]Þ

 5 
[image: image627.wmf]M

abc . mà a, b, c nguyên tố nên một trong 3 số phải bằng 5

Giả sử a = 5  
[image: image628.wmf]Þ

 b.c = 5 + b + c 
[image: image629.wmf]Þ

 ( b – 1)(c – 1) = 6


[image: image630.wmf]{
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[image: image631.wmf]Þ

          
[image: image632.wmf]{
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[image: image633.wmf]{
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[image: image634.wmf]Þ

          
 Trường hợp này loại vì b = 4 không nguyên tố.

Vậy bộ 3 số nguyên tố cần tìm là (2; 5; 7)

Bài toán 2:  Tìm tất cả các số nguyên tố có dạng 
[image: image635.wmf](1)
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[image: image636.wmf]³
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Giải: 
[image: image637.wmf](1)
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+

 - 1 = 
[image: image638.wmf](1)(2)

2

nn

-+

 = p

*) n = 2 
[image: image639.wmf]Þ

 p = 2, n = 3 
[image: image640.wmf]Þ

 p = 5 thỏa mãn.

*) n > 3 thế thì hoặc n- 1 chẵn hoặc n + 2 chẵn nên p là hợp số. 
[image: image641.wmf]Þ

 Giá trị p cần tìm là p = 2 hoặc p = 5.
Bài toán 3:  Tìm tất cả các số nguyên dương a , b phân biệt sao cho : 
[image: image642.png]al+ bbbl +a



 và [image: image643.png]b2
+
a



 là một lũy thừa của một số nguyên tố.
  Từ giả thiết ta có [image: image644.png]—b(modp"*)




[image: image645.png]b? = —a(modp®)




với [image: image646.png]b
+a





[image: image647.png]> a?b? = ab(modp®)





Suy ra ta có 2 trường hợp
*TH1: [image: image648.png]



Do[image: image649.png]p¥la® +b



(g/t)
[image: image650.png]p*la®b+ b?





[image: image651.png]


(vô lý vì [image: image652.png]b
+a




)
*TH2:p^k|ab-1
[image: image653.png]Prla?+b+ab—1





[image: image654.png]=>p*l(a +1)(a +b—1)




+)Nếu [image: image655.png]pFla+1



thì a=b=1(t/m)
+)Nếu [image: image656.png]phla+b—1



thì dễ dàng suy ra vô lý
+)Nếu [image: image657.png]pla +1



 và [image: image658.png]phla+b—1



 thì ta có
[image: image659.png]a = —1(modp)



 [image: image660.png]> a? = 1(modp)





[image: image661.png]


(do [image: image662.png]p¥la® +b




Mặt khác từ [image: image663.png]pla+b—1



 ta có [image: image664.png]2(modp)




(Do [image: image665.png]a — 1(modp)




vậy [image: image666.png]2(modp)




suy ra p=3 [image: image667.png]


(loại)
Vậy a=b=1
Bài toán4: Tìm các số nguyên p sao cho các số p+2, p+6, p+8, p+14 cũng là nguyên tố.
   Đặt: p = 5k+r (0 ≤ r < 5)
* nếu r = 1 => p+14 = 5k+15 chia hết cho 5
* nếu r = 2 => p+8 = 5k + 10 chia hết cho 5
* nếu r = 3 => p+2 = 5k+5 chia hết cho 5
* nếu r = 4 => p+6 = 5k+10 chia hết cho 5
* nếu r = 0 => p = 5k là nguyên tố khi k = 1
p = 5, các số kia là: 7,11,13,19 là các số nguyên tố nên thoả mãn điều kiện đề bài.

Vậy p = 5 là giá trị cần tìm
Bài toán 5: Cho p,q là 2 số nguyên tố khác nhau.
CM:[image: image668.png]p

1



+[image: image669.png]


 [image: image670.png]


 1 (mod p.q)

    Ta có p,q là 2 số nguyên tố nên [image: image671.png]1

p" ! = 1(modq)




[image: image672.png]



Tương tự ta có [image: image673.png]pT gt
1(modp)




Do [image: image674.png](p.g) =1



 nên suy ra đpcm
Bµi to¸n 6: cm: nếu [image: image675.png]


 lµ một số nguyên tố thì [image: image676.png]



  Ta có [image: image677.png]


 mà [image: image678.png]


 kết hợp với [image: image679.png]


 là số nguyên tố 

   ta có [image: image680.png]



   Nên [image: image681.png]



 Bài tập vận dụng: 
1. Chứng minh rằng chỉ có một cặp số nguyên dương (a, b) để a4 + 4b4 là số nguyên tố.
2. Tìm số nguyên tố p có dạng 
[image: image682.wmf](1)(2)
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[image: image683.wmf]³

 1)

3. Chứng minh rằng 1 + 2n + 4n  (n 
[image: image684.wmf]Î

 N*) là số nguyên tố thì n = 3k (k 
[image: image685.wmf]Î

 N) 
4. Cho p là số nguyên tố. Chứng minh [image: image686.png]Tp+3"—4



 không là số chính phương.

5. Tìm số nguyên tố p để p2-p+1 là lập phương một số tự nhiên
6.a, tìm tất cả các số tự nhiên n để : [image: image687.png]


 là số nguyên tố.
   b, tìm tất cả các số tự nhiên a,b để: [image: image688.png]at + 4.1



 là số nguyên tố. 
 VI/ øng dông sè nguyªn tè trong ®êi sèng : 
   To¸n häc kh«ng chØ lµ lÝ thuyÕt . Nã cã vai trß rÊt lín trong khoa häc ngµy nay. Tr­íc khi kÕt thóc chuyªn ®Ò ta cïng th­ gi·n mét chót vµ còng ®Ó hiÓu tõ ®Çu ®Õn giê ta häc sè nguyªn tè ®Ó lam g× . 

     §Çu tiªn lµ trong ngµnh b¶o mËt . Chắc hẳn rất nhiều người đã từng nghe qua việc dùng toán học trong mật mã hóa, tuy vậy có thể đã quên, chủ đề này được tạo với mục đích giới thiệu về ứng dụng của toán học trong mật mã hóa, vì trình độ có hạn 
Những khái niệm toán học cần thiết.
- Hàm số Eurler (kí hiệu là φ ): cho n tự nhiên, khi đó φ(n) = số các số tự nhiên nhỏ hơn n và nguyên tố cùng nhau với n. Viết dưới dạng tập hợp:
A = { u| 0 φ(n) = card(A).
- Căn nguyên thủy: cho n tự nhiên, khi đó a được gọi là căn nguyên thủy của n nếu: 
(i) 1<A<N< p> (ii) (a,n)=1
(iii) a^d != 1 (mod n) với mọi 0 <D p < φ(n)>- Định lý: cho p nguyên tố, a là một căn nguyên thủy của p, khi đó hàm số f:
f : Z/pZ --> Z/pZ
x --> a^x là 1 song ánh.

Ở đây ta có: Z/pZ là tập hợp p lớp tương đương xây dựng bởi quan hệ đồng dư mod p. Nói nôm na, đó là tập hợp của p tập hợp, trong đó tập hợp thứ i = {n| n = i (mod p)}. Một hàm số f xây dựng như vậy được gọi là hàm mũ đồng dư. Trong trường hợp tổng quát, f được định nghĩa như sau: 
f : Z/nZ --> Z/nZ
x --> a^x (mod n)
Cho trước x, a, việc xác định số dư của a^x mod n, tức là tính f(x) là đơn giản và có khả năng. Tuy vậy, việc xác định hàm số ngược của f, nghĩa là cho trước a, n và số dư của a^x khi chia cho n, xác định số dư của x khi chia cho n không phải bao giờ cũng làm được. Điều này chỉ có thể làm được nếu f là 1 song ánh, đó cũng chính là ý nghĩa của định lý này.
Như vậy, việc tìm tất cả các căn nguyên thủy của 1 số cho trước sẽ rất có ý nghĩa. Định lý sau đây giúp chúng ta.
- Định lý : Nếu p nguyên tố, a là một căn nguyên thủy của p, khi đó với mọi b thuộc Z/pZ có thể viết được dưới dạng b = a^i trong đó 0 < i < p-2
Từ định lý này suy ra:
* b là 1 căn nguyên thủy khi và chỉ khi (p-1,i)= 1, hay nói cách khác, tập hợp các căn nguyên thủy của p = {a^i (mod p), (p-1,i)=1} 
* Số căn nguyên thủy của p = φ(p-1)
* Nếu ta biết 1 căn nguyên thủy của p, khi đó chúng ta sẽ biết tất cả các căn nguyên thủy của p.

Như vậy, dưới một số điều kiện, hàm số mũ đồng dư x --> a^x (mod n) trong Z/nZ là một song ánh. Cần nhấn mạnh rằng việc tính hàm số ngược của nó thì phức tạp hơn rất nhiều, ngay cả khi chúng ta biết giá trị của a.
Hàm số này là một ví dụ tốt cho một lớp các hàm số mà chúng ta gọi là hàm số "hướng duy nhất":
- đơn giản để tính
- phức tạp để tính ngược lại.
Tuy vậy, hàm số mũ đồng dư có một lợi thế khác, đó là: Chúng ta có thể tính hàm số ngược của nó một cách dễ dàng nếu chúng ta biết một số thông tin dễ dàng trong việc giữ bí mật. Và chính những hàm số này có một ý nghĩa quan trọng trong việc mật mã hóa<O:p></O:p>

<O:p> </O:p>

Bây giờ chúng ta sẽ cùng tìm hiểu một số phương pháp mã hóa: 
ffice:smarttags" /><ST1:place w:st="on">I.</ST1:place> Chia sẻ chìa khóa: 
A và B muốn có chung 1 chìa khóa, họ sẽ chọn: 
- p nguyên tố và công khai. 
- a căn nguyên thủy của p, a công khai 
- Mỗi nguời một số bí mật Xa và Xb với 1 < Xa, Xb < p-1 
A sẽ gửi cho B a^Xa (mod p) 
B sẽ gửi cho A a^Xb (mod p) 
Khi đó, A và B sẽ cùng có chung 1 chìa khóa K = a^(Xa.Xb) (mod p) 

II. Mã hóa "không chìa khóa": 
Cho 1 thông tin (dưới dạng số) M < p, A cần gửi M cho B 
1. A chọn a < p, (a,p-1)=1 (a bí mật) 
B chọn b < p, (b,p-1)=1 (b bí mật) 
2. A gửi cho B số C = M^a(mod p) 
3. B gửi lại cho A số D = C^b (mod p) 
4. A tính a' sao cho 0 < a' < p và a.a' = 1 (mod p-1) (a' được gọi là nghịch đảo (mod p-1) của a), sau đó gửi cho B số E = D^a' = C^(b.a') = M^(a.b.a') 
5. B tính nghịch đảo b' của b, sau đó tính E^b' = M^(aba'b') = M (mod p) vì aa' = bb' = 1 (mod p-1) và theo định lý nhỏ Fermat, M^(p-1) = 1 (mod p) 

III. Mã hóa với chìa khóa công khai 
p nguyên tố, p công khai 
N người muốn chia sẻ thông tin một cách bí mật, họ sẽ chọn: 
a căn nguyên thủy của p (như thế hàm số mũ đông dư của a sẽ là song ánh) 
mồi người 1 số bí mật Xn, với 1 < Xn < p-1 
Họ công khai Yn = a^Xn (mod p) 
IV. Hệ thống RSA 
Đây là hệ thống mã hóa khá thông dụng hiện nay, lấy tên từ thuật toán RSA, do Rivest, Shamir, Adelman tìm ra vào năm 1977. 
Người sử dụng muốn trao đổi thông tin: 
- Chọn 2 số nguyên tố p và q 
- Tính n = pq 
- Chọn d (lớn) và nguyên tố cùng nhau với φ(n) = (p-1)(q-1) 
- Tính e nghịch đảo của d mod (p-1)(q-1) 
Công khai e và n. 
A muốn gửi thông tin M cho B, A sẽ gửi C = M^e (mod n) 
B muốn tìm lại M sẽ tính C^d = M^(ed) = M (mod n) 
Chú ý rằng thông tin bị che giấu ở đây là hai số p và q, như chúng ta đều biết, cho trước 1 số tự nhiên, việc phân tích thành thừa số nguyên tố đòi hỏi 1 khoảng thời gian rất lớn (với những thuật toán hiện
  Sè nguyªn tè cßn lµ ®Ò tµi v¨n ch­¬ng. §iÒu nµy cho thÊy to¸n häc kh«ng hÒ kh« khan chót nµo .   Mét c¶m nhËn c¸ nh©n vÒ tiÓu thuyÕt : “ Nçi c« ®¬n cña c¸c sè nguyªn tè” 
  Trước khi bước sang tuổi 30, bạn sẽ còn có nhiều cơ hội nhìn về tuổi thơ và bắt đầu có vị thể để mô tả lại đời sống trưởng thành của mình trước đó.

Cuốn tiểu thuyết này nói về sự cô đơn của tuổi thơ và sự lớn lên của nỗi cô đơn đó.
Rằng, khi ta còn bé, một lỗi lầm nhỏ cũng trở thành một bi kịch lớn, và ta sẽ bị nó làm cô đơn chút chút. Nhưng nếu đúng là một bi kịch lớn thì nỗi cô đơn đó có thể là một gánh nặng trong suốt đường đời.

Rằng, ngay cả khi trường thành, nỗi cô đơn vẫn còn đó. Ví dụ như: 
- Nếu ta đổ vỡ trong niềm tin, trong một mối quan hệ thì khoảng trống thèm khát có một cái nắm tay không còn ở đó, một cái ôm vô hình, một lời thì thầm an ủi vẫn còn nguyên đó.

Nếu cái tôi của ta là một số nguyên tố, chỉ chia hết cho 1 và chính bản thân nó thì...

 tạm mô hình hóa như sau:
Cái tôi = p
Nỗi cô đơn = n
ta có công thức của cặp số nguyên tố sinh đôi (twin prime) như sau (p, n+p) => (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109), (137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193), (197, 199), (227, 229), (239, 241), (269, 271), (281, 283), (311, 313), (347, 349), (419, 421), (431, 433), (461, 463)...

Thực ra trong toán học có nhiều hơn cặp số nguyên tố sinh đôi, rằng n = các con số khác chen vào giữa và khi dãy số càng đi xa, n càng lớn.

Cúng giống như khi ta lớn lên, sự cô đơn càng lớn đẩy khoảng cách giữa các số nguyên tố càng xa hơn
Vì ta
có nhiều hoài nghi hơn
có nhiều nỗi sợ hơn
có nhiều sự dằn vặt hơn
có nhiều sự khôn ngoan hơn
có nhiều sự thông thái hơn
có nhiều lời khuyên hơn

Những cái tôi! Có lý do gì hơn để ta không bước đến thật gần nhau?
 KÕt : VËy ®Êy! Nh÷ng con sè kh« khan cung nh÷ng biÓu thøc khã hiÓu ph¶i ch¨ng lµ tÊt c¶ cña to¸n häc? Mét nhµ v¨n cã thÓ t×m ra vÎ ®Ñp mµ sao ta kh«ng t×m ra? Sè nguyªn tè nãi riªng hay sè häc nãi chung ®Òu cã nh÷ng nÐt thó vÞ riªng, ®éc ®¸o riªng . TËp chuyªn ®Ò nµy hay mu«n ngµn tËp chuyªn ®Ò kh¸c sÏ kh«ng cã gi¸ trÞ nÕu nh­ b¶n th©n mçi ng­êi kh«ng t×m ®­îc 1 chót vÎ ®Ñp tõ c¸i m×nh ®ang nghiªn cøu.....
                                                                                        Th¸i B×nh ,ngµy 4 th¸ng 8 n¨m 2010

[image: image689.wmf]
                                                                                                                       Lª Huy Toµn  
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