
Chuyên đề 16. QUAN HỆ GIỮA ĐƯỜNG VUÔNG GÓC VÀ ĐƯỜNG XIÊN, ĐƯỜNG XIÊN VÀ HÌNH CHIẾU
A. Kiến thức cần nhớ
	· Khái niệm: Trong hình 16.1
· Điểm H gọi là hình chiếu của A trên đường thẳng d.
· Đoạn thẳng AH gọi là đường vuông góc, đoạn thẳng AB gọi là đường xiên.
· Đoạn thẳng HB gọi là hình chiếu của đường xiên AB trên đường thẳng d. 
· Định lí 1. Trong các đường xiên và đường vuông góc kẻ từ một điểm ở ngoài một đường thẳng đến đường thẳng đó, đường vuông góc là đường ngắn nhất.
Trong hình 16.1 ta có 
[image: image1.wmf].
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Bổ sung: Trong hình 16.2: 
[image: image2.wmf];;.
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Ta có 
[image: image3.wmf]AMAH

³

(dấu “=” xảy ra 
[image: image4.wmf]MH

Ûº

).

· Định lí 2. Trong hai đường xiên kẻ từ một điểm nằm ngoài một đường thẳng đến đường thẳng đó:

· Đường xiên nào có hình chiếu lớn hơn thì lớn hơn;

· Đường xiên nào lớn hơn thì có hình chiếu lớn hơn;

· Nếu hai đường xiên bằng nhau thì hai hình chiếu bằng nhau. Ngược lại, nếu hai hình chiếu bằng nhau thì hai đường xiên bằng nhau.
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B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho hai đoạn thẳng AB và CD song song và bằng nhau. Một đường thẳng xy không song song, không vuông góc với hai đoạn thẳng đó. Hãy so sánh các hình chiếu của AB và CD trên đường thẳng xy.
Giải (h.16.3)
	* Tìm cách giải.

Muốn có hình chiếu của AB và CD trên xy, ta vẽ 
[image: image7.wmf],,,
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 cùng vuông góc với xy. Ta phải chứng minh 
[image: image8.wmf].

ABCD

¢¢¢¢

=

 Muốn vậy ta tạo ra hai tam giác bằng nhau bằng cách vẽ đường phụ.

* Trình bày lời giải.
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Vẽ 
[image: image10.wmf]xy, xy, xy, xy.

AABBCCDD
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 Khi đó 
[image: image11.wmf]AB

¢¢

 và 
[image: image12.wmf]CD

¢¢

 lần lượt là hình chiếu của AB và CD trên xy.

Vẽ 
[image: image13.wmf]//,//

¢¢

AMABCNCD

 theo tính chất đoạn chắn song song ta có 
[image: image14.wmf];
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image15.wmf].
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 Mặt khác do 
[image: image16.wmf]ABCD

=

 nên 
[image: image17.wmf].
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[image: image18.wmf]MAB

¢¢

D

 và 
[image: image19.wmf]NCD

¢¢

D

 có: 
[image: image20.wmf]µ

µ

(

)

90;

o

BDAMCN
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 và 
[image: image21.wmf]¶

µ

MN

=

 (hai góc có cạnh tương ứng song song cùng nhọn).
Do đó 
[image: image22.wmf]MABNCD

¢¢¢¢
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 (cạnh huyền, góc nhọn). Suy ra 
[image: image23.wmf].
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Ví dụ 2: Cho tam giác ABC vuông cân tại A, 
[image: image24.wmf]2.

BCa

=

 Trên các cạnh AB, BC, CA lần lượt lấy các điểm D, M, E. Chứng minh rằng 
[image: image25.wmf].
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Giải (h.16.4)
	* Tìm cách giải.

Ta thấy giữa các độ dài a và 
[image: image26.wmf]2

a

 có sự liên hệ với nhau: 
[image: image27.wmf]2

a

 là độ dài cạnh huyền của một tam giác vuông cân còn a là độ dài của cạnh góc vuông. Ta phải chứng minh 
[image: image28.wmf].

MDMEAB
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Vì MD, ME là các đường xiên vẽ từ M đến các cạnh góc vuông AB, AC nên ta vẽ thêm các đường
	[image: image29.png]Hinh 164






vuông góc từ M đến AB, AC để có thể dùng định lí về mối quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên.

* Trình bày lời giải.

Ta có: 
[image: image30.wmf](

)

2
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22.
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Vẽ 
[image: image31.wmf];,

MHABMKAC

^^

 khi đó 
[image: image32.wmf];

MHACMKAB

‖‖

 suy ra 
[image: image33.wmf]MKAH

=

(tính chất đoạn chắn song song).


[image: image34.wmf]HBM

D

vuông cân 
[image: image35.wmf].

MHBH

Þ=


Ta có 
[image: image36.wmf];

MDMHMEMK
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 (dấu “=” 
[image: image37.wmf];

DHEK
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) (quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên). Do đó:


[image: image38.wmf].

MDMEMHMKBHAHABa

+³+=+==


Ví dụ 3: Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image39.wmf].

ABAC

<

 Đường trung trực của BC cắt BC tại M, cắt AC tại N. Lấy điểm K trên đoạn thẳng CN. Hãy so sánh BK và CN.

Giải (h.16.5)

	* Tìm cách giải.

Ta có thể dễ dàng so sánh các đường xiên BK và BN nhờ so sánh các hình chiếu của chúng. Vậy chỉ còn phải so sánh BN với CN mà thôi.

* Trình bày lời giải.

Ta có BK và BN là các đường xiên vẽ từ B tới đường thẳng AC, còn AK và AN là các hình chiếu
	[image: image40.png]Hinh 16.5







của chúng trên AC.

Vì 
[image: image41.wmf]AKAN

>

nên 
[image: image42.wmf]BKBN

>

 (quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu) (1)

Mặt khác, 
[image: image43.wmf]MNBC

^

và 
[image: image44.wmf]MBMC

=

nên 
[image: image45.wmf].

NBNC

=

             (2)

Từ (1) và (2), suy ra: 
[image: image46.wmf].

BKNC

>


C. Bài tập vận dụng
· Đường vuông góc và đường xiên
16.1. Cho tam giác ABC. Vẽ 
[image: image47.wmf](

)
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ADBCBEACCFABDBCEACFAB
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Chứng minh rằng tổng 
[image: image48.wmf]ADBECF

++

 nhỏ hơn chu vi tam giác ABC.

16.2. Cho tam giác ABC, góc A tù. Qua A vẽ đường thẳng d cắt cạnh BC tại O. Chứng minh rằng tổng các khoảng cách từ B và từ C đến đường thẳng d luôn nhỏ hơn hoặc bằng BC.

16.3. Cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi M là trung điểm của AC. Chứng minh rằng trung bình cộng các hình chiếu của AB và BC trên đường thẳng BM thì lớn hơn AB.

16.4. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Qua A vẽ đường thẳng xy không cắt cạnh BC. Gọi D và E thứ tự là hình chiếu của B và C trên xy.

Xác định vị trí của xy để 
[image: image49.wmf].

BDCEBC
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16.5. Cho tam giác ABC và một điểm M ở trong tam giác. Biết đường trung trực của CM đi qua A. Hãy so sánh AB và AC.

16.6. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên các tia đối của BA và CA lần lượt lấy các điểm M và N sao cho 
[image: image50.wmf].

BMCN

=

 Chứng minh rằng:

a) 
[image: image51.wmf];

2

MNBC
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>


b) 
[image: image52.wmf].

2
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16.7. Cho đoạn thẳng 
[image: image53.wmf]5

BCcm

=

 và trung điểm M của nó. Vẽ điểm A sao cho 
[image: image54.wmf]·

90.

o

BAC

=

 Qua M vẽ một đường thẳng vuông góc với AM cắt các tia AB, AC lần lượt tại E và F. Xác định vị trí của điểm A để EF có độ dài ngắn nhất. Tính độ dài ngắn nhất đó.

· Đường xiên và hình chiếu
16.8. Cho tam giác ABC vuông tại A. Vẽ 
[image: image55.wmf](

)

.

AHBCHBC

^Î


Cho biết 
[image: image56.wmf]·

·

.

BAHCAH

<

 Hãy so sánh HB với HC.

16.9. Cho tam giác ABC, 
[image: image57.wmf]µ

µ

90.

o

BC
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 Chứng minh rằng với mọi vị trí của điểm M nằm giữa B và C ta luôn có 
[image: image58.wmf].

AMAB

<


16.10. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image59.wmf]5,12.

ABAC

==

 Vẽ 
[image: image60.wmf].

AHBC

^

 Gọi M là một điểm trên đoạn thẳng AH. Chứng minh rằng: 
[image: image61.wmf]1317.

MBMC

£+£


16.11. Cho tam giác ABC. Vẽ 
[image: image62.wmf]AHBC

^

 (H nằm giữa B và C). Lấy điểm M nằm trên AH. Gọi D và E lần lượt là hình chiếu của M trên AB và AC. Chứng minh rằng nếu 
[image: image63.wmf]BDCE

=

 thì tam giác ABC là tam giác cân.
Hướng dẫn giải

16.1. (h.16.6)
	Vì 
[image: image64.wmf]ADBC

^

nên 
[image: image65.wmf]ADAB

£

(dấu “=” xảy ra 
[image: image66.wmf]·

90

o

ABC

Û=

).
Vì 
[image: image67.wmf]BEAC

^

nên 
[image: image68.wmf]BEBC

£

(dấu “=” xảy ra 
[image: image69.wmf]·

90

o

ACB

Û=

).

Vì 
[image: image70.wmf]CFAB

^

nên 
[image: image71.wmf]CFCA

£

(dấu “=” xảy ra 
[image: image72.wmf]·

90

o

BAC

Û=

).

Do các dấu “=” không thể xảy ra đồng thời nên 


[image: image73.wmf]chu vi .

ADBECFABBCCAABC

++<++=D


	
[image: image74.png]D
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16.2. (h.16.7)
	Vẽ 
[image: image75.wmf];.

BHdCKd

^^


Theo quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên ta có 
[image: image76.wmf];.

BHBOCKCO

££


Do đó 
[image: image77.wmf].

BHCKBOCOBC

+£+=


Dấu “=” xảy ra 
[image: image78.wmf]HO

Ûº

 và 
[image: image79.wmf].

KOdBC
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Vì góc A tù nên d luôn cắt BC.
	
[image: image80.png][9)
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16.3. (h.16.8)
	Vẽ 
[image: image81.wmf],

AHBMCKBM

^^

thì BH và CK lần lượt là hình chiếu của AB và BC trên đường thẳng BM.
Ta có 
[image: image82.wmf]HAMKCM

D=D

(cạnh huyền, góc nhọn) 


[image: image83.wmf].

MHMK
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Ta có 
[image: image84.wmf]ABBM

<

(quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên).

Do đó 
[image: image85.wmf].(1)

ABBHHM

<+


Mặt khác cũng do 
[image: image86.wmf]ABBM

<

nên 
[image: image87.wmf].(2)

ABBKMK

<-


Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image88.wmf](

)

(

)

2.

ABBHHMBKMK

<++-


Lại do 
[image: image89.wmf]MHMK

=

nên 
[image: image90.wmf]2

ABBHBK

<+

hay 
[image: image91.wmf].

2
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[image: image92.png]Hinh 16.8






16.4. (h.16.9)
	
[image: image93.wmf]ABD

D

và 
[image: image94.wmf]CAE

D

có: 
[image: image95.wmf]µ

µ

(

)

·

·

90,,

o

DEABACABDCAE

====


(cùng phụ với góc BAD).

Do đó 
[image: image96.wmf]ABDCAE

D=D

(cạnh huyền, góc nhọn). Suy ra 
[image: image97.wmf]BDAE

=

và 
[image: image98.wmf].

ADCE

=


Ta có 
[image: image99.wmf].

BDCEAEADDE

+=+=


Vẽ 
[image: image100.wmf]BHCE

^

thì 
[image: image101.wmf]DEBH

=

(tính chất đoạn chắn song song).

Vì 
[image: image102.wmf]BHBC

£

(quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên) nên 
[image: image103.wmf]DEBC

£

(dấu “=” xảy ra 
[image: image104.wmf]CH

Ûº

hay 
[image: image105.wmf]xy //

BC

).

Vậy khi 
[image: image106.wmf]xy //

BC

thì 
[image: image107.wmf].
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16.5. (h.16.10)
	Gọi N là giao điểm của AB và tia CM.
Vì M nằm trong tam giác ABC nên tia CM cắt cạnh AB tại điểm N nằm giữa A và B, do đó 
[image: image109.wmf].(1)

ABAN

>


Theo quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên, từ 
[image: image110.wmf]HNHM

>

 suy ra 
[image: image111.wmf].(2)

ANAM

>


Từ (1) và (2), ta có 
[image: image112.wmf].

ABAM

>


Mặt khác 
[image: image113.wmf]AMAC

=

(vì 
[image: image114.wmf]HMHC

=

) nên 
[image: image115.wmf].

ABAC

>


	
[image: image116.png]Hinh 16.10






16.6. (h.16.11)
	a) Ta có 
[image: image117.wmf],.

ABACBMCNAMAN

==Þ=



[image: image118.wmf]ABC

D

và 
[image: image119.wmf]AMN

D

cân tại A


[image: image120.wmf]·

·

µ

180

2

o

A

ABCAMN

-

Þ==



[image: image121.wmf] // 

BCMN

Þ

(vì có cặp góc đồng vị bằng nhau).

Vẽ 
[image: image122.wmf]AHBC

^

thì 
[image: image123.wmf]AHMN

^

(tại K).

Ta có 
[image: image124.wmf]11

;.

22

BHBCKNMN

==


Gọi O là giao điểm của BN với AK. Theo quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên ta có: 


[image: image125.wmf]11

;.

22

BOBHBCONKNMN

>=>=


Do 
[image: image126.wmf]BNBOON

=+

nên 
[image: image127.wmf].

222

+

>+=

BCMNMNBC

BN


b) Vẽ 
[image: image128.wmf] // .

BIMNBIHK

^Þ

Do đó 
[image: image129.wmf]IKBH

=

(tính chất đoạn chắn song song).

Ta có 
[image: image130.wmf]11

.

222

MNBC

MIMKIKMNBC

-

=-=-=


Mặt khác 
[image: image131.wmf]BMMI

>

nên 
[image: image132.wmf].

2

MNBC

BM

-

>
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16.7. (h.16.12)
	Gọi N là trung điểm của EF. Các tam giác ABC và AEF là những tam giác vuông, M và N là trung điểm của cạnh huyền nên
[image: image134.wmf]11

,.(1)

22

AMBCANEF

==


Suy ra 
[image: image135.wmf]2;2.

BCAMEFAN

==


Theo quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên ta có 
[image: image136.wmf].(2)

ANAM

³


Từ (1) và (2), suy ra 
[image: image137.wmf]5.

EFBCcm

³=


Để xác định khi nào dấu “=” xảy ra, ta gọi H là giao điểm của AN với BC. Ta có 
[image: image138.wmf]AHBC

^

(bạn đọc tự chứng minh).

Ta có 
[image: image139.wmf].

EFBCANAMNMHM

=Û=ÛºÛº

 

Khi đó tam giác ABC có 
[image: image140.wmf],

MBMCAMBC

=^

(vì 
[image: image141.wmf]MH

º

) nên là tam giác vuông cân. Do đó độ dài ngắn nhất của EF là 5cm khi và chỉ khi A là đỉnh của một tam giác vuông cân có cạnh huyền là BC.
	
[image: image142.png]Hinh 16.12






16.8. (h.16.13)
	Ta có 
[image: image143.wmf]µ

µ

1

CA

=

(cùng phụ với 
[image: image144.wmf]µ

B

); 
[image: image145.wmf]µ

¶

2

BA

=

(cùng phụ với 
[image: image146.wmf]µ

C

) mà 
[image: image147.wmf]µ

¶

12

AA

<

(giả thiết) nên 
[image: image148.wmf]µ

µ

CB

<

.
Xét 
[image: image149.wmf]ABC

D

có 
[image: image150.wmf]µ

µ

CB

<

nên 
[image: image151.wmf]ABAC

<

(quan hệ giữa cạnh và góc đối diện trong tam giác). Suy ra 
[image: image152.wmf]HBHC

<

(quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu).
	
[image: image153.png]H
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16.9. (h.16.14)
	Vẽ 
[image: image154.wmf].

AHBC

^


Vì các góc B và C nhọn nên H nằm giữa B và C.

Ta có 
[image: image155.wmf]µ

µ

BCACAB

<Þ<

(quan hệ giữa cạnh và góc đối diện trong tam giác).

· Nếu 
[image: image156.wmf]MH

º

thì 
[image: image157.wmf]AMAB

<

(quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên).

· Nếu M nằm giữa B và H thì 
[image: image158.wmf]HMHB

<



[image: image159.wmf]AMAB

Þ<

(quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu).

· Nếu M nằm giữa H và C (h.16.15)

Ta có 
[image: image160.wmf]HMHC

<



[image: image161.wmf]AMAC

Þ<

(quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu)

mà 
[image: image162.wmf]ACAB

<

nên 
[image: image163.wmf].

AMAB

<
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16.10. (h.16.16)
	Theo định lí Py-ta-go ta có:

[image: image166.wmf]22222
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[image: image167.wmf]13.

BC

Þ=


Ta có 
[image: image168.wmf]BMBH
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[image: image169.wmf]MH

Ûº

);


[image: image170.wmf]CMCH

³

(dấu “=” xảy ra 
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Do đó 
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(dấu “=” xảy ra
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Ta có 
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 nên 
[image: image175.wmf]BMBA

£

(dấu “=” xảy ra 
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Tương tự 
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(dấu “=” xảy ra 
[image: image178.wmf]MA

Ûº

).

Do đó 
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(dấu “=” xảy ra 
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Từ (1) và (2), suy ra 
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16.11. (h.16.17)
	· Giả sử 
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<

, theo quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu ta có 
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do đó 
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Từ điều kiện 
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và 
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suy ra 
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Theo định lí Py-ta-go, ta có:
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do đó 
[image: image190.wmf]22

.

MDME

>


Ta có 
[image: image191.wmf]222222

;.

MBMDBDMCMECE

=+=+


Vì 
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và 
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nên 
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suy ra 
[image: image195.wmf].
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Theo quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu ta suy ra 
[image: image196.wmf],
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>

do đó 
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>

(trái giả thiết).

Chứng minh tương tự, nếu 
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>

thì cũng suy ra mâu thuẫn.

Vậy 
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hay tam giác ABC là tam giác cân.
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