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MENH BbE - TAP HOP

Vx, P(x) = (0]65)
la;b]cR

“Néu A thi B"
AN B=C

Chuong nay sé cung cép nhiing kién thic mo dau vé logic
toan va tap hop. Céc khai niém va cac phép toan vé ménh dé
va tap hop sé gilp chang ta dién dat cac ndi dung toan hoc
thém r6 rang va chinh xac, dong thoi gip ching ta hiéu day
du hon vé suy luanva chung minh trong toan hoc. Béi vay,
chuong nay ¢d y nghia quan trong doi véi viéc hoc tap mon Toan.




N 1 MENH PE VA MENH PE CHUA BIEN

1. Ménhdélagi?
Trong khoa hoc cling nhu trong doi song hang ngay, ta thuong gap nhiing cau
néu lén mot khang dinh. Khing dinh dé cé thé diing hoac sai.
Vi du 1. Ching ta hay xét cic cau sau day.
(a) Ha Noi 1a tha do ctia Viét Nam.
(b) Thuong Hai 12 mot thanh pho ctia An Do.

c©1+1=2.

(d) 27 chia hét cho 5.

Céc cau (a) va (c) la nhitng cau khellng dinh ding. Céc cau (b) va (d) 1a nhitng
cau khang dinh sai. Nguoi ta goi mdi cau trén 12 mot ménh dé logic. O

Mot ménh dé logic (goi tdt la ménh dé) la mot cau khing dinh
diing hodc mot cau khang dinh sai. Mot cdu khang dinh diing goi la
mot ménh dé ding. Mot cdu khang dinh sai goi la mot ménh dé sai.
Mot ménh dé khong thé vira ding vira sai.

CHUY
Cau khong phdi 1 cau khang dinh hoac cau khang dinh ma khong c6
tinh ding - sai (tinh hodc diing, hodc sai) thi khong phai 1a ménh dé.

Chéang han, cau "Hom nay troi dep qud !" 1a mot cau cam than do d6
khong phai 1a ménh dé.

2. Ménh dé phu dinh
Vi du 2. Hai ban An va Binh dang tranh
luan véi nhau.
Binh néi : "2003 1a s6 nguyén t3".
An khéng dinh : "2003 khong phai 1a s6&
nguyén to".
Néu ki hiéu P 1a ménh dé Binh néu thi
ménh dé clia An c6 thé dién dat 1a
"Khong phai P" va duoc goi 1a ménh dé
phii dinh cua P. O




Cho ménh dé P. Ménh dé "Khong phdi P" duoc goi la ménh dé
phii dinh ciia P va ki hiéu la P. Ménh dé P va ménh dé phii
dinh P la hai cdu khéng dinh trdi nguoc nhau. Néu P ding thi
P sai, néu P sai thi P diing.

CHUY

Ménh dé phu dinh ctia P ¢6 thé dién dat theo nhiéu cich khac nhau.
Chang han, xét ménh dé P : "/2 1a s6 hitu ti". Khi d6, ménh dé phu
dinh cia P ¢ thé phat biéu 1a P : "+/2 khong phai 12 s6 hitu i" hodc
P "2 1a mot s vo ti".

El Néu ménh dé phi dinh cia méi ménh dé sau day va xac dinh xem ménh dé
phu dinh dé ding hay sai.

(a) Pa-ri la thi d6 ctia nudc Anh.

(b) 2002 chia hét cho 4.

Ménh dé kéo theo va ménh dé dao

Vi du 3. Xét ménh dé "Néu An
vuot dén do thi An vi pham
luat giao thong".

Ménh dé trén c¢6 dang "Néu P
thi Q" trong d6 P 1a ménh dé
"An vuogt den do", O 1la ménh
dé "An vi pham luat giao
thong". Ta goi d6 1a ménh dé
kéo theo. O

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé "Néu P thi Q" duoc goi la
ménh dé kéo theo va ki hiéu la P = Q. Ménh dé P = Q sai khi
P dung, Q sai va diing trong cdc truong hop con lai.

Tuy theo noi dung cu thé, doi khi ngudi ta con phat biéu ménh dé P = Q
la "P kéo theo Q" hay "P suy ra Q" hay "Vi P nén Q"...
Ta thuong gap céc tinh huong sau :

— Cd hai ménh dé P va Q déu diing. Khi dé P = Q la ménh dé diing.

— Ménh dé P diing va ménh dé Q sai. Khi dé P = Q la ménh dé sai.
Vi du 4. Ménh dé "Vi 50 chia hét cho 10 nén 50 chia hét cho 5" 1a ménh dé
diing. Ménh dé "Vi 2002 1a s6 chan nén 2002 chia hét cho 4" 1a ménh dé sai.
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@ Cho tir gidc ABCD. Xét ménh dé P : "Tur giac ABCD la hinh chir nhat" va ménh
dé Q : "Tu giac ABCD c6 hai dudng chéo bang nhau”. Hay phat biéu ménh dé
P = Q theo nhiéu cach khéc nhau.

” Cho ménh dé kéo theo P = Q. Ménh dé Q = P duoc goi la
ménh dé ddo ciia ménh dé P = Q.

Vi du 5. Cho tam gidc ABC. Ménh dé dao ctia ménh dé "Néu tam gidc ABC la
tam gidc déu thi nd 1a tam gidc can" 1a ménh dé "Néu tam gidc ABC la tam
gidc can thi né 1a tam gidc déu".

Ménh dé tuong duong

Vi du 6. Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé P : "Tam gidc ABC la tam giac can"
va ménh dé Q : "Tam gidc ABC c6 hai dudng trung tuyén bang nhau". Ménh dé R :
"Tam gidc ABC 1a tam gidc can néu tam gidc d6 c6 hai dudng trung tuyén bang
nhau va nguoc lai" con c6 thé phat biéu 12 : "Tam gidc ABC 1a tam gidc can néu
va chi néu tam gidc do6 ¢ hai dudong trung tuyén bang nhau", ménh dé do6 c6
dang "P néu va chi néu Q". Ta goi R 1a mot ménh dé tuong duong. O

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé cé dang "P néu va chi néu Q"
duoc goi la ménh dé tuong duong va ki hiéu la P < Q.

Ménh dé P < Q diung khi cd hai ménh dé kéo theo P = Q va
QO = P déu diing va sai trong cdc truong hop con lai.

Doi khi, ngudi ta con phét biéu ménh dé P <> Q 1a "P khi va chi khi Q".
Ménh dé P < Q diing néu cd hai ménh dé P va Q cung diing hodc
cung sai. Khi dé, ta néi rang hai ménh dé P va Q tuong diuong
voi nhau.

[H3]

a) Cho tam giac ABC. Ménh dé "Tam giac ABC la mét tam giac c6 ba goc bang nhau
néu va chi néu tam giac dé cé ba canh bdng nhau" la ménh dé gi ? Ménh dé do
dung hay sai ?
b) Xét cac ménh dé P : "36 chia hét cho 4 va chia hét cho 3" ;

0 : "36 chia hét cho 12".
i) Phat biéu ménh dé P = Q, 0 = P vaP < Q.
i) Xét tinh dung - sai ctia ménh dé P < Q.



5. Khai niém ménh dé chita bién
Vidu 7. Xét cic cau sau day.
(1) "n chia hét cho 3", (v6i n 1a sO tu nhién).
(2) "y >x+3", (v6i x vi y 12 hai s6 thuc).
Mai cau trén déu 12 mot cau khing dinh chita mot hay nhiéu bién nhan gi4 tri
trong mot tap hop X nao dé. Tinh ding - sai ctia chiing tuy thudc vao gia tri cu
thé clia céc bién d6. Néu cho cac bién nhitng gia tri cu thé trong tap X thi ta
dugc nhiing ménh dé. Challng han, néu ki hiéu cau (1) 1a P(n) thi P(6) la
"6 chia hét cho 3", d6 1a ménh dé ding ; néu ki hiéu cau (2) 1a Q(x ; y)
thi Q(1;2)1a"2> 1+ 3", d61a ménh dé sai. O
Cdc cdu kiéu nhu cdu (1) va cdu (2) duoc goi la nhitng ménh dé chiva bién.
Cho ménh dé chiia bién P(x): "x > x*" véi x Ia s6 thuc. H3i mbi ménh dé P(2)

va P(%) dung hay sai ?

6. Cacki hiéu V va 3

a) Ki hiéu V
Cho ménh dé chiia bién P(x) véix € X. Khi d6 khang dinh

"V61 moi x thuoc X, P(x) ding" (hay "P(x) ding v6i moi x thuoc X') (1)
la mot ménh dé. Ménh dé nay ding néu vé6i x, bat ki thuoc X, P(x,) la ménh dé
ding. Ménh dé nay sai néu c6 x, € X sao cho P(x;) l1a ménh dé sai.
Meénh dé (1) duge ki hiéu 1a

"Vxe X, P(x)"hoac "Vxe X: P(x)".
Ki hiéu V doc 1a "véi moi".
Vidu8
a) Cho ménh dé chita bién P(x) : "x?—2x+2>0" v6i x 12 s6 thuc. Khi dé
ménh dé "Vx e R, P(x)" ding vi véi bat ki x € R ta déu ¢6
X2 =2x+2=(x=1)*+1>0.

b) Cho ménh dé chita bién P(n) : "2" +1 12 s6 nguyén t6" v6i n 1a s tu nhién.
Khi d6, ménh dé "Vn € N, P(n)" sai vi v6i n = 3 thi P(3) : "23 4+ 11456
nguyén t6" 1a ménh d¢ sai. O
[H5] Cho menh dé chia bién P(n): "n(n-+1) I4 s6 18" véi n 4 s6 nguyén. Phét bi€u
ménh dé "vn e Z, P(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?



b) Ki hiéu 3
Cho ménh dé chita bién P(x) v6i x € X. Khi dé, khang dinh
"Ton tai x thuoc X dé€ P(x) ding" 2)

1a mot ménh dé. Ménh dé nay ding néu c6 x,€X d€ P(x,) la ménh dé
ding. Ménh dé nay sai néu vé6i x, bat ki thuoc X, P(x,) 1a ménh dé sai (n6i
cach khéc 1a khong c¢6 x, nao thuoc X dé P(x;,) la ménh dé ding).

Meénh dé (2) duoc ki hiéu 1a
"dx e X, P(x)"hoac"Ix e X : P(x)".

Ki hiéu 3 doc 1a "ton tai".

Vidu9

a) Cho ménh dé chita bién P(n) : "2" +1 chia hét cho n" véi n 1a s6 tu nhién.
Khi d6, ménh dé¢ "3n € N, P(n)" ding vi v6i n =3 thi P(3) : " 23 +1 chia hét
cho 3" 1a ménh dé ding.

b) Cho ménh dé chia bien P(x) : "(x—1)*> <0" véi x 12 s6 thuc. Khi d6, ménh dé
"3x € R, P(x)" 1a ménh d¢ sai vi véi bat ki x, e R, tadéu co (x,— 1)2 >0. O

Cho ménh dé chira bién Q(n) : "2" —1 la s6 nguyén t6" véi n la s6 nguyén
duong. Phat bi€u ménh dé "In e N*, Q(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?

Ménh dé phu dinh cua ménh dé cé chira ki hiéu V, 3

Vi du 10. Ménh dé phu dinh cia ménh dé "Véi moi s6 tu nhién n, 2% +11as6

el

nguyén t6" 1a "Ton tai s6 tu nhién n dé 2% +1 khong phai 1a s6 nguyén t6".
Cho ménh dé chita bién P(x) vdi x € X. Ménh dé phi dinh ciia
ménh dé "Vx € X, P(x)" la
"dx e X, P(x)".
Vi du 11. Ménh dé phu dinh cia ménh dé "Trong 16p em c6 ban khong thich
mon Toan" 1a "Tat ca cac ban trong 16p em déu thich mon Todn". |
Cho ménh dé chita bién P(x) vdi x € X. Ménh dé phu dinh ciia
ménh dé "Ix € X, P(x)" la
"Vx e X, P(x)".
Néu ménh dé phu dinh clia ménh dé "Tat ca cac ban trong I6p em déu co
may tinh".



Cau hadi va bai tap

Trong céc cau dudi day, cau nao 1a ménh dé, cau nao khong phai 1a ménh dé ?
Néu 1a ménh dé thi em hay cho biét né ding hay sai.

a) Hay dinhanhlén!; b)5+7+4=15; ¢) Nam 2002 1a nam nhuén.
Néu ménh dé pht dinh cia méi ménh dé sau va xdc dinh xem ménh dé phu
dinh d6 diung hay sai.

a) Phuong trinh x* — 3x + 2 = 0 ¢6 nghiém.

b) 2'° — 1 chia hét cho 11.

c¢) C6 vo s0 sO nguyén to.
Cho td gidc ABCD. Xét hai ménh dé :

P : "Tt gidc ABCD la hinh vuong",

Q : "Tt gidc ABCD la hinh chit nhat c6 hai duong chéo vuong goéc".

Phat biéu ménh dé P < Q bang hai cdch va cho biét ménh dé d6 diing
hay sai.

Cho ménh dé chita bién P(n) : "n* — 1 chia hét cho 4" v6i n 1a s6 nguyén. Xét
xem moi ménh dé P(5) va P(2) ding hay sai.

Néu ménh dé phu dinh ciia m6i ménh dé sau :

a)VneN,n*—11aboicla3; b VreR ¥ —x+1>0;
)xeQ,P¥=3; d)3n e N, 2" + 112 s6 nguyén 6 ;

e)VneN,2">n+2.

Goéb/"
S T

CAC SO PHEC-MA

Cac s6 F, =2 +1 dudc goi 1a cac s6 Phéc-ma. Ménh dé F : "vn e N, 2% +1 la s6
nguyén t6" do nha toan hoc 16i lac Phéc-ma (P. Fermat, 1601 — 1665) néu ra khi 6ng
nhan xét thdy cac s6 F, =3, F, =5, F, = 17, F; = 257, F, = 65 537 déu la s nguyén t6.
Nha toan hoc thién tai G-le (L. Euler, 1707 — 1783) da chiing t6 ménh dé F sai bang
céch chira véi n=5ta cd Fs = 2°% +1=4294967297 = 641 x 6 700 417 chia hét cho 641,
khéng phai 1a s6 nguyén t6.
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AP DUNG MENH BE VAO
2 SUY LUAN TOAN HOC

Dinh li va chitng minh dinh li

Vi du 1. Xét dinh 1i "N€u # 1a s6 tu nhién 1& thi n* — 1 chia hét cho 4",
Dinh i nay dugc hiéu mot ciach ddy di 12 "V6i moi so tu nhién n, néu n 1a s6
1& thi n* — 1 chia hét cho 4"

Trong todn hoc, dinh li la mot ménh dé diing. Nhiéu dinh li duoc

phdt biéu dudi dang

"Vx € X, P(x) = Q(x)", (1)
trong dé P(x) va Q(x) la nhitng ménh dé chita bién, X la mot tdp
hop nao do.

Chitng minh dinh li dang (1) la dung suy ludn va nhiing kién thiic
da biét dé khang dinh rang ménh dé (1) la dung, titc la cdn chiing
16 rang voi moi x thuéc X ma P(x) diing thi Q(x) ding.

C6 thé ching minh dinh 1f dang (1) mot cdch truc ti€p hodc gian tiép.

« Phép ching minh tryc ti€p gdm cédc budc sau :

— Lay x tuy y thuéc Xma P(x) ding ;

— Duing suy luan va nhitng kién thic toan hoc da biét dé chi ra ring Q(x) diing.
Vi du 2. Hay ching minh truc ti€p dinh 1i néu & vi du 1.

Chitng minh. Cho n la so tu nhién 1¢ tuy y. Khi d6, n = 2k + 1, k € N.
Suy ran”— 1 =4k* + 4k + 1 — 1 = 4k(k + 1) chia hét cho 4. O
Doi khi viéc chitng minh tryc ti€p mot dinh 1i gap khé khan. Khi do, ta dung

cach chiing minh gian ti€p. Mot cach ching minh gian ti€p hay duoc dung la
ching minh bang phan ching.

« Phép chiing minh phan ching gom cac budc sau :

— Gia su ton tai x thudc X sao cho P(x,) ding va Q(x,) sai, tic 1a ménh dé (1)
12 ménh dé sai ;

— Dung suy luan va nhiing kién thic toan hoc da biét dé di dén mau thuén.



Vi du 3. Ching minh bang phan chiing dinh Ii "Trong mat phang, cho hai
duong thang a va b song song v6i nhau. Khi dé, moi dudng thing cit a thi
phai cét b".

Chiing minh. Gia st ton tai dudng thang ¢ cat a nhung song song véi b. Goi M
12 giao diém cta a va c¢. Khi d6, qua M c6 hai dudng thing a va ¢ phan biét
ciing song song véi b. Diéu nay mau thuén véi tién dé O-clit. O

[H1| Ching minh béng phan ching dinh Ii "V6i moi 6 tu nhién n, néu 3n + 2 I3 s6 I
thi n I3 s6 18",

Piéu kién can, diéu kién du
Cho dinh li duoi dang
"Vx e X, P(x) = Q(x)". (D)
P(x) duoc goi la gid thiét va Q(x) la két ludn cua dinh .

Dinh 1i dang (1) con dugc phat biéu :

P(x) la diéu kién du dé c6 Q(x)
hoac
O(x) la diéu kién can dé cé P(x).

Vi du 4. Xét dinh 1i "V6i moi sO tu nhién n, néu n chia hét cho 24 thi n6 chia
hét cho 8".

Khi dé, ta néi "n chia hét cho 24 1a diéu kién di dé n chia hét cho 8" hoic
ciing néi "n chia hét cho 8 1a diéu kién can dé n chia hét cho 24". O

@ Dinh li trong vi du 4 c6 dang "Vn € N, P(n) = Q(n)". Hay phat biéu hai ménh dé
chtra bién P(n) va Q(n).

Pinh li dao, diéu kién can va du
Xét ménh dé dao cta dinh 1i dang (1)

"Vx e X, O(x) = P(x)". @)
Ménh dé (2) c6 thé diing, c6 thé sai. Néu ménh dé (2) diing thi né duoc goi la

dinh li ddo cla dinh 1 dang (1). Lic d6 dinh i dang (1) s€ dugc goi la dinh li
thudn. Dinh 1i thuan va ddo c6 thé viét gop thanh mot dinh If
"VxeX, P(x)< 0(x)".
Khi d6, ta noi
P(x) la diéu kién can va du dé cé6 Q(x).
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Ngoai ra, ta con néi "P(x) néu va chi n€u Q(x)" hoac "P(x) khi va chi khi
O(x)" hoac "Diéu kién can va dl dé c6 P(x) 1a c6 Q(x)".

Xét dinh Ii "V6i moi s6 nguyén duong n, n khéng chia hét cho 3 khi va chi khi

n’ chiacho3 du1".
St dung thuéat ngir "diéu kién cén va di" dé phat biéu dinh Ii trén.

Cau hadi va bai tap

6. Phit biéu ménh dé dao cua dinh Ii "Trong mot tam gidc can, hai dudng cao tGng
vGi hai canh bén thi bang nhau". Ménh dé dao do ding hay sai ?

7. Chiang minh dinh 1i sau bang phan ching :

"Néu a, b 12 hai s6 duong thi a+b>2ab ".

8. Sk dung thuat ngit "diéu kién d0" dé phdt biéu dinh 1i "Néu @ va b 1a hai s6 hitu
ti thi téng a + b ciling 1a s6 hitu ti".

9. Sk dung thuat ngit "diéu kién can" dé phdt biéu dinh Ii "Néu mot s6 tu nhién
chia hét cho 15 thi n6 chia hét cho 5".

10. Sk dung thuat ngit "diéu kién can va di" d€ phat bi€u dinh 1i "Mot t gidc noi tiép
duoc trong mot dudng tron khi va chi khi tong hai goc d6i dién clia né 1a 180"

11. Ching minh dinh 1{ sau bang phan chiing :

12

"Néu 7 1a so tu nhién va n* chia hét cho 5 thi n chia hét cho 5"

5980/
&y 4 . )

POI NET VE GIOOC-GIG BUN
NGUGI SANG LAP RA LOGIC TOAN

Giobc-gio Bun sinh ngay 2-11-1815 & Luan Dén. Ong la con trai mot nha ban tap hoa
nhd. Vi nha nghéo nén tir ndm 16 tudi 6ng da phai tim viéc lam dé kiém tién dd dan
cha me. Ong bét dau day hoc tir khi d6. Nam 20 tudi, dng m& mét trudng tu & qué
nha. Vira cam cui day hoc, 6ng vira ra sdc tu hoc, tich luy von kién thiic toan hoc.



Giodc-gio Bun
(George Boole, 1815 — 1864)

Hoan toan bang cac kién thiic tu hoc, 6ng da bat tay vao
nghién cGu véi mot niém say mé I6n lao trong hoan canh kinh
t€ khé khan thiéu thon. V6i nang khiéu, su thong minh va
niém say mé toan hoc, éng da dat dudc mét s6 két qua va bat
dau néi tieng nhd nhiing cong trinh clia minh nhu : "Giai tich
toan hoc cua logic", "Cac dinh luat cla tu duy". Nhd do, éng
duoc b6 nhiém lam Giéo su toan cua trudng Nir hoang & Ai-len
(Ireland) t&r nAm 1849 cho dén cudi dai. Mét diéu kha tha vi 1a
ngudi con gai clia 6ng chinh 1& nit van si E-ten Bun (Eten Boole),
tac gia cta cudn tiéu thuyét "Rudi trau" rat ndi tiéng.

Ong mét ngay 8-12-1864, tho 49 tudi. Cudc ddi va su nghiép

clia 6ng 1& mét tAm guong sang dang dé ching ta noi theo vé tinh than khac phuc khé
khan, lao dong can cu, kién nhan hoc tap va say mé nghién ciiu, sang tao.

Luyén tap

12. Dién dau "x" vao 0 thich hgp trong bang sau :

Cau

Khong 1a ménh dé| Ménh dé ding | Ménh dé sai

2* _ 1 chia hét cho 5.

153 1a s6 nguyén to.

Cam da bong & day !

Ban c6 mdy tinh khong ?

13. Néu ménh dé phu dinh cia m6i ménh dé sau :
a) Tt gidc ABCD da cho 1a mot hinh chit nhat ;
b) 9801 1a s6 chinh phuong.

14. Cho tit gidc ABCD. Xét hai ménh dé
P : "Tt gidgc ABCD c6 téng hai géc doi 1a 180°" ;

Q : "Ta giac ABCD la ti giac noi ti€p".

Hay phat biéu ménh dé P = Q va cho biét ménh dé nay ding hay sai.
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15.

16.

17.

18.

19.

14

Xét hai ménh dé
P :"4686 chia hét cho 6" ; Q : "4686 chia hét cho 4".

Hay phat biéu ménh dé P = Q va cho biét ménh dé nay ding hay sai.

Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé "Tam gidc ABC 1a tam gidc vuong tai A néu
va chi néu AB* + AC* = BC*". Khi viét ménh dé nay du6i dang P < Q, hdy
néu ménh dé P va ménh dé Q.

2

Cho ménh dé chita bién P(n) : "n = n™" v6i n 1a s6 nguyén. Dién dau "x" vao 0

vuong thich hop.

a) P(0) ping [ | Sai[ |
b) P(1) ping [ | Sai[ |
) P(2) ping [ | Sai[ |
d) P(-1) ping [ | Sai[ |

e)3n € Z, P(n) ping [ | Sai[ |
9) Vn e Z, P(n) ping [ | Sai[ |.

Néu ménh dé phu dinh cia méi ménh dé sau :

a) Moi hoc sinh trong 16p em déu thich moén Todn ;

b) C6 mot hoc sinh trong 16p em chua biét sit dung may tinh ;

¢) Moi hoc sinh trong 16p em déu biét d4 bong ;

d) C6 mot hoc sinh trong 16p em chua bao gio duoc tdm bién.

Xéc dinh xem cdc ménh dé sau day ding hay sai va néu ménh dé phu dinh cta
moi ménh dé do6 :

a)dx e R,x2=1 ;

b) 3n € N, n(n + 1) 1a mot s6 chinh phuong ;

o) Vx e R, (x— 1)2¢x— 1;

d) Vn € N, n? +1 khong chia hét cho 4.



20. Chon phuong an tra 10i ding trong cac phuong an da cho sau day.

21.

Meénh dé "Ix e R, x> =2" khang dinh ring :

(A) Binh phuong clia méi s6 thuc bang 2.

(B) C6 it nhat mot s6 thuc ma binh phuong ctia n6 bang 2.

(C) Chi c¢6 mot s6 thuc ¢6 binh phuong bang 2.

(D) Néu x 1a mot s6 thuc thi x” = 2.

Ki hiéu X 1a tap hop cdc cau thu x trong doi tuyén bong rd, P(x) 12 ménh dé
chita bién "x cao trén 180 cm".

Chon phuong an tra 10i ding trong cac phuong an da cho sau day.

Ménh dé "Vx € X, P(x)" khang dinh ring :

(A) Moi céau tht trong doi tuyén bong ré déu cao trén 180 cm.

(B) Trong s6 cdc cdu thli ctia doi tuyén bong 16 c6 mot s6 cau thi cao trén
180 cm.

(C) Bat cit ai cao trén 180 cm déu 12 c4u thi ctia doi tuyén bong 1.

(D) C6 mot s6 ngudi cao trén 180 cm 1a cdu thu cha doi tuyén bong ro.

TAP HOP VA CAC PHEP TOAN
TREN TAP HOP

Tap hop
O 16p dudi, ching ta da 1am quen véi khai niém tap hop. Nhé lai ring

Tdp hop 12 mot khéi niém co ban cta todn hoc. Ta hiéu khdi niém tap hop qua
cac vi du nhu : Tap hop tat ca cac hoc sinh 16p 10 cua truong em, tap hgp cac
sO nguyeén to,... . Thong thuong, moi tap hop gébm cac phan tir cing cé chung
mot hay mot vai tinh chét nao do.
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Néu a 1a phan tlr cta tap hop X, ta viet a € X (doc 1a : a thudc X). Néu a khong
phai 1a phan tir ctia X, ta viét @ ¢ X (doc 12 : a khong thudc X). D€ cho gon, doi
khi "tap hop" s& duoc goi tit 1a "tap".

Ta thudong cho mot tap hop bang hai cach sau day.

1) Liét ké cdc phadn tir cua tap hop.

EI Viét tap hgp tét ca cac chir cai c6 mat trong dong chit "Khéng co gi quy hon
déc lap tu do”.

2) Chi ré cdc tinh chdt ddc trung cho cdc phdn tir cuia tdp hop.

[H2]

a) Xét tap hop A = {n € N | 3 < n <20}. Hay viét tdp A bang céach ligt ké cac phan tir
cta no.

b) Cho tap hop B={-15;-10;-5;0;5; 10; 15}. Hay viét tdp B bang cach chi ré cac
tinh chét dac trung cho cac phan tir cta no.

Noi chung, khi n6i dén tap hop la néi dén cac phan ti cia nd. Tuy nhién,
nguoi ta cling xét ca tap hgp khong chita phan tir nao. Tap hop nhu vay goi la
tap rong va duoc ki hiéu 1a &.

Tap con va tap hop bang nhau

a) Tap con

‘ Tdp A duoc goi la tdp con cua tdp B va ki hiéu la A < B néu moi
phdn tit cuia tdp A déu la phan tir cua tdp B.

AcB& (Vx,x e A= x € B).

Néu A c B thi ta con n6i tap A bi chita trong tap B hay tap B chita tap A va con

vietla B o A.

Tu dinh nghia tap con, dé thdy tinh chét bac cau sau
(AcBvaBc(C)=Ac(O).

Ciing dé thdy méi tap hop la tap con cua chinh né.

Nguoi ta coi & 1a tap con cua moi tap hop, tic 1a & < A véi moi tap A.



[H3] Cho hai tap hop A = (n € N | n chia hét cho 6} va B = (n € N | n chia hét
cho 12}. HGiAcBhayBc A ?

b) Tap hop bang nhau

Hai tdp hop A va B duoc goi la bang nhaw va ki hiéu la A = B néu
moi phan ti ctia A la mot phdan t ciia B va moi phdn tir ciia B
ciing la mot phan i cua A.

Tur dinh nghia nay, ta c6

A=B< (AcBvaBcCA).
Hai tap hop A va B khong bang nhau (hay khdc nhau) duoc ki hiéu 1a A = B.
Nhu vay, hai tap hgp A va B khac nhau néu c6 mot phan tir cia A khong la
phan tir cia B hodc ¢ mot phan tir ctia B khong 1a phan tir ctia A.

Xét dinh Ii "Trong mat phang, tap hop cac diém cach déu hai mut ctia mot
doan thdng Ia dudng trung truc cla doan thdng do".

Day co phai la bai toan ching minh hai tdp hop bdng nhau khéng ? Néu co, hay néu
hai tap hop do.

¢) Biéu do Ven

Cic tap hop c6 thé dugc minh hoa truc quan bing hinh
v€& nhd biéu d6 Ven do nha todn hoc ngudi Anh Gion
Ven (John Venn) lan dau tién dua ra vao nam 1881.
Trong biéu d6 Ven, nguoi ta dung nhitng hinh giéi han
boi mot dudong khép kin dé biéu dién tap hop.

Chang han, hinh 1.1 thé hién tap A 1a tap con clia tap B. Hinh 1.1

Vi du 1. Chiing ta da biét tap hgp s6 nguyén duong N, tap hop s6 tu nhién N,
tap hop s6 nguyén Z, tap hop s6 hitu ti Q va tap hop so thuc R.

Ta c6 cac quan hé sau

N*CNCZCQCR.

El Vé bi€u d6 Ven mo ta cac quan hé trén.

17



3. Mot so cac tap con cua tap hop so thuc

Trong cac chuong sau, ta thuong str dung cac tap con sau day cua tap so thuc R.

Ten goi va ki hicu Tap hop Biéu dién trén truc so
i i o (phan khong bi gach chéo)
Tap s6 thuc (-0 ; +0) |R 0 .
a b
Doan [a ’ b] {X S R | a S X S b} HH /’/[ ]'/’/ 7 7+
3 a b
Khoang (a ; b) {x (= R | a<<x< b} HHH /’/( )/’/ -
9 3 a b
Nua khoang [a ; b) (xeR|a<x<b) " ) ity
9 3 a b
Nua khoang (a; b] {xeR|a<x<b) | wwf vt
ki 2 a
Nua khoang (- ; a] {xeR|x<a) ] iy
9 3 a
Nura khoang [a ; +0) (xeR|x>a} st
) a
Khoang (-« ; a) {(xeR|x<a) ) .
, a
Khoang (a ; +o0) (xeR|x>a) -

Trong cac ki hiéu trén, ki hiéu —oo doc 1a am vo cuc, ki hiéu +oo doc 1a duong
vo cuc ; a va b dugc goi 1a cdc dau mut cua doan, khoang hay ntra khoang.

Hay ghép mbi y G cét trai véi mét y & cdt phai ¢ cung mét ndi dung thanh cdp.

a)yxe[l;5]; ND1<x<5;
bxe(;5]; 2)x<5;
c)xe[5;+0); 3)x=5;
d)x e (-0;5); 4)1<x<5;
5)1<x<5.

18



4. Cac phép toan trén tap hop
a) Phép hop

‘ Hop ciia hai tdp hop A va B, ki hiéu la A U B, la tdp hop bao
gom tdt cd cdc phan ti thuéc A hodc thudc B.

AUB={x|x e A hoac x € B}.

Trén bi€u d6 Ven (h.1.2), phan gach chéo biéu
dién hop cua hai tap hgp A va B.

Vidu 2. Cho doan A =[-2; 1] vakhoang B=(1; 3).
Taco

AUB=[-2;3). O

b) Phép giao

|| Giao cua hai tdp hop A va B, ki hiéu la A N B, la tdp hop bao
gom tdt cd cdc phan ti thudc cd A va B.

ANB={x|xeA va x € B}.

Trén biéu d6 Ven (h.1.3), phan gach chéo biéu
dién giao cua hai tap hop A va B.

NL

N&u hai tap hgp A va B khong c6 phan tir chung,
nghia la A N B = & thi ta goi A va B la hai tap
hop roi1 nhau. Hinh 1.3

Vi du 3. Cho nia khoang A = (0 ; 2] vadoan B=[1; 4]. Tacé

ANnB=][1;2]. O
Goi A la tép hop cac hoc sinh gidi Toan cla truong em, B la tap hop cac hoc
sinh gidi Véan cta truong em. Hay mé té haitdp A U B va A N B.

¢) Phép lay phan bu

Cho A la tdp con cua tdp E. Phdn bu cia A trong E, ki hiéu la CEA(]),
la tdp hop tdt cd cdc phan tit ciia E ma khong la phan t ciia A.

(1) C Ia chit dau tién cia tir ti€ng Anh "complement” ¢6 nghia phan bu, bé sung.



22,

23.
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Trén biéu d6 Ven (h.1.4), phan gach chéo biéu dién
phén bu clia tap A trong E.

Vi du 4. Phan bu cta tap cdc sO tu nhién trong tap cac
sO nguyén la tap cdc s6 nguyén am. Phan bu cua tap
cac s0 lé trong tap cac s6 nguyén la tap cac so chan. O

a) Phén bu cla tap s6 hit t/ Q trong R I3 tap nao ? Hinh 1.4

b) Gia st A la tap hop cac hoc sinh nam trong I6p em, B la tdp hdp cac hoc sinh
trong I6p em va D la tap hop cac hoc sinh nam trong trudng em. Hay mo té céac tap
hogp: CzA ; CpHA.

CHUY

V6i hai tap hop A, B bat ki, nguoi ta con xét hiéu cua hai tap hop
A vaB.

| Hiéu cua hai tdp hop A va B, ki hiéu la A\ B, la tdp hop bao
gom tdt cd cdc phdn ti thudéc A nhung khong thudc B.

A\B={x|xe€ A va x ¢ B}.

Trén bi€u d6 Ven (h.1.5), phan gach chéo biéu dién
hiéu cua hai tap A va B.

Vi du 5. Cho ntra khoang A = (1 ; 3] vadoan B=[2 ; 4].
Khi d6, A\NB=(1;2).

Tu dinh nghia ta thiy, néu A c E thi

Hinh 1.5

CpA =E\A.

Cau hoi va hai tap
Viét moi tap hop sau bang cdch liét ké céc phan tir ctia n6 :
AA={xeR|Q2x—x)2x" -3x-2)=0};

b) B={n e N*|3<n”<30}.

Viét moi tap hop sau bang cach chi rd cédc tinh chat dac trung cho cdc phan tir
ctiand :



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

A)A={2:3:5;7}; b)B={-3:-2:-1;0:1;2;3};

c)C={-5;0;5;10;15}.

Xét xem hai tap hop sau c6 bang nhau khong :
A={xeR|x-Dx-2)x-3)=0}vaB={5;3;1}.

GiastA=1{2;4;6},B={2;6},C=1{4;6}vaD=1{4;6;8}. Hay xac

dinh xem tap nao 1a tap con clia tap nao.

Cho A 1a tap hgp céac hoc sinh 16p 10 dang hoc & truong em va B 1a tap hop

céc hoc sinh dang hoc mon Tiéng Anh cua truong em. Hay dién dat bang 10i

cac tap hop sau :

a)ANB; b) A\B; c)AUB; d) B\ A.

Goi A, B, C, D, E va F lan luot 1a tap hop céc td gidc 10i, tap hop cac hinh

thang, tap hgp cac hinh binh hanh, tap hop cac hinh chit nhat, tap hop cac hinh

thoi va tap hop cdc hinh vuong. Hoi tap nao 1a tap con cua tap nao ? Hay dién

dat bang 1oi tap D N E.

ChoA={1;3;5}vaB={1;2;3}. Tim hai tap hgp (A\B) U (B\A) va

(A U B)\ (A N B). Hai tap hop nhan duoc 1a bang nhau hay khac nhau ?

Dién dau "x" vao 0 trong thich hop.

aA)VxeR,xe(2,1;54)=>xe(2;)) bung Sai
bVxeR,xe (2,1;54)=>xe(2;6) Ding Sai
)VxeR,-12<x<23=-1<x<3 Dung Sai
dDVxelR,43<x<-32=-5<x<-3 bung Sai

Cho doan A = [-5; 1] vakhoang B=(-3;2). Tim AU BvaA N B.

Luyen tap

Xdc dinh hai tap hop A va B, biét rang :
A\B={1;5;7;8},BNA={2;10}vaAnNnB=1{3;6;9}.
ChoA={1;2;3;4;5;6;9},B={0;2;4;6;8;9}vaC={3;4;5;6;7}.
Hay tim A n (B\ C) va (A n B)\ C. Hai tap hgp nhan dugc bang nhau hay
khéc nhau ?
21



33.

34.

3S.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.
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Cho A va B 1a hai tap hop. Dung biéu d6 Ven dé kiém nghiém réng :

) (A\B)CA: b)An(B\A)=J: ¢)AU (B\A)=A U B.
Cho A 1a tap hgp cac so tu nhién chan khong 16n hon 10, B={n € N | n < 6}
vaC={neN|4<n<10}. Hay tim:

A)ANBUO); b) (A\B) U (A\C) U (B\O).

Dién dau "x" vao 0 trong thich hop.

a)ac{a;b) ping [ | Sai[ |
b) {alcla; b) ping [ | Sai[ |.

ChotaphopA={a;b;c;d}. Liét ké tat ca cac tap con ctia A c6 :
a) Ba phan tur ; b) Hai phan tur; ¢) Khong qua mot phan ti.

Cho haidoan A=[a;a+2]vaB=[b; b+ 1]. Cic s6 a, b cin thod man diéu
kien gi dé A N B =@ ?

Chon khang dinh sai trong céc khang dinh sau :

(A) QR =Q; (B) N* "R =N*,

O zZzuQ =Q; (D) NuUN*=7Z.

Cho hai nira khoang A = (=1 ;0] vaB=[0; 1). Tim A U B, A N B va CzA.
ChoA={neZln=2k keZ};

B 1a tap hop céc s6 nguyén c6 chit s6 tan cung 12 0, 2,4, 6, 8 ;
C={neZln=2k-2,keZ};

D={neZln=3k+1, keZ}.

Chimg minhrang A=B, A=CvaA #D.

Cho hai nita khoang A = (0 ; 2], B=[1; 4). Tim Cz(A U B) va Cx(A N B).
ChoA={a,b,c},B=1{b,c,d},C=1{b,c,e}.

Chon khéng dinh diing trong cdc khing dinh sau :
AAUBNCO)=(AuB NC,; B AUBNC)=(AUB NAVC(O);
O AUuBNC=(AUB)NAULCO); D)ANBUC=AUB)YNC.



coéb/’.
SR

TIEU SU NHA TOAN HOC CAN-TO

Can-to sinh ngay 3-3-1845 tai Xanh Pé-tec-bua trong mét gia
dinh c6 bé 1a mot thuong gia, me la mot nghé si. Tai nang va
long say mé toan hoc cta 6ng hinh thanh rat sém. Sau khi tot
nghiép phd théng mét cach xuat sic, éng ém ap hoai bao di
sau vao toan hoc. B6 clia 6ng mudn 6ng tré thanh mot ki su
vi nghé nay kiém dudc nhiéu tién hon. Nhung 6ng da quyét
tam hoc sau vé toan va cudi cung, 6ng thuyét phuc dudc cha

bang l6ng cho 6ng theo hoc nganh Toan. Ong viét thu cho
cha dai y nhu sau : "Con rat sung suéng vi cha da déng y cho
con theo dudi hoai bao clia con. Tam hén con, co thé con

Ghé-o6c Can-to
(Georg Cantor, 1845 — 1918)

s6ng theo hoai bdo ay". Ong b&o vé luan an Tién si tai trudng dai hoc Bec-lin vao
nam 1867. T nam 1869 dén 1905, 6ng day & trudng dai hoc Ha-lo (Halle). Ong la
nguoi sang lap nén Ii thuyét tp hgp. Ngay sau khi ra ddi, Ii thuyét tap hop da la co
sG cho mot cudc cach mang trong viét sach va giang day toan. Nhiing céng trinh
toan hoc clia 6ng da dé lai dau an sau sic cho cac thé hé cac nha toan hoc 16p sau.
Nam 1925, Hin-be (D. Hilbert), nha toan hoc 16i lac cla thé ki XX d& viét : "T6i da
tim thdy trong cac cong trinh clia 6ng vé dep cla hoa va tri tué. Téi nghi rang dé 1a
dinh cao clia hoat déng tri tué clia con ngudi". TU nam 40 tudi, tuy cé nhiing thdi ki
dau 6m phai nam vién nhung 6ng van khéng ngling sang tao. M6t trong nhiing
cong trinh quan trong cla 6ng da dudc hoan thanh trong khoang thdi gian gitta hai
con dau. Ong mat ngay 6-1-1918 tai mot bénh vién & Ha-lo, tho 73 tuéi.
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SO GAN PUNG VA SAI SO

S6 gan diing

Trong nhiéu trudng hop, ta khong
biét dugc gia tri ding cta dai lugng
ta dang quan tam ma chi biét gia tri
gan ding cta nd. Ca hai két qua do
chiéu dai chiéc ban ¢ hinh bén chi la

cdc gid tri gan dung vdéi chiéu dai

thuc cua chiéc ban.

[H1| Theo Téng cuc Thong ke, dan s6 nutc ta tai thoi diém ngay 1-4-2003 fa 80 902.4

nghin ngudi, trong do s6 nam la 39 755.4 nghin ngudi, s6 nit la 41 147,0 nghin ngudi ;
thanh thj c6 20 869,5 nghin ngudi va nbng thén c6 60 032,9 nghin nguoi.
Hai cac s6 ligu néi trén la s6 dung hay s6 gan dung ?

Sai s0 tuyét doi va sai so tuong doi

a) Sai so tuyét doi

Gid su @ la gid tri diing cua mot dai luong va a la gid tri gan ding
cua a. Gid tri|a — a| phdn dnh miic do sai léch giita a va a. Ta goi

|a — al la sai s0 tuyét doi ciia sO' gan diing a va ki hiéu la A, tiic la
A,=|a —al

Trén thuc t€, nhiéu khi ta khong biét @ nén khong thé tinh dugc chinh xdc A,
Tuy nhién, ta c6 thé danh gid dugc A, khong vuot qui mot s6 duong d nao do.
Vidul.Giastt a = V2 va mot gia tri gan dung ctandélaa=1,41. Taco:
(1412 =1,9881<2=141<+2 =2 -1,41>0;

(1,42)=2,0164>2 = 142> 2 = V2 - 1,41 < 0,01.

Do d6

J2-1,41]<0,01.
Vay sai s0 tuyét doi cua 1,41 khong vuot qua 0,01. O

Aa=|a—a|=



Néu A, <dthi a—d <a<a+d. Khido, ta quy udc viét

a=azxd.
Nhu vay, khi viét @ = a *+ d, ta hiéu s6 ding @ niam trong doan [a — d ; a + d|.
Bai vay, d cang nho thi do sai 1éch ctia s6 gan ding a so véi s6 ding a cang
it. Thanh tht d duoc goi 1a do chinh xdc cua so gin diing.

@ Két qué do chiéu dai mét cay cau duoc ghi la 152 m + 0,2 m. Diéu do c6 nghia
nhu thé nao ?

b) Sai so tuwong doi

Vi du 2. Két qua do chiéu cao mot ngoi nha duoc ghila 15,2 m + 0,1 m.
Ta muodn so sdanh do chinh xac cua phép do nay véi phép do chiéu dai cay cau
noi trong @
Thoat nhin, ta thdy duong nhu phép do nay cé do chinh xdc cao hon phép do
x€ét trong @ O
Dé so sanh do chinh xéc cha hai phép do dac hay tinh todn, ngudi ta dua ra
khai niém sai s6 tuong doi.
Sai 56 tuwong doi cia s6 gan diing a, ki hiéu 1a &, la t/ s6 giita
sai sO tuyét doi va lal, tirc la

A
5, =4
ldl
- . ) d
Néua =axtdthiA,<d. Dodo6 5, SH-
a
Néu ﬁ cang nho thi chat luong ctia phép do dac hay tinh toan cang cao.
a

Ngudi ta thuong viét sai s6 tuong doi dudi dang phan tram.
o Trd lai vi du 2 6 trén, ta thdy : Trong phép do chiéu dai cay cdu thi sai s6

tuong doi khong vuot qua % ~ 0,13%. Trong phép do chiéu cao ngoi nha

thi sai s6 tuong doi khong vuogt qua 1(;’12 = 0,66%.

Nhu vay, phép do chiéu dai cay cau cé do chinh xac cao hon. O

S6 @ dugc cho bdi gia tri gan dung a = 57824 vdi sai s6 tuong déi khéng vugt
qua 0,5%. Hay danh gia sai s6 tuyét doi cla a.
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S6 quy tron

Trong thuc t€ do dac va tinh todn, nhiéu khi nguoi ta chi cin biét gia tri gan
diing clia mot dai luong véi do chinh x4c ndo d6 (ké ca khi c6 thé biét duoc
gid tri ding clia n6). Khi d6 dé cho gon, cac s6 thudng dugc quy tron.

Tuy miic do cho phép, ta c6 thé quy tron mot s6 dén hang don vi, hang chuc,
hang tram, ... hay dén hang phan chuc, hang phan tram, hang phan nghin, ...
(goi 12 hang quy tron) theo nguyén tic sau :

« Néu chit s6 ngay sau hang quy tron nho hon 5 thi ta chi viéc thay th€ chit s6
d6 va céac chit s6 bén phai n6 bai 0.

« Néu chit s6 ngay sau hang quy tron 16n hon hay béang 5 thi ta thay thé chit s
d6 va cac chit s6 bén phai n6é bai 0 va cong thém mot don vi vao chir s6
hang quy tron.

0
o

Vi du 3. Néu quy tron s6 7216,4 dén hang chuc thi chit s6 & hang quy tron la 1,
chit s6 ngay sau d6 1a 6 ; do 6 > 5 nén ta c6 so quy tron la 7220. O
Vi du 4. Néu quy tron s6 2,654 dén hang phan tram (tdc 1a chit s6 thit hai sau
dau phdy) thi chit s6 ngay sau hang quy tron 1a 4 ; do 4 < 5 nén s6 quy tron
la 2,65. O
Ta thay trong vi du 3 va vi du 4, sai s0 tuyét doi lan luot 1a

|7216,4 —7220| =3,6<5;

|2,654 —2,65| = 0,004 <0,005.

Nhdn xét. Khi thay s diing boi sé quy tron dén mot hang nao do thi sai sé
tuyét doi cia so quy tron khong vuot qud nita don vi cia hang quy tron.
Nhie vay, do chinh xdc ciia s6 quy tron bang nita don vi ciia hang quy tron.

Quy tron s6 7216,4 dén hang don vi, s6 2,654 dén hang phén chuc réi tinh sai
S0 tuyét déi ctia s6 quy tron.
CHUY
1) Khi quy tron s6 ding @ dén mot hang nao thi ta néi s6 gan ding
a nhan duoc 12 chinh xdc dén hang dé. Chéang han, s6 gin diing cua
n chinh xdc dén hang phan tram la 3,14 ; s6 gan diung cua 2
chinh xdc dén hang phan nghin 1a 1,414.
2) Néu két qua cudi cuing cua bai todn yéu cau chinh xac dén hang
1 hd Z, 2 ? Ve z d
— thi trong qua trinh tinh todn, ¢ két qua cua cac phép tinh trung
10
gian, ta can 14y chinh x4c it nhit dén hang
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3) Cho s6 gan ding a v6i do chinh xéc d (tic 1a @ = a + d). Khi
dugc yéu cau quy tron s6 a ma khong noéi 16 quy tron dén hang nao
thi ta quy tron s6 a dén hang thidp nhat ma d nho hon mot don vi
ctia hang do.

Chang han, cho @ = 1,236 + 0,002 va ta phai quy tron s6 1,236. Ta
thay 0,001 < 0,002 < 0,01 nén hang thdp nhit ma d nhd hon mot
don vi ctia hang d6 1a hang phan tram. Vay ta phai quy tron
s0 1,236 dén hang phan tram. Két qua la @ =~ 1,24.

Chir so chic va cach viét chuan s6 gan diing
a) Chir so chac

Cho s6 gdn duing a ciia s6" a voi do chinh xdc d. Trong sé a, mot
chit s6 duoc goi la chit s6 chdc (hay ddng tin) néu d khong vuot
qud nita don vi cia hang cé chit sé' do.

Nhdn xét. Tdt cd cdc chit s6 dimg bén trdi chit s6 chdc déu la chit sé chdc.

Tdt cd cdc chit s6’ dimg bén phdi chit s6' khong chdc déu la chit s6 khong chdc.

Vi du 5. Trong mot cudc diéu tra dan s6, ngudi ta bdo cdo s6 dan clia tinh A 1a
1379425 nguoi + 300 nguoi.

Vi % =50 <300 < 500 = 1000

nén chit s6 hang nghin (chit s6 9) la chit
s0 chic. Vay cdc chirsd chacla1,3,7va9 O

b) Dang chuin cua sé gan ding

Trong cach viét @ = a * d, ta biét ngay do chinh xdc d cua s6 gin ding a
(tic 1a a —d < a < a+ d). Ngoai cach viét trén, nguoi ta con quy udc dang
viét chudn clia s6 gan ding va khi cho mot s6 gian ding dudi dang chuén, ta
cling biét dugc do chinh xac cua no.

« Néu so gin diing 12 s6 thap phan khong nguyén thi dang chuén 12 dang ma
moi chit s6 cia né déu 1a chit s6 chic.

Vi du 6. Cho mot gia tri gan ding cta J5 duoc viét dudi dang chuédn 1a
2,236 (\/g ~ 2,236). O day, hang thap nhat c6 chit s6 chic 1a hang phin

nghin nén do chinh xéac cua né la %.10_3 = 0,0005. Do d6, ta biét duoc :

2,236 — 0,0005 < /5 < 2,236 + 0,0005.
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o Néu s6 gin ding 12 s6 nguyén thi dang chuén ciia né 1a A.10%, trong d6 A 1a
sO nguyén, 10 1a hang thdp nhat c6 chit s6 chic (k € N).
(Tir d6, moi chir s6 ctia A déu 1a chir s6 chic).
Vi du 7. S6 dan ctia Viét Nam (nam 2005) vao khoang 83.10° nguoi (83 triéu
nguoi). O day, k = 6 nén do chinh x4c cla s6 gan ding nay la 5.106 = 500000.
Do do, ta biét dugc s6 dan cua Viét Nam trong khoang tir 82,5 triéu ngudi dén
83,5 triéu nguoi.
CHUY
Céc sO gin ding trong "Bang sd véi bon chit s6 thap phan" (bang
Bra-di-x0) hodc mdy tinh bo tii déu dugc cho dudi dang chudn.
Vi du 8. Ding mdy tinh bd tii dé tinh V2 +43, ta duoc két qua la
3,146 264 37. Ta hiéu s6 gin ding nay duoc viét du6i dang chuén, n6 c6 do

chinh x4c 1a %.10—8.

(D6i v6i mot so loai mdy tinh nhu CASIO fx — 500 MS, ta c6 thé sir dung chitc
nang dinh truéc do chinh xac ctia két qua da dugc cai san trong may).

CHUY
V6i quy udc vé dang chudn s6 gan ding thi hai s6 gan ding 0,14 va
0,140 viét duéi dang chuén c6 ¥ nghia khic nhau. S6 gan ding 0,14

¢ sai s0 tuyét doi khong vuogt qua 0,005 con s gan ding 0,140 co
sai sO tuyét doi khong vuot qua 0,0005.

Ki hiéu khoa hoc cua mot s

Maéi s6 thap phan khac 0 déu viét dugc duéi dang .10, trong d6 1 <|o| < 10,7 € Z.
(Quy udc rang néu n = —m, v6i m 1a s6 nguyén duong thi 107" = 10#’").

Dang nhu thé duoc goi 1a ki hiéu khoa hoc cua s6 d6. Nguoi ta thuong dung ki

hiéu khoa hoc dé ghi nhitng s6 rat 16n hodc rat bé. S6 mii # ctia 10 trong ki hiéu
khoa hoc ciia mdt s6 cho ta thay do 16n (bé) cua s6 do.



43.

4.

4s.

46.

47.

48.

49.

Vi du 9. Khoi lugng cua Trai Dat viét dudi dang ki hiéu khoa hoc 1a
5,98.10%* kg.

Khoi lugng nguyén tir ctia Hidro viét dudi dang ki hiéu khoa hoc 1a
1,66.10 % g. O

Cau hoi va hai tap
I I RN 22 e
Céc nha todn hoc c6 dai Trung Quoc da dung phan so El de xap xi so m. Hay

danh gia sai so tuyét doi cua gia tri gan ding nay, biét 3,1415 < < 3,1416.

Mot tam giéc c6 ba canh do dugc nhusau: a=6,3cm 0,1 cm; b=10cm £0,2 cm
va ¢ = 15 cm + 0,2 cm. Ching minh ring chu vi P cla tam giic Ia
P=31,3cm+0,5 cm.

Mot cdi san hinh chit nhat véi chiéu rong 1a x = 2,56 m = 0,01 m va chiéu dai
lay=42m=0,01 m.

Chiing minh rang chu vi P clia san 12 P = 13,52 m + 0,04 m.
St dung may tinh bo tii :

a) Hay viét gia tri gan ding cua J2 chinh xédc dén hang phan tram va hang
phan nghin.

b) Viét gid tri gan diing ctia J/100 chinh xdc dén hang phan tram va hang
phan nghin.

Biét rang toc do dnh séng trong chan khong 1a 300 000 km/s. Hoi mot nam
anh sang di dugc trong chan khong 1a bao nhiéu (gia sit mot nam ¢6 365 ngay) ?
(Hay viét két qua dudi dang ki hiéu khoa hoc).

Mot don vi thién van x4p xi bang 1,496.108 km. Mot tram vii tru di chuyén
vGi van toc trung binh 1a 15000 m/s. Hoi tram vii tru d6 phai mét bao nhiéu
gidy méi di duoc mot don vi thién van ? (Hay viét két qua dudi dang ki hiéu
khoa hoc).
Vil tru ¢6 tuéi khodng 15 ti nam. Hoi Vi tru c6 bao nhiéu ngay tudi (gia st
mot nam c6 365 ngay) ? (Hay viét két qua dudi dang ki hiéu khoa hoc).
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LOAI NGUGI DA SU DUNG CAC HE BEM
CO SO NAO ?

Da s6 cac dan tdc trén thé gii dung hé dém thap phan dé biéu dién cac s6. Tuy
nhién, ngoai hé thap phan con cé cac hé dém co sé khac.

Cho b 1a m6t s6 nguyén duong 16n hon 1. Khi d6, moi s6 nguyén duong n cé thé biéu
dién duy nhat dusi dang n = q,b" +a,_ b* " + .. +ab+a,,

ddaykeN, ay, a, ..., a, la cac s6 nguyén khdng 8m nhd hon b va q; = 0. Ngudi ta
ki hiéu n=(a,...a,a,), va goi d6 la biéu di&n clia n trong hé d&m co s6 b.

Hé dém sém nhat cla loai ngusi khong phai la hé dém thap phan ma 1a hé dém co
s6 60 clia ngudi Ba-bi-lon. Vao thdi ¢d dai, cling c6 cac bd tdc ding hé dém co s6 5.
Ngudi Mai-a 8 Nam Mi c6 mét nén van hoa kha déc déo tiing str dung hé dém co s6 20.
Tai Pan Mach ngay nay, ngudi ta van con dung hé dém co s 20. Ngudi Anh réat
thich dung hé dém co s6 12, ngudi ta tinh 12 bat chi la mét ta bat chi, 24 bat chi la hai
ta bat chi.

Dén khi c6 may tinh dién t& thi hé nhi phan lai dugc ua chudng. Trong hé nhi
phan dé ghi cac con s, ta chi can hai chir s6 0 va 1. Cé thé dung s6 1 biéu dién
viéc déng mach, sé 0 biéu dién viéc ngat mach ; hosc 1 biéu dién trang thai bi tur
hoa, 0 la trang thai khong bi tir hoa, ... . TUr d6 cho thdy hé nhi phan réat thich hap
cho viéc biéu dién cac théng tin trén may tinh.

Chang han, do 69 =2°+2?+2" nén 69 dugc viét trong hé nhi phan la (1000101), .
S& 351 c6 biéu dién trong hé nhi phan la (101011111), vi (101011111), =
= 2420420424 2%42+41 = 351. S6 100000 dudc viét dudi dang nhi phan la
(11000011010100000), .

Nhugc diém clia hé nhi phan la cac s6 viét trong hé nhi phan déu dai va khé doc. Dé
khac phuc diéu nay trong may tinh, ngudi ta dung hai hé dém b trg 1a hé dém co s6

8 va hé dém ca s6 16. Do dai mot sé viét ra trong hé dé€m co s6 8 chi bang khoang

% do6 dai viét trong hé nhi phan va khéng khac may so véi viét trong hé thap phan.

Tuong tu nhu vay, dé dai mot sé viét ra trong hé dém co s6 16 chi bang khoang %

do dai viét trong hé nhi phan. Viéc chuyén ddi gitta hé nhi phan sang hé dém co s6 8
hay 16 va ngudc lai rat don gian. Vi thé, hé dém cao sé 8 va 16 da trg gidp dac luc cho
viéc giao ti€p gilta ngudi va may tinh.
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LICH SU CUA VIEC TiNH GAN BUNG SO Tt

S& n 1a s6 vo ti, nd c6 biéu dién thap phan la s thap phan vé han khéng tuan hoan.
Trong lich st toan hoc da xuat hién mét "cudc dua" nham dat ki luc vé viéc tinh gan
dung sé 7 véi nhiéu chir s (nghia la v6i d6 chinh xac cang cao). Ngudi dau tién tinh
s8 m t6i bay chir s6 1a Té6 Xung Chi, nha toan hoc Trung Quéc (thé ki V). Nha toan
hoc Ru-dén-pho (C. Rudolff, 1499 — 1545) ngudi Dlc da tinh s6 « t6i 35 chif s6. Ong
rat tu hao vé diéu nay va dé lai di chic khic 35 chif s6 nay trén bia mé cla 6ng.
Ngay nay vGi su trg giip clla may tinh, cac ki luc vé tinh s6 n vGi nhiéu chit s6 lién
ti€p bi vuot qua trong mét thai gian ngén. Ching ta xem bang sau day sé rd.

Niam | Quéc tich ngusi tinh sé . | S& chirsd cllasé
1957 Mi 100 265

1973 Phap 1 triéu

1983 Nhat 16 triéu

1986 Mi 30 triéu

1987 Nhat 1335 trieu

1989 Mi 4t

2002 Nhat 1241 ti

Cau hai va hai tap on tap chuong |

50. Chon phuong an tra 16i ding trong cac phuong an da cho sau day.

S1.

Cho ménh dé "Vx e R, x* > 0". Ménh dé phu dinh cuia ménh dé trén 1a :
(A)VxeR,¥*<0; B)VxeR,¥*<0;
(C)IreR,¥*>0; (D)3x € R, ¥* <0.

Sir dung thuat ngit "diéu kién di" dé phat biéu cac dinh Ii sau day.

a) Néu td gidc MNPQ 1a mot hinh vuong thi hai duong chéo MP va NQ
béng nhau.
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b) Trong mat phiang, néu hai dudong thang phan biét cing vuéng géc véi mot
duong thang thit ba thi hai dudng thang Ay song song véi nhau.

¢) Néu hai tam gidc bang nhau thi ching c6 dién tich bang nhau.

Sir dung thuat ngit "diéu kién can" dé phat bi€u cac dinh If sau day.

a) Néu hai tam gidc bang nhau thi chiing ¢6 cdc dudng trung tuyén tuong ting
bang nhau.

b) Néu mat i giac 1a hinh thoi thi n6 c6 hai duong chéo vuong géc véi nhau.
Hay phat biéu dinh 1i ddo (néu c6) cla céc dinh Ii sau day roi st dung thuat
ngit "diéu kién cin va di" hodc "néu va chi néu" hodc "khi va chi khi" dé phat
biéu gop ca hai dinh I{ thuan va dao.

a) Néu n 1a s6 nguyén duong 1¢ thi 5n + 6 cling 1a s6 nguyén duong 1¢.

b) Néu 7 1a s6 nguyén duong chan thi 7n + 4 ciing la s6 nguyén duong chan.
Ching minh cdc dinh 1i sau day bang phuong phap phan chiing.

a) Néu a + b < 2 thi mot trong hai s6 a va b phai nho hon 1.

b) Cho 7 1a s6 tu nhién, néu 5n + 4 1a s6 1€ thi n 1a so 1é.

Goi E 1a tap hop cdc hoc sinh ctia mot trudng trung hoc pho thong. Xét cac tap
con sau cua E : tap hop cac hoc sinh 16p 10, ki hiéu 1a A ; tap hop cac hoc sinh
hoc Tiéng Anh, ki hiéu 12 B. Hiy biéu dién céc tap hop sau day theo A, B va E.

a) Tap hop cac hoc sinh 16p 10 hoc Tiéng Anh cta truong do.

b) Tap hop cac hoc sinh 16p 10 khong hoc Tiéng Anh cua truong do.

¢) Tap hop céac hoc sinh khong hoc 16p 10 hoac khong hoc Tiéng Anh cua
truong do.

a) Ta biét ring | x — 3| 1a khodng céch tir diém x t6i diém 3 trén truc so.

Hay bi€u dién trén truc s6 cac diém x ma |x — 3| < 2.

b) Dién tiép vao cho con trong (...) trong bang dudi day.

xel[l;35] 1<x<5 |x—-3] <2
X € .. 1<x<7 [x—..]< ..
X € .. L. <x<31 |x—...]<0,1
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Dién tié€p vao chd con trong (...) trong bang dudi day.

2<x<5 xe[2;5]
-3 <x<L2 X € ..
xe[-1;95]

x € (—o0; 1]

-5<x X €E ...

Cho biét gia tri gan ding ctia s6 7 v6i 10 chit s6 thap phan la
n~3,1415926535.

a) Gia st ta 18y gid tri 3,14 lam gi4 tri gan ding cta n. Ching to sai sO tuyét

da6i khong vuot qua 0,002.

b) Gia st ta 18y gia tri 3,1416 lam gia tri gan ding ctia ©. Ching to sai sO

tuyét doi khong vuot qua 0,0001.

Mot hinh lap phuong c6 thé tich 1a V = 180,57 cm’+ 0,05 cm>. Xéc dinh cdc

chit s6 chéac cua V.

Cho hai ntra khoang A = (-0 ; m] va B=1[5; 4o). Tim A N B (bién luan

theo m).

Cho hai khoang A = (m ; m+ 1) va B= (3 ; 5). Tim m dé A U B 12 mot khoang.

Hay xac dinh khoang do.

Hay viét ki hiéu khoa hoc ctia cac két qua sau :

a) Ngudi ta coi trén ddu mdi nguoi cé 150 000 soi téc. Hoi mot nude co 80

triéu dan thi tdng s6 soi toc cia moi ngudi dan ctia nudc do6 1a bao nhiéu ?

b) Biét ring sa mac Sa-ha-ra rong khoang 8 trieu km®. Gié sit trén méi mét

vuong bé mat & do ¢6 2 ti hat cét va toan bo sa mac phu boi cat. Hay cho biét

s6 hat cat trén bé mat sa mac nay.

¢) Biét rang 1 mm’ mdu nguodi chita khoang 5 triéu hong cu va moi ngudi c6

khoang 6 1it mau. Tinh s6 hong cau cua moi ngudi.
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HAM sO BAC NHAT

Chuong Vﬂ Q[: T

2

Ham s6 la mét trong céac khai niém co ban cua toan hoc.
Nhing gi chling ta da biét vé ham s6 ¢ I6p dudi, nhat la vé
ham s6 bac nhat va bac hai sé dugc hoan thién thém mot
budc ¢ chuong nay. Kinang vé va doc do thi clia ham so, tlc
la nhan biét cac tinh chat cta ham so thong qua do thi ctia no
la mét yéu cau quan trong trong chuong ma ching ta can chu
y rén luyén.
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S I DAI CUONG VE HAM SO

1. Khai niém vé ham s6

a) Ham so

0 16p dudi, chiing ta da 1am quen véi khéi niém ham s6. Sau day, ta nhac lai

va bo sung thém vé khai niém nay.

DINH NGHIA

Cho mot tap hop khdc rong 9 < R.
Ham s6 f xdc dinh trén 9 la mét quy tdc ddt tuong ting moi sé x
thuoc 9D véi mot va chi mot so, ki hiéu la fx) ; so fix) dé goi la gid
tri ciia ham so'f tai x.

Tap 9 goi 12 tdp xdc dinh (hay mién xdc dinh), x goi 12 bién sé’

hay doi so cia ham s0 f.

Dé chi rd ki hiéu bién s6, ham s6 f con dugc viét 1a y = f(x), hay ddy du hon
af: 9 - R
x By =f(x)

Vi du 1. Trich bang thong bao 1ai suit tiét kiém cia mot ngan hang :

Loai VND (%/ nam)
ki han linh 1ai cuoi ki,
(thdang) | 4p dung tir 08 — 11 — 2005
1 6,60
2 7,56
3 8,28
6 8,52
9 8,88
12 9,00
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Bang trén cho ta quy tdc dé tim s6 phan tram 14i suat s tuy theo loai ki han &
thang. Ki hiéu quy tdc ay 1af, tacé ham s6 s = f(k) xac dinh trén tap

T={1;2;3;6;9;12}.

b) Ham s6 cho bang biéu thitc

Néu f(x) 1a mot biéu thitc cha bién x thi v6i méi gia tri cua x, ta tinh dugc
mot gia tri tuong tng duy nhit cia f(x) (néu né xac dinh). Do do, ta ¢6 ham
s6 y = f(x). Tanoi ham s6 d6 duoc cho bdng biéu thic f(x).
Khi cho ham s6 bing biéu thic, ta quy udc ring :
Néu khong cé gidi thich gi thém thi tdp xdc dinh cia ham so
y = f(x) la tdp hop tdt cd cdc s6 thuc x sao cho gid tri cuia biéu thiic
f(x) duoc xac dinh.
El Vi mbi ham sé cho G phan a) va b) sau day, hay chon két luan dung trong cac
két luéan da cho.

a) Tap xac dinh clla ham s6 y = L la
(x=D(x-2)
AR, ; B){x|x#lvax=2}; (C)R,\{1;2}; (D) (0 ; +o0).

-1 néu x<0
b) Tap xac dinh ctia ham sé (ham déu) d(x) =40 néu x=0 la:
1 néu x>0

AR_; (B)R; ©€ R, (D) {-1;0;1}.

CHUY

Trong ki hiéu ham s6 y = f(x), ta con goi x la bién s6 doc lap, y la
bién s6 phu thudc ctia ham s6 f. Bién s6 doc ldp va bién sé phu
thuoc ciia mot ham s6 ¢é thé duoc ki hiéu bdi hai chit cdi tuy y khdc
nhau. Chang han, y = x> — 2x — 3 v u = £* — 2t — 3 12 hai cdch viét
biéu thi cing mot ham s6.

¢) Do thi cia ham s6

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén tap 9. Ta di biét : Trong mat phang toa
do Oxy, tap hop (G) cic diém c6 toa do (x ; f(x)) v6i x € 9, goi 1a do thi
cua ham so'f . N6i cach khac,

M(xg ;5 yo) € (G) & xy € D va yg=flxy).
Qua do thi cia mot ham s6, ta c6 thé nhan biét duoc nhiéu tinh chat cia ham s6 do.



Vi du 2. Ham s6 y = fix) xdc dinh trén doan [-3 ; 8] dugc cho bang do6 thi
nhu trong hinh 2.1.

=2

Hinh 2.1
Dua vao d6 thi di cho, ta c6 thé nhan biét dugc (v6i do chinh x4c nao do) :
— Gi4 tri cha ham s6 tai mot s6 diém, chang han f(-3)=-2, f(1)=0;

— C4c gid tri dac biét chia ham s6, ching han, gia tri nho nhdt clia ham s6 trén
doan [-3;8]1a-2;
— D4u ctia f(x) trén mot khoang, chiang han néu 1 <x < 4 thi fix) < 0. O

Su bién thién cua ham so
a) Ham so dong bién, ham s6 nghich bién
* Khi nghién cttu mot ham s6, nguoi ta thuong quan tam dén su tdng hay gidm
ctia gia tri ham s6 khi ddi so tang.
Vi du 3. Xét ham s6 f(x) = x*. Goi X| va x, la hai gia tri tuy y cua doi so.
Truong hop 1 : Khi x; va x, thudc ntra khoang [0 ; +), ta c6
0<x <x, :>x12 <x§ = f(x) < f(x,).

Truong hop 2 : Khi x; va x, thudc ntra khoang (-0 ; 0], ta ¢

xl<x2£0:>|x1|>|x2|:>x12>x§:>f(x1)>f(x2). O
@ O vi du 3, khi d6i s6 tang, trong trudng hop nao thi :

a) Gia tri cia ham sé tang ?
b) Gia tri ctia ham sé giam ?
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Tir day, ta luon hiéu K 1a mot khoang (nira khoang hay doan) nao d6 ctia R.

PINH NGHIA

Cho ham so'f xdc dinh trén K.

Ham s6'f goi la dong bién (hay tang) trén K néu
V xp, € K, xp <xp = flr) <flxy) ;

Ham s6'f goi la nghich bién (hay gidm) trén K néu

YV X1, %€ K, x| <xy = flx)) > f(x,).

« Trong vi du 3, ta thdy ham s6 y = x> nghich bién trén nita Y
khoang (—o ; 0] va dong bién trén nira khoang [0 ; +0).
Qua do thi ctia né (h. 2.2) ta thady : T trdi sang

phai, nhanh trdi ctia parabol (tng vé6i x € (—0; 0]) la

duong cong di xu6ng, thé hién su nghich bién cla

ham s6 ; nhanh phai cua parabol (ing véix € [0; +x)) 2 -1 0 1 2 «x
1a dudng cong di Ién, thé hién su dong bién clia ham so.
T Hinh 2.2
Tong quat, ta c6 :
Néu mot ham so dong bién trén K thi trén do, do thi cua né di lén ;
Néu mot ham s6 nghich bién trén K thi trén dé, do thi ciia nd di xuong.
(Khi néi dé thi di lén hay di xuong, ta luon ké theo chiéu tiang clia doi so,
nghia 1 ké tir trdi sang phai).

Ham s6 cho bdi d6 thi trén hinh 2.1 dong bién trén khodng nao, nghich bién
trén khodng nao trong cac khoéang (3 ; -1), (-1 ;2)va(2;8) ?

CHUY

Neéu fix;) = fix,) v6i moi x; va x, thudc K, y

tic 1a f(x) = ¢ v6i moi x € K (¢ 1a hang )
s0) thi ta c6 ham so khong doi (con goi la e
ham so0 hdng) trén K. T

Chang han, y = 2 12 mot ham s6 khong déi 0 X
xdc dinh trén R. N6 c6 do thi 1a duong

thing song song véi truc Ox (h.2.3). Hinh 2.3



b) Khao sat su bién thién cua ham s6
Khdo sdt su bién thién cua ham so la xét xem ham s6 dong bién,

nghich bién, khong doi trén cdc khodng (nita khodng hay doan) nao
trong tdp xdc dinh cua no.

« D6i v6i ham s6 cho bing biéu thic, dé khdo st su dong bien hay nghich
bién ctia ham s6 d6 trén mot khoang (nlta khoang hay doan) K , ta c6 thé
dua vao dinh nghia (xem vi du 3), hoac dua vao nhan xét sau :
bicu kién "x; < x, = flx)) <f(xy)" ¢6 nghia l1a x, — x; va flx,) — f(x;) cing dau.
Do d6
Ham so6'f dong bién trén K khi va chi khi

fO) =)

=4
Ham s6'f nghich bién trén K khi va chi khi
F(x) = f(x) <0.

Xy — X

VX1, X, € K vax; #x,,

VX1, X, € Kvax) # x,,

Nhu vay, dé khdo sit su bién thién ctia ham s6 f trén K, ta ¢ thé xét ddu cia ti
. fxy)—fx
o S () —f(xy)

Xy =X

trén K.

Vi du 4. Khao sat sy bién thién ctia ham s6 flx) = ax’ (V6i a > 0) trén moi
khoang (—oo ; 0) va (0 ; +0).

Gidi. V6i hai s6 x| va x, khac nhau, ta c6

fxy) = flx)) = ax% —ax12 =a(x, —x)(xy + X ),

f(xz)_f(?ﬁ)

suy ra —=———=a(x, +x;).
X2 =4

Doa>0nén:

—Néu x; <0va x, <0thi a(x, + x;) <0 ; dieu d6 ching t6 ham s nghich
bién trén khoang (— ; 0) ;

— Néu x; >0 va x, >0 thi a(xy +x7) >0 ; diéu d6 ching td6 ham s6 dong

bién trén khoang (0 ; +0). O
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« Ngudi ta thuong ghi lai két qua khao sat su bién thién clia mot ham s bang
cach 1ap bdng bién thién ciia nd. Ham s6 trong vi du 4 c6 bang bién thién
nhu sau :

X —o0 0 +00

Jx) = axZ +OO\ /+Oo

(a>0) 0

Trong bang bién thién, mii tén di lén thé hién tinh déng bién, miii tén di
xuong thé hién tinh nghich bién ctia ham s6.

Cu thé hon, hang thi hai trong bang dugc hiéu nhu sau : f(0) = 0 va khi x tang
trén khoang (0 ; +o0) thi f(x) nhan moi gia tri trong khoang (0 ; +o0) theo chiéu
tang, con khi x tang trong khoang (—oo ; 0) thi f(x) cling nhan moi gia tri trong
khoang (0 ; +o0) nhung theo chiéu giam.

Khdo sét su bién thién cia ham s6 f(x)=ax® (véi a < 0) trén méi khodng
(-0 ; 0) va (0 ; +0) va Iap bang bién thién cla né.

Ham so chan, ham so6 1é

C6 nhitng hdm s6 c6 mot s6 tinh chat dic biét, d& nhan thay ma ta c6 thé loi
dung dé viéc khao sat su bién thién va vé do thi cia n6 don gian va dé dang
hon. Tinh chat chdn - € ciia ham s6 12 mot vi du.

a) Khai niém ham s6 chan, ham so 1é

PINH NGHIA
Cho ham s6'y = f(x) vdi tdp xdc dinh 9.
Ham s6 f goi la ham s6 chdn néu véi moi x thuéc 9, ta cé —x
ciing thuéc D va f(—x) = f(x).
Ham so'f goi la ham s’ 1€ néu véi moi x thuoc 9D, ta c6 —x ciing
thuéc D va f(—x) = —f(x).

Vi du 5. Chitng minh rdng ham s6 f(x) = V1+ x —+/1—x 1a ham s0 1é.



Gidi. Tap xac dinh cia ham s6 1a doan [—1 ; 1] nén dé thay
Vx,xe[-1;1]=>—xe[-1;1] va
fl=x) = V1—=x =1+ x =—=\1+x =1-x) = —f ().
Vay f1a ham so 1é. O

EI Chting minh rang ham s6 g(x) = ax* (a #0) 1a ham sé chan.

b) Do thi cua ham s6 chan va ham so 1é
Gia sir ham s6 f v6i tap xdc dinh 9 1a ham s6& chdn va c6 d6 thi (G). V6i mbi
diém M(x; ; yo) sao cho x, € 9, ta xét diém doi xing vdi n6 qua truc tung 1a
M'(=xo 5 Yo)-
Tix dinh nghia ham s6 chan, ta c6 —x; € 9 va fl—x,) = f(xy). Do d6

M € (G) < yo=flxg) < yo=f=xog) &M € (G).
biéu d6 chiing to (G) c6 truc d6i xung 1a truc tung.

Né€u f1a ham s6 1€ thi 1i luan tuong tu, ta suy ra (G) c6 tam d6i xing l1a goc toa
do O.

Vay ta da chitng minh dugc dinh 1i sau day.

DINH Li

Do thi cua ham s6 chdn nhdn truc tung lam truc doi xiing.

Do thi cua ham s6'lé nhdn goc toa do lam tam doi xiing.

Hinh 2.4a cho hinh anh d6 thi cia mot ham s chdn. Hinh 2.4b cho hinh anh
d6 thi cia mot ham s6 1€. Tuy nhién, c¢6 nhi€éu ham s6 khong chan va khong
1. Chang han, ham s6 y = x+1 (h.2.4.c) khong chin va khong 18.
y y

|/ . I
Y/ X -jo X /_10 X

a) b) 9
Hinh 24

41



42

Cho ham s6.f xéc dinh trén khodng (o ; +o0) ¢6 d6 thi nhutrén hinh 2.5. Hay ghép
méi y & cot trai dudi day véi mét y & cot phai d€ duoc mot ménh dé dung.

1) Ham s6 f Ia a) Ham s6 chéan ’
2) Ham s6 f dong bién | b) Ham s6 1é
3) Ham s6 f nghich | c) Trén khodng (- ; 0)
bién d) Trén khodng (0 ; +) .
e) Trén khodng (o ; +w) ‘7 0 2\ *
Hinh 2.5

So luge vé tinh tién do thi song song véi truc toa do
a) Tinh tién mot diém

Trong mat phang toa do, xét diém M(x, ; yo). V6i s6 k > 0 da cho, ta c6 thé
dich chuyén di€ém M, :
— Lén trén hoac xuong dudi (theo phuong cua truc tung) k don vi ;

— Sang trai hoac sang phai (theo phuong cua truc hoanh) k£ don vi.

Khi dich chuyén diém M, nhu th€, ta con

néi rang tinh tién diém M, song song vdi
truc toado. 77 M,
24
Gid sit M,, M,, M, va M, la cac diém ", ", "
co dugc khi tinh tién diém M,(x, ; y,) theo tha Yo 777~ — S
tv 1én trén, xubng dudi, sang phai va sang trai | , . |
2 don vi (h.2.6). 0 2||%o x
Hay cho biét toa d6 cua cac diém M,, M,, My |~ M,
va M. Hinh 2.6

b) Tinh tién mot do thi

Cho s6 k > 0. Néu ta tinh tién tat ca cic diém cta d6 thi (G) Ién trén k don vi thi
tap hop cdc diém thu dugc tao thanh hinh (G,). Piéu d6 duoc phat biéu Ia :



Tinh tién do thi (G) lén trén k don vi thi dugc hinh (G,), hodc
Hinh (Gy) c6 dugc khi tinh tién do thi (G) lén trén k don vi.
Ta ciing phét biéu tuong tu khi tinh tién (G) xu6ng dudi, sang trdi hay sang phéi.

Vién dé 1a : Néu (G) 1a d6 thi cia ham s6 y = f{) thi (G) ¢6 1a d6 thi cia mot
ham s6 khong ? Néu c6 thi (G) 1a d6 thi ciia ham s6 nao ?

Dinh 1i sau day sé tra 16i cau hoi do (ta thira nhan dinh Ii nay).

DINH Li

Trong mdt phdng toa do Oxy, cho do thi (G) ciia ham sé
y=f(x); pvaq la hai s6 duong tuy y. Khi do :

1) Tinh tién (G) lén trén q don vi thi duoc do thi cua ham
s0y=fx)+q;

2) Tinh tién (G) xudng dudi q don vi thi duoc do thi cua ham
sOy=fx)—q

3) Tinh tién (G) sang trdi p don vi thi duoc do thi cua ham
50y =flx+p);

4) Tinh tién (G) sang phdi p don vi thi duwoc do thi ciia ham
s0'y = fix—p).

Vi du 6. Néu tinh tién dudng thing (d) :
y =2x — 1 sang phai 3 don vi thi ta dugc do

thi cia ham s6 nao ?

Giai. Ki hiéu f(x) = 2x — 1. Theo dinh Ii
trén, khi tinh tién (d) sang phai 3 don vi, ta

duoc (d)), d6 1a do thi ctia ham s6
y=flx=3)=2(x-3)—-1,
tifc a ham s6'y = 2x — 7 (h.2.7). 0 i 2.7
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Vi du 7. Cho do6 thi (H) cua ham s6 y = —. Hoi muon c6 do thi cua ham so
X

—2x+1 e ’
y= T thita phai tinh tié€n (H) nhu thé€ nao ?
X

1 —2x+1 1 y .

Giai. Ki hiéu g(x) = —, tacd L) S g(x) — 2. Vay muon c6 do
X X X

e a1 » —2x+1 e . o » .. .
thi cua ham s6 y = ———, ta phai tinh ti€n (H) xuo6ng duéi 2 don vi. O
X

Hay chon phuong an tré I15i dung trong cac phuong an da cho sau day :
Khi tinh tién parabol y = 2%° sang trai 3 don vi, ta duge do thi clia ham s6 :

(A)y=2c+3)7; (B)y=2+3; (C)y=2(x-3)>; (D)y=2¢ -3.

n 2w - .- m n
Cau héi va bai tap
Ham so

Tim tap xédc dinh ciia mo6i ham s6 sau :

3x+ 5 x—2

2) y= by =5

x“—x+1 x°=3x+2
C)y_x/x—l. 0y - X2 -2

x—-2 (x +2Wx +1
Bi€u d6 hinh 2.8 cho biét s6 ... s

riéu tin
triéu tdn gao xudt khiu cua 61 5.20
. 51
Viét Nam trong cdc nam tu 4,05
t g cac . 41 348 372 394 382

2000 dén 2005. Biéu do nay 3t
cho ta mot ham s6. Hay cho f
bi€t tap xdc dinh va néu 0 ; : : : : |

mot vai gié tri cta ham Naml 2000 2001 2002 2003 2004 2005

s do. Hinh 2.8



Su bién thién cia ham so y
Hinh 2.9 1a d6 thi cia mot ham s ¢ tap xac

dinh 1a R. Dua vao do6 thi, hday lap bang bién

thién cua ham so6 do. /o
Khdo sit su bién thién cia méi ham s6 sau va 7 -1 \
lap bang bién thién ctia n6 :

a)y= ¥% + 2x — 2 trén mdi khoang (-0 ; —1) va (-1 ; +©) ; Hinh 2.9
b)y= “2x% + 4x + 1 trén mbi khoang (-0 ; 1) va (1 ; +©) ;

c)y= trén moi khoang (—o ; 3) va (3 ; +0).

Ham s6 chan, ham so 1é

Mobi ham sd sau 1a ham s6 chidn hay ham s6 1€ ?

a)y=x4—3x2+1; b)y=—2x3+x;
Oy=|x+2|-|x-2]; dy=|2x+1|+|2x—-1]|.
Tinh tién do thi

Cho duong thang (d) : y = 0,5x. Hoi ta s& duoc dé thi ctia ham s6 nao khi tinh
tién (d) :

a) Lén trén 3 don vi ? b) Xuong dudi 1 don vi ?
¢) Sang phai 2 don vi ? d) Sang trai 6 don vi ?
Luyén tap

Quy tac dat twong ting méi so thuc duong vdi can bac hai clia n6 c6 phai la
mot ham so khong ? Vi sao ?

Gia st (G) 1a do6 thi ctia ham s6 y = f{x) xdc dinh trén tap 9 va A 1a mot diém
trén truc hoanh c6 hoanh do bing a. Tir A, ta dung dudng thang (d) song song
(hoac trung) véi truc tung.

a) Khi nao thi (d) c¢6 diém chung v6i (G) ? (Hudng ddn. Xét hai trudng hop
a thuoc 9 va a khong thuoc 9) ;
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10.

11.

12.

13.
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b) (d) c6 thé ¢ bao nhiéu diém chung véi (G) ? Vi sao ?

¢) Pudng tron ¢6 thé 1a do6 thi ctia ham s6 nao khong ? Vi sao ?

Tim tap xdc dinh ctia mo6i ham s sau :

3x+1 X
a) y=———; b)y=——F-v-x;
x° =9 I-x
¢) y= X=3J2-x d)y= Vx—1++4-x
L2 (x—2)(x~3)

-2(x—-2) néu-1<x<1

2

Cho ham s6 f(x) =
x =1 néu x >1.

a) Cho biét tap xac dinh ctia ham s6 f.

) V2
b) Tlﬂhf(—l),f(0,5),f(7 ), A1), f(2).
Trong cdc diém A(-2 ; 8), B(4 ; 12), C(2 ; 8), D(5 ; 25 + J2), diém nao
thuoc, diém nao khong thudc do thi cia ham s6 f(x) = ¥+ Jx=3 2 Visao?

Khao sat su bién thién ctia cac ham s sau :

a)y= L trén moi khoang (—oo ; 2) va (2 ; +0) ;
b)y= x> —6x+5 trén mdi khoang (-0 ; 3) va (3 ; +©) ;

2005

c) y=x"""+1 trén khoang (—oo ; +o0).

Ham s6 y = 1 ¢6 d6 thi nhu hinh 2.10.
X

a) Dua vao d6 thi, hay 1ap bang bién thién

cua ham so do.

b) Béng tinh toan, hay khao sat su bién thién cia

ham s6 trén mdi khoang (—oo ; 0) va (0 ; +o0)

va kiém tra lai két qua so vé6i bang bién thién

da lap. Hinh 2.10



14.

15.

16.

Tap con S cua tap soO thuc R goi 1a doi xiing néu v6i moi x thudc S, ta déu ¢

—x thudc S. Em c¢6 nhan xét gi vé€ tap xac dinh ciia mot ham s6 chan (16) ?
T nhan xét d6, em c6 két luan gi vé tinh chin - 1€ cia ham s6 y = Jx 2
Tai sao ?

Goi (d) 1a dudng thiang y = 2x va (d') 1a dudng thang y = 2x — 3. Ta c6 thé coi
(d') c6 duoc 1a do tinh tién (d) :

a) Lén trén hay xuong dudi bao nhiéu don vi ?
b) Sang trai hay sang phai bao nhiéu don vi ?

Cho d6 thi (H) cia ham s6 y = —z.
X

a) Tinh tién (H) 1én trén 1 don vi, ta dugc do6 thi cia ham s6 nao ?
b) Tinh tién (H) sang trai 3 don vi, ta dugc do thi ciia ham s6 nao ?

c¢) Tinh tién (H) 1én trén 1 don vi, sau d6 tinh ti€n d6 thi nhan dugc sang trai 3
don vi, ta dugc do thi ctia ham s6 nao ?

ANH XA

Anh xa 1a mét khai niém rat quan trong. Ciing nhu tap hop, khai niém anh xa cé mat
trong tat ca cac linh vuc toan hoc. Khai niém ham sé thuc chat ciing chi la mot
truong hgp riéng clia khai niém anh xa ma thoi.

1. Pinh nghia
Cho hai tap hop tuy y khac réng Xva Y.
« Mot d@nh xa f tir X dén Y la mot quy tac dat tuong tng mbi phan tir x

ctia X v8i mot va chi mot phén tr xac dinh cla Y. Phan tir xac dinh 8y
goi la anh cla x qua anh xa f, va ki hiéu la f{(x).

« Tap hop X goi la tdp nguédn, tap hgp Y goi la tdp dich clia anh xa.
Anh xaftrXdénY dugcviétla f: X —» Y
X — f(x).
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Vidu1.ChoX={a;b;c;d}vay={0;1}. X
Goi f 1a quy tdc cho & hinh bén. Ta ¢6

anh xa
f:X>Y

a0

b1

cH—1

d—=1. O
Vi du 2. Cho X 1a tap hdp cac 16p hoc clia mét trudng phd théng, Y la tap hop cac
gido vién clia trudng do6 va f1a quy tac dat tuong (mg mai I16p hoc véi gido vién chi
nhiém I6p d6. Tacé anh xaf: X— Y. O

Vi du 3. Cho X a tap hdp cac hoc sinh clia mét trudng hoc, Y 1a tap hdp cac sé thuc
R va f1a quy tic dat tuong (ng méi hoc sinh véi s& do chiéu cao (tinh béng xentimet)
cla hoc sinh d6. Khi do, fla mét anh xa tir X dén Y. O
2.Chay

1) Néu cho anh xaf: X — Y thi :

— M@i phan tirx € X déu phai c6 &nh clia né trong Y va anh dé la duy nhat ;

— M&i phan ti thudc ¥ c6 thé 1a anh clia mot hay nhiéu phan tir cla X,
nhung cling c6 thé khong la &nh clia phan ti nao ca.

2) Trudng hop X R va Y = R thi mbi &nh xa tir X d&n Y la mét ham s6 xac
dinh trén X.

N 2 HAM SO BAC NHAT

1. Nhaic lai vé ham so bac nhat
« Ta da biét : Ham sé bdc nhdt la ham so duoc cho bdng biéu thiic ¢6 dang
y=ax+b, trong dé ava b la nhiing hing sé" vdi a #0.
Ham s6 bac nhat c6 tap xac dinh 1a R.
Khi a > 0, ham s6 y = ax + b dong bién trén R.

Khi @ < 0, ham s6 y = ax + b nghich bién trén R.

48



Bang bién thién :

x 0 +o0 x -0 +00
y=ax+b +00 y=ax+b | +©
(a>0) e (@ <0) T o

D6 thi chia ham s6 y = ax + b (a # 0) 1a mot dudng thang goi 1a dudng théng
y =ax +b. N6 c6 hé s6 géc bang a va c6 diac diém sau :

— Khong song song va khong trung véi céc truc toa do ;

— Cit truc tung tai diém B(0 ; b) va cit truc hoanh tai diém A(—2 : 0).

a
Vi du 1. D6 thi ctia ham s6 y = 2x + 4 1a dudng y
thang di qua hai diém A(-2 ; 0) va B0 ; 4).
Tir dang thitc 2x + 4 = 2(x + 2) dé suy ra ring 4/
duong thang y = 2x + 4 ¢6 thé thu duoc tir duong > /‘\?

; . ) /
thang (d) : y = 2x bang mot trong hai cich sau /;\?' A
(h. 2.11): A
_ Tinh tién (d) lén trén 4 don vi ; /A /o x
— Tinh tién (d) sang trai 2 don vi. O Hinh 2.11

« Cho hai duong thang (d) : y=ax+bva(d'):y=ax+b,taco:
(d) song song v6i (d') < a=a'vab+ b';

(d) trung v6i (d) < a=da vab=>b";

(dycit(d") & a# a.

Ham so y = |ax + b| y
a) Ham so bac nhat trén ting khoang

x+1 néu 0<x<?2

y 1 y
Xétham s6 y =f(x) = —§x+4 néu 2<x<4

2x—6 néu 4<x<5.

Hinh 2.12
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RO rang, ham s6 trén khong phai 12 ham s6 bac nhat. N6 1a su "lap ghép" clia
ba ham s6 bac nhat khdc nhau. Ham s6 nay 1a mot vi du vé ham so” bdc nhdt

trén tung khoang.

Muon v& do thi cia ham s6 bac nhat trén ting khoang, ta vé& do thi cta ting
ham s6 tao thanh. Chang han, dé thi clia ham s6 néu trén 13 dudng gap khic
ABCD (h.2.12), trong do6 :

AB 1a phan dudng thing y=x+ 1 tng v6i 0<x<2;
BCléphéinduimgthﬁngy:—%x+41’mgvéi 2<x<4:
CD 1a phan duong thang y = 2x — 6 ting v6i 4 <x <5.

[H1| cho biét tap xéc dinh, lap bang bién thién cia ham & noi trén va tim gié tri Ion
nhét cta no.

b) Po thi va su bién thién cia hamséy=|ax + b |véia =0

Sau day, ta s& tim hiéu tinh chat ctia cdc ham s6 dang y = | ax + b | thong qua
d6 thi cia n6. Ham s6 y = | ax + b | v€ thuc chat cling 1a ham s6 bac nhét trén
ting khoang.

Vidu 2. Xét ham s6 y = |x|. y

Dé thdy ham s6 y = |x| x4c dinh v6i moi x va 1a

mot ham s6 chan. Theo dinh nghia gia tri tuyét — \o1

doi, ta co

X néu x=0 -1 O 1 X
x| =

-x néu x<0. Hinh2.13

Do d6, d6 thi cia ham s6 nay 1a su "lap ghép" cua hai do thi : d6 thi cia ham
s0 y = x (chi 14y phan tng véi x > 0) va do thi ciia ham s6 y = —x (chi 14y phan
ting v6i x < 0). D6 1a hai tia phan gidc cta hai goc phan tu I va II (h.2.13). Dé
thay ching doi xting véi nhau qua Oy. m|

[H2] Dua vao dé thj, hay lap bang bién thién ciia ham s6 y = |x| va tim gid tri nhd
nhét cla no.



17.

Vidu 3. Xétham s6 y = |2x — 4|.

Theo dinh nghia gia tri tuyét doi, ta co :
—Néu2x—4>0,thclax>2thi|2x—4|=2x—-4;
2x—4|=-2x-4)=-2x+4.

Do d6, ham s6 da cho c6 thé viét 1a

|

— Néu 2x — 4 < 0, titc 12 x < 2 thi

2x—4néux>2

2x+4néux<?.

O

El Hay néu cach vé db thi ctia ham s cho trong vi du 3 rbi Iap bang bién thién

clia né.
CHUY y
Qua hai vi du trén day, ta thiy c6 thé vé

d6 thi cia ham s6 y = | ax + b | bang mot 2

cach khac don gian hon nhu sau : V€ hai

dlI(\)'ng théng y = ax + b VE[ y = —ax — b 0 ///2\\\ 4

r6i x0d di hai phan dudng thing nim & 21/ \

phia dudi truc hoanh. (Hinh 2.14 1a d6 thi )
(la ham s6 cho trong vi . ’

cua ham so6 cho trong vi du 3) i 2,14

~ ? - . . - ~
Cau héi va bai tap
Ham s6 bac nhat
Tim céc cap duong thang song song trong cic dudng thing sau :

b) yz—ix-i-?);

V2

d) y=+2x-2;

1
a) y=—=x+1 ;

NG
c)y=$

e) yzix—l;

NG

xX+2 ;
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18.

Ham s0 y = |ax + b|
2x+4 néu 2<x<-1
Chohams6y=f{x)=< -2x néu —1<x<1
x—3 néu l<x< 3.

a) Tim tap xdc dinh va vé dé thi cia ham s6 do.

b) Cho biét su bién thién cia ham s6 da cho trén moéi khoang (-2 ; —1), (-1 ; 1)
va (1 ; 3) va 1ap bang bién thién ctia n6.

19. a) V& d6 thi cua hai ham s6 y =fj(x) =2| x| v y=f5(x) =] 2x+ 5 | trén cling
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mot mat phang toa do.

b) Cho biét phép tinh ti€n bién d6 thi ham s6 f; thanh d6 thi ham so f,.

PHEP TINH TIEN HE TOA PO

Ta biét rang d6 thi clla mot ham sé bao gid cling gan v6i mot hé toa do nhéat dinh. Vi
du, d6 thi clia ham s6 y = x 1a dudng phan giac (d) clia géc phan tu I va III trong hé
toa do Oxy. Ta hay xét mét hé toa dé6 méi O’XY, trong d6 géc O' clia nd, ddi vGi hé toa
dd Oxy, c6 toa dd (xg - yp) ; cac truc X'’X va Y'Y song song cung hudng va cung don v
theo thi tu vGi truc x'x va y'y (h.2.15). Cau hdi dat ra la trong hé toa dd méi &y, liéu
(d) c6 con la do thi clia ham s Y = X nita hay khong ? Néu khong thi n6 sé 1a dé thi
clia ham s6 nao ?

y Y
C6 thé thady réng : Néu O' ¢ (d), cb nghia la
(d) khéng di qua gbc toa dd méi thi (d) khéng
thé 1a d6 thi clia ham s6 Y = X. Tuy nhién,
trong trudng hop téng quat, muén biét (d) la Yo| O
dd thi cla ham s6 nao, ta can tim hiéu méi X’ X

quan hé gilia cac toa do cli va méi cia méi [T 1
diém trong mét phang.

Goi M 1a mot diém tuy y. D6i véi hé toa do
Oxy, M c6 toa do la (x ; y). Doi vGi hé toa d6 7 ) T
O’XY, toa d6 clla M la (X;Y). Ta can tim méi
quan hé gilta (x ; y)va (X; Y). Dé y

=Y

y Y

OM=00"+0'M. Hinh 2.15



20.

21.

22,

23.

24.

Vé toa do, tir dAng thiic vecto & trén, ta co

{X:X'FXO

")
y = Y + yo.
D6 la cong thic d6i toa do béi phép tinh ti€n hé toa do theo vecto 00" .

Gia s (G) la d6 thi clia ham s6 y = f(x) d&i v6i hé toa dd6 Oxy. Mudn biét (G) la dé thi
cla ham sé nao déi v6i hé toa d6 0'XY, ta phai tim quan hé gilta X va Y. Mudn vay,
thay thé x va y trong hé thic y = f(x) bdi cong thic (*), ta c6

Y +yy =X+ xo) hay Y = fiX+ xg) — yo.

Vay déi véi hé toa dé 0'XY, (G) 1a d6 thi clia ham s6 Y = X + xq) — Yo

Luyén tap

C6 phai mbi dudng thang trong mat phang toa do déu 1a dé thi ciia mot ham
s0 nao d6 khong ? Vi sao ?
a) Tim ham s6 y = f(x), biét ring d6 thi ctia nd 12 duong thang di qua diém
(=2; 5) va c6 hé s6 goc bang —1,5 ;
b) V& d6 thi cia ham s6 tim duoc.
Tim bon ham s6 bac nhat c6 do thi 13 bon duong thang doi mot cat nhau tai
bon dinh ctia mot hinh vuéng nhan géc O lam tam doi xdng, biét raing mot
dinh cta hinh vuong nay l1a A(3 ; 0).
Goi (G) 1a d6 thi ciaham s6 y =2| x |.
a) Khi tinh tién (G) 1én trén 3 don vi, ta duoc d6 thi cia ham s6 nao ?
b) Khi tinh ti€n (G) sang trdi 1 don vi, ta duoc do6 thi cia ham s6 nao ?
¢) Khi tinh tién lién ti€p (G) sang phai 2 don vi, r6i xuong dudi 1 don vi, ta
duoc do6 thi ctia ham s6 nao ?
V& dé thi clia hai hAm s6 sau trén cling mot mat phang toa do va néu nhan xét
vé quan hé giira chiing :
a)y=[x=2]; b) y=|x[-3.
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25.

26.

S

54

Mot hing taxi quy dinh gid thué xe di moéi kilomét 1a 6 nghin dong doi véi
10 km dau tién va 2,5 nghin dong doi véi cac kilomét ti€p theo. Mot hanh
khéch thué taxi di quang duong x kilomét phai tra s6 tién 1a y nghin dong. Khi
do6, y 1a mot ham so cua doi s6 x, xac dinh véi moi x > 0.

a) Hay biéu dién y nhu mot ham s6 bac nhat trén timg khoang tng véi doan
[0; 10] va khoang (10 ; +o0).

b) Tinh f(8), f(10) va f(18).

¢) V& do thi ciia ham s6 y = f(x) va 1ap bang bién thién ctia no.

Chohamsoy=3|x—-1|—|2x+2]|.

a) Bang cdch bd dau gid tri tuyét doi, hay viét ham s6 da cho dudi dang ham
s6 bac nhat trén timg khoang. (Hudng dan. Xét cdc khoang hay doan
(=00 ;=1), [-1; 1) va[l; +o0)).

b) V& do6 thi roi 1ap bang bién thién clia ham s6 da cho.

3 HAM SO BAC HAI

Dinh nghia

Ham 56 bdc hai la ham so duoc cho bdang biéu thitc cé dang
y= ax’ + bx +c, trong dé a, b, c la nhitng hdang s6'vdi a # 0.

Tap xac dinh cua ham s6 bac hai l1a R.

Ham so y = ax’ (a # 0) ma chiing ta da hoc & 16p dudi 1a mot truong hop riéng
ctia ham s6 bac hai va c6 d6 thi 1a mot parabol.

Trong bai nay, ching ta s& thay rang : Néu tinh ti€n parabol y = ax* mot cach
thich hop thi ta s€ duogc d6 thi cia ham s y = ax* + bx + ¢. Do d6, d6 thi ham

SOy = ax® + bx + ¢ cling goi 1a mot parabol.



2. Do thi cda ham s6 bac hai

a) Nhic lai vé dé thi ham s6 y = ax” (a # 0)

Ta da biét, do thi ham s6 y = ax’ (a #0) 1a parabol (P) c6 cdc dac diém sau :
1) Binh ctia parabol (P) la goc toa do O ;

2) Parabol (P)) c6 truc doi xung la truc tung ;

3) Parabol (P() hudng bé 1dm 1én trén khi a > 0 va xuéng dudi khi a < 0.

Chang han, hinh 2.16 13 parabol y = 2x2, hinh 2.17 1a parabol y = —%xz.

y
1 y
o~ -2 -1 O 1 2
(Q; 1 + 1 1 _X
I ! TN !
1 BN I -1+ |
2l A =20 \
=
1 1 ' //(\I
i | U
+ + > ~
-1 O 1 X
—17
Hinh 2.16 Hinh 2.17
b) Po thi ham sfiy=ax2+bx+c (a#0)
Ta da biét
2 2
ax’> +bx+c=a x2+2£x+b— -—+c
2a 44° | 4a
b\ b - 4ac
=alx+—| ———.
2a 4a
Do d6, néu dat , A Y (P)
A:b2—4ac,p: e vag = 1
a “ (Py) P))
thi ham s6 y = ax® + bx + ¢ ¢6 dang gl A [
2
y=ax—p) +q. p
Goti (Py) la parabol y = ax’. Ta thuc 19) I ¥
hién hai phép tinh tién lién ti€p
nhu sau - Hinh 2.18

55



56

— Tinh tién (P) sang phai p don vi néu p > 0, sang trdi |p| don vi néu p <0, ta
duogc d6 thi ham s6 y = a(x — p)*. Goi dé thi nay la (P,).

— Tiép theo, tinh ti€n (P,) 1én trén ¢ don vi néu ¢ > 0, xuong dudi |g| don vi
néu g < 0, ta dugc d6 thi ham s6 y = a(x — p)2 + ¢. Goi do thi nay la (P).
Vay (P) 1a d6 thi cia ham s6 y = ax® + bx + c.

Ta nhdn thdy (P,) va (P) déu la nhiing hinh "giong hét" parabol (P,) (hinh 2.18
ung voi truong hop p > 0, g > 0).

[H1| Biet rang trong phép tinh tién thir nhat, dinh O ciia (P,) bién thanh dinh I, cla
(P)). Tirdo, hay cho biét toa d cla I, va phuong trinh truc d6i xing cua (P).

@ Trong phép tinh tién thu hai, dinh I, cba (P,) bién thanh dinh I cda (P). Tim toa
doé cia I va phuong trinh truc doi ximg cla (P).

Két ludn

D6 thi ciia ham 56’y = ax” + bx + ¢ (a # 0) la mot parabol ¢6 dinh
b A : b .o N

| —; —— |, nhdn duong thang x = —— lam truc doi xung va
2a 4a 2a

hudng bé lom lén trén khi a > 0, xuong dudi khi a < 0.

Trén day, ta da biét d6 thi cia ham s6 y = ax> + bx + ¢ (a # 0) cling 1a mot
parabol "giong" nhu parabol y = ax?, chi khdc nhau vé vi tri trong mat phang
toa do. Do d6 trong thuc hanh, ta thuong vé truc tiép parabol y = ax’ + bx + ¢

ma khong can vé parabol y = ax’. Cu thé, ta 1am nhu sau :

—Xdc dinh dinh cua parabol ;

—Xdc dinh truc doi xitng va hudng bé lom ciia parabol ;

— Xdc dinh mot s6 diém cu thé ciia parabol (chdng han, giao diém
ciia parabol véi cdc truc toa do va cdc diém doi ximg véi chiing
qua truc doi xiing) ;

— Cdn cit vao tinh doi xiing, bé 1om va hinh ddng parabol dé "noi"
cdc diém dé lai.



3. Su bién thién cua ham so bac hai

Tir d6 thi cia ham s6 bac hai, ta suy ra bang bién thién sau day.

b b
X —00 —Z +00 X —00 _2_61 +00
+00 +00 A
y= ax*+bx-+c y= ax’+bx+c da
(@>0) \ A / (a<0) / \
4a —® —
Nhu vay :

Khi a > 0, ham s6 nghich bién trén khoang (—o ; —2—), dong bién
a

2 b 7 <, . 2 ~, N A . b
trén khoang (—— ; +00) va ¢6 gid tri nho nhdt la —— khi x=——.
2a 4a 2a

Khi a < 0, ham s6 dong bién trén khodng (- ; —23), nghich bién
a

. A
trén khodng (—i ; 400 ) va ¢6 gid tri [on nhdt la —— khi x = _b .
2a 4a 2a
Vi du. Ap dung két qué trén, hiy cho biét sy bién thién ctia ham s&
y= — P+ 4x =3,
V& d6 thi cua ham s6 do.
A

Gidi. Ta tinh dugc _b =2 va — =1,
2a 4a

Vay do thi cuia ham s6 y = —X+4x-31a parabol c6 dinh /(2 ; 1), nhan dudng
thang x = 2 1am truc d6i xiing va huéng bé 16m xuéng dudi.

T d6 suy ra ham s6 dong bién trén khoang (—oo ; 2), nghich bién trén khoang
(2 ; 4o0).
Ta c6 bang bién thién :

X —0 2 +00

Bang bién thién nay cho thady ham s6 c6 gid tri 16n nhat 1a 1 khi x = 2.
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Dé v& do thi, ta 1ap bang toa do cia mot s6
diém thuoc do thi nhu sau

x |0 1 2 3 4
y |3 0 1 0 -3

"No6i" cdc diém d6 lai, ta dugc parabol

y = —x* + 4x — 3 nhu hinh 2.19.

Nhdn xét. Ta ciing c6 thé v& do thi cha
ham s6 y = |ax2 + bx + c| tuong tu nhu
cdch v& d6 thi ctia ham s6 y = |ax + bl.
Ching han, dé v& d6 thi ham so

y= |—x2 + 4x — 3/, ta 1an lugt 1am nhu sau
(h.2.20) :

* V& parabol (P) :y= — +4x -3 ;

* V& parabol (P,) : y = —(—x* + 4x — 3)
bang cach 18y déi xing (P;) qua truc Ox.

* Xod di cdc diém ctlia (P;) va (P,) nam &
phia duéi truc hoanh.

Hinh 2.20

Cho ham s6y = x> + 2x —3 ¢6 d6 thi Ia parabol (P).

a) Tim toa dé dinh, phuong trinh truc déi xing va hudng bé 16m cla (P). Ttr do suy ra
su bién thién clia ham s6'y = x* + 2x - 3.

b) V& parabol (P).

c) V& d6 thi cia ham s6'y = x* + 2x - 3|.

Cau hai va bai tap

27. Cho cac ham s0 :
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a)y=-"-3; b)y=(x—3);
Oy=+2+1; d)y=-2 (x+ 1)

Khong vé d6 thi, hdy mo td do thi cia moi ham s6 trén bing cdch dién vao
chd trong (...) theo mau :



28.

29.

30.

31.

32.

— Pinh ctia parabol 12 diém c6 toa do ...

— Parabol c6 truc d6i xiing 13 duong thang ...

— Parabol c6 bé 16m hudng (1én trén / xuéng dudi) ...

Goi (P) 1a d6 thi cia ham s6 y = ax* +c. Tima va ¢ trong moi trudng hop sau :
a) y nhan gia tri bang 3 khi x = 2, va ¢6 gid tri nho nhat 1a —1 ;

b) Dinh ctia parabol (P) 1a 1(0 ; 3) vd mot trong hai giao di€ém cua (P) véi truc
hoanh 1a A(-2 ; 0).

Goi (P) la d6 thi cia ham s6 y = a(x — m)z. Tim a va m trong moi trudng
hop sau :

a) Parabol (P) c6 dinh 1a (=3 ; 0) va cét truc tung tai diém M(0 ; -5) ;

b) Puodng thing y = 4 cat (P) tai hai diém A(-1 ; 4) va B3 ; 4).

Viét mdi ham s6 cho sau day thanh dang y = a(x — p)2 + ¢. Tur d6 hay cho biét
d6 thi clia n6 c6 thé dugc suy ra tir d6 thi clia ham s6 nao nho céc phép tinh
tién do6 thi song song véi céc truc toa do. Hiy mo ta cu thé cdc phép tinh
tién do :

a)y:x2—8x+l2; b)y:—3x2—12x+9.

Ham s6 y = —2x% — 4x + 6 ¢6 do thi 1a parabol (P).

a) Tim toa do dinh va phuong trinh truc d6i xting cua (P).

b) V€ parabol (P).

c¢) Dua vao d6 thi, hay cho biét tap hgp cac gia tri cua x sao cho y > 0.

Luyen tap

. s y 1
V6i moi ham séy:—x2+2x+3véy= 5x2+x—4,héy

a) V& do thi ctia ham s0 ;
b) Tim tap hgp cac gid tri x saochoy >0 ;
¢) Tim tap hop céc gia tri ctia x sao cho y < 0.
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33. Lap bang theo méu sau day r6i dién vao 0 trong cdc gid tri thich hop (néu co).

Ham s6 c6 gid tri

Ham s6 16n nhat / nhé nhat khi x = ?

Gid tri 16n nhat | Gid tri nho nhit

y=3x2—6x+7

y=—5x2—5x+3

y:x2—6x+9

y:—4x2+4x—1

34. Goi (P) la d6 thi cia ham s6 bac hai y = ax* + bx + c. Hay xac dinh dau cta
hé sO a va biét s6 A trong moi trudng hop sau :
a) (P) nam hoan toan ¢ phia trén truc hoanh ;
b) (P) nam hoan toan & phia duéi truc hoanh ;

c) (P) cat truc hoanh tai hai diém phan biét va dinh cta (P) nim phia trén
truc hoanh.

35. V& d6 thi roi 1ap bang bién thién ciia m6i ham s6 sau :

2) y=?+324] b) y=—x2+21xl+3;

¢) y=0,5x"—Ix—11+1.

36. V& do6 thi cia m6i ham s6 sau :

b)y=

—x+1 néu x<-1 l(x+3)2 néu x<-1,
a)y= 4 , ) 2
-x“4+3 néu x>-1; )

néu x>-1.

37. Bai todn bong da
Khi mot qua béng duoc da 1én, no sé dat dén do cao nao do roi roi xuong. Biét
rang qu§ dao clia qua béng 12 mot cung parabol trong mat phang véi hé toa do
Oth, trong d6 ¢ 1a thoi gian (tinh bang gidy), ké tir khi quéa bong dugc dé lén ; i
1a do cao (tinh bang mét) cuia qua bong. Gia thiét rang qua bong duoc dé tir do
cao 1,2 m. Sau d6 1 gidy, n6 dat do cao 8,5 m va 2 giay sau khi da 1én, n6 &
do cao 6 m (h.2.21).
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a) Hay tim ham s6 bac h
hai biéu thi do cao h
theo thoi gian ¢t va c6
phan do thi trung véi
quy dao cua qua bong
trong tinh huéng trén.

b) X4c dinh do cao 16n
nhat cua qua bong (tinh
chinh xdc dén hang
phén nghin).

Hinh 221

¢) Sau bao lau thi qua bong s& cham dat ké tir khi d4 1én (tinh chinh xédc dén
hang phan tram) ?

38. Bai todn vé cong Ac-xo (Arch)

Khi du lich dén thanh ph6 Xanh Lu-i (Mi), ta s& thdy mot cai cong 16n ¢6 hinh
parabol huéng bé 16m xu6ng dudi, d6 1a cong Ac-xo. Gid st ta lap mot hé toa
do Oxy sao cho mot chan céng di qua goc O nhu trén hinh 2.22 (x va y tinh
bing mét), chan kia ctia cong & vi tri (162 ; 0). Biét mot diém M trén cong c6
toa do 1a (10 ; 43).

a) Tim ham s6 bac hai c6 d6 thi chida cung parabol ndi trén.

b) Tinh chiéu cao ctia c6ng (tinh tir diém cao nhat trén céng xuéng mat dat,

lam tron két qua dén hang don vi)

43qM

10 162 X
Cong Ac-xo ¢ Mi Hinh 2.22
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o0&, .
S

MOT SO HINH ANH DPUONG PARABOL TRONG THUC TE

Parabol Ia mot dudng cong don gian nhung rat dep. Bdi vay, ching ta c6 thé thay né
xuat hién trong nhiéu cong trinh kié€n tric ¢ Viét Nam va trén thé gidi.

Ngoai ra, parabol con c6 nhiéu tinh chat Ii thG ma ching ta s& nghién clu trong
Hinh hoc.

Cadu treo Binh Thanh

trén tuyén quoc 1o 19 noi thanh pho Hué
voi huyén mién niii A-lui.
Anh VNTTX.

Bé phun nuéc & Tudn Chdu, Cdu A-ra-bi-da & Podc-t6 B Pao Nha.
tinh Qudng Ninh.



39.

40.

41.

42.

43.

. m

Cau hdi va bai tap on tap chuong Il

V6i mdi cau hoi sau day, hay chon phan két luan ma em cho 1a ding.
a) Trén khoang (—1; 1),hams6 y=-2x+5

(A) Dbong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.
b) Trén khoang (0; 1), ham s6 y = 42 -3

(A) Dong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.
c¢) Trén khoang (-2 ; 1), ham s6 y = ¥ +2x-3

(A) Dong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.
a) Tim diéu kién clia a va b, sao cho ham s6 bac nhat y = ax + b 1a ham s0 1€.
b) Tim diéu kién ctia a, b va ¢, sao cho ham s6 bac hai y = ax’+ bx + ¢ 1a ham
sO chan.
Dua vao vi tri d6 thi cia ham s6 y = ax’ +bx +c, hay xac dinh diu cta cac hé
s6 a, b, ¢ trong moéi trudng hop dudi day (h.2.23) :

Y y y

[0 X
b) c) d)

Hinh 2.23

Trong mdi truong hop cho dudi day, hay vé do thi ctia cdc ham sé trén cung
mot mat phang toa do roi xdc dinh toa do giao diém cta chiing :

a)y=x—1v21y=x2—2x—1;
b)yz—x+3vﬁy=—x2—4x+1;
c)y:2x—5v51y:x2—4x—l.
Xic dinh cdc hé s6 a, b va ¢ dé cho ham s6 y = ax’ + bx + ¢ dat gia tri nho
nhat bang % khi x = % va nhan gié tri bang 1 khi x = 1. Lap bang bién thién
va vé do thi ctia ham s6 dé.
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44. V& do thi cua cac ham so sau roi lap bang bién thién clia nd :

2x néux<0
; b)y=

a) y= 2 9
x“—xnéux=0;

éx—2
2

c)y= ; d) y=x]|x|—2x—1.

1 - 3
— X"+ x—=
2 2

45. Trén hinh 2.24, di€ém M chuyén F__ G
dong trén doan thang AX. T M, ké .
duong thang song song véi AB, cit D N
mot trong ba doan thing BC, DE, ]
FG tai diém N. Goi S la dién tich C
ctia mién t6 dam nam & bén trai MN. :
Goi do dai doan AM lax (0<x<9).
Khi do, S 1a mot ham s6 cua x. Hay

néu biéu thic x4c dinh ham s6 S(x). A T ' X

46. Bai todn tau vii tru Hinh 2.24

Khi mot con tau vii tru dugc phong y
lén Mat Trang, trudc hét n6 bay vong

quanh Trai bat. Sau d6, dén mot

thoi diém thich hgp, dong co bat dau

hoat dong dua con tau bay theo quy quy dao
dao 1a mot nhanh parabol 1én Mat

Trang (trong hé toa do Oxy

nhu trén hinh 2.25, x va y tinh y 1
bing nghin kilomét). Biét ring khi Oy
dong co bat dau hoat dong, tic 1a
khi x =0 thi y = -7. Sau d6, y = 4 Hinh 2.25
khi x =10 va y =5 khi x = 20.

a) Tim ham s6 bac hai ¢ d6 thi chita nhanh parabol ndi trén.

b) Theo lich trinh, dé dén dugc Mat Trang, con tau phai di qua diém (100 ; y)
vOi y =294 + 1,5. Hoi diéu kién d6 cé duge thoa méan hay khong ?
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PHUONG TRINH
VA HE PHUONG TRINH

flx) =gx) =

X=x, hodc x = x

2

Tu thud xa xua, trong lich st phat trién ctia toan hoc, phuong
trinh da la van dé trung tam cta dai s6 hoc. Trong Dai s6 10
nang cao, cac van dé vé phuong trinh va hé phuong trinh bac
nhat va bac hai ciing la mét ndi dung trong tam cla chuong
trinh. Chuing duoc trinh bay chinh xac hon, day d hon, hé thong
hon so voi I6p dudi. Trong do, diéu dang luu y va tuong déi kho la
van dé giai va bién luan phuong trinh. Bai vay, chuong nay doi hdi
nhing ki nang thanh thao trong viéc giai cac phuong trinh va
hé phuong trinh bac nhat va bac hai trén co sd cac phuong
phap co ban ma séach gido khoa da cung cép.
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Q 1 DAI CUONG VE PHUONG TRINH

O 16p dudi, ta da 1am quen v6i khai niém

N 2 1 _ 5 PHUONG TRINH
phuong trinh, chang han, 2x — 1 = Jx 1a Fx) = g(x)

MENH BE
CHUA BIEN
mot phuong trinh. D€ ¢6 mot cach hiéu o
méi, ta xem "2x — 1 = +/x " 1a mot ménh dé
chita bién. Gia tri ciia bién x lam cho ménh
dé d6 ddng chinh 1a nghiém cta phuong
trinh. Sau day, ching ta s€ dinh nghia
phuong trinh theo quan diém do6.

1. Khai niém phuong trinh mét 4an
DINH NGHIA

Cho hai ham s6'y = f(x) va y = g(x) ¢6 tap xdc dinh lan lugt la 9
s ¢ st ) — C C

va D, Dat P =Dy 9D,

Ménh dé chita bién "f(x) = g(x)" duoc goi la phwong trinh mot dn ;

x goi la dn s6 (hay dn) va 9D goi la tap xdc dinh ciia phuong trinh.

S6' xy € D goi la mét nghiém ciia phuong trinh f(x) = g(x)

néu "f(xy) = g(xp)" la ménh dé ding.

CHUY1

Dé thuan tién trong thuc hanh, ta khong can viét o tap xdc dinh 9
clia phuong trinh ma chi cin néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién do
goi 1a diéu kién xdc dinh cia phuong trinh, goi tat 1a diéu kién cua
phuong trinh.

Dé don gian, ta coi cdc ham so dugc néi dén trong bai nay déu
digc cho bang biéu thirc. Vay theo quy udc vé tap xdc dinh cia
ham s6 cho bdi biéu thiic, diéu kién ctia phuong trinh bao gém cac
diéu kién dé gia tri ctia f{x) va g(x) cing duoc xdc dinh va céc diéu
kién khac clia 4n (néu c6 yéu cau).
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Vidul
a) Diéu kién clia phuong trinh Vx> —2x% +1 =3 lax’ = 2% + 1 > 0.

b) Khi tim nghiém nguyén ctua phuong trinh 2 — — =+/x , ta hiéu didu kién
X

ctia phuong trinh la x € Z, x # 0 vax > 0 (hay x nguyén duong). O
CHUY 2
1) Khi giai mot phuong trinh (tdc la tim tap nghiém cta phuong trinh),
nhiéu khi ta chi can, hodc chi c¢6 thé tinh gid tri gdn ding cua
nghiém (v6i do chinh xdc nao d6). Gid tri d6 goi 1a nghiém gdn
diing cua phuong trinh.
Chang han, bing mdy tinh b tdi, ta tinh nghiém gin ding (chinh
xdc dén hang phan nghin) cta phuong trinh X =7lax~1913.

2) Céac nghiém cua phuong trinh f(x) = g(x) 1a hoanh d6 cac giao
diém ctia d6 thi hai ham s6 y = f(x) va y = g(x).

Phuong trinh tuong duong

Ta da biét : Hai phuong trinh (ciing 4n) dugc goi 1a fuong diong néu ching c6
cung mot tap nghiém. Néu phuong trinh f;(x) = g;(x) twong duong véi phuong
trinh f5(x) = g,(x) thi ta viét

[i0) =g1(0) & fr(x) = g().
[H1] Mi khéng dinh sau day ding hay sai ?

a) Vx—-1=2J1-x < x—-1=0.
b) x+Vx-2=1++x-2 < x=1.

c) =1 x=1.

« Khi muon nhan manh hai phuong trinh ¢6 cuing tap xac dinh & (hay c6 ciing
diéu kién xdc dinh ma ta ciing ki hiéu 1a 9) va twong duong vé6i nhau, ta néi

— Hai phuong trinh twong duong véi nhau #rén 9, hodc

— Vi diéu kién 9, hai phuong trinh tuong duong véi nhau.

Chéng han véi x > 0, hai phuong trinh F=lvax=1 tuong duong v6i nhau.
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« Trong céc phép bién déi phuong trinh, dédng chid y nhat 1a cdc phép bién déi
khong lam thay déi tap nghiém ctia phuong trinh. Ta goi ching 1a céc phép
bién doi tuong duong. Nhu vay
Phép bién doi tuong duong bién mot phuong trinh thanh phuong
trinh tuong duong voi no.

Chang han, viéc thuc hién cdc phép bién ddi déng nhat & moi vé clia mot
phuong trinh va khong thay déi tap xdc dinh clia n6 12 mot phép bién doi
tuong duong.

Du6i day 1a dinh If vé mot s6 phép bién doi tuong duong thudng dung.

DINH Li 1

Cho phuong trinh fix) = g(x) ¢6 tdp xdc dinh D ; y = h(x) la mot
ham s6 xdc dinh trén 9D (h(x) c6 thé 12 mot hing s6). Khi dé trén
G, phuong trinh da cho tuong dong véi méi phuong trinh sau :

D fx) + h(x) =gx) +h(x) ;

2) fix) h(x) = g(x) h(x) néu h(x) =0 vdi moix € 9.

Chiing minh. Ta ching minh cho két luan thit nhat. Két luan tht hai dugc
chiing minh tuong tu.

That vay, ca ba ham s6 f, g, va h déu xéc dinh trén 9 nén néu x, thuoc 9 thi
fxg), g(xp) va h(xp) 1a nhitng s6 xdc dinh. Do d6, 4p dung tinh chat clia déng
thidc s06, ta co :

fxo) = g(xp) & flxg) + h(xg) = g(xg) + h(xp).

bi¢u d6 ching t6 rang néu x; 1a nghiém cua phuong trinh nay thi ciing 1a
nghiém cua phuong trinh kia va ngugc lai. Vay hai phuong trinh f(x) = g(x)
va f(x)+ h(x) = g(x) + h(x) tuong duong v6i nhau. O

T dinh Ii trén, ta dé thay : Hai quy tic bién d6i phuong trinh da hoc & 16p
du6i (quy tic chuyén v€ va quy tdc nhan v6i mot s6 khac 0) 1a nhitng phép
bién déi tuong duong.

@ Méi khéng dinh sau dung hay sai ?

a) Cho phuong trinh 3x+~/x—2 = x>. Chuyén x-2 sang vé phai thi dugc phuong
trinh tuong duong.



b) Cho phuong trinh 3x+~x-2 = x* ++x-2. Lugc bd Jx-2 & cd hai vé& cla
phuong trinh thi dugc phuong trinh tuong duodng.

Phuong trinh hé qua
Vi du 2. Xét phuong trinh
Jx=2-x (1)
Binh phuong hai vé, ta dugc phuong trinh méi
x=4—4x+ 2" )
Tap nghiém cta (1) 1a §; = {1}, cua (2) 1a S, = {1 ; 4}. Hai phuong trinh (1)
va (2) khong tuong duong. Tuy nhién, ta thiy S, o S ; trong trudng hop nay,
tanoi (2) 1a phuong trinh hé qud cua phuong trinh (1). O
Téng quat,
f1(x0) = g,(x) goi la phuong trinh hé qud ciia phuong trinh
fx) = g(x) néu tdp nghiém ciia né chita tdp nghiém cia phuong
trinh f(x) = g(x).
Khi dé, ta viét
J) = g(x) = f1(x) = g1(%0).

Tu dinh nghia nay, ta suy ra : Néu hai phuong trinh twong duong thi moi
phuong trinh déu 1a hé qua ctia phuong trinh con lai.

Trong vi du 2, gid tri x = 4 1a nghiém cta (2) nhung khong 1a nghiém cuta (1).
Ta goi 4 1a nghiém ngoai lai cua phuong trinh (1).
Mé&i khéng dinh sau day dung hay sai ?

a) Jx-2=1= x-2=1.
b) x(x—1)

x—1

=1 = x=1.

Trong céc phép bién déi dan dén phuong trinh hé qua, ta thudng sir dung phép
bién doi dugc néu trong dinh 1f sau day.

DINH Li 2

Khi binh phuong hai vé cia mot phuong trinh, ta duoc phuong
trinh hé quad cua phuong trinh da cho.

f0) = g0) = [F W) = [gW)T.
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CHUY

1) C6 thé chiing minh dugc rang : Néu hai vé& clia mot phuong trinh
luon cung ddu thi khi binh phuong hai v€ clia nd, ta dugc phuong
trinh tuong duong.

2) Néu phép bién déi mot phuong trinh din dén phuong trinh hé
qua thi sau khi giai phuong trinh hé qua, ta phai thu lai cac nghiém
tim dugc vao phuong trinh da cho dé phat hién va loai bo nghiém
ngoai lai.

Vi du 3. Giai phuong trinh [x — 1| =x — 3.
Gidi. Binh phuong hai vé, ta dugc phuong trinh hé qua
M -2x+1=x"—6x+9.

Giai phuong trinh nay, ta duoc x = 2. Thir lai, ta thdy 2 khong phai 1a nghiém
ctia phuong trinh da cho. Vay phuong trinh da cho v nghiém. O

Phuong trinh nhiéu 4n
Trong thuc t€, ta con gap nhitng phuong trinh c6 nhiéu hon mot 4n. D6 1a cdc
phuong trinh dang F = G, trong d6 F va G 1a nhiing biéu thiic clia nhiéu bién.
Chﬁng han,

2x2+4xy—y2:—x+2y+3 3)
12 mot phuong trinh hai dn (x vay) ;

xX+y+z=3xyz 4)

1a mot phuong trinh ba dn (x, y va z).
Néu phuong trinh hai &n x va y tr& thanh ménh dé ding khi x = xy va y = y,
(V6i x; va y, 1a s6) thi ta goi cdp s0 (xg ; yo) 12 mét nghiém cla né. Chang
han, cap s6 (1 ; 0) 1a mot nghiém cta phuong trinh (3).
Khai niém nghiém cuia phuong trinh ba 4n, bon 4n,... cling dugc hiéu tuong tu.
Chang han, bo ba s6 (1 ; 1; 1) 12 mot nghiém ctia phuong trinh (4).
D6i v6i phuong trinh nhiéu 4n, cdc khéi niém tap xdc dinh (diéu kién xdc
dinh), tdp nghiém, phuong trinh twong dwong, phuong trinh hé qua,... ciing
twong tu nhu doi v6i phuong trinh mot 4n.



Phuong trinh chita tham so
Chiing ta con xét ca nhiing phuong trinh, trong d6 ngodi cdc 4n con c6 nhiing
chit khac. Cac chit nay duoc xem 1a nhiing s6 da biét va dugc goi la tham so.

Chéng han, phuong trinh m(x + 2) = 3mx — 1 (v6i 4n x) 12 mot phuong trinh chiia
tham sé m.

Tim tap nghiém ca phuong trinh mx+2=1-m (véi m Ia tham s6) trong mdi
fruonghgp: a) m=0; b) m=0.

RO rang nghiém va tap nghiém ctia mot phuong trinh chia tham s6 phu thudc
vao tham s6 d6. Khi giai phuong trinh chita tham s6, ta phai chi ra tap nghiém
clia phuong trinh tuy theo cdc gid tri c¢6 thé cla tham s6. D€ nhan manh y
do, khi giai phuong trinh chita tham s6, ta thuong néi 1a giai va bién ludn
phuong trinh.

~ 2 m Y . m ~
Cau hoi va hai tap
Tim diéu kién xéc dinh cia m6i phuong trinh sau roi suy ra tap nghiém cta né :

a) Jx=+v-x ; b) 3x-vx-2=v2—-x+6:
c) 3_3x=x+\/x—3; d)x+ vx— =-x.

X —

Giai cac phuong trinh sau :

Ax+Vx—1=2++x-1; b) x++vx—-1=05++x-1;
0 X 3 ) ) x 2
29dx=5 +~x-=-5 ’ 24x—-5 ~x-5

Giai cac phuong trinh sau :
2) 1+ 1 _ 2x—1 : b) x+ 1 :2x—3 :
x—1 x-1 x=2 x-=-2
) (W =3x+2)Vx-3 =0; d) (@ —x-2)Vx+1 =0.
Giai cdc phuong trinh sau bang cach binh phuong hai vé€ ctia phuong trinh :
a) Vx—-3 =/9-2x ; b) Vx—1=x-3;

O)2x—-1|=x+2; d)|x—2]=2x-1.
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PHUONG TRINH BAC NHAT
VA BAC HAIMOT AN

Ta da biét cach giai :

— Phuong trinh bdc nhdt (4n x) la phuong trinh c6 dang ax + b = 0
(a va b la hai s6 da cho v6i a #0) ;

— Phuong trinh bdc hai (an x) 1a phuong trinh c6 dang ax> +bx+c=0
(a,bvaclabasodachovéia=0); A= b — dac goi la biét thirc, A' = b2 — ac
(v6i b =2b") goi la biét thiic thu gon clia phuong trinh bac hai.

Trong bai nay, chiing ta s€ nghién cttu cach giai va bién luan cac phuong trinh
bac nhat va bac hai c6 chita tham so.

Giai va bién luan phuong trinh dang ax + b =0

Két qua giai va bién luan phuong trinh dang ax + b = 0 duoc néu trong
bang sau day.

: . b
a#0 : Phuong trinh c6 mot nghiém duy nhat x = ——.
a

2) a =0va b #0 : Phuong trinh v nghiém.

3) a=0va b =0 : Phuong trinh nghi¢m ding v6i moi x € R.

Vidu 1. Giai va bién luan phuong trinh sau theo tham s6 m

mex +2=x+2m. (1)
Gidi. Ta bién d6i tuong duong
(1) & m’x—x =2m—2
& (mP = Dx=2m-1). (1a)

Xét cac truong hop sau day.
DKhim=x1(ttclam=1vam=-1),tacod m>—1 # (0 nén (1a) c6 nghiém
2(m—1) 2
X = =

m2—1 m+1'

D6 1a nghiém duy nhat ctia phuong trinh da cho.



2) Khi m = 1, phuong trinh (1a) trd thanh Ox = 0 ; phuong trinh nay nghiém

ding v6i moi x € R nén phuong trinh (1) cling nghiém ding v6i moi x € R.

3) Khi m = —1, phuong trinh (1a) tr& thanh Ox = —4 ; phuong trinh nay vo
nghiém nén phuong trinh (1) cling vo nghiém.

Két ludn
. . 2 . s 2
m#=x1:(1)conghiém x= —— | tAp nghiém1la§ = ——; |.
m+1 m+1
m=—1:(1) vo nghiém (tap nghiém 1a § = ).
m=1: (1) nghiém ding v6i moi x € R (tap nghiém 1a S = R). O

Giai va bién luan phuong trinh dang ax* + bx + ¢ = 0

Két qua giai va bién luan phuong trinh dang ax® +bx+c=0 duoc néu trong
bang sau day.

1) a=0: Tro vé giai va bién luan phuong trinh bx + ¢ = 0.
2)a#0:
e A > 0 : phuong trinh c6 hai nghiém (phan biét)
N —b+~A
X=———vVvax=———
2a 2a

o A =0 : phuong trinh c6 mot nghiém (kép) x = —zi ;
a

e A <0 : phuong trinh vo nghiém.

EI Trong trudng hop nao thi phuong trinh ax* + bx +¢ =0 :
a) Co6 mét nghiém duy nhéat ?
b) V6 nghiém ?
Vi du 2. Giai va bién luan phuong trinh sau theo tham sé m
mx’ = 2(m —2)x +m -3 =0. )

Giai. V6i m = 0, phuong trinh (2) tré thanh 4x — 3 =0 ; n6 ¢6 nghiém x = % .

Vé6i m # 0, (2) 1a phuong trinh bac hai véi biét thic thu gon la
A=(m-27—mm-3)=4—m.
73



Do d6 :

— Néu m > 4 thi A' < 0 nén (2) vo nghiém ;

— Néu m =4 thi A" =0 nén (2) ¢6 mot nghiém x = m_—ZZ%
m
—Néum <4 vam=#0thi A'>0nén (2) c6 hai nghiém

m-—2—-~4-m v m—2+~N4-m

m m

b

Két ludn.
m>4:(2) vo nghiém ;
m=0:(2) cénghiém x :% ;

m-2xN4-m

0#m<4:(2)co6hai nghiém x =
m

(hai nghiém nay triing nhau va bang % khi m = 4).

@ Giai va bién ludn phuong trinh (x —1)(x—mx+2) =0 theo tham s6 m.

Vi du 3. Cho phuong trinh

3x+2= - X +x+ a 3)
Bing d6 thi, hday bién luan s6 nghiém ctia phuong trinh (3) tuy theo cac gi4 tri
cua tham s6 a.

Gidi. Trude hét, ta dua phuong trinh (3) vé dang y

Cr+2=a ) \ /
S6 nghiém cua phuong trinh (3) ciing l1a s6 nghiém . =4
ctia phuong trinh (4) va bang s6 giao diém ctia parabol \/4

P):y= ¥+ 2x+2 véi duong thang (d) : y = a. Quan
sat d6 thi (h.3.1), ta thiy dinh clia parabol (P) 12 diém
M(~1 ; 1), khi a thay ddi thi dudng thang (d) ciing 10
thay déi nhung luon song song (hodc trung) véi truc
hoanh. Tt d6, ta suy ra :

— Véi a < 1, phuong trinh (3) vo nghiém (dudng thang (d) va parabol (P)
khong c6 diém chung) ;

M L

1 X
-1

Hinh 3.1

— Véi a = 1, phuong trinh (3) c6 mot nghiém (kép) (dudng thang (d) tiép xic
véi parabol (P)) ;

— Vé6i a > 1, phuong trinh (3) c6 hai nghiém (dudng thang (d) cat parabol (P)
tai hai diém phan biét). O



CHUY
Khi viét phuong trinh (3) dudi dang X +3x+2=x+a,ta thay két

qua trén con cho biét s6 giao diém clia parabol y = X+ 3x + 2 v6i
duong thing y = x + a.

Ung dung cia dinh li Vi-ét

.0 16p dudi, ching ta da hoc dinh 1 Vi-ét d6i véi phuong trinh bac hai.

Hai s6 x; va x, la cidc nghiém cua phuong trinh bac hai
ax’> +bx+c¢ =0
khi va chi khi chiing thoa man cac hé thic

b . c
Xl +X2 =_; va X].XZ :;'

Dinh 1 Vi-ét ¢6 nhiéu tng dung quan trong, chang han nhu :

1) Nhdm nghiém ciia phuong trinh bdc hai ;

2) Phan tich da thitc thanh nhdn tir :

Néu da thiic f(x) = ax* + bx + ¢ ¢6 hai nghiém x, va x, thi né cé thé phan tich
thanh nhdn tw f(x) = a(x —x))(x —x,) (xem bai tap 9) ;

3) Tim hai so biét tong va tich ciia chiing :

Néu hai s6"cé tong la S va tich la P thi ching la cdc nghiém cua phuong trinh
= Sx+P=0.

[H3] Co thé khoanh mot soi day dai 40 cm thanh
mot hinh chit nhéat cé dién tich S cho trudc trong
méi trudng hop sau day dugc hay khéng ?
a)S=99 cm*; b)S=100cm*; c¢)S=101 cm*.
e Sau day, ta s& tim hiéu mot tng dung quan
trong khic cta dinh 1i Vi-ét la xét ddu cdc

nghiém cuia phuong trinh bdc hai.

Dinh Ii Vi-ét cho phép ta nhan biét dau cac nghiém cua mot phuong trinh bac
hai ma khong can tim cac nghiém d6. Ta c6 nhan xét sau day.
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Nhdn xét
Cho phuong trinh bdc hai ax* + bx + ¢ =0 ¢6 hai nghiém x| va x,

b
(¢, <x)). Dt S=—2 vaP =< Khidé :
a a

— Néu P <0 thi x; <0<x, (hai nghiém trai dau) ;
— NéuP >0vaS>0thi 0<x;<x, (hai nghiém duong) ;

— NéuP >0vaS<0thi x;<x,<0 (hai nghiém am).

Vi du 4. Phuong trinh (1—ﬁ)x2—2(1+ﬁ)x+ﬁ=0céa= 1-2<0
vi c=+2>0 nén P<0.

Vay phuong trinh d6 c6 hai nghiém trai dau. O

CHUY
Trong vi du 4, ca hai két luan phuong trinh ¢6 hai nghiém va hai
nghiém d6 trdi ddu déu dugc suy ra tir P < 0.

Truong hop P > 0, ta phai tinh A (hay A') dé xem phuong trinh ¢
nghiém hay khong r6i méi tinh § d€ x4c dinh dau cdc nghiém.

Vi du 5. Xét ddu cac nghiém cuia phuong trinh sau (néu c6)
(2—\/§)x2+2(1—\/§)x+1:0. (*)

Gidi. Ta c6

a= 2—\/§ >0vac=1>0 = P>0;

A= (1—\6)2—(2—\/5)= 2-3 = A' >0 (vay (*) c6 hai nghiém phan biét) ;

a=2-3>0va -b'=—(1-43)=3-1>0=5>0.

Do d6, phuong trinh da cho c6 hai nghiém duong. O

V6i méi phuong trinh cho trong a) va b) dusi day, hay chon khdng dinh dung
trong céc khang dinh da cho.

a) Phuong trinh —0,5x* +2,7x +1,5=0



(A) CO hai nghiém trai ddu ; (B) C6 hai nghiém duong ;
(C) C6 hai nghiém am ; (D) V6 nghiém.

b) Phuong trinh x* — (\/5 + \/g)x +6 =0
(A) C6 hai nghiém trai déu ; (B) C6 hai nghiém duong ;
(C) C6 hai nghiém am ; (D) V6 nghiém.

o Viéc xét ddu cac nghiém ctia phuong trinh bac hai gitp ta xac dinh dugc s6
nghiém cta phuong trinh tring phuong.
Ta da biét, d6i véi phuong trinh tring phuong

ax* + b’ + ¢ =0, (4)
néu daty = P (y 2 0) thi ta di dé€n phuong trinh bac hai doi vé6i y

ay> + by +c=0. (5)
Do d6, mudn biét s6 nghiém ctia phuong trinh (4), ta chi can biét s6 nghiém
ctia phuong trinh (5) va dau cta ching.
El Mai khang dinh sau day ding hay sai ?
a) Néu phuong trinh (4) co6 nghiém thi phuong trinh (5) co6 nghiém ;

b) Néu phuong trinh (5) c6 nghiém thi phuong trinh (4) co6 nghiém.

Vi du 6. Cho phuong trinh
V2x* — 22 = 3)x? =12 =0. (6)

Khong giai phuong trinh, hily xét xem phuong trinh (6) c6 bao nhiéu nghiém ?

Gidi. Dat y = x* (y > 0), ta di dén phuong trinh
V2y? = 2(2 =)y - 12 =o. (7)

Phuong trinh (7) ¢6 @ =2 >0 va ¢ = —/12 <0 nén c6 hai nghiém tréi
dau. Vay phuong trinh (7) c6 mot nghiém duong duy nhit, suy ra phuong

trinh (6) c6 hai nghiém doi nhau. O
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Cau hai va bai tap

Xem céc bai giai sau day va cho biét moi bai giai d6 ding hay sai. Vi sao ?

2) (x—2)(x—1)=0c:> x—2 - 1)=0 o X —

Jx -1 Jx -1

2 =0 hodac x—-1=0.

Jx -1

Taco ——" =0 < x=2:x-1=0 < x=1.

2
Jx -1
Vay tap nghiém cla phuong trinh dacholaS={1;2}.

D Vl-2=1-x o ¥ -2=(1-x) & -2=1-2+x

<:>2x=3c>x=%

Vay phuong trinh ¢c6 mot nghiém x = %

Giai va bién luan cac phuong trinh :

a)(m2+2)x—2m=x—3; bymkx-m)=x+m -2
coomx-—-m+3)=mkx-2)+6; d)mz(x—1)+m:x(3m—2).

Dua vao hinh 3.1 (trang 74), tim c4c gi4 tri cha a dé phuong trinh (3) cho
trong vi du 3 c¢6 nghiém duong. Khi d6, hdy tim nghiém duong cta (3).

Giai va bién luan cac phuong trinh :

a) (m—1x"+3x—1=0;

b) **—4x+m—3=0.

a) Gia su phuong trinh ax* + bx+c =0 (a # 0) c6 hai nghiém la x; va x,.
Chiing minh rang ta c6 thé phan tich ax’ + bx+c= a(x —x))x —x,).

b) Ap dung. Phan tich cic da thtc sau thanh nhan ti :

f)==2-Tx+4 va g(x)= (N2 +Dx? =2(J2 + Dx +2.

Khong giai phuong trinh P2 —15= 0, hay tinh :
a) Téng céc binh phuong hai nghiém clia né ;

b) Téng céc lap phuong hai nghiém ctia n6 ;

¢) Téng cdc Iu¥ thira bac bon hai nghiém ctia no.

Huéng ddn. xi +x5 =(xi +x3)* = 2x7x3.



11. Trong cdc khang dinh sau day, c6 duy nhat mot khéng dinh ding. Hay chon
khéang dinh ding doé.

Phuong trinh (\/5—1)x4+x2+2(1—\/§)=0 :
(A) Vo nghiém ;

(B) C6 hai nghiem x:i%\/(1+\/§)(\/33—16«/§—1) :
(C) C6 bén nghiémx:i%\/(1+\/§)(\/33—16x/§—1) va x=+43

(D) C6 hai nghiém x = ++/3..

GIAI PHUONG TRINH BAC HAI
BANG MAY TiNH CASIO fx - 500MS

May tinh CASIO fx - 500MS cb6 thé gitp ta tim nghiém ding hodc nghiém gan ding
(v6i chin chit s6 thap phan) ciia phuong trinh bac hai ax? +bx+c=0 v6i cac hé s6
béng s6.

Dé giai phuong trinh ax? + bx +¢ =0, trudc hét ta an cac phim [MODE| [MODE] [1] [5]
dé vao chuong trinh gidi. Sau d6, ta nhap tiing hé sé bang cach an phim tuong (ing
véi hé s6 d6 va phim [5] .

* D& giai phuong trinh 2x> —5x—3=0, ta an lan ludt cac phim sau :

[MODE| [MODE] [1] [>] [2]2 [5] [9)]5 [=] [0)]3[=]

Khi dd, két qua la x, =3. An tiép phim [5], ta dugc x, =—0,5.

* DE giai phuong trinh 9x> —12x+4 =0, ta &n lan ludt cac phim sau :

[MODE| [MODE] [1] [] [2] 9 [=] [()] 12 [=] 4[2]

Khi d6, két qua 1a x ~ 0,666 666 666. An tiép hai phim [SHIFT] [d/c], ta dudc x = %

D6 1a nghiém kép clia phuong trinh.
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* DE giai phuong trinh 5x* +4x+1=0, ta &n |an ludt cac phim sau :
[MODE| [MODE] [1] [ [2] 5[=] 4[=] 1]

Khi d6, trén man hinh xuat hién gia tri x, = 0.4 cung véi ki hiéu R < I & goc trén
bén phai. Diéu d6 c6 nghia la phuong trinh d& cho khéng cé nghiém thuc.

* D& giai phuong trinh x> +5,3x—1,46 =0, ta &n lan ludt cac phim sau :
[MODE| [MODE] [1] [»] [2]1[=] 5,3[=] [(9)] 1.46]=]

Khi d6, két qua la x; ~ 0,262473 175. An tiép phim [=], ta dudc x, ~ —5,562 473 176.
D6 1a cac nghiém gan dung clia phuong trinh.

Luyen tap

Giai va bién luan cac phuong trinh sau (m 1a tham so) :

Q) 2(m+ Dx—m(x —1)=2m+3;  bym’ (x—1)+3mx =(m*+3)x -1;
O3m+Dx+4=2x+5(m+1) ; d)m2x+6=4x+3m.

a) Tim cdc gi4 tri cha p dé phuong trinh (p + 1)x — (x +2) =0 vo nghiém.

b) Tim cdc gi4 tri ctia p dé phuong trinh pzx —p =4x — 2 c6 vo sO nghiém.
Tinh nghiém gan diing clia cic phuong trinh sau (chinh xac dén hang phan tram) :
a) x> —5,60x +6,41=0 ; b) V2 ° +43x-242 =0.

Tim d6 dai cdc canh ctia moOt tam gidc vuong, biét rang canh thi nhat dai hon
canh thtt hai 1a 2 m, canh thtt hai dai hon canh thit ba 1a 23 m.
Giai va bién luan cac phuong trinh sau (m va k 1a tham s0) :

) (m—- D> +7x-12=0 ; by mx> —2(m+3Nx+m+1=0;
Olk+1x-1]jx—-1)=0; d) (mx —-2)2mx —x+1)=0.

Bién luan so giao diém clia hai parabol y = ¥ —2x+3va y= x> —m theo
tham so m.

Tim céc gid tri clia m dé phuong trinh x> —4x+m—1=0c6 hai nghiém x; va
X, thod man hé thic x; +x; = 40.

Giai phuong trinh &+ (4m + 1)x + 2(m —4) = 0, biét rang n6 cb hai nghiém
va hiéu gitta nghiém 16n va nghiém nho bang 17.



20.

21.

Khong giai phuong trinh, hay xét xem moi phuong trinh triing phuong sau day
c6 bao nhiéu nghiém.

a) '8 +12=0 ; b) —1,5x* —2,6x° +1=0;
) (1—ﬁ)x4+2x2+1—ﬁ=0; d)—x4+(ﬁ—ﬁ)x2 ~0.

Cho phuong trinh kx* — 2(k + Dx + k + 1 =0.

a) Tim c4c gi4 tri cia k dé phuong trinh trén c6 it nhat mot nghiém duong.

b) Tim céc gid tri clia k d€ phuong trinh trén c¢6 mot nghiém 16n hon 1 va mot
nghiém nho hon 1. Hudéng dan. Datx =y + 1.

MOT SO PHUONG TRINH QUY VE
PHUONG TRINH BAC NHAT HOAC BAC HAI

Phuong trinh dang |ax + b |=|cx + d |
a) Cdch giai 1
Ching tada biét | X|=|Y| < X=1Y (v6i Xva Y la hai s6 tuy y). Tuong tu, ta c6
lax+b|=|cx+d| & ax+b = £ (cx+d).

Nhu vay, muon giai phuong trinh | ax + b | = | cx + d |, ta chi viéc giai hai
phuong trinh ax+ b =cx+dvaax+b =—(cx +d) roi ldy tit ca cac nghiém
thu duoc.
Vi du 1. Giai va bién luan phuong trinh

|mx—-2|=|x+m]|. (1)
Huéng ddn. Dé giai phuong trinh (1), ta phai giai hai phuong trinh :

mx—2=x+m; (1a)
mx —2=—(x+m). (1b)
Taco(la) & (m—Dx=m+ 2.
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Do d6, (1a) vo nghiém khi m = 1 va c6 nghiém x = m_+? khim # 1.
m_
Taco (1b) <& (m+ 1)x=-m+ 2.
-m+2

Do d6, (1b) vo nghiém khi m = —1 va c6 nghiém x = khi m = —1.

m+1
Dé két luan vé nghiém ctia phuong trinh da cho, ta 1ap bang sau day.

Nghiém ciia (1a) | Nghiém cua (1b) | Nghiém cua (1)

{ 5 nohic -m+2 1

= vO nghiém =—

" S mil 2
: m+2 1 5 nohia

= - =—— 0 nghiém
" m—1 2 VO nEte
m+2 -m+2

m#+1

m—1 m+1

El Dién vao cot cudi trong bang trén réi phat biéu két ludn vé nghiém cla phuong
trinh (1).

b) Cdch gidai 2

Do hai v€ ctia phuong trinh | ax + b | = | cx + d | luon khong am nén khi binh
phuong hai v€ clia n, ta dugc phuong trinh tuong duong. Nhu vay, c6 thé giai
phuong trinh néu & vi du 1 nhu sau

(e mx—27°= x+m)? < - D> —6mx+4—m*=0.

@ Gidi tiép phuong trinh trén bdng céch xét cac trudng hdp m = -1, m =1 vam # +1
r6i so sanh vai két qua thu dugc tir cach 1.

Phuong trinh chita 4n ¢ mau thiic

Khi gidi phuong trinh chita 4n & mau thic, ta phai chd y dén diéu kién xdc
dinh ctua phuong trinh.

Vi du 2. Giai va bién luan phuong trinh

mx +1 _5 2)

x—1



Gidi. Diéu kién cta phuong trinh 1a x — 1 # 0, tic 1a x # 1. V6i di€u kién do,
ta co

2) S mx+1=2(x-1)
& (m—2x=-3. (2a)
1) V6i m # 2, tacd m —2 # 0. Phuong trinh (2a) ¢6 nghiém x = _—3 Gia tri
m —

nay la nghiém cua (2) néu né thoa man diéu kién x # 1. Ta c6

2l -3#m-2 < m#-1.

m-—2

Do d6:

Khim#2vam#-1thix=

la nghiém cua (2) ;
m—2

Khi m =—1 thi gid tri x = _—32 bi loai. Phuong trinh (2) v6 nghiém.
m —

2) V6i m = 2, phuong trinh (2a) trd thanh Ox = —3. Phuong trinh nay vo
nghiém nén phuong trinh (2) vo nghiém.

Két ludn
Khi m # —1 va m # 2, phuong trinh (2) c6 nghiém x = _—2 .
o
Khi m = -1 hodac m = 2, phuong trinh (2) vo nghiém. O

Vi du 3. Giai va bién luan phuong trinh

x2—2(m+1)x+6m—2:m 3
\/x—2 .

Gidi. Diéu kién cta phuong trinh 1a x — 2 > 0, hay x > 2. Véi diéu kién do,
ta cO

2 -2m+1)x+6m-2  x-2
x=2 x=2

& X —Q2m+3)x+6m=0. (3a)

3) e

Phuong trinh (3a) ludn c6 hai nghiém la x = 3 va x = 2m.
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— Gia tri x = 3 thoa man diéu kién x > 2 nén nd la nghiém cua phuong trinh
(3) v6i moi m.

— Dé gid tri x = 2m 12 nghiém cua (3), né phai thoa man diéu kién x > 2.
Tacoé2m>2 < m> 1. Diéu d6 c6 nghia la :

— Né&u m > 1 thi x =2m la nghiém ctia (3) ;

— Néu m < 1 thi x = 2m khong thoa man diéu kién ctia 4n va bi loai.

Téng hop cdc két qua trén, ta di dén két luan :

Khi m > 1, phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém x=3 vax=2m;
(hai nghiém nay tring nhau khi m = %).
Khi m < 1, phuong trinh (3) c6 mot nghiém duy nhat x = 3. O

BI Hay chon phuong an tré 13i dung trong cac phuong an cho sau day.

VGi gia tri ndo cla tham sé a thi phuong trinh (x2 +4x + 3)vx —a = 0 co6 hai nghiém
phén biét ?

(A)a< -3 ; (B) 3<a<-1;

(C) a=-1 ; (D) Khéng co gia tri nao cla a.

Cau hadi va bai tap

Giai cac phuong trinh :

2
a)2(x 1):2_x+2; b) 2x 5:5x 3‘
2x+1 2x+1 x=1  3x+5
9. N m_3 2 X N
Giai phuong trinh 2 =m~ —m—6 trong moi truong hop sau :
x—
aym=3; b) m # 3.

Giai va bién luan cac phuong trinh (a va m 1a nhiing tham s0) :

2mx—m2+m—2_

x> -1

a)|2ax+3]=5; b) 1.




Luyén tap

25. Giai va bién luan cac phuong trinh (m, a va k 1a nhitng tham s0) :

a)|mx—x+1|=|x+2]; b) a 4 ! =1;
x—-2 x-2a
0 mx—m—3:1 : 0 3x+k=x—k.
x+1 x-3 x+3

26. Giai va bién luan cdc phuong trinh sau (m va a 1a nhitng tham sg):

a) 2x+m—-4DHCmx—x+m)=0 ; b) |[mx+2x—-1|=|x];
2a—-1
c)(mx+ 1)vx—-1=0 ; d) 5 =a—-2;
x_
o) (m+1)x+m—2:m; f) ax+1 4
x+3 x—1

27. Bing c4ch dat 4n phu, gidi cidc phuong trinh sau :

a) 4 — 12x —54x? —12x+11 + 15=0;

b)) +4x—3|x+2|+4=0;

2x—l

X

c) 4x2+i2+ -6=0.

X

28. Tim cdc gia tri cua tham s6 m sao cho phuong trinh sau ¢6 nghiém duy nhat
|mx =2|=|x+4|.
29. Véi gia tri nao cta a thi phuong trinh sau vo nghiém ?

x+1 X

x—a+1 x+a+?2
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VAI NET VE LICH SU PHUONG TRINH PAI SO

N. Hen-rich A-ben
(N. Henrik Abel, 1802 — 1829)

E. Ga-loa
(E. Galois, 1811 —1832)

Li thuyét phuong trinh dai s6 c6 lich sU rat 1au doi. T 2000
nam truéc Coéng nguyén, nguci Ai Cap da biét gidi cac
phuong trinh bac nhéat, ngudi Ba-bi-lon da biét gidi cac
phuong trinh bac hai va tim dugdc nhiing bang dac biét dé giai
phuong trinh bac ba. T4t nhién, cac hé sé cla phuong trinh
dugc xét déu la nhiing s6 da cho nhung cach giai cla ngudi
xua chiing té rang ho ciing biét dén cac quy téc téng quat.
Trong nén toan hoc c¢6 clia ngudi Hi Lap, Ii thuyét phuong
trinh dai s& dudc phat trién trén co s& hinh hoc, lién quan dén
viéc phat minh ra tinh vé uéc clia mot s6 doan thdng. Vi lic
d6 ngudi Hi Lap chi biét cac s6 nguyén duong va phan sé
duong nén dsi véi ho, phuong trinh x> = 2 vé nghiém. Tuy
nhién, phuong trinh d6 lai gidi dugc trong pham vi cac doan
thdng vi nghiém clia né 1a dudng chéo ctia hinh vuéng cé
canh bang 1 (don vi dai).

Dén thé ki VII, li thuyét phuang trinh bac nhat va bac hai dugc
cac nha toan hoc An Do phat trién. Phuong phap giai phuong
trinh bac hai bang cach bd sung thanh binh phuong clia mot
nhi thiic 1a mot sang kién cla nguoi An D6. Nguoi An Do cling
s dung réng rai cac s6 am. Ho ciing dua vao cac chir sé ma
nay ta goi la chit s6 A Rap v6i cach viét theo vi tri clia cac
chii s6.

Dén thé ki XVI, cac nha toan hoc I-a-li-a 1a Tac-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1500 — 1557),
Céac-da-n6 (G. Cardano, 1501 — 1576) va Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522 — 1565) da giai dudc
cac phuong trinh bac ba va bac bén, tic la tim dugc cong thldc tinh nghiém cla
phuong trinh qua cac hé s6 clia no.

DPén dau thé ki XIX, nha toan hoc A-ben, ngudi Na Uy méi chiing minh dudc rang
khong thé giai phuong trinh téng quét bac 16n hon bén béng cac phuong tién thuan
tuy dai s6. Sau cung, Ga-loa (nha toan hoc Phap) da giai quyét dugc tron ven van dé

gidi cac phuong trinh dai sé.



HE PHUONG TRINH BAC NHAT
§ NHIEU AN

Nhic lai ring phuong trinh bdc nhdt hai dn (x va y) 1a phuong trinh dang

ax + by = ¢ (a, b va ¢ 1a nhiing s6 da cho, a2+b2¢0). (1)
Ta di biét phuong trinh (1) c6 vo s6 nghiém ; trong mat phang toa do Oxy,
tap nghiém cta né dugc biéu dién bdi mot dudong thing goi 1a dudong thing
ax + by = ¢. Chiing ta ciing da 1am quen v6i hé phuong trinh bdc nhdt hai dn
va cach giai ching bang phuong phdp cong dai s6 hodc phuong phép thé.

Trong bai nay, ching ta s& nghién ciu ki hon vé hé phuong trinh bac nhit
hai 4n.

1. Hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n

Cho hai phuong trinh bac nhat hai 4n ax + by =c vaa'x + b'y = ¢'
(thc 1a a® +b*> #0 va a?+b? #0). Khi d6, ta c6 hé hai
phuong trinh bdc nhdt hai dn sau :
D {ax +by=c
ax +by=c.
Moi cdp s (xy ; yo) dong thoi la nghiém cia cd hai phuong trinh

trong hé duoc goi la mot nghiém cuia hé.

Gidi hé phuong trinh la tim tdt cd cdc nghiém ciia né.

Cac khai niém hé phuong trinh tuong duong, hé phuong trinh hé qud ciing
tuong tu nhu doi véi phuong trinh.

D6i v6i hé phuong trinh, ching ta ciing ¢6 nhitng phép bién d6i twong duong,
tiic 12 phép bién d6éi mot hé phuong trinh thanh mot hé phuong trinh khac
tuong duong vé6i né. Bién déi hé phuong trinh bing cach dp dung quy tic cong
dai s6 hodc quy tic thé ma ta da hoc chinh 1a nhitng phép bién déi twong
duong céac hé phuong trinh.

87



88

EI Giai cac hé phuong trinh sau :

3x—-y=
2x -5y =-1 —2x+6y=2
a) > ORI 9{ 11
x+3y=5; x=3y=-2;

e Gia stt (d) 1a dudng thang ax + by = ¢ va (d') 1a dudong thang a'x + b'y = .
Khi dé6 (h.3.2) :

1) Hé (I) c6 nghiém duy nhat <> (d) va (d') cét nhau ;

2) Hé (I) vo nghiém < (d) va (d') song song véi nhau ;

3) Hé (I) ¢6 vo s6 nghiém < (d) va (d') trung nhau.

y Y y
2N “@ /@
pd /d’) W

><M) 7 4
X /O X

a) b) c)
Hinh 3.2

Giai va bién luan hé hai phuong trinh bac nhat hai an

a) Xay dung cong thiic
Xét hé phuong trinh bac nhat hai 4n
ax +by =c ey
Dy
a'x+b'y=c'. (2)

— Nhan hai v€ ctua phuong trinh (1) véi b', hai vé€ cua phuong trinh (2) v6i —b
roi cong cac vé tuong ting, ta duoc

(ab'—a'b)x=cb' —c'b. 3)
— Nhan hai v€ cua phuong trinh (1) véi —a', hai v€ cua phuong trinh (2) véi a
roi cong cac vé tuong ting, ta duoc

(ab' —a'b)yy=ac' —d'c. 4)



— Trong (3) va (4), ta dat D = ab' — a'b, D, = ¢b' — ¢'b va Dy =ac' — dc.
Khi d6, ta c6 hé phuong trinh 4é qud
D.x=D
(D { h
D.y=D,.
Doi véi hé (1), ta xét cac truong hop sau day.
1) D # 0, ldc nay hé (IT) c6 mot nghiém duy nhat
Dx Dy ]
x;y)=|—=; —|. 5
;) ( 5D &)
Ta thay day ciling 1a nghiém ctia hé phuong trinh (I).

[H2| Hay thit lai réng (5) 1a mot nghiém cia hé (1) dé khdng dinh két luan trén.

2) D =0, lic nay hé (II) tré thanh
Ox=D,
Oy =D,.
—Néu D, # 0 hoac D, # 0 thi h¢ (II) v6 nghiém nén h¢ (I) vo nghi¢m.

— Néu D, =D, = 0 thi h¢ (I) ¢6 v6 s6 nghiém. Tuy nhién, muén tim nghi¢ém
ctia hé (I), ta phai tré vé hé (I) (do (II) chi 1a hé phuong trinh hé qua).

Theo gia thiét, hai s6 a va b khong cung bang 0 nén ta c6 thé gia st a = 0
(truong hop b # 0 cling giai tuong tu). Ta co

D=ab —adb=0=b=Lp:
a

Al

] ] a
Dy=ac'—ac=0:>c =—c.

a

Bdi vay, hé (I) c6 thé viét thanh
ax +by =c

a—(ax + by) = a—c.
a a

Do d6, tap nghiém cua h¢ (I) trung véi tap nghiém cua phuong trinh ax + by = ¢
(ta da biét cach giai phuong trinh nay).
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K&t qua trén ¢6 thé tom tat nhu sau :

{ax+by:c (a2+b2¢0)

a'x+b'y=c' (a'2+ b? = 0)

1) D# 0 : Hé c6 mdt nghiém duy nhat (x ; y), trong d6

2)D=0:
* D, # 0 hodc D, # 0 : Hé vo nghiém.
* D, =D, =0: Hé c6 v0 s6 nghiém, tap nghiém cua h¢ 1a
tap nghiém cua phuong trinh ax + by = c.

b) Thuc hanh giai va bién luan

Trong thuc hanh giai va bién luan hé phuong trinh bac nhat hai 4n, dinh thic 1a
mot cong cu dem lai nhiéu thuan tién.

Biéu thitcc pq' — p'q, véi p, q, p', q' la nhitng s6, duoc goi la mot dinh thite cdp
hai va ki hiéu la

P g
P q

(chu y céch tinh

NP .
X ‘ =pq = P'9-
PN

Nhu vay, céc biéu thic D, D, va D, ma ching ta gap khi gidi hé (I) déu 1a
nhiing dinh thdc cap hai :

L a b D c b L a c
D=ab' —ab= , D, =cb'-c'b= ,Dy:ac—ac: .
al bV / Cl bl a’ C’
Ta thay trong moi dinh thidc trén déu c6 hai hang va hai cor.
[H3] a) Tim tir thich hop dé dién vao ché tréng :
Trong dinh thirc D, c6t thir nhat gém cac hé sé cta ... ; cot thir hai gém céac hé

s6cda ... .
b) Phat biéu cac céu tuong ty déi véi D, va D,.

Ta c6 thé sir dung dinh thitc dé giai hé phuong trinh bac nhat hai 4n.
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Vi du 1. Giai hé phuong trinh

Sx -2y =-9
{4)( + 3y =2.
Giai. Ta c6
N
D= =5.3-4.(-2)=23%#0;
4 3
I%:Tj ;1=C@)3—2.G%=—Z&smuax=%%=—1;
p-[ 7 =5.2—4.@9)=46-mwray=fﬁ-=2
Y|4 ’ D
Vay hé phuong trinh c6 mot nghiém duy nhit (x ; y) = (-1 ; 2). O

Bang dinh thirc, gidi hé phuong trinh
2x-3y=13
Tx+4y=2.

Vi du 2. Giai va bién luan hé phuong trinh
{mx +y=m+1

X+ my = 2.
Gidi. TruGe hét, ta tinh cac dinh thic
m 1 2
D= =m —1l=(m-1)(m+1);
I m
m+1 1 2
= =m +m-2=m—-1)(m+2);
2 m
m m+1
) = . =m- 1.

Ta phai xét cac truong hop sau :
D=0, taclam==x1. Tacd
D, (m-DHim+2) m+2

X

x=—2x= = ;
D (m-D(m+1) m+1

_ Yy m-—1 _ 1

"D T m-Dm+1) m+l

m+2 1 )

Hé c6 mot nghiém duy nhit (x ; y) = ;
m+1 m+1
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2) D=0, tic la m = 1 hodc m = —1.

, - Ay XY =2 )
—Néum=1thiD=D,=D,=0vah¢ tro thanh Ta co
xX+y=2.
x+y=2 xeR
Sx+y=2&
xX+y=2 y=2-x
— Néu m = —1 thi D =0, nhung D, # 0 nén hé vo6 nghi¢m.
Két ludn :
’ +2 1
V61 m # £1, hé c6 nghiém duy nhat (x ; y) = m ; ;
m+1 m+1
Vé6i m=—1, hé¢ vo nghiém ;
Vé6im =1, hé c6 vo s6 nghiém (x ; y) tinh theo cong thiic
xeR
O
y=2-x

Vi du vé giai hé phuong trinh bac nhat ba an
H¢ ba phuong trinh bdc nhdt ba dn c6 dang téng quat 1a
alx + bly + CIZ = dl
arx + by +cyz =d,
a3x + b3y + C3Z = d3,
trong do6 cdc hé s6 ciia ba 4n x, y, z trong mdi phuong trinh ctia hé khong dong
thoi bang 0.
Giai hé phuong trinh trén 1a tim tit ca cac bo ba s6 (v ; y ; z) dong thoi nghiém

ding ca ba phuong trinh cta hé.

Vi du 3. Giai hé phuong trinh (ttc 1a tim tit ca cac nghiém chung cla céac
phuong trinh trong h¢)

X+ y+ z= 2 (6)
() s x+2y+3z= 1 (7
2x+ y +3z=-1. ()

Cdch giai. Tu (6) ta c6
z=2-Xx-)Y. 9)



Thay th€ z trong (9) vao (7) va (8), ta dugc
X+2y+32-x—-y)=12x+y=35;
2x+y+3R-x—-y)=—1<x+2y="17.

Ta thu duoc hé phuong trinh bac nhét hai 4n quen thudc

2x+y =95
(IV) O
x+2y="17.

[H5| Giai tiep he (1V) d& tim x va y r6i thé vao (9) dé tim = va két luan vé nghiém ciia
hé (IID).

Nhdn xét. Qua vi du trén, ta thdy : Nguyén tdc chung dé gidi cdc hé phuong
trinh nhiéu 4n 13 kit bot dn dé quy vé giai cdc phuong trinh hay hé phuong
trinh ¢6 s6 4n it hon. Dé khir bt 4n, ta cling c6 thé dung cdc phuong phdp
cong dai s6 hay phuong phdp thé giong nhu d6i véi hé phuong trinh hai an.

Giai hé phuong trinh

2x+3y —5z=13
4x -2y —3z=3

X +2y+4z=-1.

Cau hoi va hai tap
30. Cho mot hé hai phuong trinh hai 4n. Biét ring phuong trinh thit hai trong hé
nghiém ding v6i moi gid tri ctia cdc 4n. Hay chon khang dinh diing trong cic
khang dinh sau :
(A) Hé da cho nghiém diing v6i moi gi4 tri clia cdc 4n ;
(B) Hé da cho vo nghiém ;
(C) Tap nghiém cua hé da cho trung véi tap nghiém clia phuong trinh thit nhat ;
(D) C4 ba khang dinh trén déu sai.
31. Bing dinh thic, giai cdc hé phuong trinh :
){5){—4)}:3 b Br+2y =-1
a
Tx -9y =8; 2\/§x+\/§y:0.
32. Giai cac hé phuong trinh :

£+L1:3 3(X+y):_7

) b) Y
%_L:4 Sx-y _5
x y-1 ’ y—-x 3

93



33.

34.

3S.

94

Giai va bién luan cac hé phuong trinh :
a){x—my:O b){2ax+3y:5
mx—y=m+1; (a+Dx+y=0.
Giai hé phuong trinh sau (c6 thé dung may tinh bo tdi dé kiém tra két qua —
Xem bai doc thém trang 94) :
x+ y+z=11

2x— y+z=195

3x+2y+z=24.
Hinh 3.3 cho mdt mach dién kin.

Biét R, = 0,25 Q, R, = 0,36 Q, L
Ry=0,45QvaU=0,6V. Goi —
I

la cuong do dong dién cita mach !

R
chinh, I, va I, 1 cuong do dong s

dién cua hai mach r€. Tinh I, I, Ry
va I3 (chinh xdc dén hang
phan tram). u
1
Hudng dan. I, I, va I; 1a nghiém Hlinh33

ctia hé phuong trinh

GIAI HE PHUONG TRINH BAC NHAT
BANG MAY TiNH CASIO fx - 500MS

May tinh CASIO fx - 500MS cb6 thé gitp ta tim nghiém dang hodc nghiém gan dang
(v6i chin chir s6 thap phan) clia hé phuang trinh bac nhat véi cac hé sé béng s6.

1. Hé hai phuong trinh bac nhat hai an

Dé giai hé phuong trinh

{a1x+b]y =
ax+byy=c,,



ta phai vao chuong trinh tuong (ing bang cach &n lién tiép cac phim [MODE| [MODE|
[2]. Sau d6, nhap tiing hé s8 a,. b, ¢, a,. b,, ¢, bing cach &n phim tuong {ng

vGi mbi hé s6 d6 va phim [=] .
Vi du 1. Giai hé phuang trinh

3x+y=11
S5x—4y=-10.

Ta &n lan lugt cac phim sau :

[MODE] [MODE] [1] [2[ 3 [=] 1 [£] 11 [5] 5[5 [0)] 4 [E] [©)] 10 4]

Khi d6, trén man hinh xuét hién x = 2. An tiép phim [=], trén man hinh xuat hién y = 5.

Nhu vay, hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat 1a (x; y) = (2 ; 5). O
Vi du 2. Giai hé phuang trinh

2x-5y=3

3x+4y=8.

Ta &n lan luot cac phim sau :

[MODE] [MODE] [1] 2] 2 [=] [)] 5[] 3 [=] 3 [=] 4[] 8 [

Khi d6, trén man hinh xuét hién x = 2.260 869 565. D& tim gia tri clia x dugi dang phan
s6, ta an tiép hai phim [SHIFT] [d/c], ta dugc x = Z—i An ti€p phim [5], trén man

hinh xuat hién y = 0.304 347 826. Khi an ti€p hai phim [SHIFT] [d/c], ta dudc y = %

Nhu vy, hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat la (x;y):(%;%j va nghiém gan
dung véi chin chi s6 thap phan cta hé phuong trinh do 1a
x~2,260 869 565
y = 0,304 347 826.

Vi du 3. Gidi hé phuong trinh

5x+243y =7
—-x+5,43y =15.

Ta &n lan luot cac phim sau :

[MoDE| [MoDE| 1] 215 [H 2 [V |3[E 7E [O] 1 2 543 2 15 2]

Khi d6, trén man hinh xudt hién x = —0.455722 15. An ti€p phim [=], trén man hinh
xuét hién y = 2.678 504 208. Nhu vay, hé phuong trinh c6 nghiém duy nhét va nghiém
gan dung véi chin chit s6 thap phan cla hé phuaong trinh do la
x=—0,45572215
{y ~2,678504208.

O
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36.

96

Chu y rdng hé phuong trinh trén khéng c6 nghiém hiu ti. Do d6, sau khi c6 gia tri
gan dang x ~ —0,45572215 (hodc y ~ 2,678 504208), néu ta &n ti€p hai phim
SHIFT thi trén man hinh van chi c6 gia tri gan dang d6 ma thoi.

Vi du 4. Giai hé phuang trinh

4x+3y =8
3
—2x—=y=5.
2)’

Ta &n lan luot cac phim sau :

[MoDE| [MODE| [1] [2] 4 [H 3 [E 8 5 [O)] 2 [H [O)] 3 [abee] 2 [F5H
Khi d6, trén man hinh xuat hién Math ERROR. Diéu d6 c6 nghia la hé phuong trinh
vO nghiém hoac v6 dinh. O

Dé xo4 Math ERROR, ta 4n phim [AC].

2. Hé ba phuong trinh bac nhat ba an
Dé giai hé phuong trinh

ax+by+cz=d

ax+byy+cy,z=d,

X +byy+cyz=dj,
ta phdi vao chuong trinh tuong (ng bang cach &n lién tiép cac phim
[MODE]| [MODE] [1] [3]. Sau d6, viéc nhap tiing hé s6 a,, by, ¢,, d,, a, by, ¢y, dy, as,
bs, ¢3, d; cling giéng nhu d6i véi hé phuong trinh bac nhét hai &n.
Hay giai hé phuong trinh sau va déi chiéu két qua thu dudc véi dap s6 :

2x—=5y+3z=17

3x+4y—-8z=9

—x+2y—-4z=3.

317 74)

Daps6:(x;y;z)=|=; )
P (3y32) (5 7 35

Luyen tap

Cho mot hé hai phuong trinh hai 4n. Biét ring phuong trinh thi hai trong hé
vo nghiém. Hay chon khang dinh ding trong céc khéng dinh sau :

(A) Hé da cho nghiém diing v6i moi gia tri clia cdc 4n ;

(B) Hé da cho vo nghiém ;

(C) Tap nghiém ctia h¢ da cho trung véi tap nghiém cua phuong trinh thi nhat ;
(D) Ca ba khang dinh trén déu sai.



37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

Tim nghiém gan ding cua cac hé phuong trinh sau (chinh xdc dén hang
phan tram, c6 thé dung mdy tinh bo tdi) :

: Px—y=1 b 4x+ B -y =1
a
5x+\/§y=\/§; (x/§+1)x+3y:5.
Mot miéng dat hinh chit nhat cé chu vi 2p (mét). Néu md rong miéng dat
d6 biang cdch taing mot canh thém 3 m va canh kia thém 2 m thi dién tich
miéng dat tang thém 246 m”. Tinh céc kich thuéc clia miéng dat do (bién luan
theo p).
Giai va bién luan cac hé phuong trinh :

x+my=1 mx+y=4-m
a) b

mx —3my =2m+3; 2x +(m -1y =m.

Vi gid tri ndo cua a thi méi hé phuong trinh sau c¢6 nghiém ?

(a+Dx—-y=a+1 b (a+2)x+3y=3a+9
x+@a-1)y=2; X+ (@a+4)y=2
Tim tét ca cac cap so nguyén (a ; b) sao cho hé phuong trinh sau vo nghiém :
ax+y =2
6x + by = 4.

Cho hai duong thfmg (dy)) :x+my=3va (dy) : mx +4y=06. V6i gid tri nao
ctia m thi :

a) Hai duong thang cat nhau ?

b) Hai duong thing song song véi nhau ?

¢) Hai dudng thang tring nhau ?

Giai hé phuong trinh (c6 thé dung mdy tinh bo tdi dé kiém tra két qua)

XxX—y+z=7

x+y-z=1

—x+y+z =3.

Bai toan mdy bom nudc
Mot gia dinh muén mua mot chi€éc mdy bom nude. C6 hai loai véi cung luu
lugng nuGe bom duoc trong mot gio ; loai thit nhat gid 1,5 triéu dong, loai thi
hai gid 2 triéu dong. Tuy nhién, néu dung may bom loai thit nhat thi moi gio
tién dién phai tra 1a 1200 dong, trong khi ding mdy bom loai thi hai thi chi
phai tra 1000 déng cho méi gio bom.
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Ki hiéu f(x) va g(x) 1an luot 1a s6 tién (tinh bang nghin dong) phai tra khi st
dung may bom loai thit nht va loai thi hai trong x gio (bao gébm tién dién va
tién mua mdy bom).

a) Hay biéu dién f(x) va g(x) dudi dang cac biéu thic cla x.

b) V& d6 thi ctia hai ham s6 y = f(x) vd y = g(x) trén cling mot mat phang
toa do.

¢) Xdc dinh toa do giao diém clia hai do thi ay. Hay phan tich y nghia kinh t&
cua giao diém do.

MOT sO VI DU VE
HE PHUONG TRINH BAC HAI HAI AN

Dé gidi mot hé phuong trinh bac hai véi hai 4n, ta ciing thudong dung cic
phuong phap quen thudc nhu phuong phap thé, phuong phap cong dai s6 va
phuong phdp dat 4n phu. Tat nhién, viéc chon phuong phap nao phu thudc vao
céac phuong trinh cu thé. Sau day 12 mot s6 vi du don gian.

Vi du 1. Giai hé phuong trinh

xX+2y=5
Dy 2 502
xX“4+2y"=2xy=35.

Cdch giai. Dung phuong phéap thé, tinh x theo y tit phuong trinh thd nhat roi
th€ vao phuong trinh thit hai, ta duogc

x=5-2y
(Ta) )
10y~ -30y+20=0.

El Giai tiép hé (1a) roi suy ra nghiém cia hé ().
Vi du 2. Giai hé phuong trinh

) {xz +xy+yt =4
Xy+x+y=2.



Cdch gidi. Ta c6 nhan xét rang v€ trai cia mdi phuong trinh trong hé da cho 1a
mot biéu thitc d6i xting doi véi x va y (nghia 12 : Khi thay thé x bdi y va y bdi x
thi biéu thitc khong thay déi). Trong trudng hop nay, ta ding céch dat 4n phu

S=x+y va P=xy.
coas 2 2 2 2
Khidé, x"+xy+y =(x+y) —xy=5 —-P.
Do d6, tir hé (IT), ta c6 hé phuong trinh (4n 12 S va P)

S*-P=4

S+P=2.
A e o [(§=-3  |§=2
Dé thay hé nay c6 hai nghiém la {P:5 va 1P 0

Do dé
X+y=-
xy=35

x+y=2

I < (IIa){ 0,

hoac (IIb) {

[H2] Giai hai hé phuong trinh (11a) va (IIb) réi két luan vé nghiém cda (I1).

Vi du 3. Giai hé phuong trinh

x2—2x=y
dm 57,
y =2y=ux.

Cdch gidi. Ta c6 nhan xét : Trong hé (III), néu thay th€ dong thoi x bdi y va y
bdi x thi phuong trinh thit nhat bién thanh phuong trinh thit hai va nguoc lai,
phuong trinh tha hai bi€n thanh phuong trinh thit nhat.

Do6i v6i hé phuong trinh c6 tinh chat do, ta thuong giai bang cach trir ting vé&
hai phuong trinh trong hé. Cu thé, doi véi hé (I1I) ta trix ting v€ hai phuong
trinh trong hé va dugc

@ —y) 20—y =—(x-y) & x-Nx+y-1)=0
< x— y=0 hoaicx+y—-1=0.
Do dé

x+y—-1=0

—v=0
Y hodc (Hlb){ ,

x% - xX=y xX°=2x=y.

{II) < (IIIa) {
Ta chi con phai giai hai hé (ITa) va (I1Ib) ma ta da biét cach giai.

Gidi cac hé phuong trinh (1lla) va (I1Ib) roi suy ra nghiém cta hé (I1I).
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CHUY

1) Cac hé phuong trinh c6 tinh chit nhu trong hai vi du 2 va 3 duoc
goi chung 1a hé phuong trinh doi xitng (d6i v6i hai 4n).

2) Néu mot hé phuong trinh doi xiing c¢é nghiém la (a ; b) thi né
ciing c6 nghiém la (b ; a). Nhan xét nay rat hiru ich khi gap cac bai
todn vé hé phuong trinh doi xung.

2x% +y=5 L .
Cho hé phuong trinh 4~ 7Y =" Biét ring hé da cho c6 bon nghiém va hai
2y* +x= Sy.

3+43 . 3-43
2 T 2

trong bén nghiém do la (2 ;2) va [ . Tim cac nghiém con lai ma khéng

can bién d6i hé phuong trinh. Hay néu ré cach tim.

Céu hoi va bai tap
45. Giai cac hé phuong trinh :
x—y=2 2 Sxy+y*=7
DR ’ 2 b) N
X" +y =164; 2x+y=1
46. Giai cac hé phuong trinh :
) _ 2.2 — x> —3x=2
2) X +y +x+y=8 b) X +y —x+y=2 o) y
xy+x—-y=-1;

Xy+x+y=5; y> =3y =2x.

47. Tim quan hé giita S va P dé hé phuong trinh sau ¢6 nghiém :
x+y=S§
{xy =P.
(S va P 1a hai s6 cho trudc).
48. Giai cac hé phuong trinh :
2) {xz +y? =208 b) {xz —y*=55
xy=96; xy =24.
49. Tim ham s6 bac hai y = f{x) thoa man dong thoi cdc diéu kién sau :
1) Parabol y = f(x) cét truc tung tai diém (0 ; —4).
2) f(2) =6.
3} Phuong trinh f(x) = 0 ¢6 hai nghiém va hiéu gitta nghiém 16n va nghiém nho
bang 5.
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50.
S1.

52.

53.

54.

5S.

56.

57.

. m

Cau hadi va bai tap on tap chuong Il

Phuong trinh dang ax + b = 0 c6 thé c¢6 nghiém trong cic trudng hop nao ?
Gia st ba phuong trinh f(x)g(x) = 0, fix) = 0 va g(x) = 0 (v6i cling tap xac
dinh) c6 cdc tap nghiém lan luot 1a S, S; va S,. Hay chon két luan diing trong
hai két luan sau :

a)S=SnS,; b)S=S5,US,.

ax+by=c

Hé phuong trinh dang { @ +b*#0vaa®+ b2 #0) co thé c6

a'x+b'y=c'
nghiém trong cic truong hop nao ?

2

Ap dung. Tim a dé hé phuong trinh {ax TY=a nghiém.

x+ay=1

Biét ring phuong trinh bac hai ax> +bx+c=0ch mot nghiém kép x,. Hay
chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Tam thitic bac hai fix) = ax’ + bx + ¢ luon c6 thé viét dudi dang binh
phuong cua mot nhi thiic bac nhat ;

(B) Parabol y = ax® + bx + ¢ uon ¢6 dinh thudc truc hoanh ;

(C) Phuong trinh ex® + bx +a =0 luon c6 mot nghiém kép la i
X0

Giai va bién luan phuong trinh m(mx — 1) = x + 1.
Cho phuong trinh p(x + 1) — 2x = p2 +p — 4. Tim céc gia tri cha p dé :
a) Phuong trinh d6 nhéan 1 1a nghiém ;
b) Phuong trinh d6 c¢6 nghiém ;
¢) Phuong trinh d6 vo nghiém.
Ba canh cua mot tam giac vuong c6 do dai la ba s6 tu nhién lién ti€p. Tim ba
s0 do.
Cho phuong trinh (m — l)x2 +2x—-1=0.
a) Giai va bién luan phuong trinh da cho.
b) Tim céc gia tri cia m sao cho phuong trinh d6 c6 hai nghiém trai ddu.
¢) Tim cac gid tri ctia m sao cho tong cdc binh phuong hai nghiém ctia phuong
trinh d6 bang 1.
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

102

Vi gia tri nao cua a thi hai phuong trinh sau ¢6 nghiém chung ?
Ftx+a=0va P +ax+1=0.
Cho cac phuong trinh :
P +3x-m+1=0, (1) 2% —x+1-2p=0. )
a) Bién luan s6 nghiém ctia mdi phuong trinh da cho bang dé thi.
b) Kiém tra lai két qua trén bang phép tinh.

Giai cac hé phuong trinh :

) x2+y2+xy=7 b) 2(x+y) —xy=1
a
x2+y2—xy:3; X y+xy
Giai va bién luan cac hé phuong trinh :
mx+3y=m—1 b) Sx+(a-2)y=a
2x+(m—-1)y=3; (a+3)x+(a+3)y=2a.
Giai va bién luan cac hé phuong trinh :
x+y:4 3X—2y=1
a){ b){2 5
Xy =m; X +y =m.

Tim a, b va ¢ dé parabol y = ax’ + bx + ¢ ¢6 dinh 1a diém I(1 ; —4) va di qua
diém M(2 ; —3). Hay vé& parabol nhan dugc.

Cho tam gidc ABC ¢6 BC = a, CA = b va AB = ¢. Lay mot diém M & giita B
va C. Qua M, ta ké cdc duong thang ME va MF lan luot song song véi cdc
canh AC va AB (E € AB, F € AC). Hoi phai 14y diém M céch B bao nhiéu dé
ME + MF =1 (I 1a do dai cho truéc) ? Bién luan theo [, a, b va c.



BAT BANG THUC VA
Chuong BAT PHUONG TRINH

fx)<0 &

X < x, hodc x >x,

Bat dang thuc va bat phuong trinh la nhiing khai niém ma
ching ta da lam quen & l6p dudi. Chuong nay sé hoan thién
hon céc khai niém do, dong thoi cung cap cho chung ta nhiing
kién thuc moi nhu van dé xét dau clia nhi thiic bac nhat va dau
clia tam thuc bac hai. Chiing cé nhiéu ing dung quan trong trong
viéc giai va bién luan cac phuong trinh va bat phuong trinh.
Chung ta can nam viing cac kién thiic do, dong thai rén luyén
ki nang ap dung chung dé giai cac bai toan trong khuon khé
cua chuong trinh.
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BAT PANG THUC 7
§ I VA CHUNG MINH BAT PANG THUC

1. On tap va bé sung tinh chat cta bat ding thiic

Gia str a va b 1a hai s6 thuc. Cic ménh dé "a > b", "a < b", "a > b", "a < b"
duoc goi 12 nhitng bdt ddng thiic.

Ciing nhu ciac ménh dé 1ogic khac, mot bat dang thic c¢6 thé diing hoac sai.
Chitng minh mot bt dang thifc 1a chiing minh bt dang thitc d6 ding.

Du6i day 12 mot so tinh chat da biét clia bat dang thiic.

a>b vab>c=>a>c
a>b < a+c>b+c
Néuc>0thia>b< ac> bc.
Néuc<O0thia>b< ac<bc.

Tir d6 ta c6 cac hé qua sau :

a>bvac>d=a+c>b+d;
at+tc>b<&<a>b——c;
a>b>0va c>d>0= ac>bd;

a>b>0 va neN* = 4" >p";

a>b20<:>\/2>\/3;
a>b<:>%/5>%.

Vi du 1. Khong dung bang s6 hoac mdy tinh, hdy so sanh hai s6 V2 +3 vas.
Gidi. Gia st \2 + /3 < 3. Do hai vé& clia bét dang thitc d6 déu duong nén
V2 +B3<3e (2 +43)Y<9<5+2/6<9
© 2J6 <4 o6 <2 & 6<4,wli.
Vay V2 + 3 >3, O
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Néu A, B 1a nhitng biéu thic chita bién thi "A > B" 1a mot ménh dé chita bién.
Chitng minh bat dang thiic A > B (v6i diéu kién nao d6 clia cic bién), nghia 1a
chiing minh ménh dé chia bién A > B ding véi tit ca cdc gid tri cua cdc bién
(thoa man diéu kién do).

Tir nay, ta quy ude : Khi néi ta c bat dang thitc A > B (trong d6 A va B 1a
nhitng biéu thic chita bi€én) ma khong néu diéu kién d6i véi cdc bién thi ta
hiéu ring bat dang thitc d6 xay ra v6i moi gid tri clia bién thuoc R.
Vi du 2. Chiing minh ring x> >2(x—1).
Gidi. x* >2(x~1) & x*>2x-2 & x> ~2x+2>0
o 2 2x+1+1>0 < (x—1?+1>0.
Hién nhién (x — 1)2 +1 > 0 v6i moi x nén ta c6 bat dang thic can ching minh.
Vi du 3. Chiing minh rang néu a, b, ¢ 1a d6 dai ba canh clia mot tam gidc thi
b+c—a)c+a-b)a+b-c)<abc.
Gidi. Ta c6 cac bat dang thitc hién nhién sau :
P>d —(b-c=(a-b+c)a+b-oc)
V2b’—(c—a)Y =(b-c+a)b+c—a)
cZZcz—(a—b)2=(c—a+b)(c+a—b).

Do a, b, ¢ 1a @6 dai ba canh cua mot tam giac nén tat ca cac v€ clia cac bat
déng thic trén déu duong. Nhan céc v€ tuong tGing clia ba bat déng thic trén,
ta duoc
2 2 2
v >(b+c—a)(cta-b)(a+b—c).

Lay can bac hai clia hai vé, ta dugc bat dang thitc cin chiing minh. O

Bat dang thic vé gia tri tuyét doi

Tu dinh nghia gia tri tuyét doi, ta suy ra cac tinh chat sau day.

—lal < a <a| véi moia € R.
|x|<a< —a<x<a(véia>0).

|x| >a < x <—ahodc x> a (v6i a > 0).
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Sau day la hai bat déng thiic quan trong khac vé gia tri tuyét doi (viét dudi
dang bat dang thic kép).

lal—|b|<|a +b|<|al+ |b| (v6imoia, b € R).

Ta chitng minh bat dang thic |a+b| < |a| + | b|. That vay
la+b| < |a| +|b| = (@+b><d +2[ab] + b
=N a2+2ab+b2§a2+2|ab| +b” & ab< |ab).
Bat dang thic cudi cuing luon diing nén ta c6 bat dang thiic can chitng minh.

Pl

[H1| st dung bét déng thire vira ching minh va déng thic |a| =|a + b+ (-b)| dé
ching minh bét déng thuc |a|-|b|<|a+b]|.

3. Bat dang thiic giira trung binh cong va trung binh nhan'

a) Doi véi hai so khong am

Ta da biét la trung binh cong cla hai s6 a va b. Khi a va b khong am

thi v/ab goi la trung binh nhan cta chiing. Ta c6 dinh 1i sau day.

DINH Li

Véimoia>0,b>0tacd

a+b > \/%

2
Dang thiic xdy ra khi va chi khi a = b.

N6i cach khdc, trung binh cong ciia hai s6 khong am lon hon hodc bang trung
binh nhan cua chiing. Trung binh cong ciia hai s6 khong dm bang trung binh

nhan cia chiing khi va chi khi hai s¢’ dé bang nhau.

(1) Ngudi ta con goi 1a bat déng thiic Co-si (Augustin-Louis Cauchy, 1789 — 1857).
106



Chung minh. V6ia>0,b >0, tacod
“;b — Jab =%(a+b—2@) =%(\/Z ~b)* >0.

Do d6

a;b > Jab .
Déng thic xay ra khi va chi khi (Va — vb)?> =0, tic laa = b. O

@ Trong hinh 4.1, cho AH = a, BH = b. Hay tinh D

cac doan OD va HC theo a va b. Tir do suy ra bét ¢
dang thirc gitta trung binh cong va trung binh nhan

claa vab.

Vi du 4. Chiing minh ring néu a, b, ¢ 1a ba s6 0 H
duong bt ki thi

a+b b+c c+a
+ + > 6.

c a b
Gidi. Taco Hinh 4.1
= +

a b
c'eta
_(a b
—(z J{e
22\/2.2 +2\/é.
b a c

Néu hai s6" duong thay doi nhung cé tong khong doi thi tich cua
chiing 16n nhdt khi va chi khi hai s¢’ dé bang nhau.
Néu hai s¢" duong thay doi nhung cé tich khong doi thi tong cua
chiing nho nhdt khi va chi khi hai s6'dé bang nhau.

a+b b+c c+a
+ +

+ =+

)l

+2

a
b

S o

C a

Q|® Q|®‘
@m NI e

c a
— 4 —
a ¢

N

Q|0
o
I
o
O

<
b

HE QUA

Chitng minh. Gia st hai s6 duong x va y c¢6 tong x + y = S khong déi. Khi do,

2
i = x42-y Xy nén xy < ST Dang thic xay ra khi va chi khi x = y.

2
Do do, tich xy dat gi4 tri 16n nhit bang SI khi va chi khi x = y.
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Gia str hai s6 duong x va y c6 tich xy = P khong déi. Khi d6
HTyz\/E = /P nén xX+y=> 2J/P.

Ding thiic x4y ra khi va chi khi x = y. Do d6, tdng x + y dat gid tri nho nhat
bing 2+/P khi va chi khi x = y. O

UNG DUNG

Trong tdt cd cdc hinh chit nhdt cé cang chu vi, hinh vuéng cé dién
tich lon nhdt.

Trong tdt cd cdc hinh chit nhdt cé cang dién tich, hinh vuong cé
chu vi nho nhat.

Vi du 5. Tim gia tri nhd nhét ctia ham s6 f(x) = x + 3 vGi x > 0.
X
R ) 3 3 N
Giai. Dox>0néntacod fix)=x+ — >2 x.—=2x/§ va
X X

f(x):2\/§ <:Z>)c:é <:>x=\/§.

X

Vay gid tri nhd nhat ctia ham s6 f(x) = x + 3 x>0l f(\3) = 24/3.
X

b) Doi véi ba so khong am

.. a+b+c . . ) . . 3 N
Ta da biet 3 l1a trung binh cong cua ba s6 a, b, c. Ta goi Jabc 1a
trung binh nhan cla ba s6 d6. Nguoi ta cling ching minh dugc két qua tuong
tu dinh 1i trén cho truong hop ba s6 khong am.

Véimoia>0,b>0,c>0,tacod

%IH‘C > Jabc.

Dang thitc x4y ra khi vachikhia=b=c.

No6i céch khéc, trung binh cong cia ba sé khong am Ién hon hodc bang trung
binh nhadn ciia chiing. Trung binh cong cia ba s6 khong dm bdng trung binh
nhan ciia ching khi va chi khi ba s6'dé bang nhau.



Vi du 6. Chiing minh rdng néu a, b, ¢ 1a ba s6 duong thi

(a+b+c) (l+l+lj >0.
a b c

Khi ndo xay ra dang thic ?
Gidi. Vi a, b, c 1a ba s6 duong nén

a+b+c >33abc (déng thitc x4y ra khi v chi khia = b =c) va

l+l+l 233,f% (dazmgthﬁ’c xéyrakhivéchikhil:l:lj-
abc

a b c a b c
. 1 1 1 3 1
Do d6 (a+b+c¢c)|—+—+—|>=3xabc 33— =09.
a b c abc
a=b=c
Dang thitc xdy rakhivachikhi {1 | 1
a b ¢
Vay dang thitc x4y ra khi va chi khia = b = c. O

Phat biéu két qua tuong tu hé qué & phan a) cho trudng hop ba sé duong.

n ?m . . - n
Cau héi va bai tap
. . N . . .11
Ching minh rang, néu a > b va ab >0 thi — < —.
a
Chiing minh rdng nita chu vi ctia mot tam giéc 16n hon do dai méi canh cua tam
gidc do.

Chiing minh ring a* + b* + ¢*

> ab + bc + ca v6i moi so thuc a, b, c.
DPang thiic x4y ra khi va chikhi a = b = c.

Hay so sanh cac két qua sau day :

a) /2000 + +/2005 va +/2002 + /2003 (khong ding bang s6 hoac mdy tinh) ;

b)Ja+2+va+4avaa+vJa+6 (a>0).
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11.

12.

13.
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Chli‘ngminhréng,né’ua>0véb>0thil+12 4 )
a b a+b

Chiting minh ring, néu @ >0 va b >0 thi @’ + b> > ab(a + b). Déng thic

xay ra khi nao ?

a) Chiing minh rang a® + ab + b* > 0 v6i moi s6 thuc a, b.

b) Chiing minh ring véi hai s6 thuc a, b tuy ¥, tacé a* + b* > a’b + ab’.

Ching minh rang, néu a, b, ¢ 1a do dai cdc canh cia mot tam giéc thi
a?+b*+ < 2(ab + bc + ca).

Chiing minh rang, néu a >0 va b > 0 thi

a+b a+b> a+b
X < .
2 2 2

s Y

a) Chitng minh rang, néu x >y > 0 thi > .
I+x 1+y

la=bl __lal __[b]

b) Chiing minh ring d6i véi hai s6 tuy ¥ a, b, ta c6 < .
1+ |a-b| 1+|a| 1+|b]

Chidng minh rang :

a) Néu a, b 12 hai s6 cling ddu thi %+é >7
a

b) Néu a, b 1a hai so trai dau thi ﬁ+2 <-2.
a
Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ctia ham s6 f(x) =(x+3)(5—x) V6i

-3<x<5.

Tim gid tri nho nhat cia ham s6 f(x) =x+—— véi x> 1.



BAT DANG THUC BU-NHI-A-COP-XKI™M

1. Bat dang thirc Bu-nhi-a-cép-xki di véi hai cip sé thuc
V6i hai cap s6 thuc (a,b) va (x,y) ta co

(ax + by)2 < (a2 + bz)(x2 + yz).
Déng thic xay ra khi va chi khi ay = bx.

Chumng minh.
Dé& dang chiing minh dng thic sau :

(ax + by)> + (ay — bx)* = (@ + PO +y).
Mt khac, do (ay — bx)> > 0 nén
2 2 2
(ax + by)” + (ay — bx)" > (ax + by)”.
T d6 suy ra bat dang thiic can chiing minh.

Déng thiic x4y ra khi va chi khi ay — bx =0, tic 1a ay = bx.

Chu y. Khi xy # 0, didu kién ay = bx con dugc viét dudi dang < = b
x oy

2. Bat ding thirc Bu-nhi-a-cdp-xki ddi véi hai bd ba s& thuc

C6 thé chimg minh két qua sau :

V6i hai bo ba s6 thuc (a;, ay, a3),( by, by, b3), ta cd

(ayb; +a2b2+a3b3)2 S(al2 + a% + a32 )(b12 + 1922 + 1932 ).

N&u b, b, by # 0 thi déng thic xay ra khi va chi khi % = Z—Z = 2’—3.
1 2 3

Vi du. Chiing minh réng néu a*+2b% + 92 =3 thi a+2b+9c<6.
Gidi. Tacod (a+2b+9¢)* = (a.l+ N2b~2 +3¢3) <

<@+ N2 b + B’ [12 + (V2)? +3% =12 (@® + 2b* + 9¢%) = 36.
Vivay a+2b+9c<6.

(1) Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804 — 1889), nha toan hoc Nga.
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Luyén tap

Chidng minh rang néu a, b, ¢ 1a ba s6 duong thi

i + ﬁ + —423abc.

b c a
Mot khach hang dén mot cira hang ban hoa qua mua 2 kg cam da yéu cau
can hai lan. Lan dau, nguoi ban hang dat qua can 1 kg 1én dia can bén phai
va dat cam 1én dia can bén trdi cho dén khi can thiang bang va l14an sau, dat
qua can 1 kg 1én dia can bén trai va dat cam 1én dia can bén phai cho dén khi
can thang bang. Néu cdi can dia d6 khong chinh xdc (do hai cdnh tay don
dai, ngan khic nhau) nhung qua can la ding 1kg thi khach hang c6 mua
duoc dung 2 kg cam hay khong ? Vi sao ?

Ching minh rang v6i moi s6 nguyén duong n, ta 6 :

1 1 1 1
a —+—+—+..+ <1
12 23 34 n(n+1)
Hwa’ngdcfn‘Vié'tizl—l;Lzl—l,...
1.2 2 23 2 3
b)%+%+%+...+—2<2.
1 2 3 n

Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhat cta biéu thic

A=Jx—1+4-x
Chidng minh rang v6i moi s6 thuc a, b va ¢, ta cd

(a+b+c)2 S3>(a2 +b° +cz).

(a+b+c+dj4

Chiing minh rang néu a, b, ¢, d 1a bon s6 khong am thi > abcd.

Chidng minh rang :

a) Néu x? +y> =1 thi [x+y[<V2 ; b)Neudx—3y =15 thi x* +y* > 9.



§ DAI CUONG VE BAT PHUCONG TRINH

1. Khai niém bat phuong trinh mét an

DINH NGHIA

Cho hai ham 6y = f(x) va y = g(x) ¢é tdp xdc dinh ldan luot la 9,
va Dy Dat D= D,

Ménh dé chita bién c6 mot trong cdc dang f(x) < g(x),
f(x) > g(x), fix) < g(x), fix) > g(x) duoc goi la bdt phuong trinh
mét dn ; x goi la dn s6 (hay dan) va D goi la tdp xdc dinh ciia
bdt phuong trinh dé.

S0 xy € D goi la mot nghiém ciia bdt phuong trinh f(x) < g(x)

néu fixy) < g(xy) la ménh dé diing.

Khai niém "nghiém" cling duoc dinh nghia tuong tu cho cac bat phuong trinh dang
Jx) > g(x), flx) < g(x) va flx) = g(x).

Gidi mét bdt phuong trinh 1a tim tat ca cac nghiém (hay tim tdp nghiém) cua
bat phuong trinh do.

CHUY
Trong thuc hanh, ta khong cin viét 1 tap xdc dinh & cua bat
phuong trinh ma chi can néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién do6 goi

1a diéu kién xdc dinh cia bdt phuong trinh, goi tat 1a diéu kién ciia
bdt phuong trinh.

EI Biéu dién tap nghiém ctia méi bat phuong trinh sau bdi céc ki hiéu khodng
hoéac doan :
a)—0,5x>2; b) Ixl <1.
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Du6i day, chiing ta chi néi t6i bat phuong trinh dang f{x) < g(x). Doi véi cac bat
phuong trinh dang f{x) > g(x), fix) < g(x) va fix) > g(x), ta ciling cé cac két qua
tuong tu.

Bat phuong trinh tuong duong
DINH NGHIA

Hai bdt phuong trinh (cung dn) duoc goi la twong dwong néu
chiing co6 cung tdp nghiém.

Néu f1(x) < g(x) tuong duong vdi f5(x) < g,(x) thi ta viét

1) < g1(0) & fo(x) < & ().

@ Céc khang dinh sau déy duing hay sai ? Vi sao ?
a)x+Jx-2 >+Jx-2 ©x>0;
b) Wx-1<1 ox-1<1.

CHUY

Khi muén nhan manh hai bat phuong trinh ¢6 cung tap xdc dinh &
(hay c6 cluing diéu kién x4c dinh ma ta ciing ki hiéu 1a 9) va tuong
duong voi nhau, ta noi :

— Hai bat phuong trinh tuong duong trén 9, hoac

— V6i diéu kién 9, hai bat phuong trinh 13 twong duong véi nhau.

Vi du 1. Véi diéu kién x > 2, ta co

>l o1l>x-2. O
x_

Bién déi tuong duong cac bat phuong trinh

Ciing nhu v6i phuong trinh, & day ching ta quan tim dén cdc phép bién do6i
khong 1am thay déi tap nghiém cta bat phuong trinh. Ta goi chiing 1a cdc phép
bién doi tuong duong. Phép bién doi twong duong bién mot bdt phuwong trinh
thanh mot bdt phuong trinh tuong duong véi né. Chang han, viéc thuc hién céc
phép bién d6i déng nhat & moi vé& clia mot bat phuong trinh va gilt nguyén tap
xdc dinh clia n6 1a mot phép bién déi twong duong.



Dudi day 1a dinh 1i vé mot s6 phép bién déi tuong duong thudng ding. Cc ham
s6 noi trong dinh 1 nay déu dugc cho boi biéu thiic.

DINH Li

Cho bdt phuong trinh f(x) < g(x) ¢é tdp xdc dinh 9, y = h(x)
la mot ham so xdc dinh trén 9.

Khi dé, trén 9, bdt phuong trinh f(x) < g(x) tuong duong vdi
moi bdt phuong trinh :

1) f(0) + h(x) < g(x) + h(x) ;
2) flxX)h(x) < g(x)h(x) néu h(x) > 0 voi moi x €D ;

3) fx)h(x) > g(x)h(x) néu h(x) < 0 véi moi x € 9.

Chitng minh. Sau day, ta chi chiing minh két luan 3). Cac két luan khéc ciing
dugc chitng minh tuong tu.

Néu xg thuoc D thi f(xy), g(xy) va h(xy) 1a cic gid tri xac dinh bang so,
hon nita, vi A(x) luon am nén h(x,) < 0. Do dé, d4p dung tinh chét cia bat
dang thic s6, ta c6

f(xp) <gxy) < fxg)h(xy) > g(xp)h(xp).

T d6 suy ra rang hai bat phuong trinh ¢6 cing tap nghiém, nghia 1a ching
tuong duong v6i nhau. O

Vidu 2

a) Bat phuong trinh Ji>-2 tuong duong véi bat phuong trinh
Jx—Jx>—2-+x.

b) Bat phuong trinh x > -2 khong tuong duong véi bat phuong trinh
X—vx>-2- \/; . O

El Chting minh cac khang dinh trong vi du 2.

Céc khang dinh sau day ding hay sai ? Vi sao ?

a)x+l<1+l<:>x<1; b)M
X X x—1

<2 & x <2
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HE QUA
Cho bdt phuong trinh f(x) < g(x) ¢ tdp xdc dinh 9.
1) Quy tdc ndng lén luy thita bac ba
flx) < () = [ < [T,
2) Quy tdc ndng lén luy thita bdc hai
Néu f(x) va g(x) khong dm véi moi x thudc 9 thi
) < g & [T < (eI,
Tuong tu, ta cling c6 quy tac nang lén luy thira bac 1€ va nang 1én luy thira bac chan.
El Gidi bat phuong trinh sau day (bang cach binh phuong hai vé), gidi thich ré cac
phép bién déi tuong duong da thuc hién :

[x+1]<|x].

Cau hadi va bai tap

Mot ban 1ap luan nhu sau : Do hai vé€ cua bat phuong trinh Vx —1 < |x]|
luén khong am nén binh phuong hai vé, ta dugc bat phuong trinh tuong duong
x — 1 <x*. Theo em, lap luan trén c6 ding khong ? Vi sao ?

Tim diéu kién x4c dinh réi suy ra tap nghiém ctia moi bt phuong trinh sau :

a)x/;>\/;; b) vx—-3<1++x-3;
1 X 2

>2+ ; d) < .
x-3 x -3 Vx-2 Jx-2

Trong hai bat phuong trinh sau day, bat phuong trinh nao twong duong véi bat
phuong trinh 2x —1>0:

c) x +

ST ST RSO S S S SR
x-3 x-3 x+3 x+3

Trong bon cap bat phuong trinh sau day, hay chon ra cac cap bat phuong trinh
tuong duong (néu co) :
a)x—2>0vax’(x—2)<0; b)x-2<0vax’(x—2)>0;

)x—2<0var’(x—2)<0; d)x -2 >0 vax’(x—2)>0.



BAT PHUONG TRINH VA HE BAT PHUONG
TRINH BAC NHAT MOT AN

Tru6c day, chiing ta da 1am quen v6i bdt phuong trinh béc nhdt mét dn. D6 1a
bat phuong trinh c6 mot trong cac dang ax + b <0, ax + b <0, ax + b > 0,

ax+b >0, trong d6 a va b 1a hai s6 cho trudc véi a = 0, x 12 an.

EI Cho bét phuong trinh mx < m(m + 1).
a) Giai bat phuong trinh véi m = 2.

b) Gidi bét phuong trinh v6i m=—/2 .

Nhu vay, n€u a va b 1a nhitng biéu thic chita tham s6 thi tip nghiém clia bat
phuong trinh phu thudc vao tham s6 dé. Viéc tim tap nghiém cua mot bat
phuong trinh tuy theo cdc gia tri cia tham s6 goi la gidi va bién ludn bat
phuong trinh do.

Duéi day, ching ta chl yéu néi vé cdch giai va bién luan bat phuong trinh
dang ax + b < 0. D6i véi cac bat phuong trinh dang con lai, cach giai ciing
tuong tu.

Giai va bién luan bat phuong trinh dang ax + b < 0

K&t qua giai va bién luan bat phuong trinh
ax+b<0 (D
duoc néu trong bang sau day.

1) Néua>0thi (1)< x< —2. Vay tap nghiém cua (1) 1a S :(—oo ; —éj
a a

2)Néua<0thi(l) < x> —2. Vay tap nghiém cua (1) 1a S :(_2 ; +oo).
a a
3) Néua=0thi (1)< 0x<-b. Do d6 :
— Bat phuong trinh (1) vo nghiém (S=J)néu b>0;
— Bat phuong trinh (1) nghiém ding v6i moi x (S = R) néu b < 0.
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CHUY
Viéc biéu dién céc tap nghiém trén truc so sé rat co ich sau nay.

Chang han, phan khong bi gach & trén hinh 4.2 biéu dién tap
nghiém cua (1) v6ia > 0.

)’ Ill 77

b

Ta
Hinh 4.2

Vi du 1. Giai va bién luan bat phuong trinh

mx+1>x+m°. )

Gidi. Bt phuong trinh (2) tuong duong véi

(m— Dx>m*— 1. 3)
Ta co
m* —
IDNéum>1thim—-1>0nén (3) < x> Sx>m+ .
m_
m* —
2)Neum<1thim—1<0nén (3) < x< Sx<m+ 1.

3) Néu m = 1 thi bat phuong trinh trd thanh Ox > 0 nén né vo nghiém.

Két ludgn : — Néu m > 1 thi tap nghiém cua (2) 1a S = (m + 1 ; +0).
— Néu m < 1 thi tap nghiém ctia (2) [a § = (-0 ; m + 1).

— Néu m =1 thi tap nghiém cua (2) 1a S = &. O

@ Ttr két qua trén, hay suy ra tap nghiém cla bat phuong trinh

2
mx+1>2x+m".

Vi du 2. Giai va bién luan bat phuong trinh

2mx > x + 4m — 3. 4)
Giai. Bat phuong trinh (4) twong duong véi
2m—1)x>4m - 3. (5)



’ 1 _
1)Néum>5 thi2m—-1>0nén (5) < x> 4m

) 1 Am—
2)Num < — thi2m—1<0nén(5) < x< 2,
2 2m—1

- 1 2 N 2, 7 . , 2,0 .
3) Neum = 5 thi (5) tro thanh Ox > —1, boi vay ndé nghiém ding véi moi x.

Két ludgn : — Néu m > % thi tap nghiém ctia (4) 1a S = {;lm _f ; o0 ]
m_

z 1 . R N -
—Néum< 5 thi tap nghiém cua (4)1a S = (—oo ; dm 3}.

2m—1

. 1 . , N
—Néum= 5 thi tap nghiém cua (4) la S =R. O

Giai hé bat phuong trinh bac nhat mot an
Tuong tu nhu hé phuong trinh, tap nghiém ctia mot hé bat phuong trinh 1a
giao cua tat ca cac tap nghiém ctia cac bat phuong trinh trong hé.
Do do,
Muén gidi hé bdt phuong trinh mot dn, ta gidi tung bdt phuong

trinh ciia hé roi ldy giao cia cdc tdp nghiém thu duoc.

Vi du 3. Giai hé bat phuong trinh

3x-5<0 (6)
1) 2x+3>0 (7)
x+1>0. ®)

Gidi. Giai lan luot ting bat phuong trinh cta hé, ta dugc :
Tap nghiém cua (6) 1a S, = [—oo ; %} :

A e R 3
Tap nghiém cua (7) 1a S, = -3 S0 | ;

Tap nghiém cua (8) 1a S3 = (-1 ; +o0).
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Vay tap nghiém cua hé bat phuong trinh da cho Ia

52510520532(—1;2}. O
Ta cling ¢6 thé trinh bay 16i giai vi du 3 nhu sau :
xX<—
3

o e

(SH NV

xZ—é < -1<x<
2

x>-1

Tap nghiém cua hé bat phuong trinh da cho la

5
S=|-1;—1.
( 3} -

Dé dé x4c dinh tap nghiém S, ta biéu dién c4c tap nghiém trén truc
so6 bang cach gach di cdc diém (phin) khong thuoc tap nghiém cua
ting bat phuong trinh trong hé, phian con lai s& biéu dién tap
nghiém cén tim (h.4.3).

CHUY

Hinh 4.3

Tim céc gié tri clia x d€ déng thdi x3y ra hai dang thurc :

13x+2|=3x+2va|2x-5|=5-2x.
Hudng dan. |A|=A < A>0va|B|=-B< B<0.
Vi du 4. Véi gid tri nao cua m thi hé bat phuong trinh sau c¢6 nghiém ?

x+m<0 9)
{—x +3<0. (10)
Gidi. Ta ¢6 (9) < x < —m. Tap nghiém cta (9) 1a (—oo ; —m].
(10) < x > 3. Tap nghiém cua (10) 1a (3 ; +o0).

Vay tap nghiém cua hé 1a § = (o ; —m] N (3 ; +0). Hé c6 nghiém khi va
chi khi § # &, tic 1a 3 < —m hay m < 3. O



Gau hoi va bai tap
25. Giai cac bat phuong trinh :

DRI PO b) 3x2+5—1sx+2+x;
o) (1-v2)x<3-2V2; d) (x +3)% > (x —3) +2.
26. Giai va bién luan céc bat phuong trinh :
aymx—m)<x—1; b) mx+6>2x+3m;
o)(x+Dk+x<3x+4; d@+Dx+a+3>4x+ 1.
27. Giai cac hé bat phuong trinh :
Sx =2>4x+5 2x+1>3x+4
a) b)
Sx—4<x+2; 5x+32>28x-09.
Luyen tap
28. Giai va bién luan céac bat phuong trinh :
aymkx—m)>24—-x); b)3x+m22m(x+3);
Okx—1)+4x>5; d)b(x—1)<2—x.
29. Giai cac hé bat phuong trinh :
S5x+2
3 z24-x (1—)()2>5+3x+x2
2 b) .
6_5X<3x+1; (.X+2) <X3+6x2_7x_5;
13
4x — _ _
<x+3 x—1<2x-3
o 7 d) |3x<x+5
3x+8>2x_5. 5_3
4 ’ Y < x-3
2
30. Tim cdc gi4 tri clia m dé mdi hé bat phuong trinh sau c¢6 nghiém :
3x—-2>-4x+5 b x—2<0
a
3x+m+2<0; m+ x> 1.

31. Tim céc gi4 tri ciia m d€ mdi hé bat phuong trinh sau vo nghiém :

2x+7 <8x—1 3\ > 2
2) X X b) (x 3) >x“+Tx+1
2x+m+520; 2m — 5x < 8.
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DAU CUA NHI THUC BAC NHAT

Nhi thitc bac nhat va dau cua né

Nhiéu bai toan din dén viéc xét xem mot biéu thitc f(x) da cho nhan gid tri am
(hoac duong) véi nhitng gia tri nao cla x. Ta goi viéc lam do6 1a xét ddu cua

biéu thirc f(x). Duéi day, ta s& tim hiéu vé nhi thitc bac nhat va d4u ctia né.
a) Nhi thirc bac nhat

DINH NGHIA

‘ Nhi thitc bdc nhdt (doi voi x) la biéu thiic dang ax + b, trong dé a va

b la hai s6 cho trudc vdi a #0.

Ta da biét, phuong trinh ax + b =0 (a # 0) c6 mot nghiém duy nhat x, = —é.
a

Nghiém d6 ciing dugc goi 1a nghiém ciia nhi thiic bdc nhdt f(x) = ax + b. No
c6 vai tro rat quan trong trong viéc xét dau cua nhi thiic bac nhat f{x).

b) Dau cua nhi thitc bac nhat
< b TP »
bat x, = ——, ta viét nhi thiic bac nhat f(x) = ax + b nhu sau
a

f)y=ax+b= a(x + 2) = a(x — xgp).
a

Khi x > x; thi x — x> 0 nén déu cua a(x — x;) trung véi dau cua a.

Khi x < x; thi x — xy < 0 nén dau cua a(x — xy) trdi véi ddu cla a.



T do ta cod

DINH LI (vé d&u clia nhi thitc bac nhat)

Nhi thitc bdc nhdt f(x) = ax + b cung ddu vdi hé sé a khi x lon
hon nghiém va trai ddu véi hé so a khi x nho hon nghiém ciia nd.

Két qua cta dinh 1i nay duoc tom tit trong bang sau

X ‘ —0 Xo 400
fx)=ax+b ‘ trdidduvéia 0 cungdiu véia
Chang han nhi thic fix) = —x + 1,5
b ok C y 9 y
cOo hé s6 a = —1 va nghiém x, = 1,5. X
- 5 2 W~
Do d6, dau cua n6 dugc cho trong \\//@
bang sau . Lo
o| /%o X 0 2 X
x ‘_oo 1.5 oo o
s
—x+15 ‘ + 0 — a>0 a<0

Nhj thic da cho duong khi x < 1,5 Hinh 4.4

va am khi x > 1,5.

[H1| Hay gidi thich béng d6 thi (h.4.4) cac két qud cdia dinh If trén.

Mot so ting dung
a) Giai bat phuong trinh tich

Ta xét cdc bat phuong trinh c6 thé dua vé mot trong cdc dang P(x) > 0, P(x) > 0,
P(x) £0, P(x) <0 v6i P(x) la tich cua nhitng nhi thic bac nhat.

Vi du 1. Giai bat phuong trinh

@ =3+ DHR2-3x>0. (1)
Cdch giai. D€ giai bat phuong trinh (1), ta 1ap bang xét dau vé& trdi cta (1).
bat P(x) = (x — 3)(x + 1)(2 — 3x).
— Giai phuong trinh P(x) = 0, ta dugc

(x=3)(c+ 1)(2 = 3x) = 0= x = 3 hoic x = —1 hodc x = %
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— Sép x€p céc gia tri tim dugc cua x theo thit tu tang : —1, % , 3. Ba s0 nay chia

truc s6 thanh bon khoang. Ta xac dinh dau cta P(x) trén timg khoang bang céch
1ap bang sau day goi 1a bang xét ddu ciia P(x).

X —00 -1 % 3 +00
x-3 - - - 0 +
x+1 - 0 + + +
2-3x + + 0 - —
P() : 0 - 0 + o0 -

Trong bang xét dau, hang trén cung ghi lai bon khoang duogc xét cua truc so,
ba hang ti€p theo ghi dau cua cac nhan tir bac nhat trén moéi khoang (dua vao
dinh 1i vé dau cla nhi thic bac nhat) ; hang cudi ghi ddu cua P(x) trén moi
khoang bang céch 14y "tich" ctia cic ddu cling coOt & ba hang trén.

Dua vao bang xét dau, ta c6 tap nghiém ctia bat phuong trinh (1) 1a

2
=(—0;-DU|=;3]
S=(-0; )U(3,] O

b) Giai bat phuong trinh chita 4n ¢ mau

0 day, ta chi xét cic bat phuong trinh c6 thé dua vé mot trong cic dang
PO o PO o PO PO
Q(x) 0(x) O(x) O(x)
nhitng nhi thic bac nhat. Dé giai c4c bt phuong trinh nhu vay, ta 1ap bang xét
P(x)

?. Khi 1ap bang xét dau, nhé rang phai ghi tat ca cac
X

>0, trong d6 P(x) va Q(x) la tich cta

dau cua phan thic

nghiém cua hai da thiic P(x) va Q(x) lén truc s6. Trong hang cudi, tai nhiing
diém ma Q(x) = 0, ta dung ki hiéu || dé chi tai d6 bat phuong trinh da cho
khong xéc dinh.

Vi du 2. Giai bat phuong trinh
3 < 5
x=2 2x-1

2)



Gidi. Taco
2) - 3 B 5
x—-2 2x-1
@3(2x—1)—5(x—2)£0
(x=2)2x-1)

e T 3)
(x—2)2x—1)

<0

Béang xét ddu v€ trai cua (3) :

X —00 7 % 2 +00
x+7 - 0 + + +
x—-2 — - - 0 +
2x—-1 - - 0 + +
VE tréi — 0 + I - I +
Tu d6 suy ra tap nghiém cua (2) 1a § = (-0 ; =7] U [% ; 2] . O

¢) Giai phuong trinh, bat phuong trinh chita 4n trong dau gia tri tuyét doi
Mot trong nhitng cach giai phuong trinh hay bat phuong trinh chia 4n trong
dau gia tri tuyét doi 1a s dung dinh nghia dé khir ddu gid tri tuyét d6i. Ta
thuong phai xét phuong trinh hay bat phuong trinh trong nhiéu khoang (doan,
ntra khoang) khdc nhau, trén d6 mdi biéu thiic ndm trong dau gia tri tuyét doi
déu c6 mot ddu xéac dinh. Sau day 1a mot vi du don gian.
Vi du 3. Giai bat phuong trinh
|2x — 1] <3x+5. 4)
Gidi
1) Véix< 3, ta.co
4
e 1-2x<3x+5 <:>5x>—4<:>x>—g-

y T 4 1 ) ,
Keét hop v6i diéu kién x < %, ta dugc 3 <x< 5 Vay tap cac nghiém thoa
a4 A Lia PR ) 4 1
man diéu kién dang xét 1a khoang 3 ; 5 )
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. 1
2)Véix 2> E,tacé

@e2x-1<3x+5 < x>-6.

1 1 . .
Két hop véi diéu kién x > 5 ta dugc x > —. Vay tap cac nghiém thoa man

[\)

diéu kién dang xét 1a nlra khoang { ; + ]

Tom lai, tdp nghiém cta bat phuong trinh (4) 1a

32. Lap bang xét d4u cuia cc biéu thc :

a)4—3x; b)1—2 x.
2x +1 3x -2
2
&) x(x = 2)°G —x) ; B ) M
(x=50-1x)
33. Phan tich cédc da thic sau thanh nhan tlr bac nhat roi xét dau :
a) x> +x+6 ; b) 2x% — (2 + 3)x + /3.
34. Giai cac bat phuong trinh :
g BP0 =2 4. by > > .
x+1 1-x 2x+1

Ol2x—V2|+N2-x[>3x-2; &) |2-Vr+1|<B+2
35. Giai cac hé bat phuong trinh :

(x-3)2-x)>0 2 1
a) Y 4x -3 . b)<2x—-1 3-—x
<x+3; |x|<1.

IN
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

Luyén tap

Giai va bién luan céac bat phuong trinh :
a)mx+4>2x+m2; b)2mx+12x+4m2;
o) x(m*—1)<m*—1; d) 2(m+ Dx < (m+1)* (x = 1),
Giai cac bat phuong trinh :
3-2x

a) (—\3x+2)x+D@x-5>0: b <0 :

) ( )x + D(4x = 5) ) S —d)
—3x+1S_ : x+2sx—2.
2x +1 3x+1 2x-1

Giai va bién luan cac bat phuong trinh :

) 2x — V2)(x —m) >0 b)ﬁgo
x-2m+1

Tim nghiém nguyén clia m6i hé bat phuong trinh sau :

6x+§>4x+7 15x—2>2x+%

R P b) 3y — 14
X k405 2Ux —4) < x; :

Giai cac phuong trinh va bat phuong trinh :
| 2x -1 |
>

a)|x+1]+]|x—1]=4; B it I
x+Dx-2) 2

Giai va bién luan céac hé bat phuong trinh :

N {(x “JHT =20 >0 2 >

<
b)ix—-1 2x-1

x—-m<0; r—m>0
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BAT PHUONG TRINH VA 7
HE BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN

Bat phuong trinh bac nhat hai an

a) Bat phuong trinh bac nhat hai 4n va mién nghiém cia né

DINH NGHIA

Bdt phuong trinh bdc nhdt hai dn la bdt phuong trinh ¢6 mot
trong cdc dang

ax+by+c<0,ax+by+c>0,ax+by+c<0,ax+by+c=>0,

trong dé a, b va c la nhitng so cho trudc sao cho a*+b* 0 ;
xvay la cac dn.

Moi cdp s6 (x5 yo) sao cho axy+ byy + ¢ < 0 goi la mét nghiém

cua bdt phuong trinh ax + by + ¢ < 0.

Nghiém clia cac bat phuong trinh dang ax + by + ¢ > 0, ax + by + ¢ < 0 va
ax + by + ¢ 2 0 duogc dinh nghia tuong tu.

Nhu vay trong mit phang toa do, méi nghiém ctlia bat phuwong trinh bac nhat
hai 4n dugc biéu dién bdi mot diém va tap nghiém ciia n6 dugc biéu dién
b&i mot tap hop diém. Ta goi tap hop diém 4dy 12 mién nghiém cla bat
phuong trinh.

Duéi day, ching ta s& thdy mién nghiém ctia bat phuong trinh bac nhat hai 4n

12 mot nira mat phang.

b) Cach xac dinh mién nghiém cua bat phuong trinh bac nhat hai 4n

Viéc xdc dinh mién nghiém ctia mot bat phuong trinh bac nhat hai 4n (hay
biéu dién hinh hoc tap nghiém ctia nd) trong mat phang toa do dua trén dinh Ii
duogc thira nhan sau day.



DINH Li

Trong mdt phdng toa do, duong thang (d) : ax + by + ¢ = 0 chia
mdt phdng thanh hai mia mdt phang. Mot trong hai nita mdt
phdng dy (khong ké bo (d)) gom cdc diém cé toa dé thod man
bdt phuong trinh ax + by + ¢ > 0, nita mdt phdng con lai (khong
ké bo (d)) gom cdc diém cé toa do thod man bdt phuong trinh

ax+by+c<0.

Tt dinh Ii, ta suy ra
Néu (xy 5 yo) la mot nghiém cua bdt phuong trinh ax + by + ¢ >0
(hay ax + by + ¢ < 0) thi nita mdt phdng (khong ké bo (d)) chita
diém M(xy ; yo) chinh la mién nghiém ciia bdt phuong trinh dy.
Vay dé x4c dinh mién nghiém clia bat phuong trinh ax + by + ¢ < 0, ta lam
nhu sau :
—Vé duong thang (d) : ax + by +c=0;
— Xét mot diém M(xy ; yo) khong ndm trén (d).
Néu axy + by, + ¢ < 0 thi nita mdt phdang (khong ké bo (d)) chita
diém M la mién nghiém cuia bdt phuong trinh ax + by + ¢ < 0.
Néu axg + by, + ¢ > 0 thi nita mdt phang (khong ké bo (d)) khong

chita diém M la mién nghiém cua bdt phuong trinh ax + by + ¢ <O0.

CHUY
Dai véi cac bat phuong trinh dang ax + by + ¢ <0 hoac ax + by + ¢ >0
thi mién nghiém 1a nira mat phang ké ca bo.

Vi du 1. Xéc dinh mién nghiém cua bat phuong trinh 3x + y <0.

Gidi. Trén mat phang toa do, duong thang (d) : 3x + y = 0 chia mat phang
thanh hai nlta mat phang.
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Chon mot diém bat ki khong thuoc dudng thang
d6, chang han diém M(0 ; 1). Ta thay (0 ; 1)
khong phai 1a nghiém cta bat phuong trinh da
cho. Vay mién nghiém cin tim la nita mat phang
bo (d) khong chita diém M(O ; 1). (Trén hinh 4.5,
mién nghiém la nlta mat phang khong bi gach). O

EI Xac dinh mién nghiém cla bat phuong trinh x +y > 0. Hinh 4.5

Heé bat phuong trinh bac nhat hai an
Dudi day 1a mot vi du vé hé bdt phuong trinh bdc nhdt hai dn
3x—y+3>0
(I) 1 —2x+3y—6<0
2x+y+4>0.
Trong mat phang toa do, ta goi tap hop cdc diém c6 toa do thod man moi bat
phuong trinh trong hé 1a mién nghiém cuia hé. Vay mién nghiém cta hé la
giao cdc mién nghiém cla cdc bat phuong trinh trong hé.
Dé x4c dinh mién nghiém clia h¢, ta duing phuong phdp biéu dién hinh hoc
nhu sau :
— Vi moi bdt phuong trinh trong hé, ta xdc dinh mién nghiém cua
né va gach bo mién con lai.
— Sau khi lam nhu trén lan luot doi vdi tdt cd cdc bdt phuong trinh
trong hé trén cung mot mdt phdng toa dé, mién con lai khong bi
gach chinh la mién nghiém ciia hé bdt phuong trinh da cho.

Vi du 2. Xac dinh mién nghiém cta hé bat phuong trinh (I).
Gidi. Truéc hét, ta vé ba duong thang :

d):3x=y+3=0;

(dy) : -2x+3y—-6=0;

(d3) : 2x+y+4=0.
Thir truc ti€p ta thay (0 ; 0) 1a nghiém cua ca ba
bat phuong trinh. Diéu d6 c6 nghia 1a géc toa do
thuoc ca ba mién nghiém ctia ba bit phuong A
trinh cta hé (I). Sau khi gach bd cdc mién khong X ()
thich hop, mién khong bi gach trén hinh 4.6 ’
(khong ké bién) 1a mién nghiém ctahé (I). 0O Hinh 4.6
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@ Xac dinh mién nghiém cla hé béat phuong trinh

y—3x>0
x=2y+5<0
Sx+2y+10>0.

Mot vi du ap dung vao bai toan kinh té

Vén dé tim mién nghiém cta hé bat phuong trinh bac nhat ¢6 lién quan chat
ché dén Quy hoach tuyén tinh. D6 1a mot nganh todn hoc c¢6 nhi€u ting dung

trong doi song va kinh té. Sau day 1a mot vi du don gian.

Bai toan
Ngudi ta du dinh diing hai loai nguyén liéu dé chiét xuat it nhat 140 kg chat A
va 9 kg chat B. Tir mdi tdn nguyén liéu loai I gid 4 trieu dong, c6 thé chiét
xuat duoc 20 kg chét A va 0,6 kg chat B. Tur mdi tdn nguyén liéu loai IT gid 3
trieu dong, c6 thé chiét xuat duge 10 kg chat A va 1,5 kg chat B. Hoi phai
dung bao nhiéu tan nguyén liéu méi loai dé chi phi mua nguyén liéu la it nhat,
biét ring co s& cung cdp nguyén liéu chi c6 thé cung cap khong qud 10 tin
nguyén liéu loai I va khong qua 9 tan nguyén liéu loai I1 ?
Phdan tich bai todn. Néu st dung x tdn nguyén liéu loai I va y tdn nguyén liéu
loai II thi theo gia thiét, c6 thé chiét xuat duoc (20x + 10y) kg chat A va
(0,6x +1,5y) kg chat B. Theo gia thiét, x va y phai thoa man cac diéu kién :
0<x<10va0<y<9;
20x + 10y > 140, hay 2x +y > 14 ;
0,6x + 1,5y > 9, hay 2x + 5y > 30.
Tong s6 tién mua nguyén liéu 1a T(x ; y) = 4x + 3y.
Bai toan da cho trd thanh : Tim cdc s6 x va y thoa man hé bat phuong trinh

0<x<10

0<y<9

2x+y=>14

2x + 5y > 30,

(II)

sao cho T'(x ; y) = 4x + 3y c6 gia tri nho nhat.
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43.
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Bai toan nay dan dén hai bai toan nho sau :

Bai todn 1. Xé4c dinh tap hop (S) céc diém c6 toa do (x ; y) thod man hé (II).
Bai todn 2. Trong tit ca cdc diém thudc (S), tim diém (x ; y) sao cho T(x ; y)
c6 gia tri nho nhat.

* Viéc giai bai todn 1 chinh 1a viéc xdc dinh mién nghiém cta hé bat phuong

trinh (II) ma ta da lap dugc.

[H3] Kiém tra lai rang mién nghiém

B

S) clia hé (II) la mién tu giac ABCD /

grén hinh 4.(7 ;ké° ca bién). ’ ' ‘3////// s
o K~ W

» D¢ giai bai toan 2, ta thira nhan é N =

ring biéu thic T(x ; y) c¢6 gid tri 07

nho nhét va gié tri 4y dat duoc tai ;Z

mot trong cac dinh cia t& giac 6/5

ABCD (xem bai doc thém trang 41

133). Bang cach tim toa do cac %

dinh A, B, C, D 16i so sanh cdc gid Z

\
S

tri tuong ding cta T(x ; y), ta dugc
T(5 ; 4) =32 la gia tri nho nhat. Hinh 4.7

Vay dé chi phi nguyén liéu it nhét, can st dung 5 tdn nguyén liéu loai I va
4 tan nguyén liéu loai II (khi do, chi phi tdng cong 1a 32 triéu dong).

Cau hai va bai tap

Xéc dinh mién nghiém ctia méi bt phuong trinh hai 4n :
Ax—2+20-1)>2x+4; b) 2x 2 y+ 2 -2 <0.

Xdc dinh mién nghiém ctia méi hé bt phuong trinh hai 4n :

Y 150 4x—-5y+20>0
a) 23 b) |]y>0
Yy
2x - +=<4; -
oD yass i



44. Mot gia dinh can it nhat 900 don vi protéin va 400 don vi lipit trong thic an
mobi ngay. Mo6i kilogam thit bo chia 800 don vi protéin va 200 don vi lipit.
Mbi kilogam thit lon (heo) chia 600 don vi protéin va 400 don vi lipit. Biét
rang gia dinh ndy chi mua nhiéu nhat 1a 1,6 kg thit bo va 1,1 kg thit lon ; gid
tién 1 kg thit bo 1a 45nghin dong, 1 kg thit lon 1a 35nghin dong. Gia st
gia dinh d6 mua x kilogam thit bo va y kilogam thit lgn.

a) Viét cdc bat phuong trinh bi€u thi cdc diéu kién ctia bai todn thanh mot hé
bat phuong trinh réi xdc dinh mién nghiém (S) ctia hé dé.

b) Goi T (nghin dong) 1a s6 tién phai tra cho x kilogam thit bd va y kilogam
thit lon. Hay biéu dién T theo x va y.

¢) O cau a), ta thay (S) 12 mot mién da gidc. Biét ring T c6 gid tri nho nhat tai
(X3 ¥o) VOi (x5 yp) la toa do cia mot trong cdc dinh cua (S). Hoi gia dinh

d6 phai mua bao nhiéu kilogam thit mdi loai dé chi phi 12 it nhat ?

MOT PHUONG PHAP TiM CUC TR[\CL’JA BIEU THUC
P(x;y) = ax + by TREN MOT MIEN DA GIAC LOI

BAI TOAN : Tim gia tri nhd nhét hay I6n nhét cla biéu thirc P(x ; y) = ax + by (b # 0)
trén mot mién da giac phang 16i (ké c3 bién).

Bai toan dé c6 nghia la :

Cho biéu thiic P(x ; y) = ax + by (b = 0) va mot mién da giac 16i (S), ké ca bién, trong
mét phang toa dd Oxy. Hay tim gia tri nhd nhat (hay I6n nhat) cla P(x ; y) véi (x ; y) la
toa do clia cac diém thudc (S).

Céch gidi. Ta ludn c6 thé gia thiét rang b > 0, bai vi néu b < 0 thi ta c6 thé nhan ca
hai v€ vGi —1 va bai toan tim gia tri nhd nhat (hay I6n nhat) cla P(x ; y) sé& trd thanh
bai toan tim gia tri I6n nhéat (hay nhd nhat) clia —P(x ; y) = —ax + b'y, trong d6 b' = —b > 0.
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Tap cac diém (x ; y) d& P(x ; y) nhan gia tri p 1a

duong théng ax + by =p, hay y = —%x + % Pudng
thdng nay c6 hé s6 goéc bing —% va cat truc tung

tai diém M0 ; m) v6i m = f (h.4.8). Ki hiéu dudng

thdng nay l1a (d,,). Vi b > 0 nén viéc tim gia tri
nhd nhat (hay I6n nhat) cia P(x ; y) = p Vi
(x ; y) € (S) quy Vé viéc tim gia tri nhod nhat

\\ X
(dp)™

(hay 16n nhat) cla m = % tlic 14 tim diém M &

vi tri thdp nhat (hay cao nhat) trén truc tung sao Hinh 4.8
cho dudng théng (d,,) cb it nhat mét diém chung
véi (S).

Tu dd, chiy rang (d,) cb hé s goc bang —% khéng ddi. Ta di dén cach lam sau :

« Khi tim gia tri nhd nhét clia P(x ; y), ta cho dudng thdng (d,) chuyén dong song
song Vv&i chinh n6 tr mot vi tri nao d6 & phia dudi mién (S) va di 1én cho dén khi (d,,)
lan d4u tién di qua mot diém (x, ;y,) nao dé cla (S). Khi d6, m dat gia tri nhd nhét
va tuang ng véi n6 1a gia tri nhd nhat clia P(x ; y). D6 1a

P(xy5yy) = axy + by,.

* Khi tim gia tri 16n nhat cla P(x ; y), ta cho dudng thdng (d,,) vGi hé s6 goc —%
chuyén déng song song Véi chinh né tir mét vi tri ndo d6 & phia trén mién (S) va di
xuéng cho dén khi (d,) 1an d4u tién di qua mét diém (x,;y,) nao dé cla (S). Khi
do6, m dat gia tri 16n nhat va tuong (ing vGi né 1a gia tri I6n nhat cla P(x ; y). DO 1a

P(xy;yy) = axy + by,.

CHUY
Qua cach lam trén, ta thay rang P(x ; y) dat gia tri nhd nhat (hay 16n nhat)
tai mot dinh nao dé cla da giac (S).
Ap dung cach lam trén vao bai toan 2 néu trong §5, ta thdy khi (d,) di qua dinh
A(5 ; 4) thi m nhd nhat. Diéu d6 c6 nghia 1a T(x ; y) dat gia tri nhé nhéat khi x = 5 va
y=4.Khidé, T ; 4) =32.
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Luyén tap

45. X4c dinh mién nghiém clia cdc bt phuong trinh hai 4n :

a) x+3+22y+5)<2(1-x); b) (1+3)x—(1-3)y>2.
46. X4c dinh mién nghiém clia cac hé bat phuong trinh hai 4n :
X—y>0 3x-2y-62>0
a) < x—3y<-3 b) 2(x—1)+3?yﬁ4
xX+y>5; >0,

47. Goi (S) 1a tap hop cdc diém trong mit phang toa do c6 toa do thod man hé
2x—y=2
x—2y<2
x+y<5
x20.
a) Hay xdc dinh (S) d¢é thay rang d6 1a mot mién tam gidc.
b) Trong (S), hiy tim diém c6 toa do (x ; y) lam cho biéu thic f{x; y) = y —x c6 gid
tri nho nhat, biét rang f(x ; y) ¢6 gia tri nho nhét tai mot trong cc dinh cta (S).
48. Bai todn vitamin
Mot nha khoa hoc nghién cttu vé tdc dong phéi hop cua vitamin A va vitamin B
doi v6i co thé con ngudi. Két qua nhu sau :
i) Mot nguoi ¢6 thé ti€p nhan duoc méi ngay khong qua 600 don vi vitamin A
va khong qua 500 don vi vitamin B.
i) Mot nguoi moéi ngay can tir 400 dén 1000 don vi vitamin ca A 1an B.
iii) Do tdc dong phoi hop cua hai loai vitamin, mdi ngay, s6 don vi vitamin B
khong it hon % 56 don vi vitamin A nhung khong nhiéu hon ba 14n s6 don vi
vitamin A.
Gia st x va y 1an luot 1a s6 don vi vitamin A va B ma ban ding moéi ngay.
a) Goi ¢ (d6ng) 1a s6 tién vitamin ma ban phai tra méi ngay. Hay viét phuong
trinh biéu dién ¢ du6i dang mot biéu thic ctia x va y, néu gid mot don vi
vitamin A 12 9 dong va gid mot don vi vitamin B 1a 7,5 dong.
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b) Viét cdc bat phuong trinh biéu thi cdc diéu kién i), ii), va iii) thanh mot hé
bat phuong trinh r6i xdc dinh mién nghiém (S) ctia hé bat phuong trinh dé.

¢) Tim phuong 4n dung hai loai vitamin A va B thod man cdc diéu kién trén dé
sO tién phai tra 1a it nhat, biét rang ¢ dat gia tri nho nhat tai mot trong céc dinh
ctia mién nghiém (S).

co a’b/’ %
S G

VAI NET VE LICH SU QUY HOACH TUYEN TiNH

Tu thai ¢8 dai, khi thuc hién cac cong viéc ctia minh,
loai ngudi da ludon hudng tGi cach lam t6t nhat trong
cac cach lam c¢6 thé dudc (tim phuong an t6i uu trong
cac phuong an). Khi toan hoc phat trién, ngudi ta da
mé hinh hoa toan hoc cac viéc can lam, nghia la biéu
thi cac muc tiéu can dat dudc, cac yéu cau hay cac
diéu kién can thod man biang ngén ngii toan hoc dé
tim 1Gi gidi t6i uu cho né. T d6, hinh thanh nén céac bai
toan t6i uu.

Quy hoach tuyén tinh 1a linh vuc toan hoc nghién clu
cac bai toan t6i uu v6i hitu han bién (4n), trong d6,

muc tiéu va cac diéu kién rang budc duoc biéu thi Kup-man, Pan-dich va
bang cac ham s, cac phuong trinh hay bat phuong Kan-to-ré-vich &
trinh tuyén tinh (bac nhat). Lac-xam-bua nam 1976.

C6 thé néi, ngudi dau tién quan tam dén Quy hoach tuyén tinh 1a L. V. Kan-toré-vich
(Leonid Vitalyevich Kantorovich, 1912 — 1986). Trong cudn "Céac phuong phap toan
hoc trong t& chiic va ké hoach hoa san xuat" (NXB Dai hoc Quéc gia Lé-nin-grat,
1939), 6ng da néu bat vai trd clia mot I6p bai toan Quy hoach tuyén tinh va dé xuét
thuat toan so bd dé gidi chang. Tuy nhién, Quy hoach tuyén tinh chi dudc nhiéu
ngudi biét dén vao nam 1947, khi G.B. Pan-dich (George Bernard Dantzig, 1914 —
2005) coéng bé thuat toan don hinh dé giai cac bai toan Quy hoach tuyén tinh. Ciing
nadm d6, T. C. Kup-man (Tjalling Charles Koopmans, 1910 — 1985) da chi ra rang
Quy hoach tuyén tinh 1a cong cu tuyét voi dé phan tich Ii thuyét kinh t& c6 dién.

N&m 1975, Kan-to-ré-vich va Kup-man da dugc Vién Han lam Hoang gia Thuy Dién
trao gidi thudng No-ben vé khoa hoc kinh té.

Ngay nay, trong thdi dai may tinh dién t&, Quy hoach tuyén tinh van dugc tiép tuc
nghién clru nham tim ra céac thuét toan tét hon.



§ 6 DAU CUA TAM THUC BAC HAI

1. Tam thirc bac hai

DINH NGHIA

Tam thitc bdc hai (doi véi x) la biéu thitc dang ax’> + bx + c,

trong doé a, b, ¢ la nhiing s6 cho trudc voi a # 0.

Theo dinh nghia trén, cdc biéu thic

l1a nhitng tam thitc bac hai.

Nghiém ctia phuong trinh bac hai ax> +bx+c=0 cting dugc goi la nghiém

cua tam thiic bdc hai f(x) = ax’ + bx +c.

Cic bidu thic A = b*> — dacva A' = b* — ac v6i b = 2b' theo thit tu cling dugc
goi 1a biét thiic va biét thiic thu gon cua tam thiic bdc hai f(x) = ax’ + bx + c.

Trong §4, ta da xét dau cha nhi thic bac nhat va 4p dung dé giai mot s6 bat
phuong trinh. Trong bai nay va céc bai ti€p theo clia chuong, ta s xét ddu cua
tam thitc bac hai va 4p dung né dé gidi cdc bat phuong trinh va phuong trinh
bac hai ciing nhu mot s6 phuong trinh va bat phuong trinh khac.

2. Dau cua tam thic bac hai

Ta s& quan sét d6 thi ciia ham s6 bac hai dé suy ra dinh Ii vé d&u ctia tam thic
bac hai fix) = ax® + bx +c.

Da4u cta f(x) phu thuoc vao ddu cta biét thiic A va hé s a.
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Trong tiing truong hop, ddu cua f(x) dugc néu trong cac bang sau :

1) A <0 (tam thtc bac hai vo nghiém)

a>0 a<0 Két ludgn
y y
0 x X | —o0 +00

fx) ‘ Ciing déu véi a

Ol X
(afix) > 0 v6i moi x € R).

X —00 +00 X , —0o0 —+00
foo + o -

2)A=0 (tam thitc bac hai ¢6 nghiém kép x, = -

2

2

a>0 a<0 Két ludn
y
X ‘—oo X0 +00
X) [
R Cing ddu o Cung dédu
Ol Xo X U 0 .
véi a , Vol a
X l—oo Xo +00 X l —00 X ~+00
(af(x) > 0 v6i moi x # xg).
f| + 0o + fx) - 0 -

3) A > 0 (tam thic bac hai c6 hai nghiém x; va x, (x; < x,))

a>0

a<0

Két ludn

0

y
REE

— 0 X Xn

+00 X

X | —0 X1 Xy +00

i

—00

‘0 Y‘zx

Xq Xy +00

f)

+ 0-0 +

-0+ 0 -

Cung déu , Khéc déiu, Cung

fX) | véia 0véia 0Odauvéia

(afix) < 0 v6i moi x e(x; ; xp), afix) > ()
v6i moi x €(—00; x1) U (X5; +0)).




Ciac két qua trén dugc phat bi€u trong dinh Ii sau day.

DINH LI (vé d&u cla tam thitc bac hai)

Cho tam thitc bdc hai f(x) = ax® + bx + ¢ (a#0).
Néu A <0 thi f(x) cung ddu vdi hé s6 a véi moi x € R.

Néu A =0 thi f(x) cungdauvo’zh_esoavo’zm_ozx;t—z—.
a

Néu A >0 thi fix) c6 hai nghiém x, va x, (x; < x,). Khi dé, f(x)
trdi ddu voi hé s6 a vai moi x nam trong khodng (x, ; x,) (titc la
VOi x; < X < X,), va f{x) cang ddu véi hé s6" a véi moi x nam
ngoai doan [x| ; x,] (titc la voi x < x| hodc x > x,).

CHUY

Ciing nhu khi giai phuong trinh bac hai, khi xét ddu tam thiic bac
hai, ta c6 thé diing biét thic thu gon A' thay cho A va ciing dugc cac
két qua tuong tu.

Vidu 1. f(x)=2x2—x+1>0vé’im()ixe]Rvitamthl’xcf(x)cc’)A=—7<O
vaa=2>0. O

Vi du 2. Xét ddu cha tam thic bac hai f(x) = 3x% — 8x + 2.

4 -+/10 o = 4 ++10
3 7 3
(dé thily x; < x,) nén fix) > 0 (cing dau véi a) khi x € (-0 ; x;) U (x, ; +0), va

Giai. Vi a = 3 > 0 va fix) c6 hai nghiém x; =

fx) <0 (trdi dau v6i a) khi x € (x5 xy). O

Ciing ¢6 thé ghi két qua trén trong bang xét ddu clia f{x) nhu sau :

X —0o0 X1 X9 +00

fx)=3x" - 8x +2 + 0 - 0 o+

EI Xét dau cla céac tam thirc bac hai sau :

a) f(x)=—2x>+5x+7; b) g(x)==2x>+x/5-7 ; ¢ h(x)=9x> —12x+4.
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50.
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Nhdn xét
Tu dinh 1i vé d4u clia tam thiic bac hai, ta thiy chi c6 mot trudng hop duy nhat
trong d6 dau cta tam thic khong thay d6i (luon am hodc luon duong), d6 1a

khi A < 0. Lic d6, ddu cta tam thiic trung v6i ddu cta hé s6 a. Do d6, ta c6

a>0
A <O
a<0
A <O.

VxeR,ax2+bx+c>0c>{

VxeR,ax2+bx+c<0c>{

Vi du 3. Vé6i nhitng gid tri nao cua m thi da thic fix) = (2 — m)x2 -2x+1

luoén duong ?

Gidi. V6i m = 2 thi fix) = —2x + 1 14y c4 nhiing gid tri am (chang han
f(1) = —1). Do d6, gia tri m = 2 khong thoa man diéu kién doi hoi.

Vé6im #2, f(x)la tam thic bac hai véi biét thic thu gon A'=m — 1. Do d6

a=2-m>0 m<?2
Vx, f(x)>0< & om<l.
AMM=m-1<0 m<1
Vay v6i m < 1 thi da thic f(x) ludn duong. O

[H2] Voi nhimg gié tri nao ciia m, da thic f(x)=(m—1)x* +Qm+)x+m+1am véi

moi x thuéc R ?

Gau hoi va hai tap
Xét dau cac tam thiic bac hai sau :
a) 38" —2x+ 1 ; b) " +4x— 1 ;
) — \3x + % ; d) (1-2)x% = 2x + 1++/2.

Tim céc gia tri cha m dé mdi biéu thiic sau luon duong :

a) (m> + 28" —2(m+ Dx+ 1 ; b) (m + 2)x% + 2(m + 2)x + m + 3.



S1.

52.

Tim cac gi4 tri cia m d€ mdi bi€u thic sau luon am :
a) =" +2m\2 x - 2m” — 1 ; b) (m — 2" = 2(m - 3)x +m— 1.

Chiing minh dinh 1i vé d4u cua tam thitc bac hai.

Hudng dan. V6i céc truong hop A <0 va A =0, stt dung hé thiic da biét

Calles b)Y A I IR S
fix)= a[(x—k 2aj 4a2} hay af(x) = a [(x+ 2aj 4a2}'

Truong hgp A > 0, su dung hé thic da biét
fx)=alx—x))(x—x,) hay af(x)= az(x —xpx —xy),

trong d6 x; va x, la hai nghiém cta tam thitc bac hai f(x).

7 BAT PHUONG TRINH BAC HAI

Pinh nghia va cach giai

Bdt phuong trinh bdc hai (dn x) la bdt phuong trinh cé mot
trong cdc dang fix) > 0, fix) <0, fix) >0, fix) <0, trong do f(x) la
mot tam thiic bdc hai.

Cdch gidi. Dé giai bat phuong trinh bac hai, ta 4p dung dinh Ii vé dau clia tam
thic bac hai.
Vi du 1. Giai bat phuong trinh
2x% —3x+1>0. (1)
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Giai. Tam thic bac hai 2x% = 3x +1 ¢6 hai nghiém x; =

N | —
<
Q)/
=

)

Il
[
<
%
(@)
(@

hé s6 a =2 > 0nén
2x2—3x+1>0<:>x<%hoacx>1.
Vay tap nghiém ciia (1) 1a (—oo ; %)u(l - 4 o0).

Ta biéu dién tap nghiém cta (1) trén truc so (h.4.9). O

\, (
PR
1 1

Hinh 4.9

EI Tim tap nghiém cida cac bét phuong trinh sau :

a) X +5x+4<0 ; b) 3x2 +24Bx <1 ; c) 4x—5£%x2.

Bat phuong trinh tich va bat phuong trinh chita 4n ¢ mau thic
Vi du 2. Giai bat phuong trinh

2
2x“+3x-2 S

x> —5x+6
Gidi. Ta xét dau cua biéu thic

0.

2x% +3x-2
fly= S 2L
x°=5x+6

Tt thitc 1a tam thiic bac hai ¢6 hai nghiém -2 va % .
MaAu thtc 1a tam thic bac hai c6 hai nghiém 2 va 3.

DA4u cua f(x) dugc cho trong bang sau

X —00 -2 1 2 3 400
2
W32 | + 0 - 0 +
X —5x+6 + + + o - 0
f(x) + 0 - 0 + - +




Téap nghiém cua bat phuong trinh da cho 1a

(—oo;—2]u{%;2]u(3;+oo). O
[H2| Giai bat phuong trinh

(4-2x)(x" +7x+12) <0.

Vi du 3. Giai bat phuong trinh
2
2x° —16x+27 <

> <2.
x“=Tx+10
Giai. Bat phuong trinh da cho tuong duong véi
2
2x2 16x+27_2§0. 0
x“=Tx+10
Ta c6
2x% —16x+27-2(x* =7x+10 _
(1) < . ( ) <0 22x—+7 <0.
x“=7x+10 x“=T7x+10
~ 9 —2X + 7 92 A
Dau cua f(x) = - duoc cho trong bang sau day.
x°=T7x+10
X —00 2 7 5 +00
2
2x+7 + + 0 - -
X =Tx+10 + 0 - = 0 +
) v - 0+ -
Téap nghiém cua bat phuong trinh da cho la
7
(2;5} U (5 ; +o0). O

3. Hé bat phuong trinh bac hai
Vi du 4. Giai hé bat phuong trinh
332 —7x+2>0
M4
-2x"+x+3>0.
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c9. .

Cdch gidi. Mu6n giai hé bat phuong trinh bac hai mot 4n, ta giai riéng ting
bét phuong trinh cua hé roi 18y giao cua cdc tap nghiém tim dugc.

. . PP . 1
Bat phuong trinh thtt nhét c6 tap nghiém §; = (—oo ; 5] U (2 ; +00).

’ . P . 3
Bat phuong trinh thit hai ¢6 tap nghiém S, = (—1 ; 5]

Muén tim §; N S, , ta c6 thé bi€u dién céc tap ndy trén truc s6 bang cdch lan
lugt gach bo cac phan khong thudc S; va cac phan khong thuoc S,. Phan con
lai khong bi gach 1a § =S, N S, (h.4.10).

%W%WHWWWWWW

-1 1 3 2
3 2
Hinh 4.10

[S8)

. , . 1
Twr d6 suy ra tap nghiém cuahé¢ 1a § = (—1 ; 5)

Trong thuc hanh, bai giai vi du 4 thuong dugc trinh bay nhu sau.
Gidi. Ta co

x<lhoacx>2 |

(IR=" 3 & —1<x<§-
-I<x<—
2

Tap nghiém ctia bat phuong trinh da cho la khoang (—1 ; —j. O

Gidi hé bat phuong trinh
2x+1>5
2x% —9x+7<0.

Vi du 5. Tim cdc gi4 tri cia m dé bat phuong trinh sau vo nghiém
(m —2)x* +2(m + Dx +2m > 0.

Gidi. Dat f(x) = (m — 2)x* + 2(m + D)x + 2m.

Bt phuong trinh da cho vo nghiém khi va chi khi f{x) < 0 v6i moi x € R.



53.

54.

5S.

56.

V6i m=2,tacédfix)= 6x+4.Khido, fix) <0< x< —%.

Gia tri m = 2 khong thoa man diéu kién doi hoi.

A'<0,
m—2<0.
Thay A' = (m + 1) = 2m(m — 2) = —m”> + 6m + 1 vao hé trén, ta c6

—m? < <3- acm >
{m +6m+1_0©{m_3 \/Ehoacm_3+\/ﬁ<:>m£3_\/E.

Vé6i m# 2, tacd fx) <0 véi moi x € R khi va chi khi {

m-2<0 m<?2

Vay bat phuong trinh da cho vo nghiém khi va chi khi

m£3—\/ﬁ. O

Gau hoi va hai tap
Giai cac bat phuong trinh sau :
a) 5> +4x +12<0; b) 16x° +40x +25<0 ;
Q)3 —4x+4>0; )’ —x-6<0.

Giai cac bat phuong trinh sau :

2 2
x2 9x+14>0; b) 22x +7x-|—7S
x“—5x+4 x“=3x-10

) 2x+ D> +x-30)>0; d) x* - 34 <0.

a) -1;

Tim céc gia tri cha m dé mdi phuong trinh sau c6 nghiém :
a) (m—5)x2—4mx+m—2=0;
b) (m + 1)x* + 2(m —1)x + 2m — 3 = 0,
Giai cac hé bat phuong trinh :

22 +9x+7>0 4x* =5x-6<0
a) b)

P +x-6<0; —4x* +12x -5<0;

: 2x? —5x+4<0 " 247 +x-6>0
C
x> -3x+10>0; 3x2 —10x + 3 > 0.
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
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Luyén tap

Tim céc gia tri cha m dé phuong trinh sau c6 nghiém
X+ (m—-2)x—-2m+3=0.

Chiing minh rang cdc phuong trinh sau vo nghiém du m 13y bat ki gia tri nao :
) x* —2(m+ Dx+2m +m+3=0; b)(m +1)x* +2(m+2)x+6=0.
Tim céc gia tri cha m dé bat phuong trinh

(m—1x” = 2(m+ Dx +3(m—2)>0
nghiém diing véi moi x € R.
Giai cac bat phuong trinh sau :

a);‘;xso; b) — ! <— ! :
X +5x+6 x“=5x+4 x*-7x+10

Tim tap xdc dinh ciia m6i ham s6 sau :

|22 +5x+4
a)y:\/(2x+5)(l—2x); b) y = ﬁ

Giai cac hé bat phuong trinh :

4x —3<3x +4 2x2+9x-7>0
SR b)
x*=7x+10<0; x2+x—630;
x> -9<0
c)
(x=DGx> +7x+4)>0.
Tim céc gia tri cua a sao cho v4i moi x, ta ludn c6
2
S X g
2x°=3x+2

Tim céc gia tri cha m dé hé bat phuong trinh sau ¢6 nghiém :

x> +2x-15<0
(m+1)x >3.



MOT SO PHUONG TRINH VA
§ BAT PHUONG TRINH QUY VE BAC HAI

1. Phuong trinh va bat phuong trinh chita 4n trong dau gia tri tuyét doi

Vi du 1. Giai bat phuong trinh x* — x +|3x — 2| > 0.

Giai. Trude hét, ta bo dau gia tri tuyét doi.

Néu 3x—2 >0 thi x° —x+|3x-2|= i -x+(Bx-2)= 4202
Néu 3x—2 <0 thi x° —x+|3x-2|= Fox— Bx-2)= A —dx+2.
Do d6, bat phuong trinh da cho tuong duong véi :

{3)(—220 {3x—2<0
D hoic (II)

X +2x—-2>0 x2 —4x+2>0.

No6i cach khac, tap nghiém cua bat phuong trinh da cho 1a hop cac tap nghiém
cua hai hé bat phuong trinh (I) va (II).

Ta co
2
> =
HR= 3 <:>x>—1+\/§.
x<—1—x/§hoacx>—1+x/§
X< —
(II)<:> 3 C>X<2—\/§.

x<2—x/§hoacx>2+x/§
Tap nghiém cua bat phuong trinh 1a (—0 ; 2 — \/5) U -1+ NE) ; +00). O
[H1| Giai phuong trinh |x? - 8x +15] = x - 3.
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2. Phuong trinh va bat phuong trinh chita 4n trong d4u can bac hai

Khi gidi phuong trinh hodc bat phuong trinh chita 4n trong d4u cin bac hai, ta
thuc hién mot s6 phép bién déi tuong duong dé dua n6 vé mot phuong trinh
hodc bat phuong trinh khong con chita 4n trong ddu can bac hai. Trong qud
trinh bi€n déi can luu ¥ :
— Néu cdc diéu kién xac dinh cua phuong trinh hodc bit phuong
trinh va néu diéu kién ctia nghiém (néu co) ;
— Chi binh phuong hai vé& cta phuong trinh hodc bat phuong trinh
khi ca hai v& déu khong am.
Gop céc diéu kién d6 v6i phuong trinh hodc bat phuong trinh mdi
nhan duoc, ta ¢c6 mot hé phuong trinh hoac bat phuong trinh tuong
duong v6i phuong trinh hoac bat phuong trinh da cho (tic la
phuong trinh hoac bat phuong trinh da cho va hé thu duogc c6 cung
tap nghiém).

O day, ta chi xét mot s6 vi du don gian.

Vi du 2. Giai phuong trinh \/3x2 +24x +22 =2x + 1.

Phdn tich. Diéu kién xdc dinh ctia phuong trinh da cho la

3x% + 241+ 22> 0. (1)
Dé thdy nghiém cua phuong trinh da cho phai thoa man diéu kién
2x+12>0. (2)

Vé6i cic diéu kién (1) va (2), phuong trinh da cho tuong duong véi
phuong trinh
3x% 4+ 24 + 22 = 2x + 1), (3)

Hién nhién (3) kéo theo (1). Do d6, nghiém cta phuong trinh da cho la
nghiém cua phuong trinh (3) thoa man bat phuong trinh (2). N6i mot cach
khac, phuong trinh da cho tuong duong véi hé gom bat phuong trinh (2) va
phuong trinh (3).

Sau day Ia bai gidi vi du 2.

Gidi. Phuong trinh da cho tuong duong véi hé
2x+120,
{3x2 +24x+22=2x+1)%
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Ta co

XZ_—, xz_l,
IR== 2 & 2 < x=21.
x2 —20x-21=0 x=-1 hodc x =21

Nghiém ctia phuong trinh da cho 1a x = 21. O

EI Gidi phuong trinh \x* + 56x + 80 = x + 20.

Vi du 3. Giai bat phuong trinh Vx> — 3x — 10 < x — 2.
Phdn tich. Diéu kién xéc dinh cua bat phuong trinh da cho Ia

¥ —3x-10>0. (1)
Dé thdy nghiém cua bat phuong trinh da cho phai thoa mén diéu kién
x—2>0. 2)

Véi hai diéu kién (1) va (2), bat phuong trinh da cho twong duong véGi bat
phuong trinh

P -3x—10< (x - 2)% (3)

Nhu vay, bat phuong trinh di cho tuong duong véi hé géom ba bat phuong
trinh (1), (2) va (3).

Sau day la bai giai vi du 3.
Giai. Bat phuong trinh da cho tuong duong véi hé
X -3x-10>0
IHx-2>0
X = 3x—10 < (x - 2)%.

Ta co
x <-2 hoac x =25
D x>2 & 5<x<14.
x <14
Tap nghiém cua bat phuong trinh da cho 1a [5 ; 14). O

[H3| Gigi bat phuong trinh Nx* —2x—15 < x—3.
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Vi du 4. Giai bat phuong trinh Vx> — 4x > x — 3.
Phdn tich. Diéu kién xéc dinh cua bat phuong trinh da cho 1a

¥ —4x>0. (1)
Dé khir dau can chia 4n, ta xét hai trudng hop :

Truong hop 1

x-3<0. 2)
Hién nhién, nghiém chung cta (1) va (2) 12 nghiém cia bat phuong trinh da
cho. N6i mot cach khac, trong truong hop nay, bat phuong trinh da cho tuong
duong v6i hé gom hai bat phuong trinh (1) va (2).
Truong hop 2

x—320. 3)
Véi cdc diéu kién (1) va (3), bat phuong trinh da cho tuong duong véi bat
phuong trinh

X —4x> (x-3) (4)

Hién nhién (4) kéo theo (1). Do d6, nghiém chung cta hai bat phuong trinh
(3) va (4) 1a nghiém cua bat phuong trinh da cho. N6i cach khac, trong truong
hgp nay, bat phuong trinh da cho tuong duong vGi hé gdm hai bat phuong
trinh (3) va (4).
Sau day la bai giai vi du 4.
Giai. Bat phuong trinh da cho tuong duong véi

2 ~3>0
I {x Ax =0 oac () {x

x-3<0 2 —dx>(x=3).

Ta cé

x<0 hoac x=4
IR= ’ < x<L0.

x<3

>

x>3 x=3 9
I) < & 9 & x>—-

2x>9 x>5 2

Nghiém ctia bat phuong trinh da cho la

xSOvéx>2-
2

Tap nghiém ctia bat phuong trinh da cho la (—oo ; 0] U (% ; +ooj. O

H4| Giai bét phuong trinh Nx* —1 > x + 2.
[H4] J



Cau hadi va hai tap
65. Giai cac phuong trinh va bat phuong trinh sau :
a) [ —5x+4|=2+6x+5; b) [x—1|=2x—1;
c)‘—x2+x—1‘32x+5; d)‘xz—x‘s‘xz—l‘.
66. Giai cac phuong trinh sau :

) V2x' +4x—1=x+1; b) V4x? + 101y + 64 = 2(x +10) ;

) Va¥ +2x = —2x" —4x +3; d) J(x +1)(x+2) = 2" +3x - 4.

Huong dén. ¢) Paty = Vx> + 2x,y > 0, ta dugc phuong trinh y = — 2y” + 3.

d) Vi (x+1)(x+2)=x2+3x+2néndaflty= \/x2+3x+2,y20, ta duoc
phuong trinhy:y2—6.

67. Giai cac bat phuong trinh :
AV +x—6<x-1; b) V2x -1 <2x-3;
V22 —1>1-x; d) Vx2 —5x—14 > 2x — 1.

68. Tim tap xdc dinh ctia m6i ham s6 sau :

2
2 X +x+1
a)y= x+3x—4‘—x+8; b) y = ;
)y \/‘ )y \/|2x—1|—x—2

C)y:\/ ! - ! ; d)y:\/\/xz—Sx—14—x+3.

X2 —Tx+5 x> +2x+5 ’
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XET DAU PHAN THUC HOU Ti
BANG PHUGONG PHAP KHOANG

Biéu thiic c6 dang % trong dé P(x) va Q(x) la nhiing da thirc, dugdc goi la moét
X

phan thic hitu ti.
Ngudi ta chiing minh dudc rang : Néu cac da thic P(x) va Q(x) cb6 cac nghiém
X{, Xp,..., X, d6i mot khac nhau va x; < x, < ... < x,, thi trén méi khoang

(_OO ; .Xl), (—xl ;x2)1"'1(-xn— 1; xn)r (-xn ) +OO)’

phan thic Pixi gilr mét dau khong déi.
X
Ap dung diéu khéng dinh trén, muén xac dinh dau cla PO tren méi khoang da
X

néu, ta chi can tinh gia tri cla phan thiic tai mét diém nao do6 ctia khoang.

Phuong phap dudc sl dung dé xét dau phan thic hiu ti trong cac vi du sau day
dugc goi la phuong phap khoang.

Vi du 1. Xét dau clia phan thirc hitu ti

£(x)

B 2x% +3x2 =24 -3

¥ -x-12

Giai. T{ thirc
3 2 2 2
20 +3x = 2x-3=2x(x - D+3x - D=2x+3)x+ DH(x—-1)
c6 cac nghiém la —%, -lval.

Mau thic 1a tam thiic bac hai c6 cac nghiém 1a -3 va 4.
Ta viét phan thic dudi dang
2x+3)(x+1)(x—1
C )
(x+3)(x—4)
va s&p x&p cac nghiém cla tr thiéic va mau thic cla f(x) theo th(t tu ting dan

-3, —é, -1, 1, 4.
2

Cac nghiém nay chia R thanh sau khoang

(o0} -3), (—3 : —%) [—% ;—1), (<15 1), (1:4) va (4 ; +o0).



Ta xac dinh dau cla f(x) trén mbi khodng da néu.
Ta c6 f(0) = i > 0, do d6 f(x) > 0 trén khodng (-1 ; 1). Khi x qua diém 1, chi c6 nhi

thic x — 1 d6i dau, cac nhi thiic khac déu gilr nguyén dau; do do f(x) déi dau. Vi vay,
fix) < 0 trén khoang (1 ; 4). Khi x qua diém —1, chi c6 nhi thitc x + 1 d&i dau, do d6 f(x)

déi dau. Vi vay f(x) < 0 trén khoang (—% ;—1). D4u cla f(x) trén cac khoang con lai

dugc xac dinh mot cach tuong tu va ta dugc bang xét diu sau :

X —00 -3 3 -1 1 4 +o0
2 O
(89 | - + 0 - o + 0 - || +

Vi du 2. Xét dau biéu thirc

PO = (& + 2x + D(2x — (P = 5x + 4).
Gidi. Tam thiic bac hai x* + 2x + 1 = (x + 1)> ¢6 nghiém kép x = —1. Nghiém cla nhi
thic bac nhat 2x — 1 la % Nghiém clia tam thic bac hai x* — 5x + 4 1a 1 va 4. Ta viét
biéu thirc da cho dudi dang

P = (x + 1)2Qx = D(x — D)(x — 4).
Céc nghiém clia P(x) sap x&p theo th(r tu tang dan la

-1, % 1vad.

Cac nghiém nay chia R thanh nam khoang

(—o0; —1), (—1;%), (% ; 1), (1;4)va 4; +o).

Ta xac dinh dau cla P(x) trén méi khoang da néu.

Ta c6 P(0) = -4 < 0. Do d6 f(x) < 0 trén khoang (-1 ; %). Khi x qua diém % chi cé nhi
thic 2x — 1 d6i dau. Do d6 P(x) d6i dau va ta cé P(x) > O trén khoang G lj. Tuong
tu, P(x) &m trén khoang (1 ; 4) va duong trén khoang (4 ; +o).

Nhan t&r (x + 1) bang 0 tai diém x = —1, nhung luén duong v6i moi x # —1 nén khi x

qua diém -1, P(x) khéng d6i ddu. Do dé, P(x) < 0 trén khodng (—w ; —1). Ta c6 bang xét
diu sau :

X —0 -1

PQ) | - 0 -
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Luyén tap

69. Giai cac phuong trinh va bat phuong trinh sau :

2_
a)x 222; b) 3x+4 <3
x+1 x=2
o |23 d) [2x+3] =4 - 3x].
x-3
70. Giai cac bat phuong trinh sau :
@) |7 = 5x+ 4| <6+ 6x+5; b) 4x? + 4x —|2x +1| > 5.

71. Giai cac phuong trinh sau :
a)\/5x2—6x—4=2(x—1); b)\/x2+3x+12:x2+3x.
72. Giai cac bat phuong trinh sau :

a) Va? +6x+8 <2x+3; by X% .

2 —3x—10

¢) 6yJ(x —2)(x - 32) < x% - 34x + 48.
Huténg din. ¢) Paty = \J(x = 2)(x = 32) = Va® - 34x + 64.

73. Giai cac bat phuong trinh sau :

)Vl —x—12>x-1; b) Va2 —4x—12 >2x+3;
Nx+5

1—x

< 1.

c)

74. Tim cac gia tri ciia m sao cho phuong trinh
A -2m +mi-1=0
a) Vo nghiém ;
b) C6 hai nghiém phan biét ;
c¢) C6 bon nghiém phan biét.
75. Tim cdc gia tri cua a sao cho phuong trinh
(a—- 1)x4—ax2+a2— 1=0
c6 ba nghiém phan biét.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

.- m

Cau hai va bai tap on tap chuong IV

Chitng minh cdc bat dang thiic :

a) [a+b|<|l+ab|véila|<1,|b|<1;

1 1 1 |
+ +..4+—2>— véimoin € N*;

b) .
n+l n+2 2n

) atrb <2 4 b v6i moi a > 0, b > 0. Khi nao ding thic x4y ra ?
I+a+b 1+a 1+0b

Chitng minh c4c bat dang thifc sau:

a) a+b+c>ab +Jbc +~Jcavéia=0,b>0,c>0.Khindo cé ding thic ?
b) a’b* + b*c? + *a’ > abc(a + b+ c) v6i moi a, b, ¢ € R. Khi nao cé
déng thic ?

Tim gia tri nho nhat cia cdc ham s6 sau :

X’ +2

Tim céc gia tri cia tham s6 m sao cho hé bat phuong trinh sau ¢6 nghiém

7 1 3x 13

6 2 2 3

m’x +1>m* - x.

a) f(x) = ; b) g(x) =

1
X+ —
X

V6i céc gia tri ndo clia m, bat phuong trinh (m2 + 1)x +m(x+3)+1>0
nghiém ding véi moi x € [-1; 2] ?

Giai va bién luan cac bat phuong trinh sau :

Q) a’x+1>(3a-2)x+3;  b)2x* +(m-9)x+m’> +3m+420.

Giai cac bat phuong trinh sau :

2
2) x—=2 50 b) 2x 10x+142

1.
x> —9x + 20 e P
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83. Tim céc gid tri cia m sao cho R 1a tap nghiém ctia moéi bat phuong trinh sau :
a) (m—4x> —(m-6)x+m-5<0;
b) (m” — 1)x° + 2(m + 1)x +3 > 0.

84. Giai cac phuong trinh sau :
a)‘x2—2x—3‘=2x+2; b)\/xzjﬂ(x—\/?).

85. Giai cac bat phuong trinh sau :
) Va? —dx-12 < x—4; b) (x-2)Va? +4 <a2 4
) Va? —8x 22(x+1); d) Jx(x+3)<6-x> -3x.

86. Vi cac gia tri nao cua a, cac hé bat phuong trinh sau c6 nghiém ?
)x2—5x+6<0 b) 4x +1<7x -2,
ax+4<0; ¥ —2ax +1<0.

Trong cdc bai tdp tir 87 dén 89, moi bai ¢6 bon phuong dn trd 1oi, trong dé
chi ¢6 mot phuong dn trd 10i diing, hdy chon phuong dn dé.

87. a) Tam thic bac hai f(x) = x> + (1 - ﬁ)x —8-53 :
(A) Duong v6i moi x € R ; (B) Am véi moix € R ;
(C) Am vé6i moi x € (—2—@ : 1+2J§); (D) Am véi moi x € (—0; 1).
b) Tam thiic bac hai f(x) = (1 - \/E)X2 + (5 - 4\/§)x 3246
(A) Duong v6i moi x € R ; (B) Duong v6i moi x € (—3 ; \/E) ;

(C) Duong v6i moi x € (—4 ; \/E) ; (D) Am véi moi x € R.

¢) Tap xéc dinh ciia ham s6 f(x)z\/(2_J§)x2+(15—7ﬁ)x+25—1oﬁ Ia
(A R; (B) (~o0; 1) ; ©) [-5;11; (D) [-5; V51.

88. a) Tap nghiém cua bat phuong trinh
(3-2v2)2% —2(3V2 - 4)x + 6(2v2 - 3) <0
la

@) [V2:32]5 B 115 ©F-1s+0); D)1 321
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b) Tap nghiém ciia bt phuong trinh (2 +7 )x2 +3x—14-4J7 >0 1

(AR ; B) (05 —\T]U[2;+0);
(©) [-2v2:5]; (D) (—0 ; =71 U1 ; +o0).
c¢) Tap nghiém cua bt phuong trinh
(-1
(x-1)(x* -1) .
x2+(1+2\/§)x+2+\/§

la
(A) (-1-v2 5 —V2) ; (B) (-1-v2 ; 1];
© (-1-v2 5 =V2) U (1}; (D) [1; +20).

89. a) Nghiém ciia phuong trinh Vx* +10x -5 =2(x - 1)1a
3

(A)x= 7 B) x=3-+/6 ;
(C) x=3+4/6 ; (D) x, =3+~6 vax,=2.
b) Tap nghiém ctia bt phuong trinh \(x +4)(6 - x) <2(x +1) Ia
1 _
(A)[-2:5]; (B){“Og 3;6}; ©11:61;  (D)[0;7]

c¢) Tap nghiém cua bat phuong trinh \/2(x — 2)(x — 5) >x—-31a
(A) [-100; 2] ; (B) (=0 ; 1]
(C) (~0;2] U [6;+) ; (D) (=0 5 2] U (4++/5 5 +o0).
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Chuong TH |j NG HE

TANG TRUONG GDP CUA VN : XU HUONG TANG LEN
(Nguén: Ngén hang Thé gici) O

Sl
:\: /’\! L=

1998 1999 2000 2001 2002

Tich luy tai san tinh theo % ctia GDP
m@m Tang trudng GDP theo % (cét trai)
) Tang trudng muc ban Ié theo % cuia GDP (cét phai)

Trong doi song hién nay, Théng ké dang ngay cang trd nén
can thiét va quan trong doi véi moi nganh kinh té xa hoi. Thong
ké gilp ta phan tich cac s liéu mot cach khach quan va rit ra
nhiéu théng tin &n chua trong cac s6 liéu do. Dé hiéu duoc diéu
do, chling ta can biét cach trinh bay cac s6 liéu thong ké, cach
tinh cac s6 dac trung cla cac s6 liéu va hiéu y nghia cta ching.
Chac chan chung ta sé tim thdy cac ung dung ctia Théng ké
ngay trong cac hoat déng cua truong hoc.
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§ ’ I MOT VAI KHAI NIEM MO DAU

1. Thong kélagi?

Nhing thong tin dudi dang s6 liéu rit phd bién trong khoa hoc va doi song.
Khi doc mot t& b4ao, nghe mot ban tin trén truyén hinh,... ching ta thudng bt

gap nhiing con so thong ké.

Thong ké la khoa hoc vé cdc phuong phdp thu thdp, to chiic, trinh bay, phdn
tich va xit li s6'liéu.

Thong ké gitp ta phan tich cac so liéu mot cach khach quan va rit ra cac tri
thic, thong tin chita dung trong cac so liéu do. Trén co s& nay, ching ta méi
c6 thé dua ra duoc nhitng du bdo va quyét dinh ding dén. Vi thé, thong ké can
thiét cho moi luc lugng lao dong, dac biét rat can cho cdac nha quan li, hoach
dinh chinh sach. Ngay tir dau th€ ki XX, nha khoa hoc ngudi Anh, Oen
(H.G.Well) da du bao nhu sau : "Trong mot tuong lai khong xa, kién thiic
thong ké va tu duy thong ké sé tré thanh mot yéu té" khong thé thiéu duoc
trong hoc vdan phé thong cia mdi cong ddn, giong nhu la khd ndng biét doc

biét viét vay".

2. Mau so liéu
« G 16p 7, ta da lam quen véi khdi niém d&u hiéu, don vi diéu tra va gid tri cla
ddu hiéu.
Vi du. Dé diéu tra vé s6 hoc sinh trong mbi 16p hoc & cép Trung hoc pho
thong (THPT) ctia Ha Noi, nguoi diéu tra dén mot s6 16p hoc va ghi lai si s6

ctia mdi 16p d6. Sau day 1a mot doan trich tir s6 cong tdc clia ngudi diéu tra :
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STT Lop S6 hoc sinh
1 10A 47
2 10B 55
3 10C 48
4 10D 50
5 10E 50
6 11A 45
7 11B 53
8 11C 48
9 11D 54
10 11E 55

Trong vi du trén, ddu hiéu X 1a s6 hoc sinh ctia moi 16p, don vi diéu tra 1a mot
16p hoc cap THPT ctia Ha Noi, gia tri ctia dau hiéu X (ki hiéu x) & 16p 104 1a
47,516p 10B 1a 55, ...

Mot tdp con hitu han cdc don vi diéu tra dugc goi la mot mau. S6
phan tir ciia mot mdu duoc goi la kich thuée mau. Cdc gid tri cua
ddu hiéu thu duoc trén mau duogc goi la mot mau so liéu (moi gid tri
nhut thé con goi la mot so'liéu ciia mdu,).

Néu cac s0 liéu trong mau duoc viét thanh day hay thanh bang thi ta con goi mau
sd liéu d6 1a day so'liéu hay bdng so'liéu.

Trong vi du trén, ching ta c6 mot mau la cac 16p {104 ; 10B; 10C; ...; 11D ; 11E}
vamau so lieu 1a {47 ;55;48 ; ...; 54 ; 55}, kich thu6c mau bang 10.

« Néu thuc hién diéu tra trén moi don vi diéu tra thi d6 1a diéu tra toan bo.

Neéu chi diéu tra trén mot mau thi d6 1a diéu tra mau.

El Ngudi diéu tra phéi kiém dinh chét luong cac hop sita ctia mét nha may ché
bién sita bdng cach mé hop sita d€ kiém tra. Co thé diéu tra toan bd hay khéng ?

+ Diéu tra toan bo doi khi khong kha thi vi s6 lugng cac don vi diéu tra qua

16n hodc vi khi muon di€u tra thi phai phd huy don vi diéu tra. Ching ta

thuong chi diéu tra mau va phan tich x{ I mau s6 liéu thu dugc.



Cau hadi va bai tap

1. Dé diéu tra s6 con trong mbi gia dinh & huyén A, ngudi ta chon ra 80 gia dinh,
thong ké s6 con clia cac gia dinh d6 va thu dugc mau s6 liéu sau :

2 4 3 2 0 2 2 3 45
2 25 2 1 2 2 2 3 2
5 2 7 3 4 2 2 2 3 2
35 2 1 2 4 4 3 4 3
4 4 4 4 2 5 1 4 4 3
34 1 4 4 2 4 4 4 2
32 3 4 5 6 2 5 1 4
1 6 5 2 1 1 2 4 3 1.

a) Dau hiéu va don vi diéu tra ¢ day 1a gi ? Kich thuéc mau la bao nhiéu ?
b) Hay viét cac gia tri khac nhau trong mau s6 liéu trén.

2. Diéu tra vé dién nang tiéu thu trong moét thang (tinh theo kW.h) cua 30 gia
dinh & mot khu ph6 A, nguoi ta thu duoc mau s6 liéu sau :

165 8 65 65 70 50 45 100 45 100
100 100 100 90 53 70 141 42 50 150
40 70 84 59 75 57 133 45 65 5.

Ciing hoi tuong tu nhu trong bai tap 1.

§ TRINH BAY MOT MAU SO LIEU

1. Bang phan bé tan sé - tan suat

Vi du 1. Khi diéu tra vé€ nang suét ciia mot giong lia mdi, diéu tra vién ghi lai
nang suat (ta/ha) cta giong lia d6 trén 120 thira rudng c6 cung dién tich lha.
Xem xét mau s6 liéu nay, diéu tra vién nhan thay :

161



10 thira ruéng cung c6 nang suit 30 ;

20 thira rudng cung c6 nang suit 32 ;

30 thira ruong cuing c¢6 nang suat 34 ;

15 thira rudng cuing ¢6 nang suat 36 ;

10 thira rudng cuing ¢6 nang suat 38 ;

10 thira ruong cung c6 nang suat 40 ;

5 thlra rudng cuing c6 nang suat 42 ;

20 thira ruong cuing c¢6 nang suat 44.
Trong mau s6 liéu trén chi c6 tdm gia tri khac nhaula: 30 ;32 ;34 ;36; 38 ;
40 ; 42 ; 44. Méi gia tri nay xuét hién mot s6 1an trong mau s liéu. |

Ta c6 thé trinh bay gon gang mau so liéu trén trong bdng phdn bo tdn so (g0i
tat 12 bang tdn so’) sau day.

Giatri(x) | 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 40 | 42 | 44
Tanso () | 10 | 20 | 30 | 15 | 10 | 10 | 5 | 20 | N=120

S6’ ldn xudt hién cia moi gid tri trong mdu so liéu duoc goi la
tdn so cia gid tri do.

Bdng 1
Né&u mudn biét trong 120 thira rudng, cé bao nhiéu phan tram thira rudng c6
nang suét 30, 32, ... ta s& phai tinh thém tin suét ciia moi gia tri.
Tan sudt f; ciia gid tri x; la ti 56 giiia tan s6'n; va kich thudéc mau N

Nguoi ta thudng viét tan suat dudi dang phan tram.
B6 sung thém mot hang tdn suét vao bang 1, ta nhan dugc bdng phdn bo' tdn
O - tan sudt (goi tat 12 bang tdn so - tdn sudt) sau day.
Gia tri 30 32 34 36 38 40 42 44
Tan so 10 20 30 15 10 10 5 20 | N=120
Tan suat %| 83 | 16,7 250|125 | 83 | 83 | 42 | 16,7

Bdng 2
CHUY
a) Trén hang tan s6, ngudi ta thudng danh mot 6 dé ghi kich thudc
mau N. Kich thuéc mau N bing tdng cic tan so.
b) C6 thé viét bang tan so - tan sudt dang "ngang" (nhu bang 2)
thanh bang "doc" (chuyén hang thanh cot nhu bang 3).
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EI Théng ké diém thi mén Toan trong ki thi vira qua cla 400 em hoc sinh cho ta
béng sau day.

Diém bai thi Tan s6 Tan suat (%)
0 1,50
1 15 375
2 43 10,75
3 53 13,25
4 85 21,25
5 18,00
6 55
7 33
8 18
9 10
10 10

N =400
Bdng 3

Dién tiép cac s6 vao cac chéd tréng (...) & cot tan s6 va cot tan suét trong bang 3.

Bang phan bé tan so - tan suat ghép lép

Vi du 2. Chon 36 hoc sinh nam ctia mot truong THPT va do chiéu cao ctia ho,
ta thu dugc mau s6 liéu sau (don vi : cm).

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.

Pé trinh bay miu s6 liéu (theo mot tiéu chi nao d6) dugc gon gang, stc tich,
nhat 1a khi c6 nhiéu s6 liéu, ta thuc hién viéc ghép s liéu thanh cdc lop. O
day, ta ghép cdc s liéu trén thanh nam IGp theo cdc doan c6 do dai bing
nhau. LGp thit nhat gdm céc hoc sinh ¢6 chiéu cao nam trong doan [160 ;162],
16p thit hai gébm cdc hoc sinh ¢6 chiéu cao nam trong doan [163 ;165], ... . Khi
do, ta s€ c6 mot bang nhu sau :

Lop Tan so
[160 ; 162] 6
[163 ; 165] 12
[166 ; 168] 10
[169 ; 171] 5
[172; 174] 3

N =36
Bdng 4
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Trong bang 4, tan s6 clia moi lép 12 s6 hoc sinh trong 16p do.

Bang 4 duoc goi 1a bang phdn bé tin so ghép lop (goi tat 1a bang tdn so
ghép lop).

B6 sung mot cot tan sut vao bang 4, ta nhan dugc bang 5 sau

Lop Tan so0 | Tan suat (%)
[160 ; 162] 6 16,7
[163; 165] 12 333
[166 ; 168] 10
[169 ; 171] 5
[172; 174] 3

N =36
Bang 5

Bang 5 duoc goi 1a bang phdn bo tdn sé - tan sudt ghép lop (goi tat 12 bdang
tdn sO - tan sudt ghép lop).

@ Hay dién cac s6 vao ché tréng (...) & cot tan suét trong bang 5.

Trong nhiéu truong hop, ta ghép 16p theo cdc nira khoang sao cho miit bén
phai cuia mot nira khoang ciing 1a mut bén trai cua nlra khoang tiép theo.
Chang han, trong vi du 2, ta c6 thé ghép cdc s6 liéu thanh nam 16p véi céc
ntra khoang [159,5 ; 162,5) ; [162,5; 165,5) ; ... . Ta ¢6 bang sau

Lép Tan s6 | Tan suat (%)
[159,5;162,5) 6 16,7
[162,5; 165,5) 12 33,3
[165,5; 168,5) 10 27,8

[168,5; 171,5) 5
[171,5; 174,5) 3

N=36

Bdng 6
3. Biéu do

A M

Tuc nglt ¢6 nhitng cau : "Tram nghe khong bang mot thay" ; "Mot hinh anh
gid tri hon ngan 16i n6i". D€ trinh bay méu s6 liéu mot cch truc quan sinh
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dong, dé nhé va gay &n tugng, ngudi ta sit dung bi€u do. Sau day 1a mot s6
bi€u do thong dung nhat.

a) Biéu do tan sé, tan suat hinh cot
Biéu d6 hinh cot 12 mot cich thé hién
rat tot bang phan b6 tan s6 (hay tan
sudt) ghép 16p. 10
Vi du 3. Xét bang phan bo tan s (bang 4)
chiéu cao ctia 36 hoc sinh trong vi du 2. 87
Hinh 5.1 12 biéu d6 tan s6 hinh cot thé
hién bang 4 vé6i cach v€ nhu sau :
V& hai duong thang vuong géc.

121

Trén dudng thing nim ngang (ding 1am

truc s0), ta danh dau cac doan xac dinh 21
16p, bat dau tir doan [160 ; 162] cho t6i
doan [172 ; 174].

Tai moéi doan, ta dung 1én mot cot hinh
chit nhat véi ddy la doan do, con chiéu
cao bing tan s6 cua 16p ma doan d6
xac dinh.

160 162 163 165166 168169171172 174

Hinh 5.1

12+

Hinh thu duoc d6 1a biéu do tin sé 10t
hinh cot. 0

 Dai v6i cach ghép 16p nhu & bang 6, ta
thé hién bang phan b6 tin s6 bang biéu 6+
do6 hinh cot nhu hinh 5.2. Trong trudng
hop nay giira cdc cot khong c6 "khe hd". 47

Chiing ta ciing c6 thé ding biéu d6 hinh  , |
cot dé thé hién bang tin suét ghép 16p
goi 12 biéu do tan sudt hinh cot. Trong
truong hop nay, cot hinh chit nhat s€ c6
chiéu cao bang tan suét (tinh theo %).

159,5 162,5 165,5 168,5 171,5 174,5
Hinh 5.2

Hay vé biéu d6 tan suét hinh cot thé hién bang 5.
b) Puong gap khiic tan so, tan suat

Bang phan bo tin s6 ghép 16p ciing ¢ khi dugc thé hién bang mot bi€u do
khac goi 1a duong gdp khiic tan so.
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Vi du 4. Xét bang phan bd tan so trong vi du 2 (bang 4). Pudng gip khic tan
s0 thé hién bang 4 dugc vé nhu sau (h.5.3) :

Ta v& hai dudng thang vuong géc. Trén duong thing nim ngang (ding lam
truc s0), ta ddnh dau cdc diém A, A,, A3, Ay, As, 6 d6 A, 1 trung di€ém cia
doan (hodc ntta khodng) xac dinh 16p thi i (i = 1, 2, ..., 5). Tai mdi diém A, ta
dung doan thang A;M; vuong goc véi dudng thang nam ngang va c6 do dai bang tin
s0 cla I6p thi i ; cu thé 1a A\M, = 6, ..., AsMs = 3. V& cdc doan thang M, M,,
MyMs, M3M,, M,M5, ta dugc mot dudng gép khic. D6 la duong gdp khiic
tan so'thé hién bang 4. 0

127

10t

Ay

Ay

161 164 167 170 173
Hinh 5.3
o Néu do dai doan thang A, M; duoc 14y bang tan suat cta 16p thi i thi khi vé
cdc doan thang M M,, M,Ms, ..., M4Ms, ta dugc mot dudng gdp khic goi 1a
duong gdp khiic tan sudt.

Hay dién cac sé vao ché tréng trong bang 6 réi vé dudng gép khuc tan suét
thé hién bang do.

¢) Biéu do tan suat hinh quat

Bi€u d6 hinh quat rét thich hop cho viéc thé hién bang phan bo tan suat ghép
16p. Hinh tron duoc chia thanh nhiing hinh quat. Méi 16p dugc tuong dng véi
mot hinh quat ma dién tich cua n6 ti 1€ véi tan suat cta 16p do.



Vi du 5. Hinh 5.4 la bi€u d6 tin (163
sudt hinh quat thé hién bang 5.
Cach v&€ nhu sau : L6p thit nhat
: iem & -1 o
[160 ; 162] chiém T 16,7%
cua kich thuéc mau. Do dd, hinh
quat tuong tng s& chiém % hinh
tron. S6 do géc cua hinh quat nay

lé-%-cﬁa,360°,tﬁc1é,60°.Th.dﬁng

CHUY

[166; 168]

Hinh 54
thudc do géc dé dung hinh quat noéi trén. Tuong tu, ta dung hinh quat cho cic
16p con lai. Hinh thu duoc goi 12 biéu do tdn sudt hinh quat thé hién bing 5. O

Ciac biéu do6 hinh cot va biéu dé hinh quat dugc stt dung khong chi

nham minh hoa bang hinh anh bang phan b tin s - tin suét ghép

16p ma con dugc st dung rong rai trong viéc minh hoa céc so liéu

thong ké & cdc tinh huéng khéic. Xem céc biéu do duéi day trich ra
tlr Thoi bdo kinh t¢'Viét Nam 16-12-2002.

NHU CAU VON CHO HA TANG GIAO THONG
I I I

(Pon vi : nghin ti déng)

= Bl =

Budnghd Pudngbién Dudngsit Dudngsong Hangkhong GT dothi GT nongthon

QL dién x4, thon )
t8 nhém ty quén,
Cai thau dién
nong thon

Cti CP,DCTN
DNNN, BQL
dién huyén, tinh
HTX dich vu
dién nang

EVN tryc tiep
quan i o/

Co c4u quan i kinh doanh
dién néng thén (%)
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Cau hadi va bai tap

Trong mot gidi bong dd hoc sinh, ngudi ta t6 chiic mot cuoc thi du dodn két
qua cua 25 tran dang chd y nhat. Sau day la s6 phi€u du doan ding cua 25
tran ma ban t6 chic nhan duoc :

54 75 121 142 154 159 171 189 203 211 225 247 251
259 264 278 290 305 315 322 355 367 388 450 490.

Hay lap bang tan s6 - tdn suat ghép 16p géom sau 16p : 16p dau tién l1a doan
[50; 124], 16p thi hai 1a doan [125 ; 199], ... (d0 dai moi doan 1a 74).

Mot tram kiém sodt giao thong ghi toc do (km/h) ctia 30 chiéc xe 6 t6 di qua

tram nhu sau :

53 47 59 66 36 69 83 77 42 57 51 60 78 63 46

63 42 55 63 48 75 60 58 80 44 59 60 75 49 63.
Hay lap bang tan so - tan suét ghép 16p (chinh xac dé€n hang phan nghin)
gbém sdu 16p : 16p dau tién 1a doan [36 ; 43], 16p thit hai 1a doan [44 ; 51], ...
(do dai méi doan 1a 7).

Diéu tra vé s6 dia CD cua 80 gia dinh, diéu tra vién thu dugc bang tan so -

tan sudt sau ;

Lop Tan so Tan suat

(%)

[1;10] 5 6,25

[11;20] 29

[21 ; 30] 21

[31; 40] 16

[41 ; 50] 7

[51; 60] 2

N =280

a) Dién cdc s6 vao cho trong (...) & cOt tin suat.
b) V& biéu do tan so hinh cot.

c¢) V& biéu do tan suat hinh cot.

d) V& biéu d6 tin suat hinh quat.



Luyén tap

6. Doanh thu ctia 50 clra hang cia mot cong ti trong mot thang nhu sau (don vi :
triéu dong)
120 121 129 114 95 88 109 147 118 148 128 71 93 67 62
57 103 135 97 166 83 114 66 156 88 64 49 101 79 120
75 113 155 48 104 112 79 87 88 141 55123 152 60 83
144 84 95 90 27.
a) Dau hiéu, don vi diéu tra & day 1a gi ?
b) Lap bang tan s6 - tdn sudt ghép 16p gom bay I6p : 16p dau tién 1a nia
khoang [26,5 ; 48,5), 16p ti€p theo la nira khoang [48,5 ; 70,5), ... (d0 dai mdi
ntta khoang la 22).
c) V& biéu do tan so hinh cot.
7. Mot cuoc diéu tra 50 nha nhiép anh nghiép du véi cau hdi : "Trong thdng
trude anh (chi) su dung hét bao nhiéu cudn phim ?" cho két qua nhu sau :
53 3 1 4 3 4 3 6 8 4 5 3 4 2 4 7
6 5 9 6 6 6 7 0 11 3 12 4 7 14 0 2 4
4 3 515 010 4 5 2 3 5 1 8 1 2 12
a) D&u hiéu, don vi diéu tra & day 1a gi ?
b) Lap bang tan s6 ghép 16p, vé6i 16p dau tién 1a doan [0 ; 2], 16p tiép theo la
doan [3; 5], ..., 16p cudi cung 1a doan [15 ; 17] (d6 dai méi doan 1a 2).
c) V& biéu do6 tan s6 hinh cot.
8. Mot thu vién thong ké s6 ngudi dén doc sach vao budi t6i trong 30 ngdy ctua
thdng vira qua nhu sau :
85 81 65 58 47 30 51 92 85 42 55 37 31 82 63
33 44 93 77 57 44 74 63 67 46 73 52 53 47 35.
a) Lap bang tan so - tan suat ghép 16p (chinh xdc dén hang phan tram), véi 16p
dau tién la doan [25 ; 34], 16p tiép theo la doan [35 ; 44], ..., 16p cudi cung la
doan [85;94] (d0 dai mdi doan 1a 9).
b) V& biéu do tan suit hinh cot.
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3 CAC SO PAC TRUNG CUA MAU SO LIEU

Dé nhanh chéng niam bat dugc nhitng thong tin quan trong chita dung trong
mau s6 liéu, ta dua ra mot vai chi s6 goi 12 cdce s6 ddc trung cia mau sé'liéu.

Sé trung binh

« Gia su ta c6 mot mau so liéu kich thudc N la xq, x,, ..., Xp- o] 16p dudi,

ta da biét s6 trung binh (hay s6 trung binh cong) ciia mau so liéu nay, ki hiéu

la X, dugc tinh bdi cong thic

X+ X+t Xy
N

o))

X =

N

Dé cho gon, ta ki hiéu tdng x; +xy+ ... + xy 12 )" x; va doc 12 "tdng clia cdc x;
i=1

vGi i chay tir 1 dén N". Véi ki hiéu nay, cong thiic (1) dugc viét gon la

1Y
x—ﬁ;xi.

« Gia stir mau s0 liéu dugc cho dudi dang mot bang phan bd tan s6 (bang 7) :

Gid tri X; Xy o X,
Tén so mny .. n, |N
Bdng 7

Khi d6, cong thic tinh s6 trung binh (1) trd thanh

mx; +1n,x, +...+n,Xx 1 &
1*M T A m*m
X = __2 n.x;, (2)
N Nl.:1

m
trong do6 n; la tan s6 cta so lieu x;, (i =1, 2, ..., m), Zn,- =N.
i=1

« Gia sir mau s6 liéu kich thudéc N dugc cho dudi dang bang tan s6 ghép 16p. Cac
sO liéu dugc chia thanh m 16p tng v6i m doan (bang 7a) hoac m 16p tng véi



m nuia khodng (bang 7b). Ta goi trung diém x; clia doan (hay nira khoang) ting
vGi 16p thi i 1a gid tri dai dién cua 16p do.

Lop Gia tri dai dién Tan so
la; 5 a5l X ny
lasz; a4l X o}

[ag, -1 5 Aol Xm Ny
m
i=1

Bdng 7a

Lép Gia tri dai dién Tan so
[a;; ay) X1 n
[a; ; a3) ) n,

[arn 5 arn +l) xm nm
m
i=1

Bdng 7b
Khi d6, s6 trung binh clia mau s6 liéu nay duoc tinh xap xi theo cong thic
1 m
X~ v z n;X; .
i=1

Vi du 1. Mot nha thuc vat hoc do chiéu dai ctia 74 14 cay va thu duoc bang tan
sO sau (don vi : mm) :

Lop Gia tri dai dién | Tan s6
[5,45; 5,85) 5,65 5
[5,85; 6,25) 6,05 9
[6,25 ; 6,65) 6,45 15
[6,65 ; 7,05) 6,85 19
[7,05; 7,45) 7,25 16
[7,45;7,85) 7,65 8
[7,85; 8,25) 8,05 2

N =74




2.
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Khi d6, chiéu dai trung binh ctia 74 14 nay x4p xi 1a

T o 5.5,65+9. 6,05+;4.t+8 .7,65+2 .8,05 ~ 6,80 (mm). -

Y nghia ctia so trung binh
S6 trung binh cua mdu so liéu duoc dung lam dai dién cho cdc s6
liéu ciia mdu. N6 la mot sé ddc trung quan trong cria mau so'liéu.
Chang han, néu biét ring thoi gian trung binh dé diéu tri khoi bénh A doi véi
bénh nhan nam 1a 5,3 ngay, doi v6i bénh nhan nit 1a 6,2 ngay thi ta ¢6 thé cho
rang ndi chung v6i bénh A thi bénh nhan nam chéng binh phuc hon so véi
bénh nhan ni.
Tuy nhién, khi cac s6 liéu trong mau c6 su chénh 1éch rét 16n doi v6i nhau thi
sO trung binh chua dai dién t6t cho céc s6 liéu trong mau.

Vi du 2. Mot nhém 11 hoc sinh tham gia mot ki thi. S6 diém thi ctia 11 hoc

sinh d6 dugc sap xép tir thdp dén cao nhu sau (thang diém 100) :
0;0;63;65;69;70;72;78;81;85;89.

S6 trung binh Ia

0+0+63+...+85+89

~61,00.
11

Quan sdt ddy diém trén, ta thay hau hét cdc em (9 em) trong nhoém c¢6 s6 di€ém
vuot s6 trung binh. Nhu vay, s6 trung binh nay khong phan anh ddng trinh do
trung binh cua nhém. Trong truong hop nay, c6 mot s6 dac trung khac thich
hop hon d6 1a s6 trung vi. O

So trung vi

Gid sit ta c6 mot mdu s’ liéu kich thudc N dugc sdp xép theo thir
N+1

tu khéong giam. Néu N la mot so' 1€ thi so liéu ding thir
(s’ liéu ditg chinh giita) goi la s6 trung vi. Néu N la mot sé

c /. N A k4 . A Jra - - N N
chan, ta ldy trung binh cong cua hai so liéu ding thu 5 va

N . .
5 +1 lam s6 trung vi.

So'trung vi duoc ki hiéu la M,.



Vi du 3. Diéu tra vé s6 hoc sinh trong 28 16p hoc, ta dugc mau so liéu sau
(sap x€p theo thit tu ting dan) :
38 39 39 40 40 40 40 40 40 41 41 41 42 42
43 43 43 43 44 44 44 44 44 45 45 46 4T 47
S6 liéu ding thit 14 1a 42, ding thi 15 1a 43. Do vay, so trung vi la

42+43

e

=42,5. O

[

a) Tinh sé trung vi ctia méu sé liéu trong vi du 2.
b) Tinh sé trung binh ctia méu sé liu trong vi du 3 va so sanh no vdi sé trung vi.

CHUY

Khi cédc s6 liéu trong mau khong cé su chénh léch qua 16n thi s
trung binh va s6 trung vi xap xi nhau.

@ Do chiéu cao ctia 36 hoc sinh clia mét trudng, ta c6 mau sé liéu sau, sép xép
theo thur tu tang (don vi: cm) :

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164

164 165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167

168 168 168 168 169 169 170 171 171 172 172 174

Tim s6 trung vi ctia méu s6 liéu nay.

Mot
Cho mot mau s6 liéu dudi dang bang phan bo tin s6. Ta da biét gia tri cé tan
s0 16n nhat dugc goi 1a moét chia mau s6 lieu va ki hiéu 1a M,,.

Vi du 4. Mot clra hang ban quan do thong ké s6 40 so mi nam da ban ra trong
mot quy theo cac ¢ khac nhau va c6 duoc bang tan so sau

Co 40 (x) 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
S6 40 ban duoc (n) | 13 | 45 | 110 | 184 | 126 | 40 5

Diéu ma ctra hang quan tAm nhét 1a ¢d do nao duoc khdch hang mua nhiéu nhdt.
Bang thong ké trén cho thay cd 40 ma khéch hang mua nhiéu nhat 1a ¢& 39 (tdc 1a
gid tri 39 ¢6 tan s6 16n nhit). Vay gid tri 39 1a mot ciia mau s6 liéu nay. O
CHUY
Mot mau s6 lieu c6 thé cé6 mot hay nhiéu mot.

173



174

Vi du 5. Mot clra hang ban 6 loai quat véi gia tién 1a 100, 150, 300, 350, 400,
500 (don vi la nghin dong). S6 quat clra hang ban ra trong mua he vira qua
duoc thong ké trong bang tan s sau

Gi4 tién (x) 100 | 150 | 300 | 350 | 400 | 500
S6 quat ban duge (n) | 256 | 353 | 534 | 300 | 534 | 175

Ta thdy méu s6 liéu trén c6 hai mét 1a 300 nghin dong va 400 nghin dong.
D6 1a gid tién cua hai loai quat duoc khach hang mua nhiéu nhat. O
Phuong sai va do léch chuan

Vi du 6. Diém trung binh tiimg mon hoc clia hai hoc sinh An va Binh trong
nam hoc vira qua dugc cho trong bang sau :

Mon Piém ciia An | Piém ciia Binh
Toédn 8 8,5
Vat i 7,5 9,5
Hod hoc 7,8 9,5
Sinh hoc 8.3 8,5
Ngir van 7 5
Lich st 8 55
bia li 8,2 6
Tiéng Anh 9 9
Thé duc 8 9
Cong nghé 8,3 8,5
Giéo duc cong dan 9 10

Tinh di€m trung binh (khéng k& hé s6) cla tat ca cac mén hoc cla An va cla
Binh. Theo em, ban nao hoc kha hon ?

Nhin vao bang diém, ta c6 ngay nhan xét 1a An hoc déu c4c mon, con Binh thi
khong. Su chénh léch, bién dong giita cdc diém cta An thi it, cia Binh
thi nhiéu.

» Dé do mic do chénh léch gifta cdc gid tri clia miu sd liéu so vé6i so trung
binh, nguoi ta dua ra hai s6 dic trung 12 phuong sai va do léch chudn.



Gid si ta ¢c6 mot mau s6 liéu kich thuéc N 1a {x|, ..., xy}.
Phuong sai cia mdu so liéu nay, ki hiéu la 5%, duoc tinh badi
cong thitc sau

2olsi vy )
N i=1 l ,

trong dé X la so trung binh ciia mdu so liéu.
Cdn bdc hai cua phuong sai dugc goi la do léch chudn, ki hiéu la s.

Y nghia ciia phuong sai va do léch chudn

Trong cong thic (3), ta thady phuong sai l1a trung binh cong cua binh phuong
khoang céch tir moi s6 liéu téi sO trung binh. Nhu vay, phuong sai va do léch
chudn do mitc do phdn tdn cua cdc so liéu trong mau quanh so trung binh.
Phuiong sai va do léch chudn cang I6n thi do phdn tdn cang lon.

CHUY
C6 thé bién déi cong thiic (3) thanh

2 14, 1 (E ’
== Xxi —— x| - 4
Nzl NZ,Z" @

i=1

Str dung cong thitc (4) thuén tién hon trong tinh toan.

Tr6 lai vi du & trén, ta hiy tinh phuong sai va do léch chudn diém céc mon
N N
9 N ~ 2, A, s 7 R BN 2
hoc cua An va Binh. Trudc hét, ta tinh céc tong le- va Zx,- .
i=1 i=1

Tur so liéu & cot di€ém cha An, ta c6

11 11
>x;=89,1; Y x7 =725,11.
i=1 i=1

Tir s6 lieu & cot diém clia Binh, ta c6

11 11
> x, =89 > x7 =750,5.
i=1 i=1
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Ti€p theo, ta thé cac két qua nay vao cong thic (4) dé tim 5%,
Phuong sai va do léch chuin diém cdc mon hoc clia An 1a

2
sf‘=725’11 - 39,1 ~0,309 ; 54 =+/0,3091 =0,556.
11 11
Phuong sai va do léch chudn diém cédc mon hoc cta Binh 12
2
§ = 751?’5 _(%j ~2,764 5  sp /2,764 ~1,663.

Ta thdy mitc do "hoc léch" ctia Binh so v6i An dugc thé hién qua viéc so séanh
hai phuong sai : Phuong sai diém cdc mon hoc cua Binh gdp gin 9
(= 8,945) lan phuong sai diém cdc mon hoc cuia An. Diéu d6 phu hgp véi
nhan xét Binh hoc léch hon An.

Ta ciing c6 thé so sanh do hoc léch ctia Binh va An thong qua viéc so sanh hai

do léch chuan. 0
N N

Viéc tinh cic tong Z X; va lez s€ nhanh chéng néu dung may tinh bd tui.
i=1 i=1

(Xem bai doc thém dé dugc huéng dan chi ti€t vé cach st dung mdy tinh bo

tdi trong tinh toan thong ké).

e Néu s6 liéu dugce cho dudi dang bang phan bd tan s6 (bang 7) thi phuong sai

duoc tinh bai cong thic

2 1 o 1 ’
SS=—>) nxi —— n:x; | . )
N; 1771 N2 ; 1771

Vi du 7. San lugng lia (don vi la ta) cua 40 thira rudng thi nghiém c6 clung
dién tich dugc trinh bay trong bang tan s sau day.

San luogng (x) 20 21 22 23 24
Tan s6 (n) 5 8 11 10 6

=
Il

o
(@]

a) Tim san lugng trung binh cta 40 thira ruong.
b) Tinh phuong sai va do léch chuan.

Giai. Trubc hét, ta tinh

5 5
> nx; =884, 3 mix} =19598,
i=1 i=1
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a) San lugng trung binh cta 40 thira rudong 1a
X= 884 _ 22,1 (ta).
40

b) Theo cong thiic (5), ta c6 phuong sai la

2
§2 :@ _ & =1,54.
40 40

Do lech chudn 1a s = /1,54 ~ 1,24 (ta). O
e Gia st mau s6 liéu duoc cho dudi dang bang phan bo tan s6 ghép 16p. Cac s6
liéu dugc chia thanh m 16p ting v6i m doan (hoac ntra khoang). Goi x; la gid tri
dai dién cua 16p thit i (xem bang 7a, 7b).

Khi d6, phuong sai ctia mau s6 liéu nay c6 thé tinh x4p xi theo cong thiic (5).

Vi du 8. Tinh phuong sai va do léch chuén ctia mau s6 liéu cho & vi du 1.
Giai. Ta c6

7
D mix; =502,9,
i=1

7
> na; =3443,385.
i=l1

o 3443385  502,9°

Vay s ~(0,347.
iy i e
Po léch chuin 12 s ~ /0,347 ~ 0,589 (mm). 0

n 72w . .« m n
Cau hdi va bai tap
Trong cdc bai tap dudi ddy, yéu cdu tinh so trung binh, so trung vi, phuong
sai, do léch chudn (chinh xdc dén hang phan trdam).

9. C6 100 hoc sinh tham du ki thi hoc sinh gidi Todn (thang diém 12 20). Két qua
duoc cho trong bang sau day.

Piém | 9 |10 |11 12|13 |14 |15]|16 |17 |18 |19
Tanso | 1 | 1 | 3 |5 |8 [13|19|24]14[10| 2 | N=100

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh s6 trung vi va mot. Néu y nghia ctia ching.
¢) Tinh phuong sai va do léch chuén.
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10.

Nguoi ta chia 179 cu khoai tay thanh chin 16p can ct trén khoi lugng cua
chiing (don vi 1a gam). Ta c¢6 bang phan b6 tan s6 ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[10; 19] 1
[20; 29] 14
[30; 39] 21
[40 ; 49] 73
[50 ; 59] 42
[60 ; 69] 13
[70; 79] 9
[80; 89] 4
[90; 99] 2

N=179

Tinh khéi lugng trung binh cia mot ct khoai tay. Tim phuong sai va do
léch chuén.

11. Bang sau day trich tir s6 theo ddi ban hang clia mot clra hang ban xe may.

12.

13.

178

So xe ban trong ngay 0 1 2 3 4 5

Tan so 2 13 15 12 7 3

a) Tim s6 xe trung binh ban dugc trong mot ngay.
b) Tim phuong sai va do léch chuén.

Luyén tap

Trong cdc bai tap dudi ddy, yéu cdau tinh so trung binh, so trung vi, phuong
sai, do léch chudn chinh xdc dén hang phdn tram.

S6 liéu sau day cho ta 1ai (quy tron) hang thang cua mot cura hang trong nam
2005. Bon vi 1a triéu dong.

Thang | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12

Lai 12115 18|13 (13|16 | 18 | 14 | 15| 17 | 20 | 17

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi.

b) Tim phuong sai va do léch chuén.

Mot clra hang vat liéu xay dung thong ké s6 bao xi mang ban ra trong 23 ngay
cudi nam 2005. Két qua nhu sau :

47 54 43 50 61 36 65 54 50 43 62 59 36 45 45 33 53 67
21 45 50 36 58.



14.

15.

a) Tim so trung binh, sO trung vi.

b) Tim phuong sai va do léch chudn.

S6 lugng khach dén tham quan mot diém du lich trong méi thang dugc thong
ké trong bang sau day.

Thang 12314 5|6 | 7|89 |10]11]12
So khach | 430|560 | 450 [ 550 | 760 | 430 | 525 | 110 | 635 | 450 | 800 | 950

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi.

b) Tim phuong sai va do léch chuén.

Trén hai con dudng A va B, tram kiém soat da ghi lai to6c do (km/h) ctia 30
chiéc 0 to trén moi con dudong nhu sau :

Con duong A: 60 65 70 68 62 75 80 83 82 69 73 75 85 72 67
88 90 8 72 63 75 76 85 84 70 61 60 65 73 76.

ConduongB: 76 64 58 82 72 70 68 75 63 67 74 70 79
80 73 75 71 68 72 73 79 80 63 62 71 70
74 69 60 63.

a) Tim s0 trung binh, s6 trung vi, phuong sai va do léch chuin cta toc do 6 to

trén moi con duong A, B.

b) Theo em thi xe chay trén con dudng nao an toan hon ?

SU DUNG MAY TiNH BO TUI TRONG THONG KE

May tinh bo tui (MTBT) la cong cu ho trg rét dac luc cho viéc hoc Théng ké. Nho
MTBT, Théng ké da tré nén dé hoc va dé imng dung.

Chéng han, déi v6i may CASIO fx - 500MS, dé tinh s6 trung binh, phuong sai va do
léch chuan, ching ta can lam trinh tu theo cac budc sau :

1) DAu tién, dé vao ché dd tinh toan théng ké, ta &n

2) Gi& st mau s6 liéu 1a x;, x,,..., x,. D& nhap s6 liéu, ta &n
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DE nhap mau s6 liéu x;, x,,..., x,,, trong d6 x; c6tan s8 n;, (i =1,2,..., m), taén

X [ ]m [DT] x, [SHIFT|[; | n, [DT]..

3) Nhap dir liéu xong, dé tinh s6 trung binh X, ta an
SHIFT| [S - VAR [=]

4) Pé tinh d6 léch chuén s, ta &n
SHIFT| [S — VAR [=]

5) Dé tinh phuong sai s> (Idy binh phuong clia d6 léch chuén), ta &n tiép
=]

Vi du 1. Tinh s6 trung binh, phuong sai, d6 léch chuan diém cac mén hoc clia An &
vi du 6, §3.

Sau khi thuc hién buéc 1, dé nhap di liéu, ta an

2)8 |DT| 7,5 |DT| ..9 [DT|

3) D& tinh trung binh ¥, ta &n

SHIFT| [S — VAR [=]

Két qua x = 8,1, d6 la s trung binh can tim.

4) Pé tinh d6 léch chuan s, ta an

SHIFT| [S - VAR [=]

K&t qua s ~ 0,555959449, d6 13 d6 léch chuan can tim.

5) D& tinh phuong sai s, ta an tiép

2 []

Két qua s° ~ 0,309090909, d6 1a phuong sai can tim. O
Vi du 2. Tinh s6 trung binh, phuong sai, d léch chuan clia mau s6 liéu trong vi du 7, §3.
Sau khi thuc hién buéc 1, dé nhap dir liéu, ta &n

2) 20 SHIFT| [;]|5[DT|21[SHIFT| [;|8[DT]| ... 24[SHIFT| [;] 6[DT]

3) D& tinh trung binh x, ta &n

SHIFT| [S - VAR] [1] [=]

Két qua x =22,1, d6 la sé trung binh can tim.
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16.

17.

18.

4) Pé tinh d6 léch chuén s, ta an
SHIFT| [S - VAR [=]

Két qua s ~ 1,240967365, d6 1a d6 1éch chuan can tim.

5) D& tinh phuong sai s, ta 4n tiép

Hi=

K&t qua s> ~ 1,54, d6 |a phuong sai can tim. o

Cau hadi va hai tap on tap chuong V

Chon phuong an ding trong bon phuong an tra 16i sau day.

Nguoi ta xép s6 can nang cua 10 hoc sinh theo thit tu tang dan. S6 trung vi cua
mau so liéu nay la :

(A) S6 can nang cua hoc sinh thit nam ;

(B) S6 can nang cua hoc sinh thit sdu ;

(C) S6 can nang trung binh clia em thit nam va thit sau ;

(D) Khong phai céc so trén.

Chon phuong an ding trong bon phuong an tra 10i sau day.

Do léch chudn Ia

(A) Binh phuong ctia phuong sai ;  (B) Mot nuira cua phuong sai ;

(C) Can bac hai cta phuong sai ; (D) Khong phai la cac cong thic trén.
Trong cdc bai tdp tx 18 dén 21, yéu cau tinh sé trung binh, so trung vi,
phuong sai, do léch chudn chinh xdc dén hang phadn trdm.

Nguoi ta phan 400 qua tring thanh nam 16p can cu trén khoi lugng cua ching
(don vi la gam). Ta c6 bang phan bg tan s6 ghép 16p sau day.

Lop Tan so
[27,5; 32,5) 18
[32,5; 37.,5) 76
[37,5;42)5) 200
[42,5; 47,5) 100
[47,5; 52,5) 6

N =400

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh phuong sai va do léch chuén.
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19.

20.

21.

182

Mot ngudi 14i xe thudng xuyén di lai gilta hai dia diém A va B. Thoi gian di
(tinh bang phiit) duogc ghi lai trong bang phan bo tan s6 ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[40 ; 44] 9
[45 ; 49] 15
[50; 54] 30
[55; 59] 17
[60 ; 64] 17
[65 ; 69] 12

N =100

a) Tinh thoi gian trung binh ma nguoi do di tir A dén B.

b) Tinh phuong sai va do léch chuén.

Mot nha nghién citu ghi lai tudi ctia 30 bénh nhan mac bénh dau mat hot. Két
qua thu dugc mau so liéu nhu sau :

21 17 22 18 20 17 15 13 15 20 15 12 18 17 25 17 21 15
12 18 16 23 14 18 19 13 16 19 18 17.

a) Lap bang phan bo tan so.

b) Tinh s6 trung binh va do léch chuén.

¢) Tinh s6 trung vi va mét.

Nguoi ta tién hanh phong van mot s6 ngudi vé mot bo phim mdi chiéu trén
truyén hinh. Nguoi diéu tra yéu cdu cho diém bo phim (thang diém 1a 100).
Két qua dugc trinh bay trong bang phan bo tan s6 ghép 16p sau day.

Lop Tan so
[50 ; 60) 2
[60 ; 70) 6
[70; 80) 10
[80; 90) 8
[90 ; 100) 4

N =30

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh phuong sai va do léch chuén.



GOC LUONG GHAC VA
CONG THUC LUONG GIAC

Gac va cung luong giac co gi khac voi géc va cung hinh hoc ?
Diéu quan trong la méi goc va cung luong giac déu tuong tng voi
mét s6 thuc duy nhét va véi mot diém duy nhét trén duong tron luong
giac.Trong chuong nay, chling ta sé thay lai céc ti s lugng giac
da hoc theo mot y nghia sau sac hon, sé phai ghi nhd kha nhiéu
céng thuc luong giac va rén luyén cac ki nang bién ddi luong
gidc. Cac kién thuc va ki nang ay sé rat cé ich khong nhiing
trong Pai s6 ma ca trong Hinh hoc 16p 10, lop 11,... va mot s6
mén hoc khac.
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GOC VA CUNG LUONG GIAC

Ta da c6 khai niém goc giita hai tia chung géc ma nguoi ta con goi la géc hinh
hoc. Trong bai nay, ta s€ xay dung khdi niém goc luong gidc lién quan chat
ché v6i gbc hinh hoc.

Pon vi do goc va cung tron, do dai cua cung tron
a) bo

Ta da biét dudng tron ban kinh R ¢6 do dai bang 2nR va c6 s6 do bang 360°.

Néu chia duong tron thanh 360 phin bang nhau thi moi cung tron nay c6 do

dai bang 2R = R va ¢6 s6 do 1°, géc & tam chian méi cung d6 c6 s6 do
360 180

bang 1°.

Vay cung tron ban kinh R ¢6 s6 do a° (0 < a < 360) thi c6 do dai

T R
180

Vidul

_ 86 do ciia % dudng tron 12 %-3600 — 270°.

n.72 R= 271;R.

— Cung tron ban kinh R ¢6 s6 do 72° thi c6 do dai la %0 5

O
1 [0)

[H1] Mot hai li 1a d6 dai cung tron xich dao c6 s6 do (%j — 1'. Biét do dai xich dao

& 40 000 km, hdi mot hai If dai bao nhigu kilémét ?

b) Radian

Mot don vi khiac dugc stt dung nhiéu trong todn hoc, khoa hoc va ki thuat 1a
radian. N6 to ra thuan 1gi khi tinh d6 dai cung tron.



DINH NGHIA

Cung tron cé do dai bang ban kinh goi la cung cé sé do 1 radian,
goi tat la cung 1 radian. Géc & tdm chdn cung 1 radian goi la géc
¢6 s6'do 1 radian, goi tit la géc 1 radian.

1 radian con viét tdt la I rad.

@l DE€ hinh dung goc 1 rad ngudi ta quén doan day dai bang ban kinh dudng tron
quanh dudng tron do (h.6.1). Hay lam diéu trén va do xem goc 1 rad xap xi bang bao
nhiéu do. R

e Xét cac cung cua duong tron ban kinh R. Vi cung
tron c6 do dai bang R thi c6 s6 do 1 rad nén :
— Toan bo duong tron (do c¢6 do dai bang 2nR) c6 s6 O

do radian la 2TRR =21 ;

— Cung ¢6 do dai bang / thi ¢6 s do radian 1a

/
a = —-.
R
Vay cung tron ban kinh R ¢6 s6 do « radian thi ¢6 do dai Hinh 6.1
l=aR

va khi R = 1 (ttic 1a trén dudng tron don vi) thi do dai cung tron bing s6 do
radian cua no.

* Bay gio, ta xét quan hé giita so do radian va s6 do do cua cing mot cung tron.
Gia str cung tron c6 do dai I. Goi « la s6 do radian va a 1a s6 do do cua cung do.
Khi d6, theo cdc cong thiic vé do dai cung, ta cd

[ =aR = ﬂR,
180
suy ra
a_ 4
n 180
A . 180
Vay cung c6 so do 1 radian thi c6 so6 do do 1a > tic l1a
T
o
1 rad = (@j ~ 57°17'45".
T
Cung c6 s0 do 1 do thi c6 so do radian la T ticla

1° = % rad ~ 0,0175 rad.
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CHUY

Vi tinh chat tu nhién va thong dung cua radian, nguoi ta thuong
khong viét chit radian hay rad sau s6 do clia cung va géc, chang han
% rad cling dugc viét 1a g
GHI NHO

Bang chuyén déi s6 do do va s6 do radian clia mot s6 cung tron

bo | 30°]45° | 60°|90° [120°]135°(150°|180°(270°|360°

Tl | & | ®m 2% 3| Sn ) | 3T |,
6 |4 | 3|2 |3 |4]6 2

Radian

Goc va cung lugng giac

Khai niém géc va cung lugng gidc gan chit v6i viec quay quanh mot diém
trong mat phang.

a) Khai niém goc luong giac va so do cua chiing

+ D€ khdo sét viéc quay tia Om quanh diém O, ta cdn chon mot chiéu quay goi
12 chiéu duong. Thong thudng, ta chon d6 1a chiéu ngugc chiéu quay cua kim
dong ho (va chiéu quay ctia kim dong ho goi 1a chiéu dm) (h.6.2).

/Inl \\m

a) b)
Hinh 6.2

Khi d6, néu tia Om quay theo chi¢u duong ding mot vong thi ta néi tia Om
quay goc 360° (hay 2m rad), quay ding hai vong thi néi né quay géc 720°
(hay 4m rad), quay theo chiéu am nlra vong thi néi né quay géc —180°

(hay — rad), quay theo chi€éu &m ba vong bon phan bay (tiic % vong) thi n6i

né quay goéc —?.3600 (hay —SOanad)



« Cho hai tia Ou, Ov. Néu tia Om quay chi theo chiéu duong (hay chi theo
chiéu am) xuat phat tir tia Ou dén trung vdi tia Ov thi ta néi : Tia Om quét mot
goc luong gidc tia ddu Ou, tia cuéi Ov. Khi quay nhu thé, tia Om c6 thé gap
tia Ov nhiéu 1an, mai 14n ta dugc mot gdc lugng gidc tia ddu Ou, tia cudi Ov.
Do d6, cho hai tia Ou, Ov thi c6 vo s6 goc luong giac (mot ho géc lugng giac)
tia ddu Ou, tia cudi Ov. Mbi géc luong gidc nhu th€ déu dugc ki hiéu 1a
(Ou, Ov).
Khi tia Om quay géc a° (hay « rad) thi ta néi géc luong gidc ma tia dé quét
nén cé sé'do a° (hay o rad).
Nhu vay :
Moi goc lugng gidc goc O dugc xdc dinh bdi tia dau Ou, tia cudi
Ov va s6 do do (hay so do radian) cua né.
Vi du 2. Trén méi hinh 6.3 a), b) déu c6 biéu dién géc luong gidc tia dau Ou,
tia cudi Ov va c6 s6 do 150°.
a) GOc tha hai trén hinh 6.3 a) c¢6 duoc do tia Om quay ti€p theo chi¢u duong
hai vong nita nén c6 s6 do 150° + 2.360° (= 870°).

b) Géc thit hai trén hinh 6.3 b) ¢6 dugc do tia Om quay theo chiéu am tir Ou
dén tring Ov 1an dAu tién nén c6 s6 do —(360° —150°)=150° —360°(=-210°).
Néu cho tia Om quay ti€p mot vong nita theo chiéu am thi duoc goc luong

gidc (Ou, Ov) c6 s6 do 150° - 2.360° (= —570°). O
vV
v
150°
0 u 150°
0] u
a) 150° +2.360° = 870° b)
Hinh 6.3 v

Trén hinh 6.4 co ba goc luong gidc \

(Ou, Ov), trong d6 moét goc cé6 s6 do g

HGSi hai goc luong giac con lai c6 s6 do
bao nhiéu ? Hinh 6.4
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Tong quat :
Néu mot goc luong gidc cé s6 do a° (hay o rad) thi moi géc luong
gidc cung tia ddu, tia cudi voi né cé sé do dang a° +k360° (hay
a+ k2 rad), k la s6 nguyén, moi goc ving voi mot gid tri ciia k.

Vi du 3. Gia su géc hinh hoc uOv trén hinh 6.5 v
c6 56 do 60°. Khi d6 dé thay cic géc luong gidc tia ‘\+
dau Ou, tia cudi Ov c6 s6 do 60° +4k360°, con 60°
cac goc luong gidc tia dau Ov, tia cudi Ou c6 s6 do 0 !
o o Hinh 6.5
—60° + k360° (k € 7). O
CHUY

Khong duoc viét a® + k2 hay o + k360° (vi khong cling don vi do).

b) Khai niém cung luong giac va sé do cia chiing

+ V& mot dudng tron tAm O béan kinh R. Néu tia Om cét dudng tron tai M thi
viéc cho tia Om quay quanh O ciing c6 nghia I1a cho diém M chay trén dudng
tron d6. Chiéu quay ctia tia Om cho ta chiéu di dong ctia diém M trén dudng
tron : chiéu duong 1a chiéu ngugc chiéu quay ctia kim dong ho va chiéu am 1a
chiéu quay ctia kim dong h6 nhu & hinh 6.6. Dudng tron véi chiéu di dong da
duogc chon nhu thé goi 1a duong tron dinh huong.

a)

Hinh 6.6
Goi giao cua cic tia Ou, Ov noi trén v6i duong tron d6 1a U va V. Khi tia Om
quét nén géc luong gidc (Ou, Ov) thi diém M chay trén dudng tron luon theo
mot chiéu tir diém U dén diém V. Ta néi diém M vach nén mot cung luong gidc
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miit ddau (diém dau) U, muit cuoi (diém cudi) V, tuong ting véi goc luong gidc
(Ou, Ov). Vay hai diém U va V trén dudng tron dinh huéng xac dinh vo s6 cung
luong gidc (ho cung luong gidc) muit dau U, miit cudi V, cung duoc ki hiéu 1a A

X
« Ta coi s6 do cua goc lugng giac (Ou, Ov) la s6 do cua cung lugng giac UV
tuong tng. Tu do :

Trén duong tron dinh hudng, moi cung luong gidc duogc xdc dinh
bdi muit dau, miit cudi va sé do cua né. Néu mot cung luong gidc

TN, N . RPN LA , o
UV ¢6 s6 do athi moi cung luong gidc cung mut ddau U, mut cuoi V

c6 56 do dang a+ k2 (k € 7Z) ; mdi cung ting voi mot gid tri cuia k.

. . ) .
Néu o 1a s6 do cua cung lugng gidc UV
vach nén bdi diém M chay trén dudng tron
theo chiéu duong tir U dén gap V lan dau

tien thi 0 < a < 2w va « chinh 14 s6 do cta

cung tron (hinh hoc) l/f\V (h.6.7).

Hinh 6.7
Hé thirc Sa-lo

« Ta da biét, do dai dai sO AB clia vecto AB trén
truc s6 Ox (v6i vecto don vi i) 1a s6 xdc dinh bdi
AB = (AB)i. Khi d6, véi ba diém tuy ¥ A, B, C trén
truc s6, tit AB + BC = AC suy ra ding thic so
AB + BC = AC goi la hé thiic Sa-lo vé do dai dai so.

Ta thira nhan mot hé thic ¢6 dang tuong tu goi la hé thic
Sa-lo vé s6 do ciia goc luong gidc :

Mi-sen Sa-lo Vi ba tia tuy y Ou, Ov, Ow, ta cé
(Michel Chasles 1793 — 1880)

sd(Ou, Ov) + sd(Ov, Ow) = sd(Ou, Ow) + K2nt (k €Z).

D6 1a mot hé thikc quan trong trong tinh todn vé s6 do cua goc luong giac.
Tir hé thic trén suy ra : Vé6i ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta c6

sd(Ou, Ov) = sd(Ox, Ov) — sd(Ox, Ou) + k2w (ke Z).
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Vi du 4. Néu mot goc lugng giac (Ox, Ou) c6 s6 do —% va mot goc lugng

giac (Ox, Ov) c6 s6 do %Tn thi moi goc luong gidc (Ou, Ov) c6 s6 do 3775+k2n

ke ). O

« D6i véi cac cung lugng giac, ta ciing ¢6 hé thitc Sa-lo :
Vi ba diém tuy y U, V, W trén duong tron dinh hudng, ta cé
N 'y
sd UV'+ sd VW = sd UW + K2n (k < ).

Cau hai va bai tap
Trong céc khing dinh sau, khang dinh nao diing, khing dinh nao sai ?
a) SO do ctia cung tron phu thudc vao ban kinh cta né.
b) Do dai cung tron ti 1& véi s6 do cua cung do.
¢) Do dai cung tron ti 1& vé6i ban kinh ctia nd.
d) Néu Ou, Ov la hai tia d6i nhau thi s6 do cua cac goc lugng gidc (Ou, Ov)
la 2k + D, k € Z.

Kim phiit va kim gid cua dong ho 16n nha Buu dién TP. Ha Noi theo thit tu dai
1,75 m va 1,26 m. Hoéi trong 15 phit, mii kim phit vach nén cung tron c¢6 do
dai bao nhiéu mét ? Ciing cau hdi d6 cho miii kim gio.

Dién vao cic 0 trong trong bang

So do do -60° —240° 3100°
S6 do 3n | _l6n 687
radian 4 3 5

a) D6i s6 do do cha cdc cung tron sau thanh s6 do radian (chinh xdc dén
hang phan nghin) 21°30' va 75°54".
b) D6i s6 do radian clia cdc cung tron sau ra s6 do do (chinh xdc dén phiit) :

2 . y o ..
2,5 rad va — rad (c6 thé dung may tinh bo tui, xem bai doc thém).

T
Coi kim gio dong ho 1a tia Ou, kim phuit 1a tia Ov. Hay tim s6 do cua cac goc
lugng giac (Ou, Ov) khi déng ho chi 3 gio, chi 4 gio, chi 9 gio, chi 10 gio.



6. Chiing minh rang :
o e oo 10 22 o
a) Hai gbc luong gidc c6 cung tia dau va c6 so do la EY va = thi c6 cung
tia cuoi ;
b) Hai goc lugng gidc c6 cling tia ddu va c6 so do 1a 645° va —435° thi c6
cung tia cudi.

7. Tim s6 do a’, —180 < a < 180, chia géc luong gidc c6 cling tia ddu va tia cudi

v6i gbc trén mdi hinh sau (h.6.8) :
300° —420°

v 0 u O u u u
‘_1\800/ / :C -120°
v Vv v
Hinh 6.8
Luyén tap

8. Cho ngii gidc déu AyA;A,A3A, ndi tié€p dudng tron tam O (cdc dinh dugc sap
x€p theo chiéu nguoc chiéu quay ctia kim dong ho). Tinh s6 do (40 va radian)

clia cdc cung luong gidc m , @ (G,j=0,1,2,3,4,i #)).

9. Tim goc lugng giac (Ou, Ov) c¢6 s6 do duong nho nhat, biét mot goc lugng
giac (Ou, Ov) c6s6 do:
a)—90°; b) 1000°; ) 30m ; d) b
7 11
10. Tim s6 do radian a, — © < a < 1, cia goc lugng gidc cb cung tia dau, tia cudi
vGi goc trén méi hinh sau (h.6.9) :

4_1.[ v
2n 3
@ u u u
V
“sn
4

Hinh 6.9
11. Ching minh rang hai tia Ou va Ov vuong gbc v6i nhau khi va chi khi géc

lugng giac (Ou, Ov) c6 s6 do (2k + l)g, ke Z.
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12. Kim gio va kim phit dong hé bat dau cung chay tir vi tri tia Ox chi s6 12 (tic
lic 0 gio). Sau khoang thoi gian ¢ gio (¢ 14y gid tri thuc khong am tuy y), kim
gi0 dén vi tri tia Ou, kim phut dén vi tri tia Ov.

a) Ching minh rang khi quay nhu thé, kim gio quét goc luong gidc (Ox, Ou)
c6 s6 do —%t, kim phut quét goc luong giac (Ox, Ov) c6 s6 do —2nt. Hay tim
s0 do cua goéc luong giac (Ou, Ov) theo t.

s

b) Chiing minh rang hai tia Ou va Ov trung nhau khi va chi khi z = %V(ﬂ

k=0,1,2,3, ..
¢) Ching minh rang trong vong 12 gio (0 < ¢ < 12), hai tia Ou va Ov & vi tri hai
tia d6i nhau khi va chi khi ¢ = 1%(2k+ 1) v6ik=0,1, ..., 10.

13. Hoi hai géc lugng gidc ¢6 s6 do radian 35775 va mTrc (m 12 s6 nguyén) c6 thé

c6 cung tia dau, tia cudi khong ?

GIA TRI LUGNG GIAC CUA GOC (CUNG)
Q LUONG GIAC

Trong muc nay, ta s€ m& rong cac gia tri lugng giac ctia géc hinh hoc thanh
gid tri luong gidc clia goc lugng gidc. D6 1a co s& dé xay dung cac ham s6
luong gidc, nhitng ham s6 quan trong trong todn hoc, khoa hoc va ki thuat,
lién quan mat thiét dén thuc tién.

1. Duong tron luong giac
a) Dinh nghia

| Duong tron luong gidc la mot duong tron don vi (ban kinh

bdng 1), dinh hudng, trén dé cé mot diém A goi la diém goc.
Nhéc lai ring ngudi ta luon quy uéc trén duong tron luong gidc, chiéu nguogc
chiéu quay cia kim dong ho la chiéu duong va chiéu quay cua kim dong ho la
chiéu dm.
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b) Tuong ting giita s6 thuc va diém trén dudng tron luong giac

Cho dudng tron lugng gidc tam O, goc A. V6i mdi so thuc «, hién nhién c6
mot cung lugng gidc duy nhat AM c6 s6 do « (rad), cling c6 nghia la ¢c6 mot
goc luong giac duy nhat (OA, OM) ¢6 s6 do a. Cung va goc luong giac do
goi tit 12 cung ava géc a; doi khi ta ciing viét AM'= a va (OA, OM) = .
Diém M thuéc duong tron luong gidc sao cho (OA, OM) = « goi
la diém xdc dinh béi sé a (hay bdi cung a, hay bdi goc a).
Piém M con duoc goi la diém trén duong tron luong gidc biéu
dién cung (géc) luong gidc cé sé' do a.
Ta nhan xét ngay rang :
Ung véi mdi s6 thuc o cé6 mot diém trén duong tron lugng gidc
(diém xdc dinh bdi s6 do6) tuong tw nhu trén truc sé. Tuy nhién, méi
diém trén duong tron luong gidc 1ing véi vo s6 so thuc. Cdc so thuc
doé co dang o+ k2n, k € 7. t

EI DE€ thdy ré hon tuong ung giita s6 thuc va diém
trén dudng tron lugng giac, hay xét truc s6 At (géc A) la
tiép tuyén cia dudng tron lugng giac tai A, hinh dung At
la mot sgi day va quén day dé quanh dudng tron luong
giac nhu & hinh 6.10 : Biém M, trén truc At co toa do «
dén trung voi diém M trén dudng tron lugng giac thoa
man sd AM'= a, tic M xéc dinh bdi a. Héi :

a) Cac diém nao trén truc sé At dén trang véi diém A trén
duding tron lugng giac ? Hinh 6.10

b) Céac diém nao trén truc sé At dén trung voi diém A' trén dudng tron lugng giac (A'
la diém déi ximg cla A qua tam O cla dudng tron) ? Hai diém tuy y trong s6 cac
diém do6 cach nhau bao nhiéu ?

¢) Hé toa do vuong goc gan véi duong tron luong giac

Cho dudng tron lugng giac tam O, diém goc A. Xét hé toa do vuong goc Oxy

sao cho tia Ox trung v6i tia OA, goc lugng giac (Ox, Oy) la goc g +k2n, k e Z

(h.6.11). Hé toa do d6 duoc goi 1a hé toa do vuong goéc gan vdi duong tron
luong gidc da cho.
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Sau nay, ta luon xét duong tron luong gidc trong
hé toa do vuodng gdc gin véi no.

@ Tim toa do cla diém M trén dudng tron lugng

. S W 3n
giac sao cho cung lugng giac AM c6 sé do 7
(h.6.11).

Gia tri lugng giac sin va cosin
a) Cac dinh nghia
Vi mbi goc luong gide (Ou, Ov) ¢6 s6 do a, 1dy diém
M trén dudng tron lugng gidc dé (OA, OM) = a, tic
1a diém M xéc dinh bdi s6 « (h.6.12). Goi toa do ciia
M trong hé toa do gan véi duong tron d6 1 (x ; y).
Hoanh do x cua M dugc goi la
cosin cua goc luong gidc (Ou, Ov)
hay cua ava ki hiéu

cos(Ou, Ov) = cosa = X.
Tung do y cua M dugc goi la sin
cua goc luong gidc (Ou, Ov) hay
cua ava ki hiéu

sin(Ou, Ov) = sina =y.

Néu sd(Ou, Ov) = a° thi ta ciing viét
cos(Ou, Ov) = cosa’,
sin(Ou, Ov) = sina®.

c0s225° = - (h.6.14). O

N

Hinh 6.11

-
% e
-

Hinh 6.12

=
=

I
%

—I |
3/i
REIN
2o M
Hinh 6.13
y

S
=

-
b
Nisl Qy

Hinh 6.14

=
=



CHUY
Goi i =0A , ; = OB la cdc vecto don vi trén truc hoanh va truc
tung (h.6.12). Khi d6, néu diém M thuoc dudng tron luong gidc xdc
dinh bdi s6 « thi

OM = (cosa) i+ (sin@) },
tic 1a M c6 toa do (cosa ; sina).
Goi H, K theo thtt tu 12 hinh chi€u vuong goc ctia diém M trén Ox
va Oy thi OH = (cosa)i va OK = (sing) j, tic 1a

cosa = OH ; sina = OK .

Trong luong gidc, nguoi ta con goi truc Ox 1a truc cosin va truc Oy
la truc sin.

a) Tim o d€ sina = 0. Khi do6, cosa bdng bao nhiéu ?

b) Tim a d€ cosa = 0. Khi do, sina bang bao nhiéu ?

b) Tinh chat
1) Vi céc gbc lugng gidc o + k2m, k € 7Z cling x4c dinh mot diém M trén

duong tron lugng gidc nén ta co

cos(a+ k2m) = cosa ; sin(a + k27) = sina.

2) V6i moi a, ta luon co

—1<cosa<l;—-1<sinaa<1.

3) Vi OH” + OK> = OM* = 1 (h.6.12) nén ta c6

2 .2
cos a+sin a=1.

a) Trén dudng tron lugng giac goc A, xét cung lugng giac AM cé s6 do a. Hoi diém M
nam trong nita mat phdng nao thi cosa > 0, trong nita mat phang nao thi
cosa <0 ? V& hinh minh hoa. Ciing cau héi do cho sinc.

b) Hay xac dinh dau cla sin3 va cos3.
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Gia tri lugng giac tang va cotang

a) Cac dinh nghia
Cho géc lugng giac (Ou, Ov) c6 s6 do .
sina

~ . T NS .
Néu cosa#0 (tic a# — + kn, k € Z) thi ti s0 duoc goi
2 cosa

la tang cua goc a, ki hiéu la tana (nguoi ta con dung ki hiéu tga).

Vay
tan(Ou, Ov) = tang = ———.
cosa
Néu sina # 0 (tic a = kn, k € Z) thi i s6 2% duoe goi la
sin
cotang cua goc a, ki hiéu la cota (nguoi ta con dung ki hiéu cotga).
Vay
cot(Ou, Ov) = cota = Cf)sa .
sina
Khi sd (Ou, Ov) = a°, ta cling viét
tan(Ou, Ov) = tana® ; cot(Ou, Ov) = cota’.
Vidu 2. Theovidu 1, tacé
. ( n) V3
i sin| — 3 -
a) tan| —— | = =2 = 3;
3 cos (— Ej 1
3 2
V2
0 —=
b) co225® = S22 _ 2 _ O
sin225° 2
2

b) Y nghia hinh hoc

* Xét truc s6 At goc A, tiép xtic v6i dudng tron luong gidc tai diém goc A va
cuing huéng véi truc Oy. Khi (OA, OM) = a sao cho cosa # 0 thi duong thing
OM cit truc At tai diém T c6 toa do 1a (1 ; tana), tiic 12

tana = ﬁ




Thuc vay, dudng thang qua goc O (khéc Oy)
c6 phuong trinh y = kx nén né di qua diém

M(cosa ; sina) khi va chi khi k = 2%

T(1 ; tanc)

y
, cosa
Vay phuong trinh dudong thang OM la / o
y =% ¢ (h.6.15). RS rang, giao di€m o H JAx
cosa
T dang xét c6 hoanh do x = 1 nén tung do
) N sina
cuaTla y= = tana.
cosa

Vi vay, truc Az con goi 1a truc tang. Hinh 6.15

« Xét truc sO Bs goc B ti€p xuc vGi dudong
tron lugng giac tai B(0 ; 1), cung hudng
v6i Ox (h.6.16).

Khi (OA, OM) = o ma sina # 0 thi duong
thang OM cét truc Bs tai diém S c6 toa do
l1a (cota; 1), tiic 1a

S(cota;l)

cota = B_S

/\Rw%
&)
S
=

(chttng minh tuong tu nhu trén).

Vi vay, truc Bs con goi la truc cotang. Hinh 6.16
Vi du 3. a) tan(—45°) = -1 (h.6.17).
7
b) cot(?n] -3 (h.6.18). O
y )
y t B s Y
S(V331)
In II |
4
0 450 A x o A X 0 A x
M I v
M
_________ I(1;-1)
Hinh 6.17 Hinh 6.18 Hinh 6.19

BI Céc truc toa do Ox, Oy chia mat phdng thanh bén goéc phan tu I, II, III, IV
(h.6.19). HGi véi diém M ndm trong goc phén tu nao thi

a) tan(OA, OM) >0 ?

b) cot(OA, OM) <0 ?
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¢) Tinh chat

1) Tir y nghia hinh hoc néi trén, suy ra : V6i moi k € Z, taco

tan(a + k) = tana ; cot(a + km) = cota

(khi cdc biéu thiic c6 nghia).
2) Tur dinh nghia tang va cotang, suy ra

Khi sinea. cosa # 0 (tic khi o # k%, k € 7Z),taco

cota =

tan

3) Tur dinh nghia tang va cotang va tir cong thuc sina + cos’a = 1, ta suy ra
ngay cic cong thiic

Khi cosa =0, 1 +tan’a =

0082 (04

1
2

Khi sina # 0, 1 +cot’a=

sin” «

Tim gia tri luong giac cua mot so goc

Tl dinh nghia cac gia tri luong giac nodi trén, ta thay : Néu goc luong gidc
(Ou, Ov) c6 s6 do @, 0 < o < 7 thi cdc gia tri lugng gidc cha nd bang céc gia
tri luong gidc ctia géc hinh hoc uOv da hoc trudc day. Vay ta ¢6 bang sau :

T T T T
a 0 i i had n
6 4 3 2
1
sino 0 — Q ﬁ 1
2 2 2
cosa 1 ﬁ ﬁ l 0
2 2 2
1
tana 0 — 1 J3 | Khong xé4c dinh
\/5 g
1
coter | Khong xdc dinh | /3 1 — 0
: B




14.

+ Khi biét mot gid tri luong gidc ctia géc a, c6 thé ding cdc cong thiic lugng
gidc & muc 2, muc 3 va ddu cha gid tri luong gidc dé tinh todn cdc gid tri
lugng gidc con lai ctiia géc a.

e 4
Vidu4.Cho o, n<aa < %t Hay tim cosa, néu biét sina = —;

Giai. Do n< a < 3771 nén cosa < 0, tir do

cosa = —\1 — sin o = —%- O

Vi du 5. Cho «, —g < a < 0. Hay tim cosa, sing, biét tana = —%-

T . DR
Giai. Do 5 < a <0 néncosa>0. Vay t

cos” a = I S S
9

1+tan’ _1+§
4

vatudo sina =cosa.tan @ = —

AR
3

(S 1] )

suy ra Cos & =

CHUY

Vi cho géc lugng gidc (Ou, Ov) cling c6 nghia l1a cho cung lugng
gidc UV tuong tng trén duong tron lugng gidc tam O, nén ndi vé
céc gid tri lugng gidc ctia goc (Ou, Ov) ciing ¢6 nghia 1a néi vé céc

., . ., 2 /\ P
gi4 tr1 luong gidc cua cung UV tuong ung.

n ?2m . . - n
Cau hoi va hai tap
Mbi khang dinh sau diing hay sai ?
a) Néu « am thi it nhat mot trong cac s cosa, sina phai am.
b) Néu « duong thi sina= 1 — cos’ .
c) Cac diém trén duong tron lugng gidc xdc dinh bdi céc so thuc sau tring nhau :

r._Tn. Bno Tin

44 4 Ty
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15.

16.

17.

18.

19.

200

d) Ba s6 sau bang nhau :

c0s%45° ; sin(%cos%) va —sin210°.

e) Hai s6 sau khac nhau :

sin T v s (%+1505T€).

6
7z A 2 b b .z A P . 9 . , AN TC 27’5
g) Cac diém cua duong tron lugng giac 1an luot xac dinh boi cac s6 0 ; 3 ; EY ;
27[: bN Tc N 7 2 LN [N 9 A 2z A
T Y va — 3 la cac dinh lién ti€p cua mot luc gidc déu.

Tim céc diém cua dudng tron luong gidc xdc dinh bdi s6 « trong mbi

truong hop sau :
V1 - cos’

cosax

a) cosa = V1 -— sin’ o ; b) \/sinza =sina ; ¢)tana=
Xac dinh dau cua cac so sau :

a) sin 156°; cos(—80°) ; tan(—%j va tan 556° ;
b) sin[a + Ej ; cos(a - S—Ej va tan(a - Ej, biétring 0 < « < I
4 8 2 2

Tinh cac gia tri luong gidc cta cac goc sau :

a)—§+(2k+l)n; b) kn; c)§+kn; d)§+kn (k € Z).
Tinh cdc gia tri luong gidc cua goc « trong mdi trudng hop sau :
a) cosa= l, sina<0; b)sina:—l, E<0¢<3—7T :

4 2 2

1
¢) tana = > -n<a<0.
DPon gian céc biéu thiic :

. . 1- 1 r o
a) \/sm4 a + sin® acos® a ; b) czosa - (gia su sina # 0) ;
sin” a 1+ cosa
1 —si 2 2 .9 9
c) Sn ?COS @ _ cos’ (gia su cosa # 0).
cos” o



Luyén tap

20. Tinh céc gia tri lugng gidc cua cac goc sau :

225°, -225°, 750°, =510°, 53”, Hr - 10% = 17,

6 3 3

21. Xét goc luong gidc (OA, OM) = a, trong d6 M la diém khong nim trén céc
truc toa do Ox, Oy. Hay 1ap bang ddu cua sing, cosa, tana theo vi tri cia M
thudc ciac géc phan tu I, II, III, IV trong hé toa do6 Oxy. Hoi M & trong goc
phan tu nao thi :

a) sing, cosa cung dau ? b) sinea, tana khac dau ?

22. Chiing minh c4c dang thic sau :

4 . 4 2
a)cos a—sin a=2cos a —1;

2 1 .
b)1- cot'a= . - — (néu sina = 0) ;
sin“a  sin” «

1 +sin’a

c) — = 1+ 2tan’ « (néu sina # £1).
1-sin"«

23. Chiing minh cac biéu thiic sau khong phu thudc o :

a) \/sin40: + dcos’a + \/cos4a + 4sin’a ;

b) 2(sin6a + cos6a) — 3(cos4a + sin4a) ;

2 cotx +1
c) + (néu tana # 1).
tana —1 cota —1
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Bai doc thém

SUDUNG MAY TiNH BO TUI BE BOI SG PO GOC
VA TIM GIA TRI LUGNG GIAC

C6 thé dung may tinh b tdi dé tim gia tri lugng giac clia gbéc lugng giac va ddi s6 do
dd cla cung tron ra radian va ngudc lai. Chéng han, diung may tinh CASIO
fx —500MS :

— P& tinh sin (_%Tnj thi an
[MODE| [MODE| [MODE] (]9 n [£] 4[]
J2

Két qua la — 0,707 106 781 (: _TJ .

— D& tinh tan 63°52'41" thi &n
[MODE| [MODE| [MODE| [1] [tan] 63 [7] 52 [»*] 41| [2]
K&t qua Ia 2,039 276 645.
— Dé d6i 33°45' ra radian thi &n
[MODE| [MODE| [MODE| [2] 33[] 45 [*] [

Két qua la 0,589 048 622.

_ P& déi % rad ra d6 thi &n

[MODE| [MODE| [MODE] 3] 4 = ]
Két qua 1a 42°58'19" (x&p xi).

GIA TRI LUONG GIAC CUA CAC GOC (CUNG)
CO LIEN QUAN PAC BIET

H| Xét hai diém M, N thudc dudng tron luong giac xéc dinh bdi hai géc cé lién
quan néu trong bén trudng hop 1, 2, 3, 4 dudi day. Cé nhén xét gi vé vi tri cia hai
diém M, N déi véi hé truc toa do Oxy cho méi trudng hop ? Tur do gidi thich tai sao ¢
cac cong thirc sau day (chi xét cac goc lugng giac ma biéu thuc trong cong thirc
c6 nghria).




1. Hai goc doi nhau

(OA, OM) = o, (OA, ON) = — (h.6.20). b, g
sin(—@) = —sina
_ AN
cos(—a) =cosa o Yo
tan(—a) = —tana !
cot(—a) = —cota. N&
Hinh 6.20
2. Hai goc hon kém nhau &t
y
M
(OA, OM) = o, (OA, ON) = a + rt (h.6.21).
sinfd+ m) = —sina &
A
cos(ax+m) = —cosa )
t =1t
an(a + ) ana N
cot(x+ ) = cota.
Hinh 6.21
3. Hai goc bu nhau
(OA,OM) = &, (OA, ON) =t —  (h.6.22). :
sin(t — o) =sina N AN - :M
1 (04
cos(m — a) =—cosa ' 0 TA x
tan(w — ) = —tana
cot(m — o) =—cota.
Hinh 6.22
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4. Hai goc phu nhau

(OA, OM) = a, (OA,ON) = ——a (h.6.23).

. T
Sin 5—& = COSx

(n ) |
cos| ——a | = sina
2
T
tan(— - aj = cota
2
T
cot(— - aj = tana.
2

Hinh 6.23

Nhdn xét. Nho cdc cong thic trén, ta ¢6 thé dua viéc tinh gid tri lugng gidc
cia mot goc lugng gidc tuy y vé viéc tinh gid tri lugng gidc cua goc «,

0<a<Z thamchi0<a <™.
2 4

Vay c6 thé dung bang tra ctiu sin va cosin clia cic

z 2 ~ o
goc ¢6 sO do a

(0 < a < 45) @ tim sin va cosin clia cdc goc lugng gidc tuy y. Ching han dé

tim sin(—=100°), ta c6 thé tién hanh nhu sau :
sin(=100°) = — sin100° = — sin(180°
= — sin80°

- 100°)

Vi du

= —c0s(90° — 80°) = — cos10°.

a) T cdc cong thiic trén, ta dé dang suy ra cdc cong thic thuong gap sau day

vé hai goc hon kém nhau g (cling c6 thé dung hinh vé dé

thiic nay, xem hinh 6.24).

nhin nhan cic cong

yﬂ
T i . .
cos| —+ a | = cos (— - (—a)j = sin(—a) = —sina ;
2 2 N ] Y
n i _E"f_'_a__ I
5+0{ = sin ——( a)| =cos(—a)=cosa; . “i
0 A x
T
tan (— + a) —cota ;
2
i
cot (— + aj —tana.
2 Hinh 6.24
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n_ 2

(+3)
=CoS| T+ — |=—-CoS— = ———-
4 4 2

¢) tan10° tan 20° tan 30° tan 40° tan 50° tan 60° tan 70° tan 80° =
= (tan 10° tan 80°).(tan 20° tan 70°).(tan 30° tan 60°).(tan 40° tan 50°) = 1

(do tana® tan(90° — a°) = tana®cota® =1). O

CHUY

Néu s6 do ctia géc hinh hoc uOv 1a o (0 < a < m) thi s6 do cua géc
lugng gidc tuy ¥ (Ou, Ov) bang a + k27 hodac —a + k2n (k € Z). Do
do, tu cac cong thic cos(—a) = cosa ; sin(—a) = —sina, ta c6

cosu/O\v = cos(Ou, Ov), sinu/O\v = |sin(0u, 0v)|

v6i mot goc luong gidc (Ou, Ov) tuy y.

Cau hadi va bai tap

24. Mbi khang dinh sau diing hay sai ?
a) Khi a d6i dau (tic thay « boi —a) thi cosa va sina ddi dau con tana khong
déi dau.
b) V&i moi «, sin2a = 2sina.

¢) V6i moi a, sin(a - g] —cos(a + m)| + =0.

T .
cos(a - EJ + sin(a — )

cos(=5a) —Sa

d) Néu cosa # 0 thi = -5.

cosox o

g+cos23§:l. g) sin%:cosz?n-

e) cos?

25. Tim cac mdi lién hé giita cac gia tri lugng gidc clia cic cung o va @ — 3775
26. Tinh :
a) sin”10° + sin” 20° + sin®30° + ... + sin> 80° (8 s6 hang) ;
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b) cos10° + c0s20° + cos30° + ... + cos180° (18 s6 hang) ;
c) cos315° +sin330° + sin250° — cos160°.

27. Dung bang tinh sin, cosin (hodc ding mdy tinh bo tii) dé tinh céc gid tri sau
(chinh xdc dén hang phan nghin) :
cos(~250°) ; 5in520° va sin - X
28. Xét he toa do vuong géc Oxy gan v6i dudng tron luong gidc. Kiém nghiém
ring diém M véi toa do (—% ; %) nam trén dudng tron luong gidc do.

Gia str diém M x4c dinh boi s6 a. Tim toa do céc diém xdc dinh boi cac s :

T LT
T—a,T+a;, ——ava— +a.
2 2

29. Biét tan15° =2 — /3, hdy tinh cdc gi4 tri lugng gidc clia goc —75°.

Luyen tap

30. Hoi cac goc lugng gidc c6 cung tia dau va cé s6 do nhu sau :
2594°; —646° ; —2446° va 74°
thi ¢6 cung tia cudi khong ?
31. Xdc dinh dau cuta cdc gia tri luong gic sau :

c0s250° ; tan(~672°) : tan% - sin(~1050°) va cosl%n.

32. Hay tinh céc gia tri lugng gidc cta géc o trong mdi trudng hop sau :

a)sina:%Vécosomo; b) cosa = —% Vé%<a<n;

C) tana = \/gvén< a< 3771

33. a) Tinh sin “ + Cos ===+ tan )

251 257 (_ 251 )
: :

b) Biét sin (n + a) = —%, tinh cos(2w — ), tan(a — 77) va sin (3771 — a).
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34.

3S.
36.

37.

Ching minh rang :

1-2sinacosa 1-tana e L e -
a) 3 = (khi cédc biéu thtic d6 c6 nghia) ;
cos"a —sin“a 1+tana

b) tan’c — sin’ ot = tanzasinza; ¢) 2(1- sina)(1+ cose) = (1 — sina + cosa)z.

ca e ~ s . 3 3
Biét sina — cosa = m, hay tinh sin”a — cos™ a.

V6iso a,0< a< g, xét diém M cuia dudng tron luong gidc x4c dinh boi s6 2«
roi xét tam giac vuong A'MA (A' d6i xiing v6i A qua tam O cua dudng tron).
a) Tinh AM? bang hai cdch khéc nhau d€ suy ra cos2a=1 - 2sin’a.

b) Tinh dién tich clia tam gidc A'MA bing hai cidch khdc nhau dé suy ra
sin2a = 2sina cosa.

¢) Ching minh sin% :% 2 — \/5, cos% :% 2 ++/2 1éi tinh cdc gia tri
luong gidc cua cac goc % va %

Trong hé toa do vuong géc Oxy gin v6i mot dudng tron luong gidc, cho diém
P c6toado (2;-3).

—

N N .0 P P N . .2 9 . e
a) Ching to rang diem M sao cho OM = |0:| l1a giao diém cua tia OP véi
OP
duong tron lugng gidc do.
b) Tinh toa do cia diém M va tir d6 suy ra cosin, sin ctia géc luong gidc (Ox, OP).

c04ah, .
S ‘3

DIEU LA : sin| 1397 | _ gin[ 1807 1,
: 180 + 180 +

Thét vay, dat x = —o0" thi ta ¢
180+
: : : ( 180n j oo
sinx = sin(mt — x) = sin| T — = sin
180+ & 180+ &

. X . o PR o X
=sin— = sinx’ (chdy rang x° = —rad).
180 ( yrang 180 )
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C6 thé thir lai diéu la nay nhd may tinh bd tii CASIO fx — 500MS bang cach &n
180 x| [SHIFT] = [5] [(/180 [+] [SHIFT] = [<]
[ON] [MODE| [MODE] [MODE] =]

Két qua la 0,053 864 486.

An tiép :
[ON|] [MODE| [MODE| [MODE] ALPHA [=]
Cho két qua 0,053 864 486.

1807
180+ 7
360m
180 — =t

ciing c6 tinh chat siny = siny®, sinz = sinz°.

Cac s6 y=Q2k+1) (ke ),

z=1

(l e Z)

§ 4 MOT sO CONG THUC LUCNG GIAC

1. Cong thirc cong
a) Cong thirc cong doi véi sin va cosin

V6i moi géc luong gidc a, f, ta cod

cos(a — f) =cosacosf+ sinasing
cos(a+ p) = cosacosf— sinasinf
sin(a — ) = sinacosff— cosasinf

sin(a + ) = sinacosf+ cosasinf.

208



Chitng minh y4
1) Gia st cac diém M va N trén dudng tron M Y
lugng giac theo tht tu xac dinh boi « va S
(h.6.25) thi OM c6 toa do (cosa ; sina), oA
ON ¢6 toa do (cosf; sinf?) va tich vo huéng 0 A
OM . ON = cosacosf+ sinasinf.
Mat khac
OWW = |0—’M|.|ﬁ|coslm = cosm, Hinh 6.25
ma da biét

cos NOM = cos(ON, OM) = cos[(OA, OM) — (OA, ON)] = cos(ct — )
nén suy ra
cos(a — ) = cosacosf+ sinasing.
2) Tu 1) tasuyra

cos(a+ p) =cos[a— (— P)] = cosacos(—p) + sinasin(—p)
= cosacosf— sinasing.
3) Taco

ol of-)-

= cos(g - a]cosﬂ - sin(g - a]sinﬂ = sinacosff — cosasing.
4) Taco
sin(a + p) = sin[a — (—f)] = sinacos(—p) — cosasin(—,)
= sina@cosf + cosasing.

. Il _ 7 DN
Vidu 1. cos - —cos(n 12) cos 17

T) = cos T cos® + sin & sin &
4)— (COS3COS4+SIH3SIH4)

:_(%,%gﬁj:_%ww@). .

Z—COS(

2

EI Hay ki€m nghiém lai cac céng thitc cong néi trén véi a tuy y va

a)f=m; b) =

i
2
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b) Cong thitc cong doi véi tang

Ta co
tan o — tan
tan(a— p) = tana —tanf.
1+ tanatan B
tan + tan
tan(a + f) = —ﬂ
1 —tanatan S

vGi moi e, S1am cho céc biéu thic ¢6 nghia.

Thuc vay
sina cos f — cosasinf
sin(a — COs & oS tana — tan
tan(a— f) = ( ﬁ): _ﬂ = ,3’
cos(a — ) cosacosfB +sinasinff 1+ tanatan S
cosa cos f

tano — tan(—f)  tana + tan S
Il +tanaotan(—f) 1—tanatanpf

tan(a+ p) =tan[a — (—p)] =

T T

tan— — tan—

Vidu2.tan%:tan(§—%): 3 4 :\/5_122—\/5. O
1+tan§tan% 1+\/§

EI DE€ cac biéu thire & coéng thirc tan(a + ) noi trén ¢ nghia, diéu kién cla o, 3 1a

céac goc a, p, a+ fp khéng c6 dang g +kn (k € Z). Biéu d6 co dung khéng ?

Cong thirc nhan doi

Trong cac cong thic cong noéi trén, dat o = S thi dugc cac cong thic sau day
goi la cac cong thiic nhdn doi.

2 .2
cos2a=cos a—sin" &
sin2a = 2sina cosa

2tan

tan2a = 5
1—tan”

(Trong cong thic cudi o # g+kn, a# %+k%, k € Z).



Vidu3
2 .2 2 2 2
a)cos2a=cos a—sin“a=cos"a— (1 —cos"a)=2cos"a—1;
2 .2 .2
cos2a=cos " a—sin"a=1-2sin"a.

b) V6i a # §+k§ (k €Z) thi cos2a # 0 va ta ¢6

l+sin2a sin® o + cos” @ + 2sina cos a

cos2a cos” a —sin’ a

. 2 .
~ (sma + cosa) _ cosa +sina

(cosa —sina)(cosa + sina) cosa — sina

CHUY
T trén ta suy ra
2 l+cos2a .2 1—cos2a

cos" o= ————; sin"a=
2 2

Céc cong thuc nay goi la cac cong thirc ha bdc. (Ching cho phép

e 2 4 . 2 ., 5 2 .2 N - R ., 9
bién doi cac biéu thic cua cos”a, sin” « thanh biéu thiic cua cos2a).

, , .. . ) ., T
Vi du 4. Tinh cosin, sin, tang cta géc E

T
S N T L n N2+43
Giai. Tacod cos™— = = nén cos— = ———~;
12 2 4 12 2
1 —cos X
.2 T COS6 2—\/§ . T 2—\/§
s —— = = nén sin— = ——— ;
12 2 4 12 2
T 2-3
tan— = =243, O
12 2+3

Hay tinh cos4a theo cosc.

Don gidn biéu thifc

sina cosa cos2a cosda.
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3. Cong thirc bién ddi tich thanh tong va bién ddi téng thanh tich

a) Cong thitc bién ddi tich thanh tong
Str dung cong thic cong, ta dé dang suy ra cac cong thic sau day goi la
cong thirc bién doi tich thanh tong.

cosozcos,b’:l cos(a + f)+cos(a—pf
![cos(a + ) + cos(a - )]

sinasin f = —%[cos(a + ) — cos(a — ﬂ)}

sinacos ff = %[sin(a + ﬂ) + sin(a - ﬂ)]

Vidu 5. Tinh sins—nsini-
' 24 24

1

St m St m
cos| —+— |—cos| — ——
2{ (24 24) (24 24)}

3 eos T ocos | <43 -42).

Gidi. Ta c6 sin>Fsin "~ =
247 24

EI Hay tinh cos7—nsin o
12 12

b) Cong thirc bién ddi téng thanh tich

Trong cdc cong thic bién doi tich thanh téng trén day, néu dit o + S = x,

a—-pf=y (tﬁ?cléa = x;y,ﬂ= x;yj thi ta suy ra dugc cac cong thic sau

day goi 1a cong thirc bién doi tong thanh tich.

X+ X -
COsX + cosy = 2cos Y cos )
2 2
Xty . ox-—
COsX —cosy = —2sin Y sin J
2 2
. . . X+ X —
sinx + siny = 2sin Y cos 2 J
. . X+y . x-—
sinx —siny = 2¢os Y sin 2 Y.
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38.

39.

40.

Vi du 6. Chiing minh rang ! - =2.

Gidi. Taco

1 1 1 . 3n . T
- = sin— — sin—
. T . 3n . M . 3m 10 10
sin— sin— sin—sin—
10 10 10 10
3n ® 3n w
1 o 10 10 10 1 o T
=————72¢0S 1010 sin 10 10 |_ 2cos—sin—
.o . 3m 2 . T . 3x; 5 10
sin—sin— sin —sin —
10 10 10 10
T
cos— T T T 3n
=2 S =2, | do cos—=sin(———j=sin— .
. 3m 5 2 5 10
sin—
10

Cau hadi va bai tap

Hoi méi khang dinh sau c¢6 ding khong ?
Vé6i moi ¢, S, ta cod

a) cos(a+ PB) =cosa+ cosf; b) sin(a — p) = sina — sinf;

¢) sin(a + f) = sinaxcosf+ cosasinf; d) cos(a— f) =cosacosf—sinasing;

sinda

=tan2« (khi cdc biéu thic c6 nghia) ;
cos2a

.2 .
g) sin”a = sin2a.

St dung 75° = 45° + 30°, hay tinh cé4c gi4 tri luong gidc clia géc 75°.

Sir dung 15° = 45° — 30°, hay tinh cdc gi4 tri lugng gidc clia géc 15° (doi chiéu

v6i két qua bai tap 29).
Ching minh rang :

a) sina + cosa = \/Esin(a + gj ;

b) sina — cosa = \/Esin(a - %j ;
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c) tan(ﬁ—aj l_tﬂ (0{¢£+kn,a¢3—n+kn);
4 1+ tana 2 4

d) tan(E+aj:1+tﬂ (a¢E+kn,a¢E+kn).
4 1-tana 2 4

41. a) Biét sina = 3 vaae (g ; nj, hay tinh cac gia tr1 lugng giac cua goc 2a
a

va goc —-
2

(o)

b) St dung 15° = 30 » hay kiém nghiém lai két qué ctia bai tap 39.
42. Chiing minh rang :
a) sin&cos5—7t = l(2 - \/g);
12 12 4

1 N o
b) (:052(5053—71(:05577c = ——. (Huong ddn. Nhan hai v€ v6i smg) ;

1 . ..
c) sin6° sin42° sin66° sin 78° = o (Huong dan. Nhan hai vé& v6i cos6”).
43. Dung cong thiic bién doi tich thanh téng, ching minh :
. . 1
a) cos75°0s15° = sin75%in15° = 7

2-43

b) cos75%in15° = —
¢) sin75%o0s15° = 2+4\/§ .

d) Cosasin(ﬂ - 7) + cos,Bsin(;/ — a) + cosysin(a - ,B) =0, v6i moi a, S, .

44. DPon gian céc biéu thiic sau :

a) sin E+0( —sin E—a ; b) cos’ E—i—a —cos? E—a .
3 3 4 4

45. Chiing minh rang :

sina — sin y T
a)—ﬂ:— 3 néu o + f =— vacosa #cosf;
cosa — cos ff 3

cosa —cosTa s L, .
b) — - = tan4a (khi cdc biéu thic c6 nghia).
sin7a —sina
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46.

47.

48.

49.

50.

Luyén tap

Ching minh rang :

a) sin3a = 3sina — 4sin’ o ;cos3a = 4cos’ o — 3cosa ;
b) sinozsin(E - ozjsin(E + aj = lsin?)oz ;
3 3 4
cosacos| ——a |cos| —+a | = —cos3a .
3 3 4

Ung dung. Tinh sin20° sin40° sin80° va tan 20° tan 40° tan 80°.
Chitng minh réi dung mdy tinh bo tdi hodc bang s6 dé kiém nghiém lai gin
ding két qua :

NE)

a) c0s10°c0s50°cos70° = sin20°sin40°sin80° = ? ;

b) sin10°sin50°sin70° = c0s20°cos40°cos80° = % )

Ching minh rang

27 47 67 1
COS— +COS— +COS— = ——.
7 7 7 2

Hudng ddn. Nhan vé trdi véi sing( hoac sin27n) roi st dung cong thic bién
déi tich thanh téng.

Chiing minh réang, gid tri méi biéu thic sau khong phu thudc vao x :

a) cosz(a + X) + C0SX — 2C0S (L COS X COS (a+x);

b) sindx sin10x — sinl 1x sin3x — sin7x sinx.

Chidng minh rang :

a) Néu tam giac ABC c6 ba goc A, B, C thoa man sinA = cos B + cos C thi
tam gidc ABC vuong ;

b) Néu tam gidc ABC c6 ba goc A, B, C thoa man sinA = 2sinBcosC thi
tam gidc ABC can.

215



51. Chdng minh rang néu o+ f + y=n thi:

By

. . . a
a) sina + sinf + sin y= 400550053005— ;

B. v

. a .
b) cosa + cosff + cosy=1+ 4s1n351n—sm— ;

¢) sin2a + sin2f + sin2y = 4sinasinf siny ;

2 2 2
d) cos“a+ cos”f + cos”y= 1—2cosacospf cosy.

52. a) Chiing minh riing néu & va § khéc §+ kn (k € Z) thi

Mvé tanoz—tanﬂzM

tana + tan S = .
cosa cos f cosa cos 3

b) Ching minh ring v6i o ma coska # 0 (k =1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8) va
sina # O thi
1 1 1 _ tan8a — tana

cosacos2a " cos2a cos3a et cos7a cos8a sina
53. Biét cosa + cosf = a, sina + sinf = b (a, b 1a céc hdng s6 va at + b = 0),
hay tinh sin(a + f) theo a va b.
54. Quy dao ctia mot vat dugc ném 1én tir goc O, v6i van toc ban dau la v (m/s),
theo phuong hop v6i truc hoanh Ox mot goc o, 0 < a < E, la parabol c6
phuong trinh 2

y=-— g 5 ¥ + (tan @)x,
2v-cos” a
trong d6 g la gia tdc trong truong (g = 9,8 y

m/sz) (gia su luc can cua khong khi khong

ding ké). Goi tdm xa clha quy dao la

khoang céch tir O dén giao diém khac O 5
cta qu¥ dao véi truc Ox (h.6.26).
a) Tinh tAm xa theo a (va v). Hinh 6.26

b) Khi v khong d6i, « thay d6i trong khodng (0 ; gj , hoi v6i gid tri @ nao thi

tam xa cta quy dao dat gid tri 16n nhat ? Tinh gid tri 16n nhat d6 theo v. Khi
v =80 m/s, hay tinh gid tri 16n nhat d6 (chinh x4ac dén hang don vi).
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S ‘e

LUONG GIAC VA NHA TOAN HOC O-LE

Lé-6-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783)

Nhu moi khoa hoc khac, Ludng giac phat sinh t&r nhu cau
cla doi séng : Nganh Hang hai doi hoi phai biét xac dinh
vi tri clia tau bé ngoai bién khai, vi tri clia cac hanh tinh,
cla cac vi sao ; cudc song xa hdi vGi cac hoat dong san
xuat doi hdi do dac rudng dat, thiét 1ap ban dé... . Cac nhu
cau do6 lam cho mén Ludng giac phat sinh va phat trién.
Thai ¢8, cac nha toan hoc Hi Lap da gép phan dang ké
vao viéc phat trién mén Luong giac. Lé-6-na O-le 1a ngudi
da xay dung li thuyét sdu sdc vé lugng giac trong cudn
"MG& dau vé gidi tich cac dai lugng v cling bé" xuéat ban
nam 1748. Trong cong trinh d6, O-le da dé cap khai niém
radian, nhung tir "radian" (gan vGi tir "radius” c6 nghia la

ban kinh) mai dén nam 1873 mdi dudc dung chinh thic 1an dau tién & Dai hoc
Ben-phat (Belfast), B4c Ai-len.

O-le 1a mét trong nhiing nha toan hoc I6n nhét tir xua dén nay. Ong sinh tai Ba-lo,
Thuy Si. Ong da ti€n hanh nghién ctu nhiéu dé tai khoa hoc thudc nhiéu linh vuc
khac nhau nhu ca hoc, am nhac, thién van... Hau hét moi nganh toan hoc déu mang
dau 8n cac két qua nghién ctu cla o6ng. O-le 1a ngudi say mé, can cl trong coéng
viéc. Cubi ddi du bi mu ca hai mat, 6ng van tiép tuc hoat déng sang tao. Trong cudc
dsi minh, O-le da viét trén 800 cdng trinh khoa hoc. S6 cong trinh clia 6ng it ai

sanh kip.

Cau hoi

va hai tap on tap chuong Vi

55. Hoéi méi dang thiic sau c6 ding véi moi s6 nguyén k khong ?

a) sin (g + knj = (=¥

¢) tan G + k—znj = (-D¥

b) cos(kn) = (-1)¥;
. (T km k \/_
d) sm(4 5 j =(D"—
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56. Tinh :

. 4
a) sina, cos2q, sin2q, cosg va sing , biét cosag= — va —£< a<0;
2 2 5 2
b) tam(E - aj, biét cosa = —2 vam< a< 3_75 ;
11 2
c) sin*a — cos4a, biét cos2a = % ;
s ) 1 . 1

d) cos(ax — p), biét sina — sinff= 5 va cosa — cosfi= 5 ;

. m . 3n. 5n. TIn
e) sin— sin—sin—sin—-

16 16 16 16

57. Ching minh rang :
a) 2sin(E + a) sin(E - aj: cos2a ;
4 4

b) sinax (1 + cos2a) = sin2acosa ;

1+ sin2a — cos2a

‘ = tanr (khi c4c biéu thitc c6 nghia) ;
1+ sin2a + cos2a

1 2 . -
d) tana — = - (khi cac biéu thitc c6 nghia).
tan tan 2

58. Ching minh rang :
a) Neu a+ f+ y=kn (k € Z) va cosacosfcosy # 0 thi
tano + tanf + tany = tanatanftany ;

) 1 1 1
b)NeuO< a< fi< 7/<g va tana = g,tanﬂ: g,tanyz 5 thi o+ S+ y= % ;

1 NG

c) - =4.
sin10°  cos10°

59. Ching minh rang v6i moi a, B, v, ta ¢6

cos(a + P)sin(a — f) + cos(f + psin(f — p) + cos(y+ a)sin(y— a) = 0.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Trong cdc bai tir 60 dén 69 hdy chon phuong dn trd loi ding trong cdc
phuong an da cho :

L | .
Néu sina + cosa = 5 thi sin2« bang :

3 3 1
(A) rE (B) vk ©) R

Véi moi ¢, sin (:%n+aj bang :

3
(D) 1

(A) sina ; (B) —sina; (C) —cosa; (D) cosa.

. T UL . T T
SIn — COS— +SIN—COS —
157710 " 10 15y

27 T . 2T . T
COS— COS— — Sin —sin —
15 5 15

1
(A) V3 ; (B) 1; (©)-1; (D) -
o T .
cos—cos— bang :
12 12

V3 V3 1
(A) > (B) i © 5 (D) ——.
(6] 2 (6]

cos

sin bang :

(-5 i) ofed)
(A) 5(1—7j, (B) 5(7—1 ; (C)E 1+7 . (D) V2-1.

c0s80° — cos20°

bang :

sin 40° cos10° +sin10° cos 40°

B B
(A) L; B) — ©-1; (D) ——.

2 2
Goc lugng giac (Ou, Ov) c6 s6 do @ ma uOv la géc nhon thi :

T T T T

A)0<La< —; B)—<aoa<—; O - —<a<0;
(A) 5 (B) 5 5 © 5

(D) C6 s6 nguyén k dé —g+ kK2rn<a< §+ k2.
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67.

68.

69.

220

Géc lugng gide (Ou, Ov) ¢6 s6 do @ ma uOv 1a géc ti thi :

(A) C6 s6 nguyén k dé §+k2n<a<3§+k2n; (B)—n£a<—§;
T 3n T

C) ——<a< —; D) —<a<m.

© 5 5 ( )2

Vé6i goc luong gidc (OA, OM) c6 s6 do a, xét goc luong gidc (OA, ON) c6 so
do % (M va N cung nam trén duong tron lugng gidc goc A). Khi d6, v6i moi
a sao cho M nam trong g6c phan tu III cua hé toa do gan v6i dudng tron dé
(M khong nam trén cic truc toa do), diém N luon :

(A) Nam trong goc phan tu 1 ;

(B) Nam trong g6c phan tu II ;

(C) Nam trong géc phan tu IIT ;

(D) Khong nam trong cdc géc phan tu I va II1.

Véi goc luong giac (OA, OM) c6 s6 do a, xét goc luong giac (OA, ON) c6 sO
do 2a (M va N cung nam trén dudng tron lugng gidc goc A). Khi d6, véi moi

a sao cho M niam trong goc phan tu I clia hé toa do gian vé6i dudng tron d6 (M
khong nam trén cdc truc toa do), diém N luon :

(A) Nam trong géc phan tu1;  (B) Nam trong géc phan tu IT ;
(C) Nam trong géc phan tu IIT; (D) Khong nam trong goc phan tu IV.

Cdu héi va bdi tap on tap cudi ndm

Chocactapcon A=[—-1;1],B=[a; b) vaC =(—o; c] cla tap soO thuc R,
trong d6 a, b (a < b) va c l1a nhiing so thuc.

a) Tim diéu kién claa va b dé A C B ;
b) Tim diéu kiénclacdANC=T;
¢) Tim phan bu ctia B trong R ;

d) Tim diéu kién claa vab dé A "B # .



Tim tap xdc dinh va xét tinh chin - 1é cia mo6i ham s6 sau :

1
D fi00= ||~ : b)fz(x)=\/2x; —
X" —/x+

x2—1

4x* -9
Cho hai dudng thang dy):y=mx—-3va(d,) :x+y=m.

2

¢) f3(x) = : A0 =V1+x—1-x.

a) V6i gid tri nao cua m thi (d)) // (d,) ?
b) Véi gia tri nao cua m thi (d;) L (d,) ?

¢) Tim diéu kién ctia m dé hai dudng thing cit nhau.

Ki hiéu (H,) 1a d6 thi cha ham s6 y = g
X

a) Tai sao (H)) c6 tam doi xtng 1a goc toa do O ?

b) Xac dinh phép tinh ti€n bién (H,) thanh d6 thi (H,) cia ham s6 y = 2 3
x —
Tim toa do tam doi xung cua (H).
¢) Xdac dinh phép tinh tié€n bién (H,)) thanh d6 thi (H,) clia ham s6 y = 2-2x
X

Tim toa do tam doi xiing cua (H,).
a) Lap bang bién thién va vé& dé thi (P) clia ham s6 y = x* + x — 6.
b) Bién luan theo m s6 giao diém ctia (P) véi duong thang (d) : y = 2x + m.
c) Khi (d) va (P) cét nhau, goi A va B 1a hai giao diém, hdy tim toa do trung
diém cuia doan thang AB.
Cho phuong trinh

27+ (k= 9x +k* + 3k +4=0. (%)
a) Tim £, biét rang (*) ¢6 hai nghiém trung nhau.
b) Tinh nghiém gan didng cla (*) v6i k = —7 (chinh xdc dén hang
phan nghin).
Cho phuong trinh  x% + 2(/3 + D)x + 24/3 = 0.
a) Khong giai phuong trinh, tinh gin ding tong c4c binh phuong hai nghiém
ctia phuong trinh da cho (chinh xac dén hang phan tram).
b) Tim nghiém gan ding cta phuong trinh d6 (chinh xac dén hang phan tram).
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8.

Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém va ddu cdc nghiém cta mdi phuong
trinh sau :

a) x> —4(m +3)x+ 6(m* = 5m+6)=0; b) (m— x> —(m—-3)x—m-3=0.

9. Giai va bién luan cac phuong trinh :

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

222

a) ””‘_—”"1_3 =1; b)m+Dx=3=k+2]; ¢ (mx+DJx—1=0.
X+
a) Lap phuong trinh bac hai c6 hai nghiém x; va x, thoa man céc hé thuc :
X +xX+xx00=0 va m(x; + xp) — x1xXp=3m + 4.
b) Xét dau cac nghiém cta phuong trinh d6 tuy theo m.
Giai va bién luan cac hé phuong trinh :
) (m+3)x+2y=m b) Cm+3)x+5y=m-11
a
Gm+Dx+(m+1y=1; (m+2)x+2y=m-2.
Giai cac hé phuong trinh :

2 2 _ 2, .2 _ 2, .2 _
2) xXT=S5xy+y =7 b) X“+y +x+y=8 o) XT+y —x+y=2

2x +y=1; X+y+xy=5; xy+x—y=-I.
Ching minh rang :

2 2 2 2 X

CHO0 S 4@er); L ¢

Q) —— >
Ja? +2 B b

Tim gié tri nho nhat ciia cdc ham s6 sau :

a) flx)y=x+

2 trén khoang (-2 ; +o0) ;
xX+2

b) g(x) = 3% + 1 trén khoang (0 ; +o0).
X

Tim gia tri I6n nhat cua ham s6 f(x) = (2 — x)(2x + 1) trén khoang (0,5 ; 2).

Giai cac hé bat phuong trinh :

2 —4>0 W +3x+2<0
a) b

LN SR A EEINN

x+1 x+2 x x+1

Giai cac phuong trinh :
) V2x +8 =3x+4;b) P +5x+6/=3x+13;¢) 0F +30)(° + 3x +4) = 5.



18.

19.

20.

21.

Giai cac bat phuong trinh :

a) 3x° = |5x+2[>0; b) V22 + Tx+5 > x+1;
c) VX2 +4x-5<x+3.

Trong ki thi Tiéng Anh, diém thi ctia 32 hoc sinh (thang diém 100) nhu sau :

68 79 65 85 52 81 55 65 49 42 68 66 56 57 65 72

69 60 50 63 74 88 78 95 41 87 61 72 59 47 90 74

a) Tinh s6 trung binh (chinh xac dé€n hang phan tram).

b) Tinh s6 trung vi.

¢) Hay trinh bay mau s6 liéu trén duGi dang bang phan bo tan s6 ghép 16p véi
cac ntra khoang [40 ; 50) ; [50 ; 60) ; ... ; [90 ; 100).

Mot siéu thi thu thap dugc cac s6 liéu sau day vé so tién (don vi : nghin dong)
ma moi nguodi di mua & day.

Lop Tan so
[0;99] 20
[100 ; 199] 80
[200 ; 299] 70
[300 ; 399] 30
[400 ; 499] 10
N=210

a) Dau hiéu va don vi diéu tra ¢ day 1a gi ?
b) Tim s6 trung binh, phuong sai va do léch chudn (chinh xdc dén hang
phan tram).

Tudi clia 60 cén bo trong mot co quan duoc thong ké va trinh bay trong bang
phan bo tan s6 ghép 16p sau :

Lop Tan so
[20; 30) 13
[30; 40) 26
[40 ; 50) 15
[50 ; 60) 6

N =60
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22,

23.

24.

25.

224

a) D&u hiéu va don vi di€u tra & day 1a gi ?

b) Lap bang phan bo tan s6 - tan suét ghép 16p.

c¢) Tim s6 trung binh.

d) Tim phuong sai va do léch chuén (chinh xac dén hang phan tram).
e) V& biéu do tan so hinh cot.

f) V& biéu do tan suat hinh quat.

e 2 3 R R >
a) Biét sina = —, cosf = 2 va cac diém trén duong tron luong giic

xdc dinh bdi s6 « va fnam & géc phan tu II. Hay tinh sin(a + ), cos(a + f),
sin(a — f), cos(a — p).

. 4 3 o o
b) Cho sin2a = 3 va g <a< f Hay tinh céc gia tri luong gidc cua a.

Chitng minh cdc dang thic sau :
a) sin? (E + aj — sin® (E - aj = ﬁsin 2a ;
8 8 2
b) cos’ & +cos2(a —ijtcosz(z—aj = é ;
3 3 2
¢) tan (g - ajtanatan (g + aj = tan3a (khi cdc bi€u thic c6 nghia).

Ung dung. Tinh tan10°tan50°tan110°.

Ching minh rang :

a) sin(a + f)sin(a — fB) = sin? & — sin’ p = cos’ L - cos’ o ;
tang + tan B sin(a + f)
tang —tan f  sin(a — f)

b) (khi cdc biéu thic c6 nghia).

Tim cac s6 C va fsao cho sina + cosa = Csin(a + £) v6i moi a.



Hudng dan va dap so

Chuong 1

1. a) Khong 1a ménh d@é. b), ¢) Ménh dé sai.

2. a), b), ¢) Ménh dé phu dinh sai.

4. P(5) 1a ménh dé ding, P(2) 1a ménh dé sai.
6. Ménh dé dao ding. 17. a) Duing ; b) Dung ;
c¢) Sai; d) Sai ; e) bung ; g) Sai.

19. a) buing ; b) bung ; c) Sai ; d) bung. 20. (B).

21.(A).22.2)A=1{0;2; —%};b)B={2;3;4;5}.

24. Khong bang nhau. 25. Bc A,C c A, C < D.
2I.FcEcCcBcA;FcDcCcBcCA;
D NE=F.29.a) Sai ; b) bung ; c) Sai ; d) Dung.
30, AUB=[-5;2; AnB=(-3;1]
31.LA={1;5;7;8;3;6;9},B={2;10;3;6;9}.
R.ANB\C)=1{2;9};AnB\C=1{2;9}.
34.a)A; b){0;1;2;3;8;10}.35.a) Sai ;
b) bing. 36.2) {a; b;c}, {a;b;d}, {b;c;d},
{ascsdlib)lasbh{asct, fasd), {bscl,
{b;d}, {c;d};c){a}, {b}, {c}, {d}, D.

37.b-2<a<b+1. 38.(D).39.AUB=

1;1);ANB={0}; CgA=(—0;-1]U(0; +x);

41. CRr(AUB)=(-0;0] U [4; +x);
Cp(ANB)=(~0; 1)U (2; +0).

42. (B). 43.A<0,0014.

46.2) 32 ~1,26: 32 ~ 1,260.

b) A100~4,64 ; 100~4,642 . 47. 9, 4608.10

(km). 48. 9,9773.10%(s). 49. 5,475.10'2 ngay.

50. (D). 55.a) AN B;b) A\B; ¢) CgA U CgB.

60. Neum=5thi AN B=1{5}. Neum <5 thi
ANB=C. Neum>5thiAnB=1[5; m].
6l. 2 <m < 5 thi A U B la mot khoang ;
AUB=m;5nfu2<m<3;AUB=3;5)
nfuld<m<4;AUB=3;m+ 1) néu
4< m<5.

62.2) 1,2.10"% b) 1,6.10%%; ¢) 3.10".

Chuong 2
1. )R ; b)R\{1;2}; ¢)[1;2)uU(?2;+wx);

d) (-1 ; 400). 2. {2000 ; 2001 ; 2002 ; 2003 ;
2004 ; 2005} ; {2000) = 3,48 ; f2001) = 3,72 ;
£(2002) =324 ... ; f(2005) = 5,20. 4. a) nghich
bién trén khoang (- ; —1) ; dong bién trén
khoéang (-1 ; +). b) dong bién trén (—oo ; 1) ;
nghich bién trén (1 ; 4+). c¢) nghich bién trén
moi khoang (—o0 ; 3) va (3 ; +0).

5. a) Ham s6 chdn ; b) Him s6 1€ ; ¢) Ham sO 1€ ;
d) Ham s6 chan. 6. a) y=0,5x+3; b)y=0,5v—1;
c)y=0,5x-2); d)y=0,5x+6). 7. Khong
xdc dinh mot ham so. 8. a) C6 diém chung khi
a € @ ; khong c6 diém chung khia ¢ @ ; b) C6
khong quid mot diém chung ; c¢) Khong Ia
do6 thicuia ham s6 nao ca. 9. a) x = 3 ;
b)-1#x<0;0)(-2;2];d)[1;4]\{2;3}.
10. a) [-1 ; +%0) ; b) fi-=1) = 6, f0,5) =3,
f(%)=4— V2, fi)=0,/2)=+3 .11.A,B,C
khong thudc d6 thi ; D thudc d6 thi. 12. a) Nghich
bién trén (—oo ; 2) va (2 ; +). b) Nghich bién
trén (—oo ; 3) ; déng bién trén (3 ; +0). ¢) Dong
bién trén (—oo ; +o0). 13. b) Nghich bién trén
(0 ; +o0) va (—o0 ; 0). 14. Khong chéan, khong 1é.
15. a) Tinh tién (d) xudng dudi 3 don vi.

b) Tinh ti€n (d) sang phai 1,5 don vi.
—24+x 2 x+1
16.2) y = s D)y=———F350)y= .
X x+3 x+3
17 y—Lx+1véy—Lx—1‘
2 NG
2
y:—x+2v§1y=x/§x—2;
2
1 2
=——x+3vay=—(—x-1).
y 7 y (2 )

18. a) [-2 ; 3]. 19. b) Tinh tién d6 thi cua f)
sang trdi 2,5 don vi. 20. Khong.
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2l.a)y=—-1,59x+2.22.y=—x +3; y=—x-3;

y=x+3vay =x-3.

23.a)y=2|x|+3;b)y=2/x+1|;0)y=2|x-2|-1.

25. 2) f(x):{6x né’/uOSxS 10;
2,5x+35 néu x>10

b) f(8) =48 ; f(10) = 60 ; f(18) = &0.

—x+5 néu x< -1

—Sx+1néu —-1<x<1

x—-35

26.a) y =

néu x >1

28.a)y:x2—1; b)y:—%x2+3.

29. a)y:—g(x+3)2; b)y=x-— 1)2.

30. a) Tinh tién parabol y = e sang phai 4 don
vi, r6i xudng dudi 4 don vi. b) Tinh tién parabol
y=-3x° sang trdi 2 don vi, réi lén trén 21 don vi.
31. a) Dinh 1a /(-1 ; 8) ; truc d6i xiing x = —1.
0)y20«s 3<x<1.32.b)flx) >0 <
-1<x<3; gx) >0 < x <-4 hoacx>2.
) fix)<0 & x<—-1 hoacx>3; gx) <0
& 4<x<2.

33. Xem bang sau :

Ham s¢" |Gid tri| Gid tri
co gid tri| lon nho
Ham s¢ [6n nhdt /| nhdt | nhdt
nhd nhdt
khix=7?
y=3x"—6x+7 x=1 4
y=-5x"—5x+3 | x=-05| 425
y= x2 —6x+9 x=3 0
y=—4x® +4x-1 | ¥=05 | 0

34.2)a>0vaA<0:b)a<0VvaA<0 ;¢)a<0
va A > 0. 37 a) fit) = 497 + 122t + 12 ;
b) ~ 8,794 (m). c) ~2,58 (giay). 38.2) f) =ax’ + bx ;

43 3483
=———— b="—=.b)~186(m). 39.a 3
1520 760 ) ™ '®
b) (A);¢c) (C).40. a)b=0,a#0 tuy ¥ ;
b) b = 0, a # 0 tuy ¥y, ¢ tuy y.

41.a)a<0; ¢>0;b<0;b)a>0; ¢c>0;
b<0;¢)a>0;¢=0;b>0.d)a<0;¢c<0;b>0.
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42.2)(0;-1)va(3;2):b) (=1 :;4)va(=2;5);
)B-5:1-25)vaB+ 5 :1+245).
43.y:x2—x+1.

3x néul < x <2

50—4 néu2<x<6

7x—16 nfu6<x<9

45. S(x) =

46. 2) y = 0,03x” — 7 ; b) Tho man.

Chuong 3
1.
Phuong | Diéu kién ciia Téin nohié
trinh phuong trinh ep nghicm
a) x=0 {0}
b) x=2 {2}
x>3,x<3va
’ %)

©) x#3
d) x>1vax<0 %)

2.a) x=2;b) Vonghitm ; c) x =6 ; d) Vo
nghiém. 3. a) x =2 ; b) Vo nghiém ; c) x=3;
d)xe{-1;2}.4.a)x=4;b)x=5;¢c)x=0,
x=4;d)x=1.5.a) Sai ; b) Sai.
6.0) x =273 L by S=R(m=1),5= (m+2)

m? +1

m#1);0)S=0m=#2;3),S=Rm=2;3);

dx=—"—(m#1;2,S=R(m=1,S=0
m-—2

(m=2).
7. a)(@a=0,b#0)hoac (a#0,A=0);
b) (a=b=0,c#0)hoac (a=0,A<0).

8. a)yx= % (m = 1), vo nghiém (m<_%),

-3+dm+5 5
x=———(—-—— <m=#1);
2(m —1) 4

b)x=2+ 7 -m (m<7),vonghiém (m > 7).
9.b) flx) = (x+4)(1 2x);

g(x) =(x - \/5)[(\/5 + l)x - \/E] .
10. a) 34 ;b) 98 ; ¢) 706. 11. (B).
12. a) x= m_+3 (m#-2), vo nghiém (m=-2) ;
m+2



b)x:mT+1 (m#1),moix(m=1);

Sm+1
c)x =
3m+1

(m;t—%),vénghjém (m :—%) ;

d)x= L (m # £ 2), vo nghiém
m+2
m=-2),S=R (m=2).

13.2) p=0;b)p=2.14.0) x=4,00; x=~1,60;
b) x~ 0,38 ; x~-5,28.15.37m, 35m va 12 m.

=7 £~1+48m

12
16. = — =1 =
6. a) x P (m ), X 2om 1)

1 1
——<m#1),vonghiém (m<——);
( 23 ) ghiém ( 48)

m+3+£5m+9

m

1
b)x=—(m=0), x=
) 6( )
9 A . 9
(—g <m #0), vo nghiém (m <—§);

c)S={1, %}(k;t—l),S:{l}(k:—l);

2

d)x:l(m=O);x:4(m:%);x: ,

x= - (miOvém;t%).

2m —
17. Khong c6 diém chung (m < -3,5), mot
diém chung (m = -3,5), hai diém chung
(m>-35).18. m =3.19. m = 4. 20. a) Vo
nghiém ; b) Hai nghiém d6i nhau ; c) 4 nghiém ;
d) 3 nghiém. 21. a) £k > -1 ; b) £ > 0.
22.a)x=2;b)x=4,x=-7.23. a) x#4 (im=3) ;

b) Vo6 nghiém (m = - 2), x = 4m +9 (m# -2,
1 4

m=#3).24.a)S=8@=0);S= {— ——}
a a

@z0);0)S=Fm<1);S={3(m=2);

—Jm-=1;m+~m—-1}({1<m=#2).

1 3 1
25.3, = —— =0, =— — :2, e
) x 2(m ), X 2(m ), X —

Va‘lx:—i m=#0,m#2);b)x=1(a=0),
m

x=4@=1),x=2a+ 1) vax=a+1

(a;tO,a;tl);c)x:m——Hl‘(m;tl,m;t—%);

vo nghiém (m = 1, m :—%) s dD)x=0k=-3
k=-9);x=0vax=—k—-6 (k=—-3, k#-9).

7 1 1
26. = — =—); = —4 - >
a) x 4 (m 2) X 2( m) va
vm = (mrly by e =
1-2m 2 m+1 m+3
1 1
=1, m#-3 =— (m=-1 =——
(m m )X 5 )5 x 5
1
m=-3);c¢c S= { ——} -1 <m<0),
m
S={l} m<-1hoacm=>0);d S=09
(a:2,a=l);x— 5( ¢2,a¢l);
a-— 2
5 5
e)x=2m+2m#-——=);S=0(m=-=);
2 2
a—1
) §$ =3 (a@a <0 ; x= (a > 0)
2a
27.&1))c:3i2\/ﬁ ibxe {-5;-2;1};
Cc) X € —1;—1;1;1
22
28.me{—1;——,1}.29.ae{—2;—1;—%;O}.
5 19
30. (C). 31. ——;—— | :;b)[(V3;-2+2].
©. )( = 17} )(V3:-242)
32. a)(1;0);b) (x;%x)véixeR*.
33. a) (Ll —)(m £ 1), S = &
xeR
(M=1);{ (m=-1);
y=-x
b) (— > ;5(“”))((;:&—3),3:@
a+3 a+3
(a=-3).
4. x;y;20=4;5:;2).35. 1, =~ 1,33 A;

I,~0,74A ;130,59 A. 36. (B). 37.a) x =~ 0,42
~—-027;b)x=-0,07;y~1,73.38.240 — 2p
(mét) va 3p — 240 (mét) véi diéu kién 80 < p < 120.

227



39.a) (2; —l) (m # 0, m # -3) ; v0 nghiém
m

(m=0); By+1;y),ye R(m=-3);

b) (_m”;m”j(m £ -1, m % 2 :

m+1 m+1

onghiem (m=-1); 1 X (m=2)

vo nghiém (m=-1) ; m=2).
e y=2(1-x)
40.2)a=0;b)a=-1.41.7 caps6 : (1 ; 6),
(-1;-6),(6;1),(-6;-1),(2;3),(-2;-3)va
(-3;-2).42.aym=x2;b)ym=—-2;c)m=2.
43.(4;2;5).44.2) f(x) =1500 + 1,2x;
g(x)=2000 + x ; c) M (2500 ; 4500).
45. a) (10 ; 8), (-8 ; —=10) ; b) (1 ; -1,
(—%%}46.@(1;2),(2;1>;b><0;1>,<—1;0>;
¢)(0;0),(5:5),(-1;2),(2;-1).47. S>_4p>0.
48. a) (-8 ;-12), (-12;-8), (8 ; 12) va (12 ; 8) ;
b) 8 ; 3), (-8 ; =3). 49. fi(x) = x2 + 3x — 4,
25 5, 155

x) =——x"+—x—4. 50. a # 0, hoac
fr0) o o1 :
a=b=0.51.5=58, US, 52. D # 0, hoic
D:DX:Dy:O.Apdl_mg:ai—l.

53.(B).54.x=$ m=#x1);8S=0
m-—1

m=1);S=Rm=-1).55.a)p=—1, p=2;
b) p tuy y; ¢) Khong c6 p. 56. 3 ; 4 ; 5.
§7. a) Vo nghiém (im < 0) ;x =1 (m =0) ;
-1+

l m=1);x= 1_—\/%
2 m-—1

b)m>1;c)m:2+\/§. 58. a = 2.
59. a) ¢« (1) vO nghiém (m < -1,25) ;
mot nghiém (m = —1,25) ; hai nghiém (m >—1,25) ;

X = O<m=1).

* (2) vo nghiém (p < % ) ; mot nghiém (p :% Y

hai nghiém (p >% ).60.a)S={(1;2),12;1),
(-1;-2), 2;-D}; ) S={0;-1),1;1),

1 1 1 1
0;—),0;—— —;0)}.
( 2)( 7 )}

W—=:0), (-
NN RN
228

-4
61.a)x=m ,y= m=#=3vam#-2);
m-—73

xeR
vo nghiém (m=3); 2

y==x-

1(m:—2).b)x:y

= (@#-3,a=7); vonghiém (a = -3) ;

x=2-~4-m

(@a=17).62. a)
7 {y=2+\/4—m,

= —x+—
Y 5

{x:2+\/m

. b) Vo nghiém (m <i) ;
yo2- 13

4—-m
3 2 1
(E ’_E)(m_ﬁ)s

[3—2\/13m—1 , —2—3\/13m—1] “

)

13 13
3+2183m-1 -2+ 3J1B3m -1 1
13 : 13 m>33)-

63.a=1;b=-2;c=-3.64. + Khi tam giac
ABC can tai A va [ # AB, khong c6 diém M nao
trén canh BC thoa man diéu kién clia bai todn.

+ Khi tam gidc ABC can tai A va [ = AB thi moi
diém M trén canh BC déu thod man diéu kién
cta bai todn. + Khi tam gidc ABC khong can &
Avac<l<bhoicc>I>bthi diém M cich B

mot khoang bang a;l —9) .

+ Khi tam gidc ABC khong can & A ma cdc diéu
kién ¢ <! < b va ¢ > 1> b khong thoa man thi
khong ton tai diém M nhu bai todn yéu ciu.

Chuong 4

12. Gia tri 16n nhat : f(1) = 16. Gia tri nho nhét :

f(=3)=f(5)=0.

13. Gid tri nhé nhat : f(1+~/2) = 1+ 24/2.

17. Gid tri 16n nhat : v/6, gi tri nhé nhat : V3.

22.a)S=0.b)S=[3;+40).¢c)S=[2;3) U
1 1

B;40);d)S=D.23.2x -1 - —>———.
x+3 x+3



24.x-2<0vax(x —2)<0.25. a) x < —%;

V3

D) x<-5;0)x>1-+2; d)xz?.

26. a) Neum =1thi S=R. Néum > 1 thi

S=(-o;m+ 1. Neum<1thiS=[m+1;+0);
b) Neu m = 2 thi S = J. Néu m > 2 thi
S=3;+0). Neum<2thiS=(—w0;3);

¢) Néu k=2thi S =R. Néu k> 2 thi

S= —oo;u . Néu k < 2 thi
k-2

S= 4_k;+oo
k-2

j ;d)Néuag=3thiS=R.

+d'

Né'ua>3th‘1S:|:2

3—a

ooj.Né’ua<3thi

S= (_w;%_a}' 27.a)S=;b)S=(—o0;=3).

—a

28.a) Neum=-2thi § = J. Néu m > -2 thi
2

S = (’" +8;+ooj. Néu m < -2 thi
m+2
m* +8

S=|-0w; ;b) Neum =3 thiS=R.
m+2

Néu m > 3 thi
§=1[m; +0);

S = (—o ; m]. Néu m < 3 thi
c) Néu k = —4 thi § = &. Néu

k> —athis=| X,
k+4

ooj. Néu k < —4 thi

S= (-w;ﬂ . d)Néubh=—1thiS=R.
k+4

Né’ub>—1th‘1S=(—oo;b+2} Néu b < —1
b+1

th S = {M;Ho} 2. a) x >
b+1

IRV

b)x<—i;c)—§<x<§;d)££x<§.
5 3 5 5 2
30.a) m< -5 ;b)ym>—1.31.a) ms—g;

b)m>%.34 a) S=(=1;2] UI[3; +o0);

1 2
b)S—[—OO,—EjU|:ﬁ,lj,C)S—(_OO’1)’

d) S = [-5-264+3+2 ; 5+2/6+/3++/2].
35.a)y2 < x <3 :b) —1<x<%.36.a)Né’u
m=2thi S =F. Néum > 2 thi S = (m + 2 ; +o0).
Néum<2thiS:(—oo;m+2);b)Néum:%

thiS:R.Né'um>%thiS [2m + 1 ; +o0).

Né’um<%thiS=(—oo;2m+1];c)Néu

m=+1thiS=J. Néum<-1hoac m > 1 thi
S=(~0;ni +1).Neu—1 <m<1thi S=(m*+1;+00);
d) Néu m = —1 thi S = R. Néu m < —1 hoac

m>1thiS={m+1;+ooj. Neu—-1l<m<1
m-—1
thisz[—oo-m”]NéumzlthiS:@.
m-—1
37.a)S=(—0;-1)U &,é ;
3 4

b)Sz(%;%}u(4;+oo) ;c)Sz{—.%;—%j.

d)Sz(—oo;—%ju{O;%ju[8;+oo).

(

38. a) Néu m = — thi
Sz[—oo;%} [i ooj. Né’um>g

thi S:(-w;%}u(m ; 490). Néum<% thi

P+
2

S:(—oo;m)u[%; +ooJ ;D) Neum =

thi S=(—0 ; \3)UR3 ; +0). Néum >

B+l
2
\/§+1
2

thi S=(—o0 ; \/3]U2m—1 ; +o0). Néum <

thi S = (0 ;2m — 1) U[V3 ; + ).
39.2)S=1{4;5;6;7;8;9;10;11};b)x=1.
40.2)S={-2:;2};b)S=(—4;-1)u(2;5).
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J7

41.a)Né'umS7 thiSz@.Né'ug <m< A5

thiS:[g;m:|.Né'um2\/§ thiS= [?,\BJ
. 1 . 1

b)NeumSEthlS:[E;lju(3;+oo).

Né’u%<m<1thiS:[m;1)u(3;+oo).

Neul<m<3thiS=(3;+w).

Néum >3 thi S =[m; +o).
44. b) T = 45x + 35y (nghin déng) ; ¢) 0,6 kg
thitbd va 0,7kg thit lon. 47. b) 4 ; 1).

48. a) ¢ = 9x + 7,5y ; c) Dung 100 don vi
vitamin A va 300 don vi vitamin B méi ngay.

49. a) Duong véi moi x € R ; b) Am vé6i moi
X e (—00;2—\/5)\) (2+\/§;+oo) va duong
v6imoi x € (2—+/3;2++/3) ; ¢) Duong véi

moix¢—3 ;d)Amvé’iinxe(—oo;
2

3 —24J2) U (1 ; +0) va duong v6i moi

xe(—3—2ﬁ;1).50.a)m<l;b)mz—2.

51.a) m € R ; b) Khong c6 gid tri nao cua m

thoa man diéu kién doi hoi. 53. a) (—oo - g)
U2 ;5 +0);b) Do) R d) [-2;3].

54.a) (—o0; 1)U (2;4) U (7;+®);b) (-0 ; -2)
Ull;31u(S;+0);c) {—6;—%} U [5;4x);

d [—\/g;ﬁ].SS.a)mS —% hoic m > 1 ;
-1-17 1+f

by~ < m < ———— 56,2 (-1:2);

b) {—% %j 0 {—5; ‘S‘f}u{‘“ﬁ;z};

d) (0 : —2) U (3; +0). 57.m < —2— 23
hoac m > —2 +2+/3.59. m>5. 60. a) (3 ; —2)
Ul=1:11: b)Y (1:2)U B 34) U (5 ; +o0).

230

61. a){—g;ﬂ;b) (0541 U (—%;m}

62.a)[2;5] [\/F ,2};

o [_i;_l}u[lﬂ) 63.-2<a<l.
3 3

64. m<—§hoac m > 0. 65. a)x:—%;

b)x=§;c)[—1;4];d){—%;+oo).
66.0)x =3 -1;b)x=16:c)x=—1£+2 ;
d)x:ﬂ. 67. a){2;§j b) {— +oo)
Q) (0 ;—1-3)U(=1+3;+0)

d) (o ; -2]. 68. a) R ; b) (- ;—%) ]

[ ) 5

(3; +0);

d) (0 ; 2] U [23 ; +0). 69. a)x = 1 +/5,
x=0vax:—2;b)(—oo;%}c) (—o0; 0] U

[2;3)u(3;+oo);d)x:§ va x = 7.

70. 2) _11_1 ; +°O) ;3 b) (=003 2] U [1 ; +0).

71.a);c=2;b)x:l;x:—4.
?—1;+w];b)(5;+00); ¢) (=0 ; 0]
) [34_; +0). 73. a) (—wo ; —3] U [13 ; 4x0) ;

72. a)

b) (=005 =2];0) [=5; 1) U (1 ; +o0).

74. a) m < —1 hoac m>%;b)—1<m<l
- 5

hoac m = — ;c)1<m<z.75.a:—1.

78.2)2;b)2.79. |m|<i 80.0 < m <2.

81.a) Néua < 1 hoac a > 2 thi tap nghiém cla

’ 2
bat phuong trinh 1a (2— ;+oo) ;
a —3a+2



Néu 1 < a <2 thi tap nghiém 1a [_00;2#);
a”—3a+2

Néu a = 1 hoac a = 2 thi tap nghiém la &.
b) Néu m < -7 hoac m > 1 thi tap nghiém
clia bat phuong trinh 1aR ; Neu -7 <m < 1

thi tap nghiém 1a

[ 9—m—\/—7(m2+6m—7)]
—o0 ; U
4
[9—m+\/—7(m2 +6m—17) ]

;40| .

4

82.2)2;4) U (5;+x);b)(—0; 1)U (2; 3]

243

U [4; +). 83. a)mS4—T3; b) m < —1

hoic m > 2. 84. a) x = 1 va x = 5 ;
b)x:g. 85.a)[6 ;7] ;b)) (—o; 0] U
[2;+oo);c)(_w;@}d) [~4:-3] U

[0;1].86.a)a<—%;b)a>1.87.a)(C);

b) (B) ; ¢) (D). 88. a) (A) ; b) (B) ; ¢) (O).
89.2) (O); b) (B); ¢) (D).

Chuong 5

1. a) Kich thu6c maul1a80.b)0;1;2;3:4;
5;6;7.2.a)Kich thuéc mau 1a 30. b) 40 ; 42 ;
45:50;53;57;59;65;70;75;84;85;90;
100 ; 133 ; 141 ; 150 ; 165. 3. C6 sdu 16p la cac
doan [50 ; 124], [125 ; 199], [200 ; 274],
[275 ; 349], [350 ; 424] va [425 ; 499]. Céc tan
sO tuong ung : 3, 5, 7, 5, 3 va 2. Cdc tan sudt
tuong ung : 12%, 20%, 28%, 20%, 12% va 8%.
4. C6 sau I6p 1a [36 ; 43], [44 ; 51], [52; 591,
[60 ; 67], [68 ; 75] va [76 ; 83]. Cic tan sO
tuong dng : 3, 6, 6, 8, 3, 4. Cic tan suit tuong
ung : 10,0%, 20,0%, 20,0%, 26,7%, 10,0%, 13,3%.
6. b) Co6 bay 16p [26,5 ; 48,5), [48,5 ; 70,5),
[70,5 ; 92,5), [92,5 ; 114,5), [114,5 ; 136,5),
[136,5 ; 158,5), [158,5 ; 180,5). Cic tin so
tuong ting : 2, 8,12,12,8,7,1.7. b) C6 sdu

16p [0 2], [3; 5], [6 5 8], [9; 11], [12 ; 14],
[15; 17]. C4c tan s6 tuong tng : 10, 23, 10, 3, 3, 1.

8. Co6 bay 16p : [25 ; 34], [35 ; 44], [45 ; 54],
[55; 64], [65 ; 74], [75 ; 84], [85 ; 94]. C4c tan
sO tuong tng : 3, 5,6,5,4,3,4.9.a) x=1523;

b) M,=155;¢) s> ~396;5~199.10. X ~4835g;
S~ 1946455~ 1395 11.2) ¥ ~235;b)s° ~ 1,57,
s~125.12.2) Y~ 1567, M, =155:b) s~ 539
§~232.13.a) ¥ ~4839; M, =50.b)s" ~ 12198 ;
s~ 1104 14 a) X~ 55417 ; M, = 5375.

b) s2 ~ 43 061,81 ; s ~ 207,51. 15. a) Trén con
dudng A : ¥ ~ 73,63 km/, M, =73 km/h ;
s? ~ 74,77, s ~ 8,65 km/h. Trén con dudng B :
X =707 km/h, M, =71 km/h ; s* ~ 38,21,
s = 6,18 km/h. 16. (C).17. (C). 18.2) x =40 g;
b) s> ~ 17, s ~ 4,12 g. 19. a) X~ 54,7 phit.
b) s* ~53,71 ;5 ~7,33 phiit. 20.b) ¥ ~ 17,37 ;
s~3125¢0) M, =17, My =17 va M, = 18.
21.2) T~ 77:b) s>~ 122,67 ; s~ 11,08.

Chuong 6

1. a) Sai ; b) bung ; ¢) bing ; d) Pung. 2. Kim
phiit : 3.1,75 ~ 2,75 (m), Kim gid : %.1,26
~ 0,16 (m). 4. Theo thi tu 1a (x&p xi) : 0,375 rad ;
1,325 rad ; 143°14' ; 36°29'. 5. Theo tht tu 13 :
Tk, Pvron, —Takon, - i kon
2 3 2 3

(k € 7Z).7. Theo thit tur 1 : 180°, —120°, —60°, —60°.

8. sdA A = i%r+k2n (hay i.72° + k360°)

(i=0,1,23,4:k e 2);sdAA} = (j—i)Z?n+k2n

(hay (j —i)72° + k360°) (i, j =0, 1,2, 3, 4 ;
T

H .
P 2n m 3m .
10. Theo thu r la 0, —? , g ,T . 13. Khong

thé. 14. a) Sai, b) Sai, ¢) Sai, d) Diing, e) Sai,
g) bung.

i%jikeZ).9. a)270, b) 280, c) %“,d)
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15.M(x ;y), x* + y* = 1 vatheo thit tu : a) x>0,

b)y>0,¢c)y=0,y=1.16. a) Theo tht tu :
duong, duong, am, duong. b) Theo thit tu : duong,
duong, am. 17. Theo tht tu 1a : a)—%, ?,

/3, —? : b)(=1)*, 0, 0, khong xdc dinh ;

k«f

c) 0, (—1) khong xac dinh, 0 ; d) (-1)

2
(—1)k7,1, 1.18. a)sina = —g, tanaz—\/B;

22 2
b)cosaa = ——, tana = — ;
3 4
YN V5
c)cosg=———, sina=——.
5 5

19. a)|sin a| ,b)0,c) tanza. 21. M trong goc 1,

III thi sine, cosa cung dau, M trong géc 11, 11T
thi sine, tana khac dau. 23.a) 3, b) -1, ¢) —1.
24. a) sai, b) sai, c¢) ding, d) sai, e) ding, g) ding.

3n . . 3
25. cos a—; =—sina ,sin a—; =cosc,

3n 3n
tan| o —— | = —cota, cot| ¢ — — |= —tanc.
2 2

26.2) 4, b) -1, ¢) %(\/E—l). 27. Theo tht tu
1a —0,342 ; 0,342 ; —0,309. 28. Theo thit tu Ia :
4.3) (4. 3) (3. 4) (3. 4
5°5)°\57 5) (5" 5)L 5 5)
\/3—1 x/§+1
N YN
tan(=75%) = —(+/3+2), cot(~75% = ~/3-2.

29. cos(-75°) = sin(=75%)=—

30. Co6. 31. Theo thd tu la : am, duong, am,
duong, am. 32. a) cosa:—g, tana = —%.
b)sina = E, tana = —E.
17 8

1. V3
c)cosa = ——, sina = ——.

2 2

22

33.a2)0, bycosn —a) = +—,

232

tan(a—7n):i£,sm(3—n— j_ &
4 3
3

35. L3 - m?). 37.b) M = [_ __J
2" NERNE
cos(Ox,0P) = % s sin(Ox,OP):—%.

38. a) sai, b) sai, c) ding, d) sai, e) sai, g) sai.
39. Cosin, sin, tang, cotang clia a) 75° theo thit

twla g(\@—l), g(ﬁﬂ), 2443,
2-/3;b) 15° theo thit ty 1a : %(\BH) ;
%@-n; 2-3.2+43.

41. a) sin2a = —ﬁ, cos2a = z,
9 9

42 7\f
7

tan2a = — , cot2a = ———

a /3 N
COS— = 4[———, SIn— =
2 6 2

tan%:3+2\/§,cot%:3—2\/§.

3+2\/§
b

44.2) sina, b) —sin2a. 46. b) sin20%in40°sin80°

= g , tan20°tan40°tan80° = /3.

49. a) sin’a ; b) 0. 53. sm(a+ﬂ)—ib2.
a“+b
v '
54.a) x = —sin2a ;b) a = —,
g 4
2
x =2 % 653 (m).
8
55. a) dung, b) duing, c) ding, d) sai.
56. a) sina=—=; cos2a = l; singz—@.
25 2 10
121-36v10 = 3 .59 2
b) ————,0)-——,d)——,e)—.
41 5 72 16
60. (B), 61. (C), 62. (B), 63. (D), 64. (A),

65. (C), 66. (D), 67. (A), 68. (D), 69. (D).



Cau hoi va bai tap on tap cudi nam
1. a)a<-1vab>1;b)c<-1;
c) (-0 ;a)Ulb;+0);d)a<l,b>-1 vaa<b.
2. a) Khong chan, khong 1é ; b) Khong chan
khong 1€ ; ¢) Ham s6 chan ; d) Ham s6 1€.
J.aym=-1;bym=1;c)m#-1.

4.2) Vi y _2 la ham s6 1é ; b) Sang phai 3
X
don vi, tam dai xing 1a (3 ; 0) ; ¢) xudng dudi

2 don vi, tam d6i xing 1a (0 ; —2). 5. b) Khong

.2 y 25 ”
c6 diém chung néu m < e c6 1 diém chung
’ 25 .2 y 2
néu m = —T, c6 2 diém chung néu m > —T.

9) ( 1+mj voi m>—?. 6.2 k=1,k=-7;

b) x; =0,276, x, =5,547.
b) x, =-0,73, x, =—-4,73.
néu m < 0 hoic m > 27, mot nghiém duong
néu m = 0 hodc m = 27, hai nghiém duong néu
0 <m <2 hoac 3 <m < 27, hai nghiém trai ddu
néu 2 < m < 3, mot nghiém 0 va mdt nghiém
duong néu m =2 hoac m = 3. b) Vo nghiém néu

7. a) = 22,93 ;
8. a) V6 nghiém

—-1<m <§, hai nghiém trai dau néu m < -3

hoac m > 1, hai nghiém duong néu
-3<m< -1 hoac %< m <1, moOt nghiém 0 va

mot nghiém duong néu m = -3, mot nghiém
m+4}
m—1

duwong néu m = £1 hoac m :% 9. a) {

nfum#1vam# —%, vo nghiém néu m = 1

hoac m = —%. b) {i, !

}né’um;ﬁOVé
m m+

m# -2, {l} néu m = 0, {—2} néu m = 2.
2 2

) {—i;l} néu-1<m<0, {1} nu m<-1
m

hoac m > 0.

10. 2) (m+Dx> —GBm+4)x—Bm+4)=0

(m # —1) ; b) Vo nghiem néu _%< m <_%,
hai nghiém am néu —g <m < -1, hai nghiém

C e 4 .
trai dau néu m < —g hodc m > —1, mdt nghiém

x=0néum= —i.
3
2 - 1 .
11. a) (x;y): (ﬂ’M) néum#1,
m-—1 m-—1

vo so nghiémnéum=1;b) (x;y)=3;-m—4)
néu m # —4, vo s6 nghiém néu m = —4.

2
12.2) (1; )( 5 zj b)Q2;1),(1:2);

) (=1;0),(0; 1).14.2) 2(+2 =1) ; b) 3§E.

15. % 16.2)x>2;b)2<x<-1;

3+
;b) —1i2\/5 ;C) 3_7\/6

17. a) x=—i
9

18.a) (—o; -1) U (—%—lj U (2;40);
. b 37 3 9 9

b) (—oo : —ﬂ U (=1 ;4905 ¢) [1 5 4<0).
19.a2) X =66,66;b) M, = 65,5. 20.b) x =216,17

nghin dong ; s> ~ 984127 ; s ~ 99,20.
21.b) x ~ 37,33 ; d) 2~ 81,22 ; s = 9,01.
22.a) cos(a + p)= 3\/7122\/7
sin(a + ) = _61—2\/5 R
costa — gy = B+ 2T
12
sin(a — B) :ﬂ,b) sina :i,
12 J5
1
cosa = ——, tana = -2 ,cota = ——.
J5 2

23. tan10° tan50° tanllOoz—?. 25.C =2,
ﬂ=%+k2n hoac C=—\/5,

ﬁ:—:%n+k2n (k € 7).
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngit Trang Thuat ngit Trang
bang bién thién cta ham so 40 diéu kién can 11
bang phan bd tan so 162 diéu kién can va du 11
bang phan bé tan so ghép lop 164 diéu kién du 11
bang phan bo tan so - tan suat 162 diéu kién (xac dinh) ctia bat phuong 113

trinh

bang phan bd tan so - tan suat 164 diéu kién (xac dinh) ctia phuong 66
ghép lop trinh
bang xét ddu 124 diéu tra mau 160
bét dang thuc 104 | diéu tra toan bo 160
bat phuong trinh bac hai mot an 141 dinh li dao 11
bt phuong trinh bac nhét hai &n 128 dinh Ii Vi-ét 75
bt phuong trinh bac nhat mét an 117 dinh thiic cap hai 90
bat phuong trinh tuong duong 114 doan [a; b] 18
bién d6i tuong duong cac phuong trinh 68 do thj cia ham s6 36
bién di tuong duong cac bét 114 dé léch chuén 175
phuong trinh
bién s0 (doc lap) 36 doi s6 35
biét thic 72 duong gap khuc tan so 166
biét thuc thu gon 72 duong gap khuc tan suat 166
biéu dé tan sG hinh cot 165 duong tron dinh huong 188
biéu do tan suat hinh cot 165 dudng tron don vi 185, 192
biéu d6 tan suét hinh quat 166 duong tron luong giac 192
biéu dé Ven 17 gia tri clia ham s6 ftai x 35
chiéu (quay) am 186, 188 | gidi va bién luan phuong trinh 71
chiéu (quay) duong 186, 188 | giao (cla hai tap hop) 19
chii s6 chac (dang tin) 27 goc luong giac 187
chiing minh bang phan ching 10 goc o 193
cong thic cong ddi vai sin va cosin 208 ham so 35
cong thic cong doi véi tang 210 ham s6 bac hai 54
cong thuc ha bac 211 ham s bac nhat 48
cong thtic nhan doi 210 ham s bac nhat trén tiing khoang 49
cos(Ou, Ov) 194 ham s6 chéan 40
cot(Ou, Ov) 196 ham s6 cho bang biéu thc 36
cung lugng giac 188 ham s6 dong bién (tang) 38
cung o 193 ham s6 khong doi 38
dang chuén clia s6 gan dung 27 ham so 18 40
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Thuat ngit Trang Thuat ngit Trang
ham s nghich bién (giam) 38 phuong trinh bac hai mot &n 72
hé bét phuong trinh bac nhét hai an 130 phuong trinh bac nhét hai &n 87
hé hai phuong trinh bac nhét hai &n 87 phuong trinh bac nhat mét an 72
hé phuong trinh bac nhat ba an 92 phuong trinh chiia an & mau thic 82
hé phuong trinh déi xung 100 phuong trinh hé qua 69
hé thic Sa-lo 189,190 | phuong trinh mot an 72
hé toa do vudng goc gan véi duong 193 phuong trinh nhiéu an 70
tron luong giac
hiéu (cta hai tap hop) 20 phuong trinh tuong duong 67
hop (cua hai tap hop) 19 quy hoach tuyén tinh 131
khao sat su bién thién clia ham so 39 radian 185
khoang (a ; b) 18 sai sO tuyét doi 24
ki hiéu v va 3 7 sai s6 tuong doi 25
kich thudc mau 160 sin(Ou, Ov) 194
mau 160 6 quy tron 26
ménh dé 4 s0 trung binh 172
ménh dé chua bién 7 s6 trung vi 172
ménh dé dao 5 tam thuic bac hai 137
ménh dé kéo theo 5 tan so 162
ménh dé phu dinh 4 tan suat 162
ménh dé tuong duong 6 tap con 16
mién nghiém cla bat phuong trinh bac 128 tap hop 15
nhét hai &n
mién xac dinh clia ham so 35 tap hop bang nhau 17
moét 173 tap rong 16
mut dau cla cung luong giac 189 tap xac dinh clia ham s6 35
mut cudi clia cung lugng giac 189 tan(Ou, Ov) 196
nghiém ctia bét phuong trinh 113 tham s6 71
nghiém ctia hé phuong trinh 87 thong ké 158
nghiém cta nhi thiic bac nhét 122 tia cudi clia goc lugng giac 187
nghiém clia phuong trinh (6t &n) 66 tia dau ctia goc luong giac 187
nghiém ctia phuong trinh nhiéu an 70 tinh tién mot diém 42
nghiém cla tam thuc bac hai 137 tinh tién mot do thi 42
nghiém gan dung cla phuong trinh 67 truc cosin 195
nghiém ngoai lai 69 truc cotang 197
nhi thiic bac nhat 122 truc sin 195
ntia khoang 18 truc tang 197
phan bu (cla A trong E) 19 trung binh cong 106
phuong sai 174 trung binh nhan 106
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MUC LUC

Trang
Chuiong 1. MENH DE — TAP HOP
§1. Ménh dé va ménh dé chita bién 4
§2. Ap dung ménh dé vao suy luan toén hoc 10
§3. Tap hop va céc phép todn trén tap hop 15
§4. S6 gan dung va sai s 24
Cau hoi va bai tap on tap chuong 1 31
Chuong 2. HAM SO BAC NHAT VA BAC HAI
§1. Dai cuong vé ham s6 35
§2. Ham s6 bac nhat 48
§3. Ham s6 bac hai 54
Cau hdi va bai tap on tap chuong 2 63
Chuong 3. PHUONG TRINH VA HE PHUONG TRINH
§1. Pai cuong vé phuong trinh 66
§2. Phuong trinh bac nhat va bac hai mot 4n 72
§3. Mot s phuong trinh quy vé phuong trinh bac nhat hodc bac hai 81
§4. Hé phuong trinh bac nhat nhiéu 4n 87
§5. Mot s6 vi du vé hé phuong trinh bac hai hai 4n 98
Cau hoi va bai tap on tap chuong 3 101
Chuong 4.  BAT DANG THUC VA BAT PHUONG TRINH
§1. Bat dang thitc va chitng minh bat dang thic 104
§2. Dai cuong vé bat phuong trinh 113
§3. Bat phuong trinh va hé bat phuong trinh bac nhat mot an 117
§4. D4u clia nhi thdc bac nhat 122
§5. Bat phuong trinh va hé bat phuong trinh bac nhat hai 4n 128
§6. D4u ctia tam thiic bac hai 137
§7. Bat phuong trinh bac hai 141
§8. Mot s6 phuong trinh va bit phuong trinh quy vé bac hai 147
Cau hoi va bai tap on tap chuong 4 155
Chuiong 5. THONG KE
§1. Mot vai khdi niém mé dau 159
§2. Trinh bay mot mau s6 liéu 161
§3. Cdc s0 dic trung cia mau s6 liéu 170
Cau hoi va bai tap on tap chuong 5 181
Chuong 6. GOC LUONG GIAC VA CONG THUC LUONG GIAC
§1. Goc va cung lugng giac 184
§2. Gia tri lugng gidc cua géc (cung) luong gidc 192
§3. Gid tri lugng gidc cua céc géc (cung) ¢6 lién quan dac biét 202
§4. Mot s6 cong thitc lugng gidc 208
Cau hoi va bai tap on tap chuong 6 217
Cau hoi va bai tap on tap cudi nam 220
Hué6ng dan va dap s6 225
Bang tra ctru thuat ngit 234
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