
A. GIỚI THIỆU
Phương pháp này khá cơ bản và thường được sử dụng trong các bài toán

tìm cực trị với các bất đẳng thức có dạng: với .

Nguyên tắc chung là đưa về tìm điều kiện để phương trình   có
nghiệm trên D.
Trong trường hợp có nhiều biến ta cần đưa về phương trình với một biến
hoặc đưa về hệ phương trình nếu có.

B. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP
1) Tìm miền giá trị bằng cách xét điều kiện có nghiệm của phương

trình bậc hai

Một phương trình bậc hai có dạng:  với .

Điều kiện để phương trình có nghiệm là: .

Vì vậy cần tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của một biểu thức 
.

Ta biến đổi tương đương m để đưa về một phương trình bậc của x hoặc y
hoặc của z.
Khi đó sử dụng điều kiện có nghiệm ta tìm được Max và Min của m.

Ví dụ 1. Cho x,y,z là các số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức .

Lời giải
Trong biểu thức của P có z khác so với x và y do vậy ta tìm cách rút 
theo z và đưa về phương trình bậc hai đối với z. Việc tìm Max và Min của P
ta chặn bằng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc hai đối với z.

Ta có .

Chú ý

.

Vì vậy 

.

Ta có (1) là phương trình bậc hai đối với z điều kiện có nghiệm là

.

+ Với  ta có P bằng 0 vậy giá trị lớn nhất của P bằng 0.
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+ Với  thì P bằng -36/23 vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng

.

Bài tập tương tự

Cho x,y,z là các số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức .

Đáp số: . 

2) Kỹ thuật sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình lượng giác
Phương trình dạng: 

có nghiệm khi và chỉ khi .

Ví dụ 1. Chứng minh rằng với mọi số thực x ta có .

Lời giải

Đặt .

.

Điều kiện để (1) có nghiệm là .

Bài toán được chứng minh.
3) Kỹ thuật  điều kiện có nghiệm của phương trình - hệ phương trình

Thay vì tìm trực tiếp Max và Min của biểu thức ta đưa về tìm điều kiện có
nghiệm của hệ phương trình.

Ví dụ 1. Cho x,y là hai số thực thoả mãn điều kiện 

.

Chứng minh rằng .

Lời giải

Đặt . Ta cần tìm Max và Min của m. 

Thay vì đi chứng minh trực tiếp ta tìm điều kiện để hệ phương trình sau có

nghiệm 
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.

Điều kiện để hệ phương trình có nghiệm là

.

Vì vậy .

Bài tập tương tự

Cho x,y là các số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức

.

Đáp số: . 

Ví dụ 2. Cho x,y là các số thực thay đổi thoả mãn điều kiện 

.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .

Lời giải

Đặt .

Điều kiện bài toán trở thành 

.

Khi đó .

Vậy ta có hệ phương trình .

Từ (1) ta có 
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.

Chú ý .

Vì vậy ta có .

Khi đó  .

Xét hàm số  liên tục trên đoạn  ta có

.

Ta có .

Vì vậy .

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi

.

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng . 

Ví dụ 3. (TSĐH Khối A 2006) Cho x,y là 2 số thực và  thỏa mãn

điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .

Lời giải

Nhận thấy x, y đối xứng nên đặt :  .

Giả thiết bài toán trở thành:  (do )

Ta có  

Vì . 
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 Chú ý để tìm Max của A ta chỉ cần xét với  nên ta chỉ cần chứng

minh Max của A bằng 16 vậy :  với   hoặc .

Xét hàm số f(u) = f’(u) =  suy ra f(u) 

Trên mỗi khoảng ( ) và  do đó f(u) f(1); .

Còn 0 < f(-3) < f(u) <1, u > -3.
Vậy giá trị lớn nhất của A bằng 16.    

C. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1. Chứng minh rằng với mọi số thực x ta có .

Bài 2. Chứng minh rằng với mọi số thực x và y ta có

.

Bài 3. Chứng minh rằng với mọi số thực x,y thoả mãn điều kiện 

.

Chứng minh rằng .

Bài 4. Cho x,y là các số thực thoả mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

Bài 5. Cho x,y,z là các số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

Bài 6. Cho x,y là hai số thực thay đổi thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

D. HƯỚNG DẪN GIẢI – ĐÁP SỐ

Bài 1. Đặt .

Điều kiện để phương trình có nghiệm là:

.

Bài toán được chứng minh.

Bài 2. Đặt .

Điều kiện để phương trình có nghiệm là 

.
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Suy ra .

Bài toán được chứng minh.

Bài 3. Tìm được:  .

Điều kiện để hệ phương trình có nghiệm là:

.

Bài toán được chứng minh.

Bài 4. Nếu  bất đẳng thức luôn đúng. 

Xét với  đặt .

Suy ra .

Điều kiện để phương trình có nghiệm là 

.

Chú ý do .

Bài toán được chứng minh.

Bài 5. Chú ý  vì ngược lại ta có  vô nghiệm.

Khi đó .

Từ hệ điều kiện ta có 

.

Khi đó .

Điều kiện phương trình có nghiệm là

.

Vì vậy .

Bài 6. Thực hiện tương tự bài tập mẫu: .
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BÀI TẬP MẪU

Bài 1. Cho x,y,z là các số thực dương thoả mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

Lời giải

Theo nguyên lý Dirichlet tồn tại 2 trong 3 số  cùng dấu,

không mất tính tổng quát giả sử .

.

Vậy ta cần chứng minh .

Theo giả thiết ta có .

Vậy ta chứng minh 

.

Bất  đẳng  thức  được  chứng  minh.  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  và  chỉ  khi
.   

Bài tập tương tự
Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

    
Bài 2. Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện . 

Chứng minh rằng .

Lời giải

Trong ba số và  luôn tồn tại hai số cùng dấu không mất tính

tổng quát giả sử hai số đó là và  suy ra .

Khi đó .

Vì vậy bất đẳng thức được chứng minh nếu ta chứng minh được

(luôn đúng).
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Nhận xét. Ngoài ra bài toán có thể giải bằng kỹ thuật dồn biến xem chương
4.
Bài 3. Cho x,y,z là các số thực không âm thoả mãn điều kiện 

.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .

Lời giải

Trong 3 số  luôn tồn tại hai số cùng dấu, không mất

tính tổng quát giả sử 

.

Chú ý .

Vì vậy .

Với  thì P bằng ½. Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 1/2.

Bài tập tương tự

Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

Bài 4. Cho x,y,z là các số thực dương có tích bằng 1.

Chứng minh rằng .

Lời giải

Trong ba số   luôn có hai số cùng dấu, không mất tính

tổng quát giả sử .

Sử dụng bất đẳng thức .

Chứng minh xem chương 3.

Suy ra .

Bất  đẳng  thức  được  chứng  minh.  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  và  chỉ  khi
.    

Bài 5. Cho a,b,c là các số thực không âm chứng minh

.

Lời giải

Luôn tồn tại hai trong ba số   cùng dấu, không mất tính

tổng quát giả sử .

Khi đó ta chỉ cần chứng minh
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.

Sử dụng bất đẳng thức C –S và bất đẳng thức AM – GM ta có

  

Bài 6. Cho a,b,c là các số thực không âm chứng minh

.

Lời giải
Bài toán đã được trình bày trong chủ đề Kỹ thuật sử dụng tam thức bậc
hai. Dưới đây là lời giải tiếp cận theo nguyên lý Dircihlet.

Luôn tồn tại 2 trong 3 số  cùng dấu, không mất tính tổng

quát ta giả sử .

Vậy ta chỉ cần chứng minh

.

Bất  đẳng  thức  được  chứng  minh.  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  và  chỉ  khi
.

Bài toán tương tự
Cho a,b,c là các số thực không âm chứng minh

.

Bài  7. Cho  a,b,c  là  các  số  thực  không  âm  thoả  mãn  điều  kiện
.

Chứng minh rằng .

Lời giải
Bất đẳng thức vế trái đơn giản bởi trong 3 số có ít nhất một số không vượt

quá 1 giả sử là c khi đó .

Đẳng thức xảy ra chẳng hạn tại .

Ta chứng minh bất đẳng thức vế phải:

Trong ba số   luôn có hai số cùng dấu, không mất tính

tổng quát giả sử .

Vậy ta chứng minh .

Chú ý .

Bất đẳng thức được chứng minh.         
Bài 8. Cho a,b,c là các số thực dương có tích bằng 1.

Chứng minh rằng .

Lời giải

Theo  nguyên lý  Dirichlet  thì  2  trong 3  số   cùng dấu,

không mất tính tổng quát ta giả sử .
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Chú ý. .

Gọi P là biểu thức vế trái ta có .

Bất  đẳng  thức  được  chứng  minh.  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  và  chỉ  khi
.

  
   
A. BÀI TẬP RÈN LUYỆN
Bài 1. Cho a,b,c là các số thực thoả mãn điều kiện 

.

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

B. HƯỚNG DẪN GIẢI – ĐÁP SỐ

Bài 1. Để đơn giản đặt ta có .

Ta cần Max và Min của .

Theo giả thiết kết hợp sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có

.

Tương tự ta có

.

Nhân theo vế ba bất đẳng thức trên ta được:

(1).

Mặt khác (2).

Thật vậy bất đẳng thức đã cho tương đương với:

.

Trong ba số luôn có hai số cùng dấu, không mất tính

tổng quát giả sử 

.

Do đó ta chỉ cần chứng minh

.

Bất đẳng thức cuối đúng suy ra điều phải chứng minh.
Kết hợp (1) và (2) ta có

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng -3 đạt tại . 
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Giá trị lớn nhất của P bằng 3 đạt tại .   

Các tính chất về nghiệm và dấu của tam thức bậc hai có một ứng dụng hết
sức sâu rộng trong giải toán. Dưới đây tôi trình bày một ứng dụng của tam
thức bậc hại trong chứng minh bất đẳng thức. Bất đẳng thức tiếp cận bằng
phương pháp này có thể nói là rất tự nhiên.
A. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP

Xét tam thức bậc hai .

Đính lý 1. Nếu thì f(x) đạt giá trị nhỏ nhất tại và giá trị nhỏ 

nhất

.

Định lý 2. Nếu thì f(x) đạt giá trị lớn nhất tại và giá trị lớn nhất

 .

Định lý 3. Nếu thì f(x) luôn có nghiệm.

Định lý 4. Nếu  thì với mọi x.

Định lý 5. Nếu thì với mọi x.

B. BÀI TẬP MẪU
Bài 1. Chứng minh rằng với x,y,z là các số thực có tổng bằng 1 ta có

.

Lời giải

Thay bất đẳng thức trở thành:

.

Vế trái là tam thức bậc hai của x với hệ số của  dương và có

.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 

.

Cách 2: Bất đẳng thức đã cho tương đương với:
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.

Sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có

.

Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta có đpcm. Như vậy không cần giả
thiết bài toán ba số có tổng bằng 1(Xem thêm chủ đề kỹ thuật tham số hoá
– Chương 2).

Bài 2. Chứng minh rằng với mọi số thực a và b ta luôn có

.

Lời giải
Viết lại bất đẳng thức dưới dạng:

.

Vế trái là tam thức bậc hai của b có và;

.

Do đó vế trái luôn không âm. Bài toán được chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Bài tập tương tự
Chứng minh rằng với mọi số thực a,b,c,d ta có

.

Ta cùng xét một số bài toán cùng dạng sau đây
Bài 2.1. Cho a,b,c là các số thực không âm. Chứng minh rằng

.

Lời giải

Ta có .

Suy ra .

Do ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức sau
.

.

Coi vế trái là tam thức bậc hai của c có hệ số của dương và

.

Do đó vế trái luôn không âm.
Bài toán được chứng minh đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Bài 2.2. Cho x và y là hai số thực không cùng dương ta luôn có

.

Lời giải
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Theo giả thiết trong hai số luôn có một số không dương không mất tính
tổng quát ta giả sử khi đó viết lại bất đẳng thức dưới dạng:

.

Coi vế trái là tam thức bậc hai của x ta có
.

Bài toán được chứng minh đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hoặc 

.

Mở rộng bài toán cho 3 biến ta có kết quả
Cho x,y,z là các số thực không cùng dương ta luôn có

.

Bài 3. Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện .

Chứng minh rằng: .

Lời giải

 Giả sử .

Khi đó đặt  theo giả thiết bài toán ta có

.

Ta cần chứng minh .

Vế trái là tam thức bậc hai với hệ số dương do vậy ta chỉ cần chứng minh

.

Bất đẳng thức cuối luôn đúng do .

Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
 hoặc các hoán vị.

Bài tập tương tự
Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn điều kiện

.

Chứng minh rằng: .

Bài 4. Cho a,b,c là các số thực không âm thay đổi thỏa mãn điều kiện
.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .

Lời giải

Không mất tính tổng quát giả sử khi đó
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.

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng đạt tại hoặc các

hoán vị.
Chú ý. Ta có bất đẳng thức mạnh hơn như sau

.

Bài 5. Cho các số thực thay đổi x,y,z thõa mãn điều kiện

.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

.

Lời giải
Nhận xét. Trước hết ta chưa quan tâm đến điều kiện của x,y,z mà để ý đến
tính chất đối xứng của x và y trong điều kiện cũng như biểu thức của P nên ta

sử dụng đánh giá: .

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta được:

.

Một đánh giá dễ nhận ra là đưa về tam thức bậc 2:

.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng đạt tại hoặc 

.    
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Bài 6. Cho x,y,z là các số thực thỏa mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

Lời giải
Ta tìm giá trị nhỏ nhất của P
Xuất phát từ bất đẳng thức cơ bản:

.

Suy ra .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

.

Vậy  giá  trị  nhỏ  nhất  của  P  bằng  đạt  tại  hoặc

.

Cách 2: Viết lại biểu thức P dưới dạng

.

Coi (1) là phương trình bậc 2 với ẩn là ta có điều kiện có nghiệm của

phương trình là .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Ta có kết quả tương tự cách trên.
Tìm giá trị lớn nhất của P

Ta tìm số thực nhỏ nhất sao cho đúng

với mọi x,y,z và . Khi đó giá trị lớn nhất của P bằng 3k.

Viết lại bất đẳng thức trên dưới dạng: .    

Đây là một tam thức bậc hai với hệ số của dương nên ta chỉ cần tìm k

sao cho .

Tức

.

Đây là một bất đẳng thức đối xứng với x và z nên ta chọn .

Suy ra .
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Vậy .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Nhận xét. Ngoài lời giải bằng tam thức bậc hai như trên ta có thể sử dụng kỹ
thuật tham số hóa hoặc sử dụng C –S.

Bài 7. Cho a,b,c là các số thực thuộc đoạn  chứng minh

.

Lời giải

Không mất tính tổng quát giả sử .

Bất đẳng thức đã cho tương đương với

.

Vì  ta chỉ cần chứng minh

.

Bất đẳng thức cuối đúng do .

Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi .

Nhận xét. Bằng cách tương tự ta chứng minh được

.

Ngoài ra có thể đưa về xét tính đơn điệu của hàm số(Xem chương 3).
Bài tập tương tự

(TSĐH Khối A 2011) Cho các số thỏa mãn điều kiện

.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

HD: Chứng minh .

Bài 8. Cho a,b,c là các số thực không âm.

Chứng minh rằng .

Lời giải

Viết lại bất đẳng thức dưới dạng: .

Coi vế trái bất đẳng thức trên là tam thức bậc hai của a ta được:

.

TH1: Nếu ta có ngay điều phải chứng minh.

TH2: Nếu ta xét hai khả năng sau:
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Khả  năng  1. Nếu  ta  có  ngay  điều  phải  chứng

minh.

Khả năng 2. Nếu   vì  nên   khi

đó sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta được:

ta có điều phải chứng

minh.
Chú ý. Xem thêm lời giải bằng Nguyên lý Dirichlet trong chủ đề tương ứng.
Bài tập tương tự

Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện  .

Chứng minh rằng .

Bài 9. Cho x,y,z là các số thực thoả mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

Lời giải

Theo giả thiết ta có: .

+ Nếu  vô nghiệm.

+ Vậy  và .

Vậy ta cần chứng minh 

.

Chú ý theo bất đẳng thức C –S ta có

.

Vậy ta chỉ cần chứng minh

.

Vế trái bất đẳng thức là tam thức bậc hai của x với hệ số của x2  dương và 
có

.

Điều đó chứng tỏ bất đẳng thức đúng. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  
hoặc các hoán vị.
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Bài 10. Cho a,b,c là các số thực thỏa mãn điều kiện và 

. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .

Lời giải

Không mất tính tổng quát giả sử .

Ta có: .

Suy ra: .

.

Coi đẳng thức trên là phương trình bậc 2 với ẩn là . Để phương trình

này có nghiệm ta phải có .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng  đạt tại  hoặc

các hoán vị.
Cách 2: Không mất tính tổng quát giả sử

.

Ta có

.

Suy ra: .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Cách 3: Không mất tính tổng quát giả sử .

Đặt .
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Ta có:  suy ra

.

.

Suy ra .

C. BÀI TẬP RÈN LUYỆN
Bài 1. Cho a,b,c là độ dài 3 cạnh một tam giác và x,y,z là các số thực thay 

đổi thỏa mãn . Chứng minh .

Bài 2. Cho x,y,z là các số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất của x.

Bài 3. Cho x,y là hai số thực thoả mãn điều kiện .

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

Bài 4. Cho x,y,z là các số thực không âm có tổng bằng 1. Tìm giá trị lớn nhất
của biểu thức .

Bài 5. Cho hai số thực dương x,y thoả mãn điều kiện . Chứng minh 

rằng

.

 

Bài 6. Cho n số thực  thuộc đoạn [0;1] chứng minh

.

Bài 7. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho với mọi số thực ta 
có

.

Bài 8. Chứng minh với mọi số thực x,y,z và a,b,c là độ dài ba cạnh một tam 

giác ta có .

Bài 9. (Vasile-Cirtoaje) Chứng minh với mọi số thực a,b,c ta có

.

Bài 10. Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 3 chứng minh

.

Bài 11. Cho a,b,c là các số thực không âm. Chứng minh rằng

.

Bài 12. Cho a,b,c là các số thực không âm. Chứng minh

.

Bài 13. Cho a,b,c là các số thực không âm. Chứng minh

.
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Bài 14. Cho tam giác có ba góc A,B,C chứng minh với mọi số thực x ta có

.

Bài 15. Chứng minh rằng với mọi số thực x và y ta có

.

Bài 16. Chứng minh rằng với mọi số thực x và y ta luôn có

.

Bài 17. Chứng minh rằng với mọi số thực x,y,z và ba góc A,B,C của một  

tam giác ta có .

Bài 18. Cho x,y,z là các số thực không âm thoả mãn điều kiện

.

Chứng minh rằng .

Bài 19. Cho  chứng minh

.

Bài 20. Cho a,b,c,d là các số thực thỏa mãn điều kiện .

Chứng minh rằng .

Bài 22. Cho a,b,c,d là các số thực thỏa mãn . Chứng minh

.

Bài 23. Cho a,b,c,d,p,q là các số thực thỏa mãn điều kiện

.

Chứng minh .

Bài 24. Cho a,b,c là độ dài ba cạnh một tam giác và p,q,r là ba số thực thay 

đổi thỏa mãn điều kiện . Chứng minh .

Bài 25. Chứng minh rằng với mọi số thực a,b ta có 

.

D. HƯỚNG DẪN GIẢI – ĐÁP SỐ

Bài 1. Từ giả thiết ta có: . Viết lại bất đẳng thức cần chứng minh 

dưới dạng: .

Coi vế trái bất đẳng thức trên là tam thức bậc hai của x ta được:

Ta có điều phải chứng minh.

Bài 2. Thay  vào phương trình thứ hai ta được
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.

Khi .

Vậy giá trị lớn nhất của x bằng .   

Bài 3. Rút  thay vào điều kiện bài toán ta được:

.

Vậy .

Bài 4. Thay  vào biểu thức của P và rút gọn ta được

.

Vậy .

Bài 5. Gọi P là biểu thức vế trái ta có suy ra

.

Khi thì P bằng 2 vậy Min của P bằng 2.

Bài 6. Xét tam thức bậc hai 

.

Ta có

.

Suy ra sao cho tức f(x) có nghiệm.

Vì vậy .

Bài 7. Bất đẳng thức đúng với mọi số thực nên đúng với .

Khi đó bất đẳng thức trở thành .
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Ta chứng minh với n=1,2,3,4,5 là các giá trị cần tìm.

Xét tam thức bậc hai .

Ta có .

Do  và theo bất đẳng thức C –S ta có

.

Điều đó chứng tỏ bất đẳng thức luôn đúng với . Vậy n=1,2,3,4,5 là

tất cả các giá trị cần tìm.   
Bài 8. Vế trái viết lại thành tam thức bậc hai của x ta được

.

Ta có .

Chú ý .

Bài 9. Đặt  bất đẳng thức được viết lại dưới dạng:

.

Vế trái là tam thức bậc hai của a có hệ số của a2 không âm.

Chú ý bất đẳng thức luôn đúng.

Với  khi đó

.

Điều đó chứng tỏ bất đẳng thức luôn đúng(đpcm).  
Bài 10. Thay  và đưa về chứng minh

.

Chú ý .

Điều đó chứng tỏ bất đẳng thức luôn đúng.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Bài 11. Bất đẳng thức tương đương với:

.

.

.

Coi vế trái bất đẳng thức trên là tam thức bậc hai của a ta được:

.

Lại coi đây là tam thức bậc hai của b ta được:
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.

TH1: Nếu ta có ngay điều phải chứng minh.

TH2: Nếu ta xét hai khả năng

Khả năng 1. Nếu ta có ngay điều phải 

chứng minh.

Khả năng 2. Nếu  lúc này ta lại coi  là tam

thức bậc hai của c và thực hiện tương tự trên ta có ngay ta
có ngay điều phải chứng minh.

Bài 12.  Viết lại bất đẳng thức dưới dạng:

.

Coi vế trái của bất đẳng thức là tam thức bậc hai của a ta được:

.

Ta có: (xét tam thức bậc hai với b hoặc c).

TH1: Nếu ta có ngay điều phải chứng minh.

TH2: Nếu lại coi  là tam thức bậc hai của b ta được:

.

Khả  năng  1. Nếu  ta  có  ngay  điều  phải

chứng minh.

Khả năng 2.  Nếu lúc này coi là tam thức bậc hai của

c và thực hiện tương tự trên ta có ta có điều phải chứng.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi .

Bài 13.  Ta cần chứng minh: .

.

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta được:

.

Ta cần đi chứng minh.

.

 
(luôn 

đúng) do
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và .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Bài tập tương tự
Cho a,b,c là các số thực không âm. Chứng minh

.

Bài 14. Viết lại bất đẳng thức dưới dạng

.

Ta có .

Do đó bất đẳng thức được chứng minh.
Bài 15. Chú ý 

.

Bài 16. Chú ý .

Bài 17. Chú ý .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

Bài 18. Không mất tính tổng quát giả sử khi đó 

.

Ta cần chứng minh 

.

Bài toán được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  

hoặc hoặc các hoán vị.(xem thêm kỹ thuật phản chứng).

Bài 19. Đặt  có 2 nghiệm a,c

Mà:

Theo bất đẳng thức AM – GM ta có

Bài 20. Thay vào biểu thức vế trái được tam thức bậc hai của c
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.

Ta chỉ cần chứng minh

.

Bất đẳng thức cuối đúng do .

Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

.

Bài 21. (TSĐH Khối A 2011) Cho các số thỏa mãn điều kiện 

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

Bài 21. Ta chứng minh

.

Vế trái là tam thức bậc hai của z với hệ số của z2  dương nên ta chỉ cần
chứng minh

.

Bất đẳng thức cuối đúng do .

Nhận xét. Với cách làm này ta chỉ cần giả thiết bài toán là .

Bài 22. Viết lại bất đẳng thức dưới dạng: 

.

Vế trái là tam thức bậc hai của a đạt giá trị nhỏ nhất tại  giá trị
nhỏ nhất này bằng

.

Bất đẳng thức được chứng minh.    

Bài 23.  Vì nên tồn tại ít

nhất một trong hai số   dương. Không mất tính tổng

quát ta giả sử .

Xét tam thức bậc hai .

Ta có: nên luôn có nghiệm.

Suy ra .
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Ta có điều phải chứng minh.

Tổng quát với n số thực thoả mãn điều kiện ta có

.

Bài 24. Thay vào bất đẳng thức cần đưa về chứng minh:

.

Coi vế trái bất đẳng thức trên là tam thức bậc hai của q ta được:

.

Do . Vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài 25. Bất đẳng thức đã cho tương đương với:

.

Ta chỉ cần chứng minh rằng

.

Bất đẳng thức cuối đúng.
Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .
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Dưới đây chỉ trình bày một số bài toán bất đẳng thức tích phân mà phương
pháp giải chỉ thông qua các bất đẳng thức đại số rồi lấy tổng tích phân sẽ dẫn
đến kết quả của bài toán.

Bất đẳng thức tích phân là bài toán khá hay để tìm hiểu thêm bạn đọc tìm
đọc các Chuyên đề khác về bất đẳng thức tích phân trên Diễn đàn học tập
trực tuyến Mathlinks.vn
A. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP 

Bài toán: Cho  là các hàm khả tích trên  đồng thời thỏa  

mãn điều kiện  với mọi  ta có

.

Các bất đẳng thức phụ hay được sử dụng

 và .

 và .

 .

Yêu cầu. Các bất đẳng thức đại số như Cô si, Cauchy – Schwarz,…cần nắm
vững.

Như vậy dạng bất đẳng thức cơ bản của tích phân chính là quy bài toán về
đánh giá bất đẳng thức trong dấu tích phân. 

B. BÀI TẬP MẪU

Bài 1. [IMC 2011] Chứng minh rằng   với mọi số  

thực .

Lời giải

Với mọi số thực ta luôn có  suy ra

.

Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài 2. Chứng minh rằng .

Lời giải

Viết lại bất đẳng thức cần chứng minh dưới dạng: .

Với mọi .

Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài 3. Cho hàm số được xác định bởi . 
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Chứng minh rằng .

Lời giải

 Rõ ràng với giả thiết hàm số đã cho thì liên tục trên . 

Tiếp đến sử dụng bất đẳng thức phụ  , ta

được .

Chuyển qua tích phân hai vế của bất đẳng thức trên ta được
.

Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài  4.  Chứng  minh  rằng   với  mọi  số  nguyên

dương .

Lời giải

 Đặt   với  mọi   

 tức dãy  giảm.

Suy ra . 

Mặt khác ta lại có 

Và .

Từ đó suy ra .

Vậy .

Từ chứng minh trên suy ra .

Bài 5. [VMC 1994] Xét tích phân .

a) Tính .

b) Chứng minh rằng .

Lời giải
Ta có 
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 với

.

Xét tích phân .

Tích phân từng phần ta được:

.

. Ta có  suy ra

.

.

Chứng minh .

Đặt  khi  đó   ta  chứng  minh   hay

.

Sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta được:

.

Như vậy ta chứng minh
.

Dễ dàng chứng minh được . 

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Bài 6. Chứng minh rằng .

Lời giải

Đặt  khi đó .
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.

Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài 7. Chứng minh rằng  với mọi .

Lời giải
 Ta sẽ chứng minh 

 với mọi 

Khi đó lấy tích phân hai vế của trên  ta có điều phải chứng minh.

Thật vậy ta có  và

.

Việc chứng minh bất đẳng thức  chỉ việc khảo sát hàm số.
Bình luận: Vì sao lời giải nghĩ đến việc chứng minh bất đẳng thức ?. 

Đây là một kinh nghiệm khi giải toán, đó là dựa vào khai triển Taylor của

hàm số  tại  ta được

Cũng tư tưởng này với  và  và khai triển

Taylor cho hàm  và ta có các bất đẳng thức sau đây.

 và  với mọi .

Lúc này chỉ việc lấy tích phân hai vế trên ta có các bất đẳng

thức hết sức thú vị.

Bài 8. Chứng minh rằng .

Lời giải

 Trước tiên ta chứng minh: 

Thật vậy xét hàm số  ta có 

.

Suy ra .

Tức là .

Suy ra
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.

Bài 9. Chứng minh rằng với mỗi  nguyên dương ta luôn có

.

Lời giải

 Với mọi  và  ta có .

Cho  và cộng theo vế của  bất đẳng trên theo vế, suy ra

.

Suy ra .

Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài 10. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

Lời giải

 Với mọi  khi đó ta có

.

Mặt khác hàm là hàm lồi nên ta có

.

Suy ra

.

Bài 11. Với mọi số thực . Chứng minh rằng

.

Lời giải

 Xét đa thức  ta có . 

Đến đây lấy tích phân hai vế trên  ta có điều phải chứng minh.

C. BÀI TẬP RÈN LUYỆN
Bài 1. Chứng minh rằng 
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a) .

b) .

c) .

d) .

e) .

f) .

Bài 2. Chứng minh rằng với mọi ta luôn có

.

Bài 3. Chứng minh rằng .

Bài 4. Chứng minh rằng .

Bài 5. Chứng minh rằng .

Bài 6. Cho   chứng minh rằng

a) .

b) .

Bài 7. Chứng minh rằng  với .

Bài 8. Chứng minh rằng .

Bài 9. Với mọi số nguyên dương . Chứng minh rằng .

Bài 10. Chứng minh rằng  với mọi .

Bài 11. Chứng minh rằng  với .

Bài 12. Với mọi số nguyên dương . 

Chứng minh rằng .
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