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  TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TUYẾN CỦA TAM GIÁC
[image: ]I. KIẾN THỨC CƠ BẢN
Đường trung tuyến của tam giác 






[bookmark: MTBlankEqn]Đoạn thẳng  nối đỉnh  của tam giác  với trung điểm  của cạnh  gọi là đường trung tuyến của tam giác .
 Mỗi tam giác có ba đường trung tuyến.
Tính chất ba đường trung tuyến của tam giác

[image: ]Ba đường trung tuyến của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điểm đó cách mỗi đỉnh một khoảng bằng  độ dài đường trung tuyến đi qua đỉnh ấy.


 G là trọng tâm tam giác  thì 
II. BÀI TẬP
Bài 1:  
Từ các đẳng thức trên, hãy suy ra các đẳng thức khác:
	








	






	


;            ;               














Bài 2: Cho tam giác  có hai đường trung tuyến  cắt nhau tại  Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho  Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho  Chứng minh rằng:  a) 		b)  và 

Bài 3:   Tam giác ABC có các đường trung tuyến BD và CE bằng nhau. Chứng minh rằng là tam giác cân.



Bài 4: Cho  có 3 đường trung tuyến  đồng quy tại  .


a) Nếu  đều hãy chứng minh: .


b) Đảo lại, nếu có  khi đó hãy chứng minh tam đều.
Bài 5: : Chứng minh rằng, trong một tam giác vuông, đường trung tuyến ứng với cạnh huyền bằng một nửa cạnh huyền.
Bài 6:   Chứng minh rằng nếu một tam giác có đường trung tuyến tương ứng với một cạnh bằng một nửa cạnh ấy thì tam giác đó là tam giác vuông.






Bài 7:   Cho   cân ở   và 3 trung tuyến   đồng quy tại trọng tâm  .

a) Chứng minh  

b) Tính độ dài . (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai).


Bài 8:   có đường cao [image: ], trung tuyến [image: ]. Cho biết   .

a) Chứng minh  


b) Vẽ  tại I. Chứng minh  .

c) Tính các góc của .

Bài 9:   Cho  vuông tại A có AD là trung tuyến.

a) Chứng minh .

b) Biết             + Tính cạnh AB.


+ Trung tuyến BE của cắt AD tại G. Tính BE và chứng minh   là tam giác vuông.




Bài 10:   Cho  có hai trung tuyến  và   vuông góc với nhau tại G. Chứng minh   .
CÓ THỂ EM CHƯA BIẾT
Mỗi trung tuyến chia thành 2 tam giác có diện tích bằng nhau.
Nối 3 đỉnh của tam giác với trọng tâm của nó ta được 3 tam giác nhỏ có diện tích bằng nhau.      
3 trung tuyến của tam giác phân tam giác thành 6 tam giác nhỏ có diện tích bằng nhau.
[bookmark: _GoBack]Hết
HDG
Bài 1:  Hs tự điền
[image: ]Bài 2:   



a) Vì  là trọng tâm  nên : 


Lại có  nên : 

Do đó 

b) Suy ra :  



Từ đó ta có  và  





[image: ]Bài 3:    Gọi G là giao điểm của BD và CE, ta có . Do  nên


 




Ta lại có nên . Vậy là tam giác cân.


[image: ]Bài 4:  a) Vì  đều nên  




mà  



b) Ta có: 

mà  

 ( đã chứng minh bài 3 )

 

[image: ] đều.

Bài 5:  Xét  vuông tại A, đường trung tuyến AM. 

Ta sẽ chứng minh 












[image: ]Trên tia đối của tia MA lấy điểm D sao cho . Ta có, cần chứng minh. Dễ thấy (c.g.c) do đó . Ta lại có  nên. Do đó (vì cạnh AB chung, ,), suy ra. Vậy 


Bài 6:  Xét, đường trung tuyến AM có  


Ta sẽ chứng minh. Dễ thấy. 


Các tam giác MAB, MAC cân tại M nên:. 

Do đó 


Ta lại có  nên 
Bài 7:  [image: ]

a)  

b) Vì M là trung điểm  

Áp dụng định lí Pitago cho tam giác vuông  ta có: 


 

Vì G là trọng tâm  



Xét  và  có: 

Áp dụng định lí Pitago cho tam giác vuông  ta có: 


 

Vì G là trọng tâm  


Vậy  
Bài 8:  


a) (c.g.c)

[image: ]b) Chỉ ra  

mà  

c) Ta có:  


Trong tam giác vuông  có 




 . Vậy tam giác ABC có:  

Chứng minh bổ đề: Trong một tam giác vuông, góc đối diện với cạnh cạnh góc vuông bằng nửa cạnh huyền thì bằng  
Bài 9: [image: ]

a)  


b) Áp dụng định lí Pitago cho tam giác vuông  ta có:  



Áp dụng định lí Pitago cho tam giác vuông  ta có: 

 

mà  


 vuông tại G ( Pitago đảo) 


Bài 10: Vì  nên : 

 

[image: ]




Bài tập bổ sung:





1) Cho  có hai trung tuyến  và cắt nhau tại G. Đường thẳng  cắt  tại D. Kẻ [image: ] tại H và [image: ] tại K. Chứng minh:

a)   

b)     ( S là diện tích)



2)  Cho  . Gọi I là một điểm nằm trong tam giác. Chứng minh rằng nếu   thì I là trọng tâm của 
[image: ]

a)  



b)  Xét  và  có cạnh  chung mà: 


 . Chứng minh tương tự ta được:  

Vậy 

2) Gọi  


Kẻ  tại H,  tại K 


 




 là trung điểm . Chứng minh tương tự:  là trung điểm 


mà  là trọng tâm 


                                                      Bồi dưỡng năng lực học môn Toán 77


oleObject1.bin

image46.wmf
·

·

·

BAHHAMMAC

==


oleObject48.bin

image47.wmf
2

MCMH

=


oleObject49.bin

image48.wmf
MIAC

^


oleObject50.bin

image49.wmf
·

·

2.

IMBABC

=


oleObject51.bin

oleObject52.bin

oleObject53.bin

image3.wmf
A


image50.wmf
1

2

ADBC

=


oleObject54.bin

image51.wmf
8,3

ACcmADcm

==


oleObject55.bin

oleObject56.bin

image52.wmf
AGB

D


oleObject57.bin

oleObject58.bin

image53.wmf
AM


oleObject59.bin

oleObject2.bin

image54.wmf
BN


oleObject60.bin

image55.wmf
222

5

BCCAAB

+=


oleObject61.bin

image56.emf
F

E

G

Q

P

C

B

A


image57.wmf
G


oleObject62.bin

image58.wmf
D

ABC


oleObject63.bin

image59.wmf
==

2,2.

BGGPCGGQ


image4.wmf
ABC


oleObject64.bin

image60.wmf
==

,

PEPGQFQG


oleObject65.bin

image61.wmf
==

2,2.

GEGPGFGQ


oleObject66.bin

image62.wmf
==

,.

BGGECGGF


oleObject67.bin

image63.wmf
D=D

(c.g.c)

GBCGEF


oleObject68.bin

image64.wmf
=

EFBC


oleObject3.bin

oleObject69.bin

image65.wmf
·

·

=

GEFGBC


oleObject70.bin

image66.wmf
Þ

//.

EFBC


oleObject71.bin

image67.emf
G

ED

BC

A


image68.wmf
2

BG = ,

3

BD


oleObject72.bin

image69.wmf
2

  

3

CGCE

=


oleObject73.bin

image5.wmf
M


image70.wmf
  

BDCE

=


oleObject74.bin

image71.wmf
  , 

BGCG

=


oleObject75.bin

image72.wmf
  

GDGE

=


oleObject76.bin

image73.wmf
(

)

 ..

BGECGDcgc

D=D


oleObject77.bin

image74.wmf
 

BECD

Þ=


oleObject78.bin

oleObject4.bin

image75.wmf
1

,

2

BEAB

=


oleObject79.bin

image76.wmf
1

 

2

CDAC

=


oleObject80.bin

image77.wmf
ABAC

=


oleObject81.bin

image78.wmf
ABC

D


oleObject82.bin

image79.emf
G

F

E

A

D

C

B


image80.wmf
ABC

Δ


image6.wmf
BC


oleObject83.bin

image81.wmf
ADBECF

==


oleObject84.bin

image82.wmf
1

;

3

EGEB

=


oleObject85.bin

image83.wmf
1

;

3

FGCF

=


oleObject86.bin

image84.wmf
1

3

DGAD

=


oleObject87.bin

image85.wmf
GEGFGD

Þ==


oleObject5.bin

oleObject88.bin

image86.wmf
1

;

3

EGEB

=


oleObject89.bin

image87.wmf
1

;

3

FGCF

=


oleObject90.bin

image88.wmf
1

3

DGAD

=


oleObject91.bin

image89.wmf
GEGFGDADBECF

==Þ==


oleObject92.bin

image90.wmf
BECFABAC

=Þ=


oleObject6.bin

oleObject93.bin

image91.wmf
ADBECACB

=Þ=


oleObject94.bin

image92.png
A7




image93.wmf
ABBCCAABC

Þ==Þ

Δ


oleObject95.bin

image94.wmf
ABC

D


oleObject96.bin

image95.wmf
1

2

AMBC

=


oleObject97.bin

image7.emf
G

E

F

C

D

B

A


image96.png




image97.wmf
  

MDMA

=


oleObject98.bin

image98.wmf
1

2

MAAD

=


oleObject99.bin

image99.wmf
BMDCMA

D=D


oleObject100.bin

image100.wmf
¶

µ

1

,  

BDACBC

Þ==


oleObject101.bin

image101.wmf
//

BDAC


image8.wmf
2

3


oleObject102.bin

image102.wmf
·

90

BAC

=°


oleObject103.bin

image103.wmf
·

90

ABD

=°


oleObject104.bin

image104.wmf
CABDBA

D=D


oleObject105.bin

image105.wmf
·

·

90

CABDBA

==°


oleObject106.bin

image106.wmf
  

ACBD

=


oleObject7.bin

oleObject107.bin

image107.wmf
  

BCAD

=


oleObject108.bin

image108.wmf
1

 

2

AMBC

=


oleObject109.bin

image109.wmf
ABC

D


oleObject110.bin

image110.wmf
1

2

AMBC

=


oleObject111.bin

image111.wmf
·

90

BAC

=°


image9.wmf
ABC


oleObject112.bin

image112.wmf
    

MAMBMC

==


oleObject113.bin

image113.wmf
µ

µ

1

,

BA

=


oleObject114.bin

image114.wmf
µ

¶

2

 

CA

=


oleObject115.bin

image115.wmf
µ

µ

µ

¶

·

12

BCAABAC

+=+=


oleObject116.bin

image116.wmf
µ

µ

·

180

BCBAC

++=°


oleObject8.bin

oleObject117.bin

image117.wmf
·

90

BAC

=°


oleObject118.bin

image118.emf
G

NP

M

C

B

A


image119.wmf
·

·

(c.c.c)90

AMBAMCAMBAMC

D=DÞ==°


oleObject119.bin

image120.wmf
16

2

BC

BCBMcm

Þ==


oleObject120.bin

image121.wmf
ABM


oleObject121.bin

image10.wmf
2

.

3

AGBGCG

ADBECF

===


image122.wmf
222

AMMBAB

+=


oleObject122.bin

image123.wmf
2222

341630

AMABMBcm

Þ=-=-=


oleObject123.bin

image124.wmf
11

.3010

33

ABCGMAMcm

Þ===

Δ


oleObject124.bin

image125.wmf
CBP

Δ


oleObject125.bin

image126.wmf
BCN

Δ


oleObject126.bin

oleObject9.bin

image127.wmf
µ

µ

()

(..)

()

BCgt

BCchungCBPBCNcgcCPBN

CNPBABAC

ì

ï

=

ï

ï

ï

ï

ÞD=DÞ=

í

ï

ï

==

ï

ï

ï

î


oleObject127.bin

image128.wmf
GBM


oleObject128.bin

image129.wmf
222

GMMBMB

+=


oleObject129.bin

image130.wmf
222

101635618,87

MBBMcm

Þ=+=Þ»


oleObject130.bin

image131.wmf
33

.18,8728,31

22

ABCBNBGcm

Þ===

Δ


oleObject131.bin

image11.wmf
11

...................

32

GDAD

==


image132.wmf
30;

AMcm

=


oleObject132.bin

image133.wmf
28,31

BNCPcm

==


oleObject133.bin

image134.wmf
ABHAMH

D=D


oleObject134.bin

image135.wmf
2

BHHMBMHMMC

Þ=Þ==


oleObject135.bin

image136.emf
32

1

I

HM

C

B

A


image137.wmf
·

·

()

AHMAIMchgnAMHAMI

=-Þ=

ΔΔ


oleObject10.bin

oleObject136.bin

image138.wmf
·

·

·

·

()2.

AMHABHtheoaBMIABC

=Þ=


oleObject137.bin

image139.wmf
2

CM

AMIAMHIMMH

=Þ==

ΔΔ


oleObject138.bin

image140.wmf
CMI


oleObject139.bin

image141.wmf
µ

·

·

µ

0000

306012060

2

CM

IMCCMIIMBB

=Þ=Þ=Þ=Þ=


oleObject140.bin

image142.wmf
µ

90

A

Þ=°


image12.wmf
  

GE

=¼¼¼¼=¼¼¼¼


oleObject141.bin

image143.wmf
µ

30;

C

=°


oleObject142.bin

image144.wmf
µ

60;

B

=°


oleObject143.bin

image145.wmf
µ

90

A

=°


oleObject144.bin

image146.wmf
30

°


oleObject145.bin

image147.emf
G

E

D

C

B

A


oleObject11.bin

image148.wmf
223

2

BC

ADBCADcm

=Þ==


oleObject146.bin

image149.wmf
ABC


oleObject147.bin

image150.wmf
222

BCABAC

=+


oleObject148.bin

image151.wmf
(

)

(

)

22

22

2382

ABBCACcm

Þ=-=-=


oleObject149.bin

image152.wmf
ABE


oleObject150.bin

image13.wmf
  

GF

=¼¼¼¼=¼¼¼¼


image153.wmf
2

2222

8

26

2

BEABAEBEcm

æö

÷

ç

÷

ç

=+Þ=+=

÷

ç

÷

ç

÷

ç

èø


oleObject151.bin

image154.wmf
223226

;

3333

AGADcmBGBEcm

====


oleObject152.bin

image155.wmf
22

222

2326

4

33

AGBGAB

æöæö

÷÷

çç

÷÷

çç

+=+==

÷÷

çç

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø


oleObject153.bin

image156.wmf
AGB

ÞD


oleObject154.bin

image157.wmf
AMBN

^


oleObject155.bin

oleObject12.bin

image158.wmf
2222

(2)(2)

BCCABMAN

+=+


oleObject156.bin

image159.emf
N

G

M

C

B

A


image160.wmf
2222

4()

BGGMGNAG

=+++


oleObject157.bin

image161.wmf
(

)

(

)

2222

44

GBAGGMGN

=+++


oleObject158.bin

image162.wmf
22

22

11

445

22

ABAGBGAB

éù

æöæö

êú

÷÷

çç

÷÷

=++=

çç

êú

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø

êú

ëû


oleObject159.bin

oleObject160.bin

image14.wmf
2

...................................

3

AGAD

==


image163.wmf
BE


oleObject161.bin

image164.wmf
CF


oleObject162.bin

image165.wmf
AG


oleObject163.bin

image166.wmf
BC


oleObject164.bin

image167.wmf
^

BHAD


image168.wmf
^

CKAD


oleObject13.bin

image169.wmf
BHCK

=


oleObject165.bin

image170.wmf
AGBAGCCGB

SSS

DDD

==


oleObject166.bin

image171.wmf
MNP

Δ


oleObject167.bin

image172.wmf
IGNMIPNIP

SSS

DDD

==


oleObject168.bin

oleObject169.bin

image173.emf
K

H

I

F

E

H

K

G

F

E

D

C

B

A

P

N

M


image15.wmf
2

.....................................

3

BGBE

==


image174.wmf
()

BDHCKDchgnBHCK

D=D-Þ=


oleObject170.bin

image175.wmf
AGB

Δ


oleObject171.bin

image176.wmf
AGC

Δ


oleObject172.bin

image177.wmf
AG


oleObject173.bin

image178.wmf
AGBAGC

BHAD

CKADSS

BHCK

ì

ï

^

ï

ï

ï

^Þ=

í

ï

ï

=

ï

ï

î

ΔΔ


oleObject174.bin

oleObject14.bin

image179.wmf
BGCAGC

SS

=

ΔΔ


oleObject175.bin

image180.wmf
AGBBGCAGC

SSS

DDD

==


oleObject176.bin

image181.wmf
{

}

{

}

;

MINPENIMPF

Ç=Ç=


oleObject177.bin

image182.wmf
NHME

^


oleObject178.bin

image183.wmf
PKME

^


oleObject179.bin

image16.wmf
2

....................................

3

CGCF

==


image184.wmf
11

..

22

MNIMIP

SSMINHMIPK

DD

Þ=Þ=


oleObject180.bin

image185.wmf
()

NHPKNHEPKEcgvgnNEEP

Þ=ÞD=D-Þ=


oleObject181.bin

image186.wmf
E

Þ


oleObject182.bin

image187.wmf
NP


oleObject183.bin

image188.wmf
F


oleObject184.bin

oleObject15.bin

image189.wmf
MP


oleObject185.bin

image190.wmf
{

}

MENFII

Ç=Þ


oleObject186.bin

image191.wmf
MNP

Δ


oleObject187.bin

image17.wmf
  

AD

=¼¼¼=¼¼¼


oleObject16.bin

image18.wmf
BE  

=¼¼¼=¼¼¼


oleObject17.bin

image19.wmf
  

CF

=¼¼¼=¼¼¼


oleObject18.bin

image20.wmf
ABC


oleObject19.bin

image21.wmf
,

BPCQ


oleObject20.bin

image22.wmf
.

G


oleObject21.bin

image23.wmf
PB


oleObject22.bin

image24.wmf
E


oleObject23.bin

image25.wmf
.

PEPG

=


oleObject24.bin

image26.wmf
QG


oleObject25.bin

image27.wmf
F


oleObject26.bin

image28.wmf
.

QFQG

=


oleObject27.bin

image29.wmf
,;

GBGEGCGF

==


oleObject28.bin

image30.wmf
EFBC

=


oleObject29.bin

image31.wmf
//.

EFBC


oleObject30.bin

image32.wmf
ABC

D


oleObject31.bin

image33.wmf
ABC

Δ


oleObject32.bin

image34.wmf
,,

ADBECF


oleObject33.bin

image35.wmf
G


oleObject34.bin

oleObject35.bin

image36.wmf
GDGEGF

==


oleObject36.bin

image1.emf
C

M

B

A


oleObject37.bin

oleObject38.bin

image37.wmf
ABC

D


oleObject39.bin

image38.wmf
,

A


oleObject40.bin

image39.wmf
34,

ABcm

=


oleObject41.bin

image40.wmf
32

BCcm

=


oleObject42.bin

image2.wmf
AM


image41.wmf
,,

AMBNCP


oleObject43.bin

image42.wmf
G


oleObject44.bin

image43.wmf
AMBC

^


oleObject45.bin

oleObject46.bin

oleObject47.bin

image44.wmf
AH


image45.wmf
 (H n»m gi÷a M, B)

AM


