
Chương II
TAM GIÁC

Chuyên đề 9. TAM GIÁC CÂN
A. Kiến thức cần nhớ
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1. Tam giác cân
a) Định nghĩa. Tam giác cân là tam giác có hai cạnh bằng nhau.
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 cân tại A 
[image: image2.wmf]ABC

ABAC

D

ì

Û

í

=

î


b) Tính chất. Trong tam giác cân, hai góc ở đáy bằng nhau.
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 cân tại A 
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c) Dấu hiệu nhận biết

( Theo định nghĩa.

( Nếu một tam giác có hai góc bằng nhau thì tam giác đó là tam giác cân.
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2. Tam giác vuông cân

a) Định nghĩa. Tam giác vuông cân là tam giác vuông có hai cạnh góc vuông bằng nhau.
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 vuông cân tại A 
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b) Tính chất. Mỗi góc nhọn của tam giác vuông cân bằng 
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3. Tam giác đều
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a) Định nghĩa. Tam giác đều là tam giác có ba cạnh bằng nhau.
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b) Tính chất. Trong tam giác đều, mỗi góc bằng 
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c) Dấu hiệu nhận biết

( Theo định nghĩa.

( Nếu một tam giác có ba góc bằng nhau thì tam giác đó là tam giác đều.

( Nếu một tam giác cân có một góc bằng 
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 thì tam giác đó là tam giác đều.

B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho hình vẽ bên. Biết rằng 
[image: image14.wmf]ABACAD

==

; 
[image: image15.wmf]·

45

ABC

=°

; 
[image: image16.wmf]·

75

ACD

=°

. Tính số đo góc 
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Giải

* Tìm cách giải. Chúng ta lưu ý rằng: trong một tam giác cân, nếu biết một góc thì tính được hai góc còn lại. Chẳng hạn: nếu 
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[image: image20.wmf]µ

µ

µ

1802.1802.

ABC

=°-=°-

 hoặc 
[image: image21.wmf]µ

µ

µ

180

2

A

BC

°-

==

.
* Trình bày lời giải.
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Ta có 
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Ví dụ 2:
a) Một tam giác cân có một góc là 
[image: image27.wmf]80
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. Số đo của hai góc còn lại là bao nhiêu?

b) Một tam giác cân có một góc là 
[image: image28.wmf]100
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. Số đo của hai góc còn lại là bao nhiêu?

Giải

a) Nếu góc ở đỉnh tam giác cân là 
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, thì mỗi góc ở đáy tam giác cân là 
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- Nếu mỗi góc ở đáy tam giác cân là 
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b) Nếu góc ở đáy tam giác cân là 
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, thì tổng hai góc ở đáy là 
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Do đó góc ở đỉnh tam giác cân là 
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, thì mỗi góc ở đáy tam giác cân là 
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* Nhận xét. Bài toán này dễ bỏ sót các trường hợp. Khi đề bài chưa cho cụ thể số đo đó là số đo góc ở đỉnh hay ở đáy, ta cần xét hai trường hợp.
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Ví dụ 3: Cho hình vẽ bên. Biết 
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Giải

* Tìm cách giải. Bài toán xuất hiện nhiều tam giác cân, nên có nhiều góc bằng nhau. Để lời giải giản đơn, không bị nhầm lẫn, chúng ta nên đặt góc nhỏ nhất trong hình vẽ là x. Sau đó biểu diễn các góc khác theo x. Trong quá trình giải, lưu ý tính chất góc của tam giác cân và tính chất góc ngoài của tam giác.

* Trình bày lời giải.


[image: image41.wmf]DEC

D

 cân tại D. Đặt 
[image: image42.wmf]·

·

DCEDECx

==

.


[image: image43.wmf]DEC

D

 có 
[image: image44.wmf]·

·

·

2

ADEDCEDECx

=+=

 (góc ngoài tam giác).
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 (góc ngoài tam giác)
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Suy ra 
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Do đó: 
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Ví dụ 4: Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên AC lấy điểm E sao cho 
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[image: image58.wmf]EMBC

=

. So sánh 
[image: image59.wmf]·

MBC

 và 
[image: image60.wmf]·

BMC

.
[image: image518.png]


Giải

* Cách 1. Trên tia BE lấy điểm K sao cho 
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[image: image64.wmf]CECK

Þ=

; 

[image: image65.wmf]·

·

·

·

CEKCKECEBCKM

=Þ=


Mà 
[image: image66.wmf]BKEMBEKM

=Þ=



[image: image67.wmf](

)

c.g.c

CEBCKM

ÞD=D

, suy ra 
[image: image68.wmf]·

·

MBCBMC

=

.

[image: image519.png]B



* Cách 2. Kẻ 
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Gọi MH cắt tia phân giác 
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Ta có: 
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mà 
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Từ đó suy ra 
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nên dễ có 
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Ví dụ 5: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn 
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. Vẽ về phía ngoài tam giác ABC các tam giác đều ABD và ACE. Gọi I là giao điểm của CD và BE, K là giao điểm của AB và DC.
a) Chứng minh rằng: 
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b) Chứng minh rằng: 
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c) Gọi M và N lần lượt là trung điểm của CD và BE. Chứng minh rằng 
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d) Chứng minh rằng 
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e) Chứng minh rằng IA là tia phân giác của góc DIE.

Giải
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a) 
[image: image91.wmf]ADC

D

 và 
[image: image92.wmf]ABE

D

 có 
[image: image93.wmf]ADAB

=

; 
[image: image94.wmf]·

·

·

(

)

60

DACBAEBAC

===°+

; 
[image: image95.wmf]ACAE

=



[image: image96.wmf](

)

c.g.c

ADCABE

ÞD=D

.

b) 
[image: image97.wmf]·

·

ADCABEADCABE

D=DÞ=

.


[image: image98.wmf]ADK

D

 có 
[image: image99.wmf]·

60

KAD

=°

 nên 
[image: image100.wmf]·

·

120

ADCAKD

+=°



[image: image101.wmf]·

·

·

12060

ABEBKIBIK

Þ+=°Þ=°

 hay 
[image: image102.wmf]·

60

DIB

=°

.

c) 
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d) Trên tia ID lấy 
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Ta có 
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Xét 
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Suy ra 
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e) 
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hay IA là tia phân giác của góc DIE.

Ví dụ 6: Cho tam giác ABC nhọn 
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên ĐHKHTN Hà Nội, năm 2015)

Giải

* Tìm cách giải. Bài toán chưa thể ghép BN và AC vào hai tam giác bằng nhau trực tiếp được. Mặt khác 
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* Trình bày lời giải.

Trên tia đối của tia MA lấy 
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Ví dụ 7: Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Lấy điểm D thuộc nửa mặt phẳng bờ AB không chứa C sao cho tam giác DAB vuông cân tại D; điểm E (khác A) không thuộc đoạn AD. Đường thẳng qua E, vuông góc với BE cắt AC tại F. Chứng minh rằng 
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* Tìm cách giải. Để chứng minh 
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, thông thường chúng ta nghĩ tới việc ghép vào hai tam giác, sau đó chứng minh hai tam giác bằng nhau. Tuy nhiên, với hình vẽ chúng ta chưa thể ghép được. Phân tích đề bài, chúng ta có nhiều góc vuông, góc 
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. Với sự phân tích trên, chúng ta nghĩ tới việc kẻ thêm đường phụ nhằm kết hợp được giả thiết với nhau cũng như ghép EF và EB là hai cạnh tương ứng của hai tam giác bằng nhau. Từ đó chúng ta có hai hướng giải sau:

( Cách 1. Có thể EF ghép vào 
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* Trình bày lời giải.
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- Cách 1. Trên đoạn BD lấy điểm K sao cho 
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Mặt khác, 
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- Cách 2. Vẽ EM, EN vuông góc với các đường thẳng AC, AB.
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Mặt khác, 
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Ví dụ 8: Cho tam giác ABC vuông tại A, có 
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Giải

* Tìm cách giải. Từ đề bài, suy ra được. Gợi cho chúng ta liên tưởng tới góc của tam giác đều. Phân tích kết luận 
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( Hướng 1. Tạo ra một đoạn thẳng bằng 
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[image: image194.wmf]2.

CDAC

=

, sau đó chứng minh 
[image: image195.wmf]BCCD

=

. Bài toán được giải quyết.
( Hướng 2. Tạo ra một đoạn thẳng bằng 
[image: image196.wmf]1

.

2

BC

, sau đó chứng minh đoạn thẳng ấy bằng AC. Chú ý 
[image: image197.wmf]·
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, nên chúng ta gọi trung điểm M của BC. Sau đó chứng minh 
[image: image198.wmf]CMAC

=

. Bài toán được giải quyết.
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* Trình bày lời giải.

( Cách 1. Dựng điểm D trên tia đối tia AC sao cho 
[image: image199.wmf]ADAC
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.


[image: image200.wmf]ABC
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 và 
[image: image201.wmf]ABD
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 có 
[image: image202.wmf]ADAC
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; AB là cạnh chung, 

do đó 
[image: image204.wmf](
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.
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[image: image205.wmf]BCD
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 có 
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, 
[image: image207.wmf]BCBDBCD
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 đều 
[image: image208.wmf]BCCD
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. Vậy 
[image: image209.wmf]1
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( Cách 2. Gọi M trung điểm của BC.


[image: image210.wmf]ABC

D

 vuông tại A có M là trung điểm của BC, suy ra: 
[image: image211.wmf]MAMBMC
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 (theo ví dụ 10, chuyên đề 8).
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 có 
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, 
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 nên 
[image: image215.wmf]MAC
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 là tam giác đều, suy ra 
[image: image216.wmf]ACMC

=

. Vậy 
[image: image217.wmf]1
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* Nhận xét. Đây là một tính chất thú vị về một tam giác vuông đặc biệt. Tính chất được phát biểu như sau: Trong một tam giác vuông có một góc bằng 
[image: image218.wmf]30

°

, thì cạnh đối diện với góc 
[image: image219.wmf]30

°

 bằng nửa cạnh huyền.

Ví dụ 9: Cho tam giác ABC có M là trung điểm cạnh BC. Biết rằng 
[image: image220.wmf]1
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AMBC

=

, chứng minh rằng tam giác ABC vuông tại A.
Giải


[image: image221.wmf]AMC
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 có 
[image: image222.wmf]AMCM
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, nên 
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 cân tại M 
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[image: image225.wmf]AMB
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 có 
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, nên 
[image: image227.wmf]AMB
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 cân tại M 
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[image: image232.wmf]µ
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Vậy tam giác ABC vuông tại A.

* Nhận xét. Đây là một tính chất thú vị để nhận biết tam giác vuông.

C. Bài tập vận dụng
9.1. Cho hình vẽ bên. Biết rằng 
[image: image233.wmf]ABAC
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; 
[image: image234.wmf]ADAE

=

 và 
[image: image235.wmf]·
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. Tính số đo góc 
[image: image236.wmf]·

CDE

.
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9.2. Tam giác ABC có 
[image: image238.wmf]µ
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 và điểm D trên cạnh AC. Lấy E thuộc AB, F thuộc BC sao cho 
[image: image239.wmf]AEAD
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 và 
[image: image240.wmf]CFCD

=

. Tính số đo góc 
[image: image241.wmf]·
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.

9.3. Cho tam giác ABC vuông tại 
[image: image242.wmf](
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BABBC

>

. Đường trung trực của đoạn thẳng AC cắt AC và AB lần lượt tại D và E. Biết rằng 
[image: image243.wmf]·
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. Tính số đo 
[image: image244.wmf]·
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.

9.4. Cho tam giác ABC có đường phân giác góc A cắt BC tại D. Biết rằng 
[image: image245.wmf]·
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BAC
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; 
[image: image246.wmf]ABBDAC
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. Tính số đo góc 
[image: image247.wmf]·
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9.5. Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên cạnh BC lấy hai điểm M và N sao cho 
[image: image248.wmf]BMBA

=

; 
[image: image249.wmf]CNCA

=

. Tính góc MAN.
9.6. Cho tam giác ABC nhọn. Lấy D thuộc AC sao cho 
[image: image250.wmf]ABBD

=

, lấy điểm E thuộc AB sao cho 
[image: image251.wmf]ACCE

=

. Gọi F là giao điểm của BD và CE. Biết 
[image: image252.wmf]·
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. Tính số đo góc 
[image: image253.wmf]·
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9.7. Tìm x trong hình vẽ sau:
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9.8. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên tia đối của tia BC lấy điểm D, trên tia đối của tia CB lấy điểm E sao cho 
[image: image255.wmf]BDCE

=

.

a) Chứng minh rằng tam giác ADE là tam giác cân.

b) Kẻ 
[image: image256.wmf](
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, kẻ 
[image: image257.wmf](
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. Chứng minh rằng 
[image: image258.wmf]BHCK
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.

c) Gọi O là giao điểm của BH và CK. Tam giác OBC là tam giác gì? Vì sao?

9.9. Cho tam giác ABC có 
[image: image259.wmf]µ
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=

. Kẻ AH vuông góc BC (H thuộc BC). Trên tia đối BA lấy 
[image: image260.wmf]BEBH
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. Đường thẳng EH cắt AC tại F. Chứng minh: 
a) 
[image: image261.wmf]FHFAFC
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.

b) 
[image: image262.wmf]AEHC
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.

9.10. Cho tam giác 
[image: image263.wmf]·
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, đường cao AH. Kẻ HI vuông góc với AB, kẻ HK vuông góc với AC. Gọi E; F lần lượt là điểm sao cho I; K lần lượt là trung điểm của HE và HF. Đường thẳng EF cắt AB; AC lần lượt tại M và N. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image264.wmf]AEAF
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;

b) HA là phân giác của 
[image: image265.wmf]·
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.

9.11. Cho đoạn thẳng AB và điểm C nằm giữa A và B. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB vẽ hai tam giác đều ACD và BCE. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AE và BD. Chứng minh rằng:
a) 
[image: image266.wmf]AEBD

=

.

b) 
[image: image267.wmf]CMECNB
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.

c) Tam giác MNC là tam giác đều.

9.12. Cho tam giác LMN có 3 góc đều nhọn. Dựng ra phía ngoài tam giác ấy ba tam giác đều LMA; MNB và NLC. Chứng minh rằng: 
[image: image268.wmf]LBMCNA
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.

9.13. Cho góc 
[image: image269.wmf]·
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. Oy là tia phân giác 
[image: image270.wmf]·
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; Ot là tia phân giác của 
[image: image271.wmf]·

xOy

. M là điểm miền trong góc yOz. Vẽ MA vuông góc Ox, MB vuông góc Oy, MC vuông góc Ot. Chứng minh rằng: 
[image: image272.wmf]OCMAMB
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.

9.14. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Trên cạnh AB lấy điểm D. Trên cạnh AC lấy điểm E sao cho 
[image: image273.wmf]ADAE

=

. Các đường thẳng vuông góc kẻ từ A và E với CD cắt BC ở G và H. Đường thẳng EH và đường thẳng AB cắt nhau ở M. Đường thẳng kẻ từ A song song với BC cắt MH ở I. Chứng minh rằng:
a) 
[image: image274.wmf]ACDAME
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;

b) 
[image: image275.wmf]AGBMIA
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;

c) 
[image: image276.wmf]BGGH
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.

9.15. Cho tam giác ABC với 
[image: image277.wmf]·
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. Trên tia phân giác của góc ABC lấy điểm N sao cho 
[image: image278.wmf]·
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. Hãy so sánh độ dài của CN và CA.

9.16. Cho 
[image: image279.wmf]ABC

D

 có các tia phân giác trong của góc B và C cắt nhau tại I. Qua I kẻ đường thẳng song song với BC cắt AB, AC tại D và E. Chứng minh 
[image: image280.wmf]BDCEDE
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.

9.17. Cho 
[image: image281.wmf]ABC

D

 có M là trung điểm BC. Biết rằng AM là phân giác góc BAC. Chứng minh rằng: 
[image: image282.wmf]ABC
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 cân.

9.18. Cho M là một điểm bất kỳ nằm trong tam giác đều ABC. Chứng minh rằng từ ba đoạn MA, MB, MC ta có thể dựng được một tam giác.

Hướng dẫn giải
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9.1. 
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)

ADEADAE

D=

 cân nên 
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[image: image290.wmf]CED
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Từ đó suy ra:
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9.2. 
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[image: image299.wmf]CDF

D

 cân tại C 
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Suy ra: 
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Do vậy 
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9.3. 
[image: image303.wmf]AEC
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 có ED là đường trung trực của AC nên dễ dàng chứng minh được 
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 cân tại E
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Đặt 
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Do vậy 
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9.4. Trên cạnh AC lấy điểm M sao cho 
[image: image314.wmf]AMAB
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Từ giả thiết suy ra 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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9.5. 
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Suy ra 
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9.6. Theo tính chất góc ngoài tam giác ta có: 
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9.7. 
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9.8. 
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b) 
[image: image362.wmf]BHD

D

 và 
[image: image363.wmf]CKE

D

 có 
[image: image364.wmf]·

·

BHDCKE

=

; 
[image: image365.wmf]·

·

ADBAEC

=

; 
[image: image366.wmf]BDCE

=



[image: image367.wmf]BHDCKEBHCK

ÞD=DÞ=


c) 
[image: image368.wmf]·

·

·

·

BHDCKEHBDKCEOBCOCBOBC

D=DÞ=Þ=ÞD

 cân tại O.
[image: image529.png]


9.9.
a) 
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Từ (1) và (2), suy ra: 
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b) Trên tia HC lấy 
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9.10. a) 
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 có 
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; 
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; AM chung
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)

..

AEMAHMcgc

ÞD=D



[image: image404.wmf]·

·

AEMAHM

Þ=

.

Tương tự, ta có 
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Mà 
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 cân tại A nên 
[image: image408.wmf]·
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Suy ra HA là tia phân giác 
[image: image409.wmf]·

MHN

.

9.11.
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a) 
[image: image410.wmf]ACE
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 và 
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D

 có 
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; 
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ACEDBC
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; 
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b) 
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 và 
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 có 
[image: image419.wmf]CECB
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; 
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; 
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c) 
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 là tam giác đều.

9.12. 
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 và 
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 có 
[image: image430.wmf]ALLM

=

; 


[image: image431.wmf]·

·

·

(

)

60

ALNMLCMLN

==°+

;


[image: image432.wmf]LNLC

=

 
[image: image433.wmf](

)

c.g.c

MLCALN

ÞD=D



[image: image434.wmf]MCAN
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Chứng minh tương tự, ta có: 
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Từ đó suy ra: 
[image: image437.wmf]LBMCNA
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.

9.13. 
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Gọi E, I là giao điểm của MC với Oy; Ox.
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 đều. Từ đó dễ dàng chứng minh được 
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Vẽ 
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; 
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Dễ dàng chứng minh được: 
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a) Ta có 
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[image: image449.wmf]·

·

CADMAE

=

; 
[image: image450.wmf]ADAE

=



[image: image451.wmf](

)

g.c.g

ACDAME

ÞD=D

.

b) 
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c) 
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 (cùng vuông góc với CD)
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 (cặp góc so le trong).
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AH chung, suy ra 
[image: image462.wmf](
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 mặt khác 
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. Từ đó suy ra 
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9.15. Trên tia BA lấy điểm D sao cho 
[image: image467.wmf]BDBC

=

.
Ta có tam giác BCD cân tại B.
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Vì 
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 nên 
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Ta lại có 
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 (tính chất của góc ngoài).
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Suy ra tam giác ACD cân tại C do đó 
[image: image472.wmf](

)

1

 

CACD
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Xét tam giác BDN và BCN có:

BN chung, 
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 và 
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[image: image475.wmf](

)

..

BDNBCNcgc

D=D



[image: image476.wmf]CNDNNCD

Þ=ÞD

 cân tại N, lại có: 
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[image: image478.wmf]NCD
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 là tam giác đều


[image: image479.wmf](

)

2

 

CNCD

Þ=


[image: image535.png]


Từ (1) và (2), ta có: 
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9.16. 
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 nên 
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Mà 
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Do đó 
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; 
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 là các tam giác cân đỉnh D và E.
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Nên 
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; 
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. Vậy 
[image: image492.wmf]DEDIIEBDCE

=+=+

.

9.17. Trên tia đối của tia MA lấy D sao cho 
[image: image493.wmf]MDMA
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- Xét 
[image: image494.wmf]ABM
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 và 
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 có: 
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(đối đỉnh); 
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do đó 
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 nên 
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Mặt khác 
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 suy ra 
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 hay 
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[image: image505.wmf]ACCDACAB

Þ=Þ=

. Vậy 
[image: image506.wmf]ABC
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 cân.

* Nhận xét. Để chứng minh 
[image: image507.wmf]ABC
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 cân ta chưa tìm được cách nào trực tiếp để chứng minh cặp cạnh bằng nhau hoặc cặp góc bằng nhau, cũng như vận dụng 
[image: image508.wmf]BMCM

=

. Vì vậy, việc kẻ thêm đường phụ là điều cần thiết.

9.18. 

Dựng tam giác đều AMN (N và B khác phía đối với AC). Ta có 
[image: image509.wmf]MAMN
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. Mặt khác, 
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. Suy ra 
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 dẫn đến 
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. Rõ ràng tam giác MCN có các cạnh tương ứng bằng
[image: image513.wmf],,

MAMBMC

.
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