
Chuyên đề 20
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A. Kiến thức cần nhớ
1. Mô tả hình chóp - hình chóp đều

• Hình chóp có đáy là một đa giác.

Các mặt bên là những tam giác chung đỉnh.

Đường thẳng đi qua đỉnh và vuông góc với

mặt phẳng đáy gọi là đường cao của hình chóp.

• Hình chóp đều là hình chóp có mặt đáy là một đa giác đều, các mặt bên là những tam giác cân bằng nhau (h.20.1).

• Trong hình chóp đều, chân đường cao trùng với tâm của đa giác đáy, ví dụ SH. Đường cao của mỗi mặt bên vẽ từ đỉnh S gọi là trung đoạn của hình chóp, ví dụ SM.
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2. Hình chóp cụt đều

Cắt hình chóp đều bằng một mặt phẳng song song với đáy.
 Phần hình chóp nằm giữa mặt phẳng đó và mặt phẳng đáy
 gọi là hình chóp cụt đều (h.20.2).

Mỗi mặt bên của hình chóp cụt đều là 
một hình thang cân.

3. Diện tích xung quanh của hình chóp đều

• Diện tích xung quanh của hình chóp đều bằng tích của nửa chu vi đáy với trung đoạn.
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(p là nửa chu vi đáy; d là trung đoạn).
• Diện tích xung quanh của hình chóp cụt đều bằng:

- Diên tích một mặt bên nhân với số mặt bên;

- Diện tích xung quanh của hình chóp đều lớn trừ đi diện tích xung quanh
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của hình chóp đều nhỏ; hoặc:


 (Trong đó: - p, p' là nửa chu vi đáy lớn, đáy nhỏ.

       - d là trung đoạn của mặt bên.)
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4. Thể tích của hình chóp đều

(S là diện tích đáy; h là chiều cao).

• Thể tích của hình chóp cụt đều bằng:

- Thể tích của hình chóp đều lớn trừ đi thể tích của hình chóp đều nhỏ; hoặc:
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 (Trong đó: S1, S2 là diện tích hai đáy; h là chiều cao.)

B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, đường cao SH. Trên các cạnh SA, SB, SC lần lượt lấy các điểm A', B', C’ sao cho SA' = SB' = SC'. Chứng minh rằng:

a) 
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b) 
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Giải (h.20.3)

* Tìm hướng giải

Muốn chứng minh 
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ta chứng minh hai cạnh của ∆A'B'C' tương ứng song song với hai cạnh của ∆ABC.
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* Trình bày lời giải

a) Xét ∆SAC có 
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Chứng minh tương tự, ta được: 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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b) Xét ∆ABC có H là giao điểm của ba đường trung tuyến. Gọi M là trung điểm của AB, ta có:
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Mặt khác 
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Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều và SA là đường cao của hình chóp. Gọi M là trung điểm của BC.

a) Chứng minh rằng 
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b) Cho biết 
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chứng minh rằng diện tích tam giác BCS bằng tổng diện tích của các tam giác ABS và ACS.

Giải (h.20.4)

* Tìm cách giải
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Vì 
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 nên muốn chứng minh 
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ta chỉ cần chứng minh BC vuông góc với AM và SM.

* Trình bày lời giải

a)
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Xét ∆SBC cân tại
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Xét ∆ABC đều
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. Suy ra
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Mặt khác 
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b) Xét ∆SAM vuông tại A, 
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nên 
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Diện tích ∆BCS là: 
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Tổng diện tích các ∆ABS và ∆ACS là:
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Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh

Ví dụ 3: Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.A'B'C'D'. Một mặt phẳng song song với đáy của hình chóp cụt cắt các cạnh A A' B B' C C', DD' lần lượt tại M, N, P, Q. Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là hình vuông.

Giải (h.20.5) 
Gọi S là đỉnh của hình chóp sinh ra hình chóp cụt.
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 Vì 
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 nên hình chóp cụt ABCD.MNPQ là hình chóp cụt đều. Các mặt bên của nó đều là hình thang cân.
Suy ra: 
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Mặt khác 
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nên 
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Chứng minh tương tự ta được
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. 
Do đó tứ giác MNPQ là hình bình hành.

Xét ∆SBC có 
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Xét ∆SAB có 
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 nên 
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Từ (l) và (2) 
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Hình bình hành MNPQ có hai cạnh kề bằng nhau nên là hình thoi.

Hai đường thẳng MP và AC cùng nằm trong mặt phẳng (SAC) và hai đường thẳng này không có điểm chung (vì nằm trong hai mặt phẳng song song) nên
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Chứng minh tương tự, ta được
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Ta có:
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. Vì 
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nên 
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Hình thoi MNPQ có hai đường chéo bằng nhau nên là hình vuông.

Ví dụ 4: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có độ dài cạnh đáy là 12cm, độ dài cạnh bên là 8cm. Hãy tính:

a) Thể tích của hình chóp;

b) Diện tích toàn phần của hình chóp.

Giải (h.20.6) 
* Tìm hướng giải

Để tính thể tích và diện tích toàn phần của hình chóp đều khi đã biết độ dài của cạnh đáy và cạnh bên, ta cần tính chiều cao và trung đoạn của hình chóp.
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* Trình bày lời giải

a) Gọi M là trung điểm của AC và O là giao điểm của ba đường trung tuyến của ∆ABC.

Ta có BM là đường cao của tam giác đều nên
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∆SBO vuông tại O nên ta có:
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Diện tích ∆ABC là
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Thể tích của hình chóp là: 
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b) Tam giác SMA vuông tại M nên 
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Diện tích xung quanh của hình chóp là:
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Diện tích toàn phần của hình chóp là:
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Ví dụ 5. Cho hình chóp cụt tam giác đều ABC.A'B'C' có cạnh bên bằng 17cm, cạnh đáy lớn bằng 28cm, cạnh đáy nhỏ bằng 12cm. Tính diện tích xung quanh của hình chóp cụt.

Giải (h.20.7)

* Tìm hướng giải

Để tính diện tích xung quanh của hình chóp cụt đều khi đã biết độ dài của cạnh đáy lớn, độ dài cạnh đáy nhỏ còn phải tính chiều cao của mặt bên.
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* Trình bày lời giải 
Trong mặt bên 
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Xét 
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 vuông tại H, ta có:
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''AH178225'15

=-=-=Þ=

AHAAAH

 (cm).

Diện tích xung quanh của hình chóp cụt là: 
[image: image63.wmf](
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C. Bài tập vân dụng

• Chứng minh song song, vuông góc. Tính chiều cao

20.1. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Trên các cạnh SA, SB, SC, SD lần lượt lấy các điểm A', B', C', D' sao cho
[image: image64.wmf]''''
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 . Chứng minh rằng:

a) Bốn điểm A', B', C, D' cùng thuộc một mặt phẳng. Có nhận xét gì về mặt phẳng (A'B'C'D') và mp(ABCD).

b) 
[image: image65.wmf](
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20.2. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Cho biết 
[image: image66.wmf].

SASC

^

Chứng minh rằng các mặt bên là những tam giác đều. 

20.3. Cho hình chóp S.ABC, cả bốn mặt là những tam giác đều có cạnh bằng a. Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của SC, SB, AB, AC. Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là hình vuông.

20.4. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, các mặt bên là những tam giác vuông cân tại S.

a) Chứng minh rằng mỗi mặt bên vuông góc với hai mặt bên còn lại.

b) Gọi độ dài của mỗi cạnh đáy là a, Tính chiều cao của hình chóp.

20.5. Một hình chóp cụt tứ giác đều có diện tích xung quanh bằng tổng diện tích hai đáy. Biết cạnh đáy lớn bằng 6cm, cạnh đáy nhỏ bằng 4cm. Tính chiều cao của hình chóp cụt đều.

20.6. Cho hình chóp cụt tứ giác đều 
[image: image67.wmf]1111
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 có cạnh 
[image: image68.wmf](
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. Một mặt phẳng song song với hai đáy của hình chóp cụt cắt các cạnh 
[image: image69.wmf]111
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AABBCC

và 
[image: image70.wmf]1
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lần lượt tại 
[image: image71.wmf]2222
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và chia hình chóp cụt lớn thành hai hình chóp cụt nhỏ có diện tích xung quanh bằng nhau. Gọi c là cạnh

hình vuông 
[image: image72.wmf]2222
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. Chứng minh rằng:
[image: image73.wmf]22
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• Tính diện tích, tính thể tích

20.7. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 
[image: image74.wmf]2

a

 và cạnh bên bằng
[image: image75.wmf]10

a

. Tính thể tích hình chóp.

20.8. Cho hình chóp lục giác đều S.ABCDEF có AD = 2a và diện tích tam giác SAD là 
[image: image76.wmf]2

a

. Tính diện tích xung quanh của hình chóp.

20.9. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có các cạnh bên đều bằng a. Chứng minh rằng khi các cạnh bên vuông góc với nhau từng đôi một thi diện tích xung quanh sẽ lớn nhất.

20.10.
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh bên dài 5cm và diện tích xung quanh bằng 48cm2 . Tính thể tích của hình chóp đó.

20.11.
Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh bên bằng 17cm và chiều cao bằng 15cm. Gọi A', B', C' lần lượt là trung điểm của SA, SB, SC. Tính thể tích của hình chóp cụt A'B'C'.ABC.

20.12.
Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' cạnh a. Từ hình lập phương này cắt ra hình chóp C.BDC'. Chứng minh rằng:

a) Hình chóp C.BDC' là hình chóp đều.

b) Tỉ số giữa diện tích xung quanh và diện tích đáy của hình chóp là 
[image: image77.wmf]3

 
c) Tỉ số giữa thể tích hình chóp và thể tích hình lập phương là
[image: image78.wmf]1

6

. 

Hướng dẫn giải

20.1. (h.20.8)

a) Xét ∆SAB có 
[image: image79.wmf];'’
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 nên
[image: image80.wmf]''
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Chứng minh tương tự, ta được:
[image: image81.wmf]'//
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Mặt khác 
[image: image82.wmf]//
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nên
[image: image83.wmf]''//''
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Từ đó suy ra bốn điểm 
[image: image84.wmf]',',','
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cùng nằm trên một mặt phẳng.

Ta có: 
[image: image85.wmf]''//;''//

ABABBCBC

mà A'B' và B'C' cắt nhau tại B'; AB và BC cắt nhau tại B.





Từ đó suy ra: 
[image: image86.wmf](
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 b) Gọi O là giao điểm của AC và BD.

Vì S.ABCD là hình chóp đều nên 
[image: image87.wmf](
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Vì 
[image: image88.wmf](
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nên 
[image: image89.wmf](
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.
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20.2. (h.20.9) 
Ta đặt 

[image: image90.wmf]2

2

2

=Þ=Þ=

a

ABaACaOA

 
Xét ∆SAC có 
[image: image91.wmf]·
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nên ∆SAC vuông cân 
[image: image92.wmf]·
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Xét ∆SOA có 
[image: image93.wmf]·
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nên ∆SOA vuông cân 
[image: image94.wmf]SOOA
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Ta có: 
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Do đó
[image: image96.wmf]SAa
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Xét mặt bên SAB có 
[image: image97.wmf]SASBABa
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 nên là tam giác đều. Do đó các mặt bên là những tam giác đều.

20.3. (h.20.10)

Xét ∆SBC có MN là đường trung bình nên 
[image: image98.wmf]//
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[image: image99.wmf]2
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Xét ∆ABC có PQ là đường trung bình nên 
[image: image100.wmf]//
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và
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image102.wmf]//
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và
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Do đó tứ giác MNPQ là hình bình hành. Ta có:
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Vậy
[image: image105.wmf]MNMQ
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, suy ra hình bình hành MNPQ là hình thoi.

Xét QBS có 
[image: image106.wmf]3
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QBQS

==

nên ∆QBS cân
[image: image107.wmf]NQSB
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Xét ∆QNS vuông tại N có: 
[image: image108.wmf]2
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Chứng minh tương tự, ta được: 
[image: image109.wmf]2
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do đó 
[image: image110.wmf]QNMP
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Hình thoi MNPQ có hai đường chéo bằng nhau nên là hình vuông. 
20.4. (h.20.11)
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a) Ta có
[image: image111.wmf](
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Mặt khác 
[image: image112.wmf](
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nên
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nên 
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Do đó mặt bên (SAB) vuông góc với các mặt bên (SAC) và (SBC). Chứng minh tương tự ta được mỗi mặt bên (SBC), (SCA) đều vuông góc với hai mặt bên còn lại. 
b) Xét tam giác đều ABC. Gọi O là giao điểm của các đường trung tuyến CM và BN . Khi đó
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Xét ∆SAB vuông cân tại S có 
[image: image117.wmf]ABa
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 nên 
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Xét ∆SOB vuông tại O, ta có:
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 20.5. (h.20.12) 
Xét hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.A'B'C'D'.

Gọi M và M' lần lượt là trung điểm của BC và B'C'. Ta có 
[image: image121.wmf]//;''//’'
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 mà 
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Trong hình thang 
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Ta được 
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Ta có
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Tống diện tích hai đáy là: 
[image: image128.wmf]22
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Diện tích xung quanh là: 
[image: image129.wmf](
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Theo đề bài ta có: 
[image: image130.wmf]20'52'2,6
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Xét 
[image: image131.wmf]'
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vuông tại H, ta có:
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Do đó chiều cao của hình chóp cụt đều là 2,4cm.

20.6. (h.20.13) 
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Gọi S là đỉnh hình chóp sinh ra hình chóp cụt.

Gọi diện tích xung quanh của hình chóp S.ABCD và hình chóp 
[image: image133.wmf]2222
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 lần lượt là S và 
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Gọi các độ dài trung đoạn cùa hình chóp S.ABCD và hình chóp 
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lần lượt là d và d2. Ta có:
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Xét ∆SBC có 
[image: image137.wmf]22
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nên:
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Do đó 
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Chứng minh tương tự, ta được: 
[image: image140.wmf]2
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Theo đề bài ra ta có: 
[image: image141.wmf]221

SSSS

-=-


Suy ra: 
[image: image142.wmf]21

2

=+

SSS

, do đó 
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Vậy 
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20.7. (h.20.14) 
* Tìm cách giải

Để tìm thể tích của hình chóp đều khi đã biết cạnh đáy ta cần tính chiều cao của hình chóp. Có thể vận dụng định lý Py-ta-go để tính.

* Trình bày lời giải

ABCD là hình vuông cạnh 
[image: image146.wmf]2

a

 nên
[image: image147.wmf]2.22.
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Vì 
[image: image148.wmf].
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 là hình chóp đều nên 
[image: image149.wmf](
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Ta có:
[image: image150.wmf](
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Thể tích của hình chóp là:
[image: image151.wmf](
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20.8. (h.20.15) 
Gọi O là tâm của lục giác đều ABCDEF.
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Ta có:
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Diện tích tam giác ADS là:
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Theo đề bài ta có:  
[image: image154.wmf]2
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Gọi SM là một trung đoạn của hình chóp, khi đó
[image: image155.wmf].
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Xét 
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Xét ∆SOM vuông tại O, ta có: 
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Diện tích xung quanh của hình chóp là: 
[image: image159.wmf]2
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20.9. (h.20.16)

Gọi M là trung điểm của AB.

Khi đó SM là trung đoạn của hình chóp. 
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Ta đặt 
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Diện tích xung quanh của hình chóp là: 
[image: image162.wmf]2222
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Vận dụng bất đẳng thức 
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Dấu "=" xảy ra khi
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Khi đó 
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Theo định lý Py-ta-go đảo thì ∆SAB vuông
[image: image170.wmf].
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Chứng minh tương tự, ta có:
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Vậy 
[image: image172.wmf]2
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khi SA, SB, SC vuông góc với nhau từng đôi một.
20.10. (h.20.17) 
Ta đặt 
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Khi đó 
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Theo đề bài ta có:
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Xét ∆SMC vuông tại M, ta có:
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Từ (1) và (2) ta được: 
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Khi đó 
[image: image182.wmf]22222
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(cm). Vậy thể tích hình chóp là: 
[image: image183.wmf]2
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20.11. (h.20.18) 
Xét ∆SOC vuông tại O, ta có:
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Gọi độ dài cạnh đáy là a.

Ta có: 
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Diện tích đáy của hình chóp S.ABC là:
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Thể tích của hình chóp S.ABC là: 

[image: image187.wmf]111

11

...48.3.152403

33

VSh

===
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Theo tính chất đường trung bình của tam giác ta có
[image: image188.wmf]''//;''//
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Do đó hình chóp cụt 
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Xét ∆SOC có 
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[image: image192.wmf]112

''

2

3

ACAC

==

(cm). Do đó diện tích tam giác A'B'C là: 
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Thể tích hình chóp S.A'B'C' là: 
[image: image194.wmf]222
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(cm3).

Thể tích hình chóp cụt ABC.A’B'C' là:
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20.12. (h.20.19)

a) Hình chóp C.BDC' có đáy là tam giác đều, mỗi cạnh dài bằng
[image: image196.wmf]2
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. Ba mặt bên là những tam giác vuông cân bằng nhau, mỗi tam giác có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằng
[image: image197.wmf]2
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. Do đó hình chóp C.BDC' là hình chóp đều. 
b) Diện tích xung quanh cụa hình chóp là:
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Diện tích đáy hình chóp là: 
[image: image199.wmf](

)

2

2

2.3

3

.

42

a

a

S

==

 
Tỉ số giữa diện tích xung quanh và diện tích đáy hình chóp là:
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 c) Xét hình chóp C.BDC' (h.20.20) có: 
[image: image201.wmf];2
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Gọi M là trung điểm của
[image: image202.wmf]',.
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Ta có:
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Xét ∆COD vuông tại O có: 
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Thể tích hình lập phương là:
[image: image206.wmf](
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Thể tích hình lập phương là: 
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Sxq = (p + p').d
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