
Chương I
Chuyên đề 3
ĐƯỜNG TRUNG BÌNH CỦA TAM GIÁC, CỦA HÌNH THANG

A.Kiến thức cần nhớ
1. Định nghĩa

· Đường trung bình của tam giác là đoạn thẳng nối trung điểm hai cạnh của tam giác (h.3.1)

· Đường trung bình của hình thang là đoạn thẳng nối trung điểm của hai cạnh bên của hình thang (h.32)
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Hình 3.1

Hình 3.2

2. Tính chất

· Đường trung bình của tam giác thì song song với cạnh thứ ba và bằng nửa cạnh ấy.

Trên hình 3.1 thì
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 và 
[image: image4.wmf]2

=

BC

MN


· Đường trung bình của hình thang thì song song với hai cạnh đáy và bằng nửa tổng hai đáy.

Trên hình 3.2 thì
[image: image5.wmf]////
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 và 
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3. Định lí
· Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh của tam giác và song song với cạnh thứ hai thì đi qua trung điểm của cạnh thứ ba
· Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh bên của hình thang và song song với hai đáy thì đi qua trung điểm của cạnh bên thứ hai
B. Một số ví dụ
Ví dụ 1. Cho tứ giác 
[image: image7.wmf]ABCD

. Gọi 
[image: image8.wmf]M

 và 
[image: image9.wmf]N

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image10.wmf]AB

 và 
[image: image11.wmf]CD

. Gọi 
[image: image12.wmf]G

 là trọng tâm của tam giác 
[image: image13.wmf]BCD

. Chứng minh rằng 
[image: image14.wmf]AG

 chia đôi 
[image: image15.wmf]MN

.
Giải (h.3.3)
* Tìm cách giải
Kết luận của bài toán gợi ý cho ta dùng định lý đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh của tam giác và song song với cạnh thứ hai thì đi qua trung điểm của cạnh thứ ba. Gọi 
[image: image16.wmf]H

 là trung điểm của 
[image: image17.wmf]BG

 thì ta có thể dùng định lý đường trung bình để chứng minh.
* Trình bày lời giải

Gọi 
[image: image18.wmf]O

 là giao điểm của 
[image: image19.wmf]AG

 và 
[image: image20.wmf]MN

.
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Gọi 
[image: image21.wmf]H

 là trung điểm của 
[image: image22.wmf]BG
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Theo tính chất của trọng tâm, ta có: 
[image: image23.wmf]==
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Xét 
[image: image24.wmf]D
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 có 
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 là đường trung bình 
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Xét 
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 nên 
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Vậy 
[image: image31.wmf]AG

 chia đôi 
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Nhận xét: Vẽ thêm trung điểm của một đoạn thẳng là cách vẽ hình phụ thường dùng để vận dụng định lý đường trung bình của tam giác.

Ví dụ 2: Cho tứ giác
[image: image33.wmf]ABCD

 có chu vi là 
[image: image34.wmf]4

a

. Gọi 
[image: image35.wmf]E,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image36.wmf]F,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image37.wmf]G,


[image: image38.wmf]H

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image39.wmf]AB,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image40.wmf]BC,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image41.wmf]CD,


[image: image42.wmf]DA

. Chứng minh rằng trong hai đoạn thẳng 
[image: image43.wmf]EG

 và 
[image: image44.wmf]HF

có một đoạn thẳng có độ dài không lớn hơn 
[image: image45.wmf]a

.
Giải (h.3.4)
* Tìm cách giải

Để chứng minh một trong hai đoạn thẳng 
[image: image46.wmf]EG

 và 
[image: image47.wmf]HF

 có độ dài không lớn hơn 
[image: image48.wmf]a

, ta chứng minh tổng của hai đoạn này không lớn hơn 
[image: image49.wmf]2
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. Khi đó một trong hai đoạn thẳng có độ dài không lớn hơn 
[image: image50.wmf]a

.
* Trình bày lời giải

Gọi 
[image: image51.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image52.wmf]BD
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Xét 
[image: image53.wmf]D
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 là đường trung bình nên 
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Xét 
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 là đường trung bình nên 
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Xét ba điểm 
[image: image59.wmf]M,H,F

 có 
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Chứng minh tương tự, ta được: 
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Vậy 
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Suy ra một trong hai đoạn thẳng 
[image: image63.wmf]HF,EG

 có độ dài không lớn hơn 
[image: image64.wmf]a

.
Nhận xét: Phương pháp vẽ hình phụ trong ví dụ này vẫn là vẽ trung điểm của đoạn thẳng 
[image: image65.wmf]BD

. Cũng có thể vẽ trung điểm của đoạn thẳng 
[image: image66.wmf]AC

 thay cho trung điểm của đoạn thẳng 
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.
Ví dụ 3: Cho tam giác 
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,
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. Trên cạnh 
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 lấy điểm 
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 sao cho 
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. Vẽ 
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. Tính độ dài 
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.
Giải (h.3.5)
* Tìm cách giải

Vì 
[image: image75.wmf]1
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 nên ta vẽ trung điểm 
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 của 
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. Từ 
[image: image78.wmf]F

 vẽ một đường thẳng song song với 
[image: image79.wmf]BC

 thì 
[image: image80.wmf]DE

chính là đường trung bình của một tam giác. Từ đó sẽ tính được độ dài của nó.
* Trình bày lời giải
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Gọi 
[image: image81.wmf]F

 là trung điểm của 
[image: image82.wmf]DB

. Khi đó: 
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Vẽ 
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Xét 
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 có 
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nên 
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Xét hình thang 
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 có 
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 nên 
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Ta đặt 
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Ta có 
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 là đường trung bình của 
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Ta có 
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 là đường trung bình của hình thang 
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Vậy 
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Nhận xét: Phương pháp vẽ hình phụ trong ví dụ này là ngoài việc vẽ trung điểm của một đoạn thẳng ta còn thêm đường thẳng song song với một cạnh của tam giác.
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Ví dụ 4: Cho hình thang 
[image: image100.wmf]ABCD

, 
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 là đáy nhỏ. Gọi 
[image: image102.wmf]M,
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image104.wmf]P,


[image: image105.wmf]Q

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image106.wmf]AD,
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[image: image108.wmf]BD

 và 
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a) Chứng minh rằng bốn điểm 
[image: image110.wmf]M,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image111.wmf]N,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image112.wmf]P,
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 thẳng hàng;

b) Chứng minh 
[image: image114.wmf]//
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c) Hình thang 
[image: image116.wmf]ABCD

 phải có điều kiện gì để 
[image: image117.wmf]MPPQQN
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Giải (h.3.6)
* Tìm cách giải

Trong hình vẽ có nhiều đường thẳng cùng đi qua một điểm và cùng song song với một đường thẳng nên có thể vận dụng tiên đề Ơ-clit để chứng minh thẳng hàng.

* Trình bày lời giải

a) Xét 
[image: image118.wmf]ABD
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 có 
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 là đường trung bình 
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Xét 
[image: image121.wmf]ADC

D

 có 
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 là đường trung bình 
[image: image123.wmf]//
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Xét hình thang 
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 có 
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là đường trung bình 
[image: image126.wmf]//
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Qua điểm 
[image: image127.wmf]M

 có các đường thẳng 
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 cùng song song với 
[image: image129.wmf]CD

 nên các đường thẳng này trùng nhau, suy ra bốn điểm 
[image: image130.wmf]M,N,P,Q

 thẳng hàng.

b) Ta có: 
[image: image131.wmf]//
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c) Ta có: 
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 (đáy lớn gấp đôi đáy nhỏ).

Nhận xét: Đường trung bình 
[image: image135.wmf]MN

 của hình thang và đoạn thẳng 
[image: image136.wmf]PQ

 nối trung điểm hai đường chéo có tính chất giống nhau là cùng song song với hai đáy, có tính chất khác nhau là 
[image: image137.wmf]MN

 bằng nửa tổng hai đáy còn 
[image: image138.wmf]PQ

 bằng nửa hiệu hai đáy.
C. Bài tập vận dụng
· Đường trung bình của tam giác
3.1. Cho tứ giác 
[image: image139.wmf]ABCD,

 đường chéo 
[image: image140.wmf]BD

 là đường trung trực của 
[image: image141.wmf]AC

. Gọi 
[image: image142.wmf]M,N

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image143.wmf]AD

 và 
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. Vẽ 
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 và 
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. Chứng minh rằng ba đường thẳng 
[image: image147.wmf]ME,NF

 và 
[image: image148.wmf]AC

 đồng quy.
3.2. Cho tam giác 
[image: image149.wmf]ABC

. Trên cạnh 
[image: image150.wmf]AB

 lấy điểm 
[image: image151.wmf]D

, trên cạnh 
[image: image152.wmf]AC

lấy điểm 
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. Gọi 
[image: image154.wmf]M,


[image: image155.wmf]N

lần lượt là trung điểm của 
[image: image156.wmf]BE

 và 
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. Đường thẳng 
[image: image158.wmf]MN

 cắt tia 
[image: image159.wmf]AB

 và 
[image: image160.wmf]AC

 lần lượt là tại 
[image: image161.wmf]P

 và 
[image: image162.wmf]Q

. Hỏi hai điểm 
[image: image163.wmf]D

 và 
[image: image164.wmf]E

 phải có điều kiện gì để tam giác 
[image: image165.wmf]APQ

 cân tại 
[image: image166.wmf]A
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3.3. Cho tam giác 
[image: image167.wmf]ABC

. Gọi 
[image: image168.wmf]Bx

 và 
[image: image169.wmf]Cy

 lần lượt là các đường chứa tia phân giác của các góc ngoài tại đỉnh 
[image: image170.wmf]B

 và 
[image: image171.wmf]C

. Gọi 
[image: image172.wmf]H

 và 
[image: image173.wmf]K

 lần lượt là hình chiếu của 
[image: image174.wmf]A

 trên 
[image: image175.wmf]Bx

 và 
[image: image176.wmf]Cy

.

a) Chứng minh rằng tứ giác 
[image: image177.wmf]BCKH

 là hình thang;

b) Tam giác 
[image: image178.wmf]ABC

 phải có điều kiện gì để hình thang 
[image: image179.wmf]BCKH

là hình thang cân?

3.4. Cho tam giác 
[image: image180.wmf]ABC

, trực tâm 
[image: image181.wmf]H

. Gọi 
[image: image182.wmf]O

 là giao điểm của ba đường trung trực. Chứng minh rằng khoảng cách từ 
[image: image183.wmf]O

 đến 
[image: image184.wmf]BC

 bằng nửa độ dài 
[image: image185.wmf]AH

.

3.5. Cho tam giác 
[image: image186.wmf]ABC

cân tại 
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, đường cao 
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 và đường phân giác 
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. Biết rằng 
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, tính số đo các góc của tam giác 
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3.6. Cho tam giác 
[image: image192.wmf]ABC

 vuông cân tại 
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. Lấy điểm 
[image: image194.wmf]D

 ở trong tam giác. Vẽ tam giác 
[image: image195.wmf]ADE

 vuông cân tại 
[image: image196.wmf]A

 sao cho 
[image: image197.wmf]D

 và 
[image: image198.wmf]E

 thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ 
[image: image199.wmf]AC

. Gọi 
[image: image200.wmf]M,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image201.wmf]N,


[image: image202.wmf]P

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image203.wmf]BC,


[image: image204.wmf]CD

 và 
[image: image205.wmf]DE

. Tính số đo các góc của tam giác 
[image: image206.wmf]MNP
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3.7. Cho hình thang cân 
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, 
[image: image208.wmf]O

 là giao điểm của hai đường chéo. Gọi 
[image: image209.wmf]G,



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image210.wmf]E,


[image: image211.wmf]F

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image212.wmf]OA,


[image: image213.wmf]OD

 và 
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. Cho biết 
[image: image215.wmf]·
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, tính các góc của tam giác 
[image: image216.wmf]GEF

.

3.8. Cho tam giác 
[image: image217.wmf]ABC

, góc 
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 nhọn. Vẽ về phía ngoài của tam giác này các tam giác vuông cân 
[image: image219.wmf]ABM

 và 
[image: image220.wmf]CAN

 theo thứ tự có cạnh đáy là 
[image: image221.wmf]AB

 và 
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. Gọi 
[image: image223.wmf]O

 là trung điểm của 
[image: image224.wmf]BC

. Chứng minh rằng tam giác 
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 là tam giác vuông cân.

3.9 . Tam giác 
[image: image226.wmf]ABC,ABAC
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. Trên cạnh 
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 lấy điểm 
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, trên cạnh 
[image: image229.wmf]AC

 lấy điểm 
[image: image230.wmf]F

 sao cho 
[image: image231.wmf]BECF
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. Gọi 
[image: image232.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image233.wmf]EF

. Chứng minh rằng khi 
[image: image234.wmf]E

 và 
[image: image235.wmf]F

 di động trên 
[image: image236.wmf]AB,AC

 thì trung điểm 
[image: image237.wmf]M

của 
[image: image238.wmf]EF

 nằm trên một đường thẳng cố định.

3.10. Cho đoạn thẳng 
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 và 
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 điểm 
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 không nằm giữa 
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 và 
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 sao cho 
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. Chứng minh rằng tồn tại một điểm 
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 sao cho 
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3.11. Cho tam giác 
[image: image247.wmf]µ
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. Biết trung điểm của ba đường cao thẳng hàng. Chứng minh rằng tam giác 
[image: image248.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image249.wmf]A

.
· Đường trung bình của hình thang

3.12. Cho hình thang cân 
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. Vẽ 
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. Chứng minh rằng:

a) 
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 bằng đoạn thẳng nối trung điểm hai đường chéo;

b) 
[image: image253.wmf]HC

 bằng đường trung bình của hình thang.

3.13. Cho tam giác 
[image: image254.wmf]ABC

. Gọi 
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 là trung điểm của 
[image: image256.wmf]AB

. Trên tia đối của tia 
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 lấy điểm 
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 sao cho 
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. Đường thẳng 
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 cắt 
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 tại 
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. Chứng minh rằng: 
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3.14. Cho tam giác 
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, cạnh 
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 cố định. Vẽ ra ngoài tam giác này các tam giác 
[image: image266.wmf]ABM

 vuông cân tại 
[image: image267.wmf]B

, tam giác 
[image: image268.wmf]CAN

vuông cân tại 
[image: image269.wmf]C

. Chứng minh rằng khi 
[image: image270.wmf]A

 di động trên một nửa mặt phẳng bờ 
[image: image271.wmf]BC

 thì đường thẳng 
[image: image272.wmf]MN

 luôn đi qua một điểm cố định.
3.15. Cho điểm 
[image: image273.wmf]M

 nằm giữa hai điểm 
[image: image274.wmf]A

 và 
[image: image275.wmf]B

 nhưng không là trung điểm của đoạn thẳng 
[image: image276.wmf]AB

. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ 
[image: image277.wmf]AB

 vẽ các tam giác 
[image: image278.wmf]CAM

 và 
[image: image279.wmf]DBM

 cân tại 
[image: image280.wmf]C

 và 
[image: image281.wmf]D

 sao cho 
[image: image282.wmf]µ

µ

CD

=

. Gọi 
[image: image283.wmf]H

 và 
[image: image284.wmf]F

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image285.wmf]AD

 và 
[image: image286.wmf]BC

. Chứng minh rằng: 
[image: image287.wmf]1

2

HFCD

=

.
3.16. Chứng minh rằng trong các tam giác có một góc bằng nhau, xen giữa hai cạnh có tổng bằng nhau thì tam giác cân có chu vi nhỏ nhất.

Hướng dẫn giải
3.1. (h.3.7)
[image: image687.png]


Gọi 
[image: image288.wmf]O

 là giao điểm của 
[image: image289.wmf]AC

 và 
[image: image290.wmf]BD

.
Ta có: 
[image: image291.wmf]ACBD

^

 và 
[image: image292.wmf]OAOC

=

.

Xét 
[image: image293.wmf]ABD

D

 có 
[image: image294.wmf]MN

 là đường trung bình


[image: image295.wmf]//

MNBD

Þ

 và 
[image: image296.wmf]OAMN

^

 (vì 
[image: image297.wmf]OABD

^

).
Xét 
[image: image298.wmf]ABC

D

 có 
[image: image299.wmf]ON

 là đường trung bình


[image: image300.wmf]//

ONBC

Þ

và 
[image: image301.wmf]ONME

^

 (vì 
[image: image302.wmf]MEBC

^

).
Xét 
[image: image303.wmf]ACD

D

 có 
[image: image304.wmf]OM

 là đường trung bình


[image: image305.wmf]//

OMCD

Þ

và 
[image: image306.wmf]OMNF

^

 (vì
[image: image307.wmf]NFCD

^

).
Xét 
[image: image308.wmf]OMN

D

 có 
[image: image309.wmf]OA,ME,NF

 là ba đường cao nên chúng đồng quy.

3.2. (h.3.8)

Gọi 
[image: image310.wmf]O

 là trung điểm của 
[image: image311.wmf]BC

.

[image: image688.png]


Xét 
[image: image312.wmf]EBC

D

 có 
[image: image313.wmf]OM

là đường trung bình


[image: image314.wmf]//

OMCE

Þ

 và 
[image: image315.wmf]2

CE

OM

=

.

Xét 
[image: image316.wmf]DBC

D

 có 
[image: image317.wmf]ON

là đường trung bình


[image: image318.wmf]//

ONBD

Þ

 và 
[image: image319.wmf]2

BD

ON

=

.

Ta có: 
[image: image320.wmf]¶

·

¶

·

11

MAQP,NAPQ

==

 (so le trong).


[image: image321.wmf]APQ

D

 cân tại 
[image: image322.wmf]µ

µ

¶

¶

11

AQPNMOMONCEBD

Û=Û=Û=Û=

.

3.3. (h.3.9)

a) Gọi 
[image: image323.wmf]D

 và 
[image: image324.wmf]E

 thứ tự là giao điểm của 
[image: image325.wmf]AH

 và 
[image: image326.wmf]AK

 với đường thẳng 
[image: image327.wmf]BC

.

[image: image689.png]Hinh 3.8




[image: image328.wmf]ABD

D

 có 
[image: image329.wmf]BH

 vừa là đường phân giác, vừa là đường cao nên là tam giác cân
[image: image330.wmf]HAHD

Þ=

.

Tương tự, ta có: 
[image: image331.wmf]KAKE

=

.

Xét 
[image: image332.wmf]ADE

D

 có 
[image: image333.wmf]HK

 là đường trung
 bình nên 
[image: image334.wmf]//

HKDE



[image: image335.wmf]//

HKBC.

Þ


Do đó tứ giác 
[image: image336.wmf]BCKH

 là hình thang.

b) Ta có: 
[image: image337.wmf]¶

µ

¶

µ

1111

HB;KC

==

 (so le trong).

Hình thang 
[image: image338.wmf]BCKH

 là hình thang cân 
[image: image339.wmf]¶

¶

µ

µ

1111

HKBC

Û=Û=



[image: image340.wmf]·

·

·

·

ABDACEABCACBABC

Û=Û=ÛD

cân tại 
[image: image341.wmf]A

.

[image: image690.png]Hinh 3.9



3.4. (h.3.10)

Gọi 
[image: image342.wmf]M

 và 
[image: image343.wmf]N

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image344.wmf]BC

 và 
[image: image345.wmf]CA

.

Gọi
[image: image346.wmf]F

 và 
[image: image347.wmf]G

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image348.wmf]AH

 và 
[image: image349.wmf]BH

.

Ta có 
[image: image350.wmf]MN

 là đường trung bình của 
[image: image351.wmf]ABC;FG

D


là đường trung bình của 
[image: image352.wmf]ABH

D

.
Suy ra 
[image: image353.wmf]//

MNAB

 và 
[image: image354.wmf]1

2

MNAB

=



[image: image355.wmf]//

FGAB

 và 
[image: image356.wmf]1

2

FGAB

=

.
Do đó 
[image: image357.wmf]//

MNFG

 và 
[image: image358.wmf]MNFG

=

. Dễ thấy 
[image: image359.wmf]////

OMAD,ONBE

.


[image: image360.wmf]OMN

D

 và 
[image: image361.wmf]HFG

D

 có: 
[image: image362.wmf]·

·

·

·

MNFG;OMNHFG;ONMHGF

===

 (hai góc có cạnh tương ứng song song).

Vậy 
[image: image363.wmf](

)

g.c.g

2

AH

OMNHFGOMHF

D=DÞ==

.
3.5. (h.3.11)

Gọi 
[image: image364.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image365.wmf]BD

 thì:

[image: image691.png]



[image: image366.wmf]1

2

MDBDAH

==

.


[image: image367.wmf]ABC

D

 cân tại 
[image: image368.wmf]A,AH

 là đường cao nên 
[image: image369.wmf]HBHC

=

.

Ta có 
[image: image370.wmf]HM

là đường trung bình của 
[image: image371.wmf]//

BCDHMAC

DÞ

.

Hình thang 
[image: image372.wmf]HMAD

 có hai đường chéo bằng nhau nên là hình thang cân.


[image: image373.wmf](

)
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¶

¶

µ
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ADHDAMc.c.cADCBC

D=DÞ=Û°-=+

       (1)

Ta đặt 
[image: image374.wmf]µ

µ

BCx

==

 thì 
[image: image375.wmf](

)

19036
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x
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[image: image692.png]H
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Vậy 
[image: image376.wmf]ABC

D

 có 
[image: image377.wmf]µ

µ

µ

36108

BC;A

==°=°

.

3.6. (h.3.12)


[image: image378.wmf]ABD

D

 và 
[image: image379.wmf]ACE

D

 có:


[image: image380.wmf]µ

¶

12

ABAC;AA

==

 (cùng phụ với góc 
[image: image381.wmf]DAC

);


[image: image382.wmf]ADAE

=

.

Do đó 
[image: image383.wmf](

)

ABDACEc.g.c

D=D



[image: image384.wmf]BDCE

Þ=

 và 
[image: image385.wmf]µ

µ

11

BC

=

.

Gọi 
[image: image386.wmf]H

 và 
[image: image387.wmf]K

 lần lượt là giao điểm của đường thẳng 
[image: image388.wmf]BD

 với 
[image: image389.wmf]CE

 và 
[image: image390.wmf]CA

.

Ta có: 
[image: image391.wmf]µ

·

µ

·

µ

11

909090

BBKACCKHH

+=°Þ+=°Þ=°

.

Xét 
[image: image392.wmf]CBD

D

 có 
[image: image393.wmf]MN

 là đường trung bình 
[image: image394.wmf]//

MNBD

Þ

 và 
[image: image395.wmf]1

2

MNBD

=


Xét 
[image: image396.wmf]CED

D

 có 
[image: image397.wmf]NP

 là đường trung bình 
[image: image398.wmf]//CE

NP

Þ

 và 
[image: image399.wmf]1

NP=

2

CE

.

Vì 
[image: image400.wmf]BDCE

=

 nên 
[image: image401.wmf]MNNP

=

.

Ta có: 
[image: image402.wmf]·

µ

90

MNPH

==°

 (hai góc có cạnh tương ứng song song).

[image: image693.png]Hinh 3.12



Do đó 
[image: image403.wmf]MNP

D

 vuông cân tại 
[image: image404.wmf]µ

¶

µ

9045

NN;MP

Þ=°==°

.

3.7. (h.3.13)


[image: image405.wmf]ADC

D

 và 
[image: image406.wmf]BCD

D

 có 
[image: image407.wmf]ADBC,ACBD,

==


[image: image408.wmf]CD

chung.
Do đó 
[image: image409.wmf](

)

ADCBCDc.c.c

D=D



[image: image410.wmf]·

·

ACDBDCCOD

Þ=ÞD

 cân.

Mặt khác 
[image: image411.wmf]·

60

COD

=°

 nên 
[image: image412.wmf]COD

D

 đều.

Ta có: 
[image: image413.wmf]OEED

=

 nên 
[image: image414.wmf]CE

 là đường trung tuyến 

của tam giác đều, do đó 
[image: image415.wmf]CE

 cũng là đường cao.

Vậy 
[image: image416.wmf]CEBD

^

.

Xét 
[image: image417.wmf]EBC

D

 vuông tại 
[image: image418.wmf]E

 có 
[image: image419.wmf]EF

 là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền nên 
[image: image420.wmf]1

2

EFBC

=

.

Chứng minh tương tự, ta có: 
[image: image421.wmf]1

2

GFBC

=

.

Xét 
[image: image422.wmf]AOD

D

 có 
[image: image423.wmf]EG

 là đường trung bình nên 
[image: image424.wmf]1

2

EGAD

=



[image: image425.wmf]1

2

EGBC

Þ=

 (vì 
[image: image426.wmf]ADBC

=

)

Vậy 
[image: image427.wmf]1

2

EFFGEGBCGEF

æö

===ÞD

ç÷

èø

đều 
[image: image428.wmf]µ

µ

µ

60

GEF

Þ===°

.

3.8. (h.3.14)

[image: image694.png]


Gọi 
[image: image429.wmf]D

 và 
[image: image430.wmf]E

 thứ tự là trung điểm của 
[image: image431.wmf]AB

 và 
[image: image432.wmf]AC

.

Ta có 
[image: image433.wmf]OD

 và 
[image: image434.wmf]OE

 là đường trung bình của 
[image: image435.wmf]ABC

D

 nên


[image: image436.wmf]//

OEAD

 và 
[image: image437.wmf]//

OEAD;ODAE

=

 và 
[image: image438.wmf]ODAE

=

.


[image: image439.wmf]·

·

·

·

BDOBAC;CEOBAC

==

 (đồng vị).

Vì 
[image: image440.wmf]MAB

D

 vuông cân tại 
[image: image441.wmf]M

 nên 
[image: image442.wmf]MDAB

^

 và

[image: image443.wmf]MAD

D

 vuông cân 
[image: image444.wmf]ADMD

Þ=

.

Tương tự, 
[image: image445.wmf]NEAC

^

 và 
[image: image446.wmf]NEA

D

 vuông cân 
[image: image447.wmf]AENE

Þ=

.


[image: image448.wmf]OMD

D

 và 
[image: image449.wmf]NOE

D

 có:


[image: image450.wmf](

)
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.

Vậy 
[image: image451.wmf](

)

OMDNOEc.g.cOMON

D=DÞ=

 và 
[image: image452.wmf]·

·

OMDNOE

=

.

Do đó 
[image: image453.wmf]·

·

·

·

·

·
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1809090

MONMODDOENOEMODBDOOMD
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.

Vậy 
[image: image454.wmf]MON

D

 vuông cân.

3.9. (h.3.15)

Vẽ đường phân giác 
[image: image455.wmf]AD

 thì 
[image: image456.wmf]AD

 là một đường thẳng cố định.

Gọi 
[image: image457.wmf]O

 là trung điểm của 
[image: image458.wmf]BC

 thì 
[image: image459.wmf]O

 là một điểm cố định.

[image: image695.png]Hinh 3.14



Gọi 
[image: image460.wmf]P,Q

 lần lượt là giao điểm của 

đường thẳng 
[image: image461.wmf]OM

 với các đường thẳng 


[image: image462.wmf]AC

 và 
[image: image463.wmf]AB

.

Xét 
[image: image464.wmf]EBC

D

 có 
[image: image465.wmf]ON

 là đường trung bình 


[image: image466.wmf]//

ONBE

Þ

 và 
[image: image467.wmf]1

2

ONBE

=

.

Xét 
[image: image468.wmf]ECF

D

 có 
[image: image469.wmf]MN

 là đường trung bình 


[image: image470.wmf]//

MNCF

Þ

 và 
[image: image471.wmf]1

2

MNCF

=

.

Vì 
[image: image472.wmf]BECF

=

nên 
[image: image473.wmf]ONMNOMN

=ÞD

 cân 
[image: image474.wmf]¶

µ

11

MO

Þ=

.

Ta có 
[image: image475.wmf]µ

¶

µ

(

)

µ

µ

µ

µ

11211

PMP;QOPQ

===Þ=

.

Xét 
[image: image476.wmf]APQ

D

 có 
[image: image477.wmf]·

BAC

là góc ngoài nên 
[image: image478.wmf]·

µ

µ

1

BACPQ

=+

.

Mặt khác 
[image: image479.wmf]µ

¶

12

AA

=

 nên 
[image: image480.wmf]¶

µ

21

//

APOPAD

=Þ

.

Vậy 
[image: image481.wmf]M

 nằm trên một đường thẳng đi qua 
[image: image482.wmf]O

 và song song với 
[image: image483.wmf]AD

. Đó là một đường thẳng cố định.

3.10. Gọi 
[image: image484.wmf]M

là trung điểm của 
[image: image485.wmf]AB

 và 
[image: image486.wmf]O

 là một điểm tùy ý không nằm giữa 
[image: image487.wmf]A

 và 
[image: image488.wmf]B

.

· Trường hợp 
[image: image489.wmf]O

 nằm trên tia đối của tia 
[image: image490.wmf]AB

 hay tia đối của tia 
[image: image491.wmf]BA

 (h.3.16), ta

[image: image696.png]


chứng minh được 
[image: image492.wmf](

)

1

2

OAOB

OM.

+

=


· Trường hợp 
[image: image493.wmf]O

 không thẳng hàng với 
[image: image494.wmf]A

 và 
[image: image495.wmf]B

 (h.3.17).

[image: image697.png]Hinh 3.16



Gọi 
[image: image496.wmf]N

là trung điểm của 
[image: image497.wmf]OB

, khi đó 
[image: image498.wmf]MN

 là

đường trung bình của 
[image: image499.wmf]2

OA

OAB,MN

D=

.

Xét 
[image: image500.wmf]OMN

D

, ta có: 
[image: image501.wmf]OMMNON

<+



[image: image502.wmf](

)
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2

OAOB

OM.
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Từ 
[image: image503.wmf](

)

1

 và 
[image: image504.wmf](

)

2

 suy ra: 
[image: image505.wmf](

)

2

OAOB

OM.*

+

£


Áp dụng hệ thức 
[image: image506.wmf](

)

*

 đối với 
[image: image507.wmf]n

 điểm 
[image: image508.wmf]12

n

O,O,,O

K

 ta có:


[image: image509.wmf]1122
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Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta được:


[image: image510.wmf]1122
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[image: image511.wmf]1212
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.

Như vậy điểm cần tìm chính là trung điểm 
[image: image512.wmf]M

 của 
[image: image513.wmf]AB

.

3.11. (h.3.18)

[image: image698.png]


Vì 
[image: image514.wmf]AA,BB,CC

¢¢¢

 là ba đường cao của


[image: image515.wmf]ABC

D

. Gọi 
[image: image516.wmf]M,N,P

 là trung điểm của các 

đường cao đó. Gọi 
[image: image517.wmf]D,E,F

 thứ tự là trung

 điểm của 
[image: image518.wmf]BC,CA

 và 
[image: image519.wmf]AB

.
Ta có: 
[image: image520.wmf]EF,FD,DE

 là các đường trung bình

 của 
[image: image521.wmf]ABC

D



[image: image522.wmf]//////

EFBC,FDCA,DEAB.

Þ


Vì 
[image: image523.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image524.wmf]AA

¢

 nên 
[image: image525.wmf]MFE

Î

.

Vì 
[image: image526.wmf]N

 là trung điểm của 
[image: image527.wmf]BB

¢

 nên 
[image: image528.wmf]NFD

Î

. Vì 
[image: image529.wmf]P

 là trung điểm của 
[image: image530.wmf]CC

¢

 nên 
[image: image531.wmf]PDE

Î

.

Theo đề bài ra, ba điểm 
[image: image532.wmf]M,N,P

 thẳng hàng nên các điểm này chỉ có thể nằm trên một trong các cạnh 
[image: image533.wmf]DE,DF

 hoặc 
[image: image534.wmf]EF

 của 
[image: image535.wmf]DEF

D

.
· Nếu ba điểm 
[image: image536.wmf]M,N,P

 cùng nằm trên 
[image: image537.wmf]DE

 thì 
[image: image538.wmf]N

 trùng với 
[image: image539.wmf]D

, 
[image: image540.wmf]M

trùng với 
[image: image541.wmf]E

, khi đó 
[image: image542.wmf]ABC

D

 vuông tại 
[image: image543.wmf]C

, trái với giả thiết góc 
[image: image544.wmf]C

 là góc nhỏ nhất của 
[image: image545.wmf]ABC

D


· Nếu ba điểm 
[image: image546.wmf]M,N,P

 cùng nằm trên 
[image: image547.wmf]DF

 thì cũng lập luận như trên, 
[image: image548.wmf]ABC

D

 vuông tại 
[image: image549.wmf]B

, trái với giả thiết 
[image: image550.wmf]µ

µ

BA.

£


· Vậy ba điểm 
[image: image551.wmf]M,N,P

 cùng nằm trên 
[image: image552.wmf]EF

. 

Lập luận tương tự như trên ta được 
[image: image553.wmf]ABC

D

 vuông tại 
[image: image554.wmf]A
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3.12. (h.3.19)

a) Vẽ 
[image: image555.wmf]BKCD

^

 ta được 
[image: image556.wmf]//

AHBK

 và 
[image: image557.wmf]//

ABHK



[image: image558.wmf]ABHK
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.


[image: image559.wmf]ADHBCKHDKC.
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Ta có: 
[image: image560.wmf]2

HDKCCDHKHDCDAB
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[image: image561.wmf]2
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HD.
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Theo ví dụ 4 thì đoạn thẳng 
[image: image562.wmf]PQ

 nối trung điểm của hai đường chéo bằng nửa hiệu hai đáy. Vậy 
[image: image563.wmf]HDPQ
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b) Ta có: 
[image: image564.wmf]22

CDABCDAB

HCCDHDCD.
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=-=-=
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Đường trung bình của hình thang bằng nửa tổng hai đáy. Do đó 
[image: image565.wmf]HC

 bằng độ dài đường trung bình của hình thang.

3.13. (h.3.20)

Gọi 
[image: image566.wmf]D

là trung điểm của 
[image: image567.wmf]BC

.

Vẽ 
[image: image568.wmf](

)

////

BEON,DFONE,FAC

Î

.

Ta có: 
[image: image569.wmf]1

2

OBBDDCBC.

===


· Xét 
[image: image570.wmf]ABE

D

 có 
[image: image571.wmf]//

MNBE

 và 
[image: image572.wmf]MAMB

=

 nên 
[image: image573.wmf](

)

1

NANE.
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· Xét hình thang 
[image: image574.wmf]ONFD

 có 
[image: image575.wmf]//

BEON

 và 
[image: image576.wmf]OBBD

=

 nên 
[image: image577.wmf](

)
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NEEF.
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· Xét 
[image: image578.wmf]CBE

D

 có 
[image: image579.wmf]//

DFBE

 và 
[image: image580.wmf]BDDC

=

 nên 
[image: image581.wmf](
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EFFC.
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Từ 
[image: image582.wmf](

)
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)

(

)

123

,,

 suy ra: 
[image: image583.wmf]ANNEEFFC

===

, do đó 
[image: image584.wmf]1

4

ANAC.
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3.14. (h.3.21)

Gọi 
[image: image585.wmf]O

 là trung điểm của 
[image: image586.wmf]MN

.

Vẽ 
[image: image587.wmf]OFBC;AHBC;MDBC

^^^

 và 
[image: image588.wmf]NEBC

^

.
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Ta có: 
[image: image589.wmf]//////

OFAHMDNE.



[image: image590.wmf]BMDABH
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(cạnh huyền – góc nhọn)


[image: image591.wmf]MDBH
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 và 
[image: image592.wmf](

)
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BDAH.
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Tương tự, 
[image: image593.wmf]CNEACH

D=D



[image: image594.wmf]NECH
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 và 
[image: image595.wmf](

)

2

CEAH.
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Từ 
[image: image596.wmf](

)

1

 và 
[image: image597.wmf](

)

2

 suy ra 
[image: image598.wmf](

)

BDCEAH
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.

Dễ thấy 
[image: image599.wmf]OF

là đường trung bình của hình thang 
[image: image600.wmf]MDEN



[image: image601.wmf]222
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 (không đổi).

Ta có: 
[image: image602.wmf]FDFE;BDCEFBFC

==Þ=

.

Vậy 
[image: image603.wmf]O

 nằm trên đường trung trực của 
[image: image604.wmf]BC

 và cách 
[image: image605.wmf]BC

 một khoảng không đổi là 
[image: image606.wmf]2

BC

. Do đó 
[image: image607.wmf]O

 là một điểm cố định.

Suy ra 
[image: image608.wmf]MN

 đi qua một điểm cố định là điểm 
[image: image609.wmf]O

.
3.15. (h.3.22)

* Tìm hướng giải

Điều phải chứng minh là 
[image: image610.wmf]1

2

HFCD

=

 gợi ý cho ta nghĩ đến định lí đường trung bình của tam giác. Ta vẽ đường trung bình 
[image: image611.wmf]EG

 của 
[image: image612.wmf]MCD

D

 thì 
[image: image613.wmf]1

2

EGCD

=

. Chỉ còn phải chứng minh 
[image: image614.wmf]HFEG

=

.

[image: image702.png]BHE(C
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* Trình bày lời giải

Gọi 
[image: image615.wmf]E

 là trung điểm của 
[image: image616.wmf]CM

,
[image: image617.wmf]G

 là trung điểm

của 
[image: image618.wmf]DM

. Khi đó 
[image: image619.wmf]EG

 là đường trung bình của 


[image: image620.wmf](
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[image: image621.wmf]CAM

D

 và 
[image: image622.wmf]DBM

D

 cân tại 
[image: image623.wmf]C

 và 
[image: image624.wmf]D

 mà 
[image: image625.wmf]µ
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 nên

các góc ở đáy của chúng bằng nhau:


[image: image626.wmf]·
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[image: image627.wmf]//

CADM

Þ

 và 
[image: image628.wmf]//

CMDB

 (vì có các cặp góc đồng vị bằng nhau).

Xét 
[image: image629.wmf]CMB

D

 có 
[image: image630.wmf]EF

 là đường trung bình 
[image: image631.wmf]//

EFMB
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.

Xét 
[image: image632.wmf]DAM

D

 có 
[image: image633.wmf]HG

 là đường trung bình 
[image: image634.wmf]//

HGAM

Þ

.
Suy ra: 
[image: image635.wmf]//

EFHG

 (vì cùng song song với 
[image: image636.wmf]AB

). Vậy tứ giác 
[image: image637.wmf]EFGH

 là hình thang.

Xét hình thang 
[image: image638.wmf]ACDM

 có 
[image: image639.wmf]EH

 là đoạn thẳng nối trung điểm hai đường chéo nên 
[image: image640.wmf]//

EHAC

.

Tương tự, xét hình thang 
[image: image641.wmf]CDBM

 có: 
[image: image642.wmf]//

FGDB

.

Do đó 
[image: image643.wmf]·

·

·

·
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Mặt khác 
[image: image644.wmf]·

·

CAMDBM
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 (chứng minh trên) nên 
[image: image645.wmf]·

·

EHGFGH
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.

Vậy hình thang 
[image: image646.wmf]EFGH

 là hình thang cân 
[image: image647.wmf](

)
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HFEG.
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Từ 
[image: image648.wmf](

)

1

 và 
[image: image649.wmf](

)

2

 suy ra: 
[image: image650.wmf]1
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[image: image703.png]


3.16. (h.3.23)

Vẽ 
[image: image651.wmf]ABC

D

 cân tại 
[image: image652.wmf]A

.

Trên cạnh 
[image: image653.wmf]AB

 lấy điểm 
[image: image654.wmf]M

, trên tia đối của tia 
[image: image655.wmf]CA

 lấy

điểm 
[image: image656.wmf]N

 sao cho 
[image: image657.wmf]BMCN.
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Như vậy 
[image: image658.wmf](

)

1

ABACAMAN.
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Ta phải chứng minh chu vi 
[image: image659.wmf]ABC

D

 nhỏ hơn chu vi 
[image: image660.wmf]AMN

D

.

Muốn vậy ta phải chứng minh 
[image: image661.wmf]BCMN

<

.

Ta vẽ 
[image: image662.wmf]////

MDNEBC

 (
[image: image663.wmf]DAC,E

ÎÎ

tia đối của tia 
[image: image664.wmf]BA

).

Hình thang
[image: image665.wmf]MDCB

 là hình thang cân 
[image: image666.wmf]MBDC

Þ=

, mà

[image: image667.wmf]BMCN

=

 và 
[image: image668.wmf]DCCN

=

.

Xét hình thang cân 
[image: image669.wmf]MDNE

 có 
[image: image670.wmf]//

BCNE

 và 
[image: image671.wmf]DCCN

=

 nên 
[image: image672.wmf]MBBE

=

.

Vậy 
[image: image673.wmf]BC

 là đường trung bình của hình thang 
[image: image674.wmf]MDNE

.

Vẽ 
[image: image675.wmf]MHEN

^

 thì 
[image: image676.wmf]HNBC

=

 (xem bài 3.12).

Xét 
[image: image677.wmf]MHN

D

 vuông tại 
[image: image678.wmf]H

 có 
[image: image679.wmf](

)

2

HNMNBCMN.
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Từ 
[image: image680.wmf](

)

1

 và 
[image: image681.wmf](

)

2

 suy ra chu vi 
[image: image682.wmf]ABC

D

 nhỏ hơn chu vi 
[image: image683.wmf]AMN.
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