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Lời ngỏ 

Các bạn thân mến ! 
Sau những mong muốn và cố gắng , cuối cùng chúng tôi - tập thể học sinh lớp 

12 Toán niên khóa 2002-2005 cùng các em lớp 11 - cũng đã có thể  gửi đến các bạn 
quyển Chuyên đề toán học số 8 này ! 

 

Tiếp nối truyền thống, Chuyên đề toán học số 8 ra đời như một kỷ vật mà mỗi 
thế hệ học sinh chuyên Toán nói chung và chúng tôi nói riêng  muốn gửi gắm lại cho 
thầy cô, cho mái trường Năng Khiếu thân yêu của mình . Đó cũng là một lời tri ân 
dành tặng cho những người thầy đã dìu dắt chúng tôi trên con đường chông gai mà 
không kém phần tươi đẹp của Toán học . 

 
Trong quá trình học toán, ắt hẳn ai trong chúng ta cũng có lúc vui mừng làm 

sao, sung sướng làm sao khi phát hiện ra một vấn đề nào đó lý thú, một lời giải đẹp 
hay một phương pháp mới … Tại sao chúng ta không ghi lại những điều ấy ? Chuyên 
đề toán học ra đời với ý nghĩa trên, đó là những cóp nhặt, những suy nghĩ, tìm tòi của 
từng thành viên thu được trong suốt ba năm học. Chúng tôi hy vọng rằng quyển 
chuyên đề này sẽ đem đến một niềm vui nho nhỏ nào đấy cho các bạn ! 

 
Chào thân ái ! 
 
Ban biên tập !  



 

 

Mục lục 

 1)Phương pháp tổng quát giải bất đẳng thức  1 

 trong tam giác – Trần Minh Hoàng 

 2) Định lý Pick  10 

 Vũ Đỗ Uyên Vy - Phạm Khang Hy 

 3) Phương pháp xây dựng dãy truy hồi  14 

 & các bài toán giải tích tổ hợp – Lương Minh Thắng 

 4) Liên hệ định lý Ceva và định lý Carnot  20 

 trong chứng minh đồng quy - Trần Tiến Hiếu 

 5) Phương pháp lượng giác trong chứng minh  26 

 bất đẳng thức - Nguyễn Lữ Khoa 

 6) Các số lũy thừa mod p – Kha Tuấn Minh  31 

 7) Một vài dãy số đặc biệt   37 

 Lê Đăng Khoa – Bùi Lê Trọng Thanh 

 8) Một số phương pháp giải các bài toán  44 

 về dãy số nguyên - Lê Đăng Khoa – Bùi Lê Trọng Thanh 

 9) Phương pháp chính phương hóa trong  49 

 chứng minh bất đẳng thức - Nguyễn Anh Cường 

 10) Phương pháp đại số( Phương pháp gien)  57 

 - Thầy Trần Nam Dũng  

 11) Đề và lời giải kỳ thi chọn đội tuyển toán  62 

 trường PTNK 2003-2004 

 12) Đề thi vùng Balkan 2004  68 

 13) Đề thi chọn đội tuyển toán Trung Quốc tham dự IMO 2004  69 

 14) Đề thi chọn đội tuyển toán Việt Nam tham dự IMO 2004  70 

 15) Đề thi APMO 2004  71 

 16) Đề thi USAMO 2004  72 



Chuyên đề toán học số 8 
 

Trang 1 

  PPHHƯƯƠƠNNGG  PPHHÁÁPP  TTỔỔNNGG  QQUUÁÁTT  GGIIẢẢII  CCÁÁCC  BBÀÀII  TTOOÁÁNN  BBẤẤTT  ĐĐẲẲNNGG  TTHHỨỨCC  
LLƯƯỢỢNNGG  GGIIÁÁCC  ĐĐỐỐII  XXỨỨNNGG  TTRROONNGG  TTAAMM  GGIIÁÁCC  

TTrrầầnn  MMiinnhh  HHooàànngg  ––  1122  TTooáánn  
  

I – Giới thiệu. 
Bài viết này sẽ trình bày một phương pháp chung để tiếp cận các bất đẳng thức đối 

xứng trong ∆. Dựa vào nhận xét: một ∆ sẽ được xác định hoàn toàn qua 3 yếu tố p, R, r (nữa 
chu vi, bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp), chúng ta đưa bất đẳng thức cần chứng 
minh về p, R, r rồi bằng các kĩ năng đại số chúng ta sẽ chứng minh dễ dàng hơn bất đẳng 
thức đó. 

VD: Cho ∆ ABC có 3 cạnh a, b, c. CMR ( ) abc9a3 3 +∑ ≤ ( )( )∑∑ 2aa2 . Chúng ta 

đưa bất đẳng thức trên về 22 r5p + ≥ 16 Rr (1) (có lẽ (1) đã quen thuộc với nhiều bạn, nếu 

không, trong phần sau tôi sẽ trình bày cách chứng minh tổng quát cho các bất đẳng thức dạng 
(1) ). Như vậy là ta đã giải song ví dụ trên. 

II – Các bước chứng minh của phương pháp p, R, r. 
Chúng ta xem như “ Mọi bất phương trình đại số đều có thể giải được” là 1 “tiên đề” để 

thực hiện phương pháp p, R, r. 
- Bước 1: Biến đổi bất đẳng thức đã cho về dạng chỉ còn p, R, r. chúng ta lưu ý rằng 

mọi biểu thức đối xứng theo của ∆ ABC, đều có thể tính được theo p, R, r thì đều là biểu thức 
đối xứng của ∆ABC. 

Bài viết này chỉ xét các biểu thức đối xứng của ∆ABC nên bước 1 dĩ nhiên thực hiện 
được. 

- Bước 2: Sau khi thực hiện bước 1, bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 1 
hệ thức f(p, R, r) ≥ 0, bước 2 có nhiệm vụ đưa bất đẳng thức trên về dạng p>/< g(R, r) (*). 
Điều này có thể thực hiện được do chúng ta đã chấp nhận “tiên đề” của phương pháp pRr. 

- Bước 3: Từ điều kiện của ∆ABC chúng ta tìm miền giá trị của p theo R, r. điều này 
tức là chúng ta tìm hệ thức h(R, r) ≤ p ≤ k(R, r) (*) để mọi p thoả mãn (**) chúng ta đều lập 
được 1 ∆A’B’C’ thoả mãn điều kiện ∆ABC. 

Đây chính là công đoạn khó khăn nhất của phương pháp và mọi bất đẳng thức của p, R, 
r thoả điều kiện của ∆ABC đều là những hệ quả của (**). Tôi không thể chứng minh bước 3 
luôn thực hiện được bởi có vô số điều kiện của ∆ABC và tôi không thể nào kiểm tra hết 
được. Tuy nhiên trong các phần dưới đây tôi sẽ tìm miền giá trị  cho một số ∆ quen thuộc. 
Chính điền này đã làm tôi tự tin rằng bước 3 luôn có thể thực hiện được. 

- Bước 4: Kiểm tra (*) có phải là hệ quả của (**) hay không. Việc kiểm tra này hoàn 

toàn có thể thực hiện được bởi ta có thể đưa về 1 biến 
r

R
t = . Vì việc tìm điều kiện của t 

chắc chắn làm được do điều kiện của p theo R, r còn thực hiện được thì không có lí do gì để 
không tin rằng điều kiện của R theo r lại không tìm được. Sau đây tôi sẽ chứng minh 1 số 
định lý để cũng cố thêm niền tin của các bạn vào phương pháp pRr. 

III – Các định lý: 
1) Định lý 1: Một ∆ hoàn toàn xác định nếu biết p, R, r 
Chứng minh 
Điều này được suy ra dễ dàng từ hệ đẳng thức sau: 
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=

++=++

=++

pRr4abc

rRr4pcabcab

p2cba
22  

Ngoài ra hệ đẳng thức trên còn cho ta biết rằng p, R, r mỗi đại lượng đều là một hàm 
đối xứng theo a, b, c. Điều này đã chứng minh cho khẳng định ở bước 1 của chúng ta. 

2) Định lý 2: Xét ∆ABC , khi đó ta có 
i) R ≥ 2r. 
ii) 

( ) ( ) ( ) ( )rRRrRrRrRPrRRrRrRrR 222102222102 22222 −−+−+≤≤−−−−+  

Chứng minh 
i) Quá quen thuộc nên tôi bỏ qua chứng minh. Tôi sẽ chứng minh ii). 
Ta có a, b, c là nghiệm của phương trình: a ≥ b ≥ c > 0. 

( ) ( ) 0pRr4XrRr4ppX2XXM 2223 =−+++−=  

Điều kiện để a, b, c là số đo của 3 cạnh ∆ là 




>

>
⇔





>

>+

00 c

ap

c

acb
⇔ p > a ≥ b ≥ c > 0 

(2.1) 
⇔ phương trình M(X) = 0 có nghiệm thoả (2.1) 

ta có ( ) 222 rRr4ppX4X3X'M +++−=  

         ( ) ( ) 22222
r3Rr12prRr4p3p2' −−=++−=∆  

M(X) có 3 nghiệm ⇒ ∆’ ≥ 0 

Hai nghiệm của M’(X) = 0 là 
3

'p2
x;

3

'p2
x 21

∆+
=

∆−
=  

  
 

( )

( )
( )
( )
( )












≤

≥
⇔⇒

0 >pM

0xM

0xM

0 < 0M

2.1 
2

1  

M(0) < 0, M(p) > 0 là hiển nhiên  

( )
( )

( )
( )

( )22

22

22

2

1
r9Rr18pp''

r9Rr18pp''

r9Rr18pp''

0xM

0xM
+−≥∆∆⇔







+−−≥∆∆

+−≥∆∆
⇔





≤

≥
 

( ) ( ) 0)rR4(r)rRr10R2(p2pr9Rr18pp' 3222422223
≤++−+−⇔+−≥∆⇔  

( ) ( ) ( )3322
1 r2RR4rR4rrRr10R2' −=+−−+=∆  

( ) ( )r2RR)r2R(2rRr10R2pr2RR)r2R(2rRr10R2 22222 −−+−+≤≤−−−−+⇔

 
Như vậy định lý 2 được chứng minh, hơn nữa i) và ii) còn là điều kiện cần và đủ để tồn 

tại 1 ∆ABC có p, R, r cho trước  
3) Định lý 3: Xét ∆ABC nhọn, khi đó ta có: 

x 

M’(x) 

M(x) 

0 x1 x2 p 

0 0 + + – 

M(0) 

M(x1) 

M(x2) 

M(p) 
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i) R ≥ 2r. 

ii) ( ) ( ) ≥≥−−+−+ 222 pr2RRr2R2rRr10R2  

{ })r2R(R)r2R(2rr10R2,)rR2(max 222 −−−−++≥  

Ta thực hiện tương tự như chứng minh của định lý 2. 

( ) ( ) pRr4XrRr4ppX2XXM 2223 −+++−=  

a ≥ b ≥ c > 0 
Điều kiện của ∆ nhọn ⇔ b2 +c2 > a2 ⇔ a2 + b2 + c2 > 2a2 

( ) 22222 rRr4paa2rRr4p2 −−<⇔>−−⇔  

Vậy điều kiện của phương trình M(X) = 0 có 3 nghiệm a, b, c 

{ 0cbarRr4p 22 >≥≥>−−  (3.1) 

(3.1) 

( )
( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )








−−>−−

−−+−+≤

−−−−+≥

⇔













>−−

≤

≥

<

⇔

2222

222

222

22

2

1

rRr2prRr4pp

r2RRr2R2rRr10R2p

r2RRr2R2rRr10R2p

0rRr4pM

0xM

0xM

00M

 

( ) ( )

( ) ( )

( )








+>

−−+−+≤

−−−−+≥

22

222

222

rR2p

r2RRr2R2rRr10R2p

r2RRr2R2rRr10R2p

 

Vậy ta suy ra định lý 3  
4) Định lý 4: Xét ∆ABC không nhọn  khi đó ta có: 

i) ( )r12R +≥  

ii)
( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }r2RRr2R2rRr10R2,rR2min

pr2RRr2R2rRr10R2

222

222

−−+−++≤

≤≤−−−−+
 

Chứng minh: 

i) 
2

A
sin2

2

A
sin21

2

CB
cos

2

A
sin2

2

A
sin21Acos

R

r
1 22 +−≤

−
+−==+ ∑  

2

A
sin2

2

A
sin2

R

r 2−≤⇒  

Do ( ) .r12R12
R

r

2

2

2

A
sin +≥⇒−≤⇒≥  

ii) Chứng minh hoàn toàn tương tự như ở định lý 3 với lưu ý rằng điều kiện tương ứng 
của ∆ không nhọn bây giờ là phương trình M(x) = 0 có nghiệm a, b, c thoả mãn điều kiện. 

cbrRr4pa 22 ≥≥−−≥ > 0 

hay là 

( )
( )
( )

( )











≤−−

≤

≥

<

0rRr4pM

0xM

0xM

00M

22

2

1
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Các định lý 2, 3, 4 đã trình bày miền giá trị của p trong các lớp ∆ tương đối quen thuộc: 
∆ thường, ∆ nhọn, ∆ không nhọn. Ơ những phần dưới đây tôi sẽ tìm miền giá trị của p trong 
những lớp ∆ “hơi đặc biệt”. 

IV – Lớp các ∆ có cả 3 góc ≥ α (4.1) 

Dễ thấy là điều kiện để lớp ∆ không rỗng ⇔ α ≤ 
3

π
. 

Nếu α = 
3

π
 thì không có gì đáng nói. Vẫn giả sử: 

( ) α≤⇔α≥⇔⇒≥≥ gcotgCcotc1.4cba  

α−−−≥⇔α≤−+⇔ gcotpr2rRr4pcgcotS4cba 22222    (4.2) 

( )
( )
( )
( )

( )













≤α−−−

<

≤

≥

<

⇔

0gcotpr2rRr4pM

0pM

0xM

0xM

00M

22

2

1

(4.3) 

ta thấy (4.3) ( )α−−−+++α−−−⇔ gcotpr2rRr4prRr4pgcotpr2rRr4p 222222  

α−−−≥ gcotrp4pr2pRr4p2 223  

( ) ( )α−−−≥α−α−−−⇔ gcotpr2rRr2pp2gcotprpgcotpr2rRr4p2 22222  

khai triển và rút gọn ta được. 

0sinR4rRr4p.gcotr2p 2222 ≥α−−−α−⇔  

( )
2

2222

sin

r
sinR2rRr4sinR4gcotr' 









α
+α=++α+α=∆  

2
gcotrsinR2

sin

r
sinR2gcotrp

α
+α=

α
+α+α≥⇔  

Vậy 
2

gcotrsinR2p
α

+α≥    (4.4). 

Bây giờ chúng ta tìm điều kiện giữa R và r. 

Ta có: α≥≥≥
−π

≥
α−π

>
π

⇔α≥≥≥ CB
2

c

22
CBA  

α≤≤≤≤
α

⇒ cosCcosBcos
2

c
sin

2
sin  

Ta có 

 
( )

CcosBcosCcosBcosCsinBsin

CcosBcosCBcosCcosBcosAcos
R

r
1

++−=

=+++−=++=+
 

Đặt x= cosB, y = cosC α≤≤≤≤
α

⇒ cosyx
2

C
sin

2
sin  
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Đầu tiên ta nhận xét 
2

1

R

r
≤  và dấu “=” xảy ra khi ∆ABC đều. Dĩ nhiên là trượng hợp 

này thoả mãn yêu cầu bài toán.  

Như vậy ta chỉ quan tâm đến GTNN của ( ) ( ) yxxyy1)x1(y,xp 22 ++−−−=  

Cố định y. xét ( ) ( ) ( ) yxyyxxf +−−+−= 22 1)1(1  

( )
2

2

x1

xy1
y1x'f

−

−
−−=  

Ta sẽ chứng minh ( ) ]y,
2

C
[sinx0x'f ∈∀≤  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 222222
xy1x1y1xy1x1y1 +≤−−⇔−≤−−⇔  

2

C
sin

2

Ccos1

2

y1
x 22 =

−
=

−
≥⇔  

2

C
sinx ≥⇔  (đúng) 

( ) ( ) 222 y2y21y2yy1yfxf −+=+−−=≥⇒  

( ) 







α

α
∈−+= cos;

2
sinyy2y21yg 2  

( ) ( ) 







α

α
∈=⇔=−= cos,

2
sin

2

1
y0y'g.y42y'g  

( ) ( )








α






 α
= cosg,

2
singMinygMin  

ta sẽ chứng minh ( )α≥






 α
cosg

2
sing  

01
2

sincos
2

sincos
2

coscos
2

sin
2

sin 22 ≥







−

α
+α







 α
−α⇔

α
−α≥

α
−

α
⇔  

0
2

sin2
2

sin
2

sincos 2 ≥






 α
−

α







 α
−α⇔   (đúng) 

( ) ( ) ( ) ( )α≥⇒≥⇒ cosgy,xpxgyg  

( ) α−α+=α≥+⇒ 2cos2cos21cosg
R

r
1  

( )
2

sincos4cos1cos2
R

r 2 α
α=α−α≥⇒  

Dấu “=” xảy ra 




α==

α−π=
⇔

CB

2A
  ⇒ Miền giá trị ]

2

1
,

2
sincos4[

R

r 2 α
α=     (4.5) 

Tổng hợp 2 kết quả 4.4 và 4.5 ta được định lý sau đây: 
Định lý 5: Xét ∆ABC có { } α≥C,B,AMin , khi đó ta có: 

i) ]
2

1
,

2
sincos4[

R

r 2 α
α∈  
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ii) 

( ) ( )

( ) ( )














−−−−+








 α
+α

≥≥−−+−+

r2RRr2R2rRr10R2

2
gcotrsinR2

maxp)r2RRr2R(2rRr10R2
22

2

222

Điều kiện i), ii) cũng là những điều kiện đủ để có ∆ ABC mà min (A, B, C) ≥ α. 
Còn rất nhiều các lớp ∆ khác mà các bạn có thể áp dụng phương pháp trên tìm điều 

kiện ví dụ như: 
Lớp các ∆ có max(A, B, C) ≥ α. 

i) 






 α
−

α
≤

2
sin1

2
sin2

R

r
 

















−−+−+









+

≤≤−−−−+

)2()2(2102

,
2

cotsin2
max)2()2(2102)

22

2

222

rRRrRrRrR

grR
prRRrRrRrRii

α
α

 
Sau đây tôi xin minh hoạ qua một số bất đẳng thức nổi tiếng, những bất đẳng thức này 

dù rất mạnh cũng chỉ là các hệ quả của những định lý mà ta đã trình bày. 
V – Bất đẳng thức A. W . Walker. 
Trong mọi ∆ nhọn, ta có bất đẳng thức sau. 

222 r3Rr8R2p ++≥  

Chứng minh 
Ap dụng kết quả định lý 3, ta chỉ cần chứng minh. 

( )

( ) ( ) ( )





++≥−−−−+

++≥+

2222

222

r3Rr8R2r2RRr2R2rRr10R2

r3Rr8R2rR2
 

( ) ( )( ) 





≤−−

≥−−
⇔







≥−−−

≥−−
⇔

0rRr2R

0rRr2R

0r2RRrr2R

0rRr2R
22

2222

 

Điều này hiển nhiên đúng ⇒ bất đẳng thức A.Wwalker được chứng minh: 

Dấu “=” ⇔ R = 2r ⇔ ∆ABC đều ; ( )r12R += ⇔ ∆ABC vuông cân 

Bất đẳng thức A.W.Walker có 1 dạng tương đương rất đẹp 

( ) 2222
CABCABHA ++≤∑     (H là trực tâm của ∆ ABC) 

trong không gian: ∑∑
≤≤=

≤






 4

'jj1

2
ji

24

1i

AAHA trong đó A1, A2, A3, A4 là tứ diện trực tâm. 

VI – Bất đẳng thức W.I Gridasov 
Trong mọi ∆ nhọn ta có bất đẳng thức . 

8

27
CsinBsinAsintgAtgBtgC ≥   (*) 

Chứng minh 

(*) ( )
2

22
22

R27

rp8
rR2p ≤+−⇔  
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( )
( )22

22
2

r8R27

R27rR2
p

−

+
≤⇔  

theo định lý 3 , chúng ta chỉ cần chứng minh: 

( ) ( ) ( )
( )22

22
22

r8R27

RrR227
r2RRr2R2rRr10R2

−

+
≤−−+−+  

( )( ) ( ) ( )( )223223 r8R27r2RRr2R2r2Rr19rR27R27r2R2 −−−≥+−−−⇔  

( ) ( )r2RRr8R27r2Rr19rR27R27 223223 −−≥+−−⇔    (**) 

Bình phương hai vế khai triển và thu gọn (**)  

( ) 0r4Rr52rR189rR270R135r 4322342 ≥++++⇔  

Bất đẳng thức hiển nhiên đúng ⇒ bất đẳng thức W.I.Wridasov. 
Dấu “=” ⇔ ∆ ABC đều 
VII – Các bất đẳng thức của Jack Garfulkel 

1) Cho ∆ ABC. Khi đó ta có ( )∑ ∑≥
−

Asin
3

2

2

CB
cos . 

Phép chứng minh cho bất đẳng thức này bạn đọc có thể tham khảo tạp chí toán học và 
Tuổi trẻ số 291 tháng 9/2001. Đặc biệt cách giải của tác giả Vũ Thành Long hoàn toàn giống 
với những gì tôi muốn trình bày nên tôi sẽ không viết ra chứng minh của VII. 1 trong bài viết 
này. 

2) Cho ∆ ABC nhọn. Khi đó ta có: 

a) ∑ ∏ 









+≥

2
sin1

3

4

2
sin

AA
 

b) ∑ ∏ 









+≥

2
sin1

3

4

2
cos

AA
 

Chứng minh 
Tôi chỉ trình bày cách chứng minh cho b). a) hoàn toàn tương tự. 

Ta có: 







−

π
=

2

A

2
sin

2

A
cos , 








−

π
=

2

B

2
sin

2

B
cos  , 








−

π
=

2

C

2
sin

2

C
cos  

Đặt A’ = 
2

A

2
−

π
, B’ = 

2

B

2
−

π
, C’ = 

2

C

2
−

π
 

VII.2.b 









+≥⇔ ∏∑ 'cos1

3

4
'sin AA  (**) 

Dễ dàng chứng minh A’, B’, C’ là số đo 3 góc của 1 ∆ nhọn và có min(A’, B’, C’) 
4

π
≥  

(**) 
( )

)
R4

rR2P
1(

3

4

R

P
2

22 +−
+≥⇔  

0rRr4RP3P 22 ≤−−−⇔  

2

r4Rr16R33R
P

22 +++
≤⇔  
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2

r12Rr48R9Rr2Rr8R3
P

2222
2 +++++

≤⇔  

Ap dụng định lý 5 ta chỉ cần chứng minh 

( ) ( )( ) 222222 RrRr48R9Rr2Rr8R3r2RRr2R2rRr10R22 +++++≤−−+−+  

( ) ( ) 12t48t9t2tt2t24t12t 22 ++≤−−+−+⇔  

]12,2[t
r

R
t +∈=  

( ) ( ) ( )( )
12t48t9t4t12t

2t11t10t22t4
2tt2t2

22

23

+++−+

+−+−
≤−−⇔  

( ) ( ) ( )2t11t10t222tt12t48t9t4t12t 2322 +−+≤−+++−+⇔  

( ) ( )( )( )4t12t2tt2t15t14t2t4 223 −+−−+−+−⇔  

( )( )4t12t2tt2t15t14t 223 −+−≥+−+⇔  

04t28t73t48t78t6 2345 ≥+−+−+⇔  

Đặt ( ) 4287348786 2345 +−+−+= tttttth  

( ) ( )147372156152' 234 −+−+= ttttth  

dễ thấy h’(t) ≥ 0  ]12,2[t +∈∀  

⇒ h(t) ≥ h(2) = 1296 > 0 
⇒ đpcm. 
Dấu “=” ⇔ ∆ ABC đều 
VIII – Các bài toán khác 

1) Cho ∆ ABC . CMR 

∑∏
≥+

−
A

CB
cos

3
1

2
cos

1
  (*) 

Giải 

Ta có hệ thức ∑ +=
R

r
1Acos  

2

22

R8

rRr2p

2

CB
cos

++
=

−
π  

(*) 
( ) 22

2

pRr2r
rR2

rRR8
≥−−

−

+
⇔  

ta chỉ cần chứng minh  

( ) ( ) ( )rRRrRrRrRRrr
rR

rRR
2221022

2

8 222
2

−−+−+≥−−
−

+
 

( )( )
( )

( ) ( )r2RRr2R
rR2

r3R2r2RR
−−≥

−

−−
⇔  

( ) ( ) ( )r2RRrR2r3R2R −−≥−⇔  

2t,
r

R
t ≥=  
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( ) ( ) ( )2t1t23t2t
22

−−≥−⇔  

⇔ 2 ≥ 0 (đúng) 
⇒ (*) được chứng minh. Dấu “=” ⇔ ∆ ABC đều 
2) Cho a, b, c là số đo ba cạnh ∆ và k là 1 số thực ≥ 2,6. 

CMR: 
1k

3

kabc

c

kcab

b

kbca

a
222 +

≥
+

+
+

+
+

 

Giải  

Ap dụng bất đẳng thức B.C.S  ( )2

2

2 a]
kbca

a
[]kbcaa[ ∑∑∑ ≥

+
+  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )kabcaakabcaakbcaaF 333
2

22 +=+≤+= ∑∑∑∑∑  

( )
( ) ( )∑

∑∑
∑

+
≥

+
=⇒

kabc3aa

a

kbca

a
A

3

2

2
 

dễ dàng chứng minh: ( ) ( )( )1kRr6r3pp2kabc3a 223 +−−=+∑  

( )163

2
22 +−−−

≥⇒
kRrrp

p
A  

Ta chỉ cần chứng minh: 
( ) 1k

3

1kRr6r3p

p2
22 +

≥
+−−−

 

Bất đẳng thức này là hệ quả của: Rr16r5p 22 ≥+     (k ≥ 2,6) 

IX – Tổng kết 
Qua bài viết này tôi đã cố gắng trình bày cho các bạn 1 phương pháp tiếp cận các bất 

đẳng thức trong ∆. Nếu so sánh với các phương pháp khác, phương pháp pRr không thể gọi 
là phương pháp giải hay, đẹp. Tôi tin rằng tất cả những định lý, bài toán được đề cập trong 
bài viết này đều có thể được chứng minh 1 cách gọn gàng, hay và đẹp hơn. 

Lẽ dĩ nhiên phương pháp pRr mà tôi cho là phương pháp tổng quát cũng sẽ mất hiệu 
lực trong một số trường hợp như biểu thức giữa p, R, r quá phức tạp, bất phương trình p theo 
R, r không giải được hay là chúng ta không thể tìm được biểu thức đánh giá giữa R và r. Tuy 
nhiên tôi hy vọng rằng các bạn cũng sẽ sử dụng được phương pháp này trong một số trường 
hợp nhất định. Để kết thúc cho bài viết này tôi xin giới thiệu  đến các bạn 2 quyển sách mà 
tôi đã sử dụng làm tài liện tham khảo chính để viết bài báo này. 

1) Lượng giác sơ cấp phần I – tác giả: GS Phan Huy Khải. Các bạn có thể tìm được 1 
cách khác chứng minh định lý 2 ở đây. 

2) Lượng giác sơ cấp phần II – tác giả: GS Phan Huy Khải. Trong quyển sách này có 
rất nhiều bất đẳng thức nổi tiếng và đặc biệt là GS Phan Huy Khải trình bày phương pháp 
tính theo p, R, r các biểu thức đối xứng trong ∆ : nắm vững phương pháp này các bạn có thể 
dễ dàng thực hiện được bước 1 của phương pháp p, R, r. 
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ĐỊNH LÝ PICK 

VŨ ĐỖ UYÊN VY – 11 Toán 
PHẠM KHANG HY – 11 Toán   

 

 
 
Mến chào các bạn! Hẳn là chúng ta đã được làm quen với lưới nguyên trên mặt phẳng toạ độ 
và nhiều định lý hay liên quan đến lĩnh vực này. Trong bài viết này, chúng tôi giới thiệu với 
các bạn một định lý khá thú vị về đa giác trên lưới nguyên và một vài bài toán nhỏ ứng dụng 
của định lý này.  

 
 

♦ ĐỊNH LÝ: 
Trong mặt phẳng toạ độ, cho P là một đa giác có tất cả các đỉnh đều nguyên. Gọi I là số điểm 
nguyên nằm trong P và O là số điểm nguyên thuộc P. Khi đó, diện tích đa giác P bằng : 

1
2

1
−+= OISP  

 

 
Hình P.1  

(SP=5+13/2-1=11/2) 
 
 

 

♦ CHỨNG MINH ĐỊNH LÝ : 
Khi tính diện tích đa giác, ta vẫn thường chia đa giác thành những đa giác không có điểm 
trong chung rồi tính diện tích của những đa giác đó. 
Trường hợp này cũng vậy.  
Giả sử P có nhiều hơn 3 đỉnh 
Trước hết, ta chứng minh rằng khi chia P thành 2 đa giác nhỏ hơn không có điểm trong 
chung P1, P2 (các đỉnh P1 và P2 nguyên), định lý Pick sẽ đúng cho P nếu nó đúng cho 2 đa 
giác này. 
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Thật vậy, theo Pick : 

1
2

1

1
2

1

22

11

2

1

−+=

−+=

OIS

OIS

P

P

 

Trong đó, I1,I2,O1,O2 lần lượt là số điểm nguyên nằm trong và thuộc đa giác P1,P2. 
Gọi L là số điểm nguyên thuộc cạnh chung của 2 đa giác. 
Ta có: I=I1+I2+L-2 
 O=O1+O2-2L+2 
(Bạn đọc dễ chứng minh hai công thức trên) 
Do 2 đa giác P1 và P2 không có điểm trong chung nên: 
 

 

1
2

1

1
2

1
1

2

1
2211

21

−+=⇒

−++−+=⇒

+=

OIS

OIOIS

SSS

P

P

PPP

 

 
Như vậy, để chứng minh định lý, ta chỉ cần chia đa giác P thành những tam giác có 3 đỉnh 
nguyên nhỏ nhất có thể rồi tính tổng diện tích của các tam giác này. 
Lúc đó, các cạnh của tam giác thu được không chứa một điểm nguyên nào ngoài các đỉnh của 
tam giác (Hình P.2 và P.3). 

 
                       (Hình P.2)        (Hình P.3) 
Như một bài toán quen thuộc, ta liên hệ những tam giác này với các hình chữ nhật và tam 
giác vuông có liên quan đến nó. 
Do đó, ta chỉ còn phải chứng minh rằng định lý Pick đúng cho tam giác vuông và hình chữ 
nhật. 
• TAM GIÁC VUÔNG: 
Gọi a và b là độ dài của các cạnh góc vuông. 
Ta dễ dàng chứng minh được: 

  
( )( )

1

11
2

1

++=

−−=

baO

baI
 

Do đó: ( )( ) ( ) 1
2

1
11

2

1
11

2

1

2

1
−+=−+++−−== OIbabaabS  

• HÌNH CHỮ NHẬT: 
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Gọi a và b là độ dài hai cạnh hình chữ nhật. 
Ta dễ chứng minh: 

   
( )( )

( )baO

baI

+=

−−=

2

11
 

Suy ra:  ( )( ) ( ) 1
2

1
111 −+=−++−−== OIbabaabS  

Như vậy, ta hoàn thành việc chứng minh định lý này. 
 
♦ MỘT VÀI BÀI TOÁN ỨNG DỤNG ĐỊNH LÝ PICK: 
 
Định nghĩa: 
Ta gọi một điểm (n,m) là hữu hình  nếu và chỉ nếu đoạn thẳng nối gốc toạ độ O với điểm 
(n,m) không chứa một diểm nguyên nào khác hai điểm đã cho. 
Bổ đề: (Dành cho bạn đọc chứng minh) 
Cho n và m là hai số nguyên khác 0. Điểm (n,m) là hữu hình khi và chỉ khi UCNN(n,m)=1. 
Trên hai trục toạ độ, chỉ có các điểm (1,0),(-1,0),(0,1),(0,-1) là hữu hình. 
 
Bài toán 1: 
Phương trình đường thẳng đi qua điểm A(n,0) và điểm B(0,n) là x+y=n. Đường thẳng này 
chứa tất cả các điểm có toạ độ (i,n-i) với i là một số nguyên. Có n-1 điểm như thế nằm giữa 
A và B. Nối n-1 điểm trên với gốc toạ độ O, ta chia tam giác OAB thành n tam giác. Hiển 
nhiên rằng, hai tam giác nhận OA và OB làm một cạnh của nó thì không chứa bất kỳ điểm 
nguyên nào trong nó. Câu hỏi của bài toán này là : 
Với số n nguyên tố, chứng minh rằng n-2 tam giác còn lại chứa cùng một số các điểm nguyên 
bên trong. 
Chứng minh : 
Vì n là số nguyên tố nên UCLN(i,n-i)=1 với mọi i. 
Theo bổ đề đã nêu ở trên, đoạn thẳng OXi nối O với (i,n-i) không chứa bất kỳ một điểm 
nguyên nào khác. 
Do đó, với mỗi tam giác OXiXi+1( 1-ni1 ≤≤ ), chỉ có 3 điểm nguyên (chính là 3 đỉnh của 
tam giác) thuộc các cạnh của nó. 
Mặt khác, (n-2) tam giác này có diện tích bằng nhau. 
Nên theo định lý Pick, ta dễ dàng suy ra chúng chứa cùng một số lượng các điểm nguyên 
thuộc miền trong của chúng. (Hình P.4). 
 
Bài toán 2 : 
Cho hình vuông NxN trong mặt phẳng toạ độ. Chứng minh rằng nó chỉ chứa nhiều nhất là 
(N+1)2 điểm nguyên. 
Chứng minh : 
Ta có :  1 là khoảng cách nhỏ nhất giữa 2 điểm nguyên. 
Chu vi của hình vuông bằng 4N. 
Suy ra có nhiều nhất 4N điểm nguyên thuộc các cạnh của hình vuông. 
Gọi I là số điểm nguyên nằm trong hình vuông, J là số điểm nguyên thuộc các cạnh của hình 
vuông. 
Theo định lý Pick, ta có: 
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( )222

2

1N1N2N1
2

J
NJI

1
2

J
IN

+=++≤++=+⇒

−+=

 

Bốn đỉnh của hình vuông là các điểm nguyên : 
Khi đó, hình vuông này chứa (N-1)2 điểm nguyên bên trong và 4N điểm nguyên trên các 
cạnh của nó. 
Suy ra, nó chứa (N+1)2 điểm nguyên. 

Vậy ( )2
1NJI +≤+ (đpcm). 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                        
                                        
 
 
 

 
 
Ứng dụng của định lý này còn rất nhiều, dãy Farey là một ví dụ. Chúng tôi chỉ nêu ra những 
gì cơ bản nhất liên quan đến định lý. Chắc hẳn các bạn sẽ tìm thêm được nhiều ứng dụng của 
nó trên nền tảng nội dung định lý được nêu ở trên! 

 
 

A(n,0) 

B(0.n) 

Hình P.4 
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PPPHHHƯƯƯƠƠƠNNNGGG   PPPHHHÁÁÁPPP   XXXÂÂÂYYY   DDDỰỰỰNNNGGG   DDDÃÃÃYYY   TTTRRRUUUYYY   HHHỒỒỒIII   
&&&   CCCÁÁÁCCC   BBBÀÀÀIII   TTTOOOÁÁÁNNN   GGGIIIẢẢẢIII   TTTÍÍÍCCCHHH   TTTỔỔỔ    HHHỢỢỢPPP   

 
Lương Minh Thắng -12 Toán 

 
I. Giới thiệu: 
Phương pháp xây dựng dãy truy hồi (công thức đệ quy) là một trong những công cụ 

khá mạnh để giải các bài toán GTTH bên cạnh các phương pháp như: phương pháp quỹ đạo, 
phương pháp thêm bớt, phương pháp song ánh... Có thể nói tìm công thức truy hồi là một 
trong những ý tưởng chúng ta hướng đến đầu tiên khi bắt tay vào giải các bài toán GTTH bởi 
vì chúng ta có một định hướng rõ ràng rằng sẽ đưa bài toán về trường hợp nhỏ hơn, đơn giản 
hơn để xử lý. Một khi đã có được công thức truy hồi, chúng ta sẽ có một cái nhìn khái quát 
về số cần tìm, từ đó có thể suy ra các tính chất của số đó và thậm chí có thể tìm ra được 
những lời giải đẹp hơn cho bài toán thông qua các phương pháp khác. 

Trong bài viết này, tôi sẽ đề cập đến 2 vấn đề: xây dựng dãy truy hồi đơn giản và xây 
dựng các dãy truy hồi lồng nhau. 

II. Xây dựng các dãy truy hồi đơn giản: 
1) Ý tưởng: 
Ta sẽ giải bài toán tổng quát dựa trên tham số n và đặt số cần tìm là an. Ta biểu diễn an 

thông qua các đại lượng ai (i< n) hay nói cách khác tìm hàm f(a1, ..., an-1): an= f(a1, ..., an-1) 
(trong một số trường hợp ta dùng luôn đại lượng a0) 

2) Một số thí dụ: 
v Ví dụ 1 (Canada 96): tìm số hoán vị (a1, ..., an) của (1, ..., n) thỏa 





+=∀≤−

=
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Giải 
∀n ∈ N*. Đặt xn là số hoán vị của {1, ..., n} thỏa điều kiện 
                       An là tập hợp các hoán vị của {1, ..., n} thỏa điều kiện 
Ta có x1 = 1, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 4. 
Với n ≥ 5, xét các bộ (a1, ..., ak) thỏa điều kiện 
Do | a2 – a1| = | a2 – 1| ≤ 2 ⇒ a2 = 2 ∨ 3 
+ a2 = 2 
Đặt (b1, ..., bn-1) ≡ (a2 –1, ..., an –1) 
Ta có (b1, ..., bn−1) là một hoán vị của {1, ...,n −1}, b1 = 1  

và | bi−1 − bi | = | ai − ai+1| ≤ 2, i = 1n 1, −  

⇒ (b1, ..., bn−1) ∈ An−1. Gọi A*
n là tập các hoán vị (a1, ..., an) ∈ An và a2 = 2 

Xét     f: A*
n → An−1 

     (a1, ...,an) → (a2 −1, ..., an−1) 
   dễ chứng minh f là song ánh 
⇒ số bộ thoả điều kiện trong trường hợp này là xn−1 
{* Lưu ý: Để cho đơn giản, ta sẽ làm tắt quá trình xây dựng song ánh 
Ví dụ ở đoạn trên ta chỉ nói: 
“mỗi môt bộ (a1, ...,an) ∈ A*

n tương ứng với một bộ (a2 −1, ..., an−1) ∈ An−1 
⇒ số bộ trong trường hợp này là xn−1” 
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chi tiết xin dành cho bạn đọc!} 
+ a2 = 3 
Nếu ai = 2 với 3< i< n ⇒ ai−1 = ai+1 = 4 (vô lý) 
⇒ a3 = 2 ∨ an = 2 

* an = 2 ⇒ an−1 = 4 ⇒ a3 = 5; có một bộ thoả )2...,,2
2

n
2,

2

n
2,1

2

1n
2 ..., 3, (1, −











−




 +
 

* a3 = 2 ⇒ a4 = 4; mỗi một bộ (a1, ...,an) trong trường hợp này sẽ tương ứng với một bộ 
(a4 −3, ...,an −3) ∈ An−3 ⇒ số bộ trong trường hợp này là xn−3 

Vậy ta có hệ thức truy hồi xn = xn−1 + xn−3 + 1 (n ≥ 5) 
 
v Ví dụ 2 (Bungari 99, vòng 4) 

Tìm số có n chữ số n1 a...a  thỏa mãn a1a2 + ...+ an−1an chia hết cho 2 

Giải 
∀n ∈ N*, n ≥ 2, đặt Sn là số số có n chữ số thoả điều kiện 
                                An là tập hợp các số có n chữ số thỏa điều kiện 
S2 = 65, S3 = 675 

Với n ≥ 4. Xét các số n1 a...a thỏa điều kiện. 

* an−1 chẵn ⇒ a1a2 + ...+ an−3an-2 M 2 

Với mỗi an−1, an cố định thì một số n1 a...a  trong trường hợp này sẽ tương ứng với một 

số 2n1 a...a −  ∈ An−2 

⇒ có Sn−2 số thỏa điều kiện ∀an−1, an cố định. 
Có 5.10 cách chọn an−1, an vậy với an−1 chẵn có tất cả 50Sn−2 
* an−1 lẻ 
Với mọi cách chọn (a1, ..., an−1) luôn ∃ 5 cách chọn an  
sao cho an−1.an ≡ −(a1a2+ ...+ an−2 an−1) [2] 
Vậy có 9.10n−3.5.5 số 
Cuối cùng ta có công thức truy hồi Sn = 9.25.10n−3 + 50.Sn−2 (n ≥ 4) 
Việc tính Sn xin dành cho bạn đọc 
III. Xây dựng các dãy truy hồi lồng nhau: 
1) Ý tưởng: 
Trong quá biểu diễn an bằng các đại lượng nhỏ hơn an−1, an−2, ... sẽ có bài toán ta không 

thể kết thúc được quá trình truy hồi. Điều đó sẽ dẫn đến ta không thể tìm được công thức truy 
hồi hoặc là công thức tìm được quá cồng kềnh khó xử lý. 

Để giải quyết vấn đề trên ta sẽ đặt thêm một (hay nhiều dãy) un (hay vn, xn) để dừng 
quá trình truy hồi, như vậy ta có: an = f(an−1, an−2,... un, un−1,...) 

Sau đó ta lại biểu diễn un = g(an−1, an−2,... un−1, un−2,...) 
                                       vn = ...... 

Cuối cùng ta giải hệ pt 








=

=
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2n1nn
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 để tìm an 

2) Một số ví dụ: 
Ta xét ví dụ dựa trên bài 3 thi HSG QG 2002−2003 
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v Ví dụ 3: Tìm công thức truy hồi của dãy xn = số hoán vị (a1, ..., an) của {1, ..., n} 
thỏa: 

1 ≤  | ai − i | ≤ 2 với i = n,1  

Nhận xét :  
 Lời giải bài toán này các bạn có thể tham khảo trên báo THTT 2/2004. Theo tôi thì 

lời giải đó không thật sự được tự nhiên cho lắm và chúng ta sẽ đi tìm một lời giải khác tự 
nhiên hơn bằng phương pháp trên. 

 Ta bắt đầu xét các trường hợp : 
 Có 2 trường hợp: an-1 = n ∨ an-2 = n 
 Nếu an-1 = n : lại có 2 trường hợp an = (n-1) ∨ an = n-2. 
     Với an = n-1 : ta có thể chuyển bài toán từ n về (n-2) 
    Tuy nhiên với  an = n-2, nếu tiếp tục xét trường hợp thì ta sẽ dẫn đến an-2= (n-4) v 

(n-3) v (n-1). Đến đây thì bài toán trở nên khó kiểm soát vì có quá nhiều trường hợp. Chính  
điều này khiến ta phải ngắt quá trình truy hồi bằng cách tạo ra bộ hoán vị (b1, ..., bn) như  lời 
giải dưới đây : 

Giải 
xn = số hoán vị {1, ..., n} thỏa điều kiện  
An là tập các hoán vị {1, ..., n} thỏa điều kiện 
yn là số các hoán vị (b1, ..., bn) của {1, 2, 3, ...,n-1, n+1} thỏa 1 ≤ | bi − i | ≤ 2 
Bn là tập các hoán vị (b1, ..., bn) của {1, 2, 3, ..., n-1,n+1} thỏa 1 ≤ | bi − i | ≤ 2 
 a) Xét các bộ (a1, ..., an) ∈ An 
     Ta có 2 trường hợp: an-1 = n ∨ an-2 = n 
* an-1 = n : ta có 2 trường hợp an = (n-1) ∨ an = n-2 
   + an = n-1: mỗi một bộ (a1, ..., an) ứng với 1 bộ (a1, ..., an-2) ∈ An−2 ⇒ số bộ là xn−2 
   + an = n-2 : mỗi một bộ (a1, ..., an) ứng với 1 bộ (a1, ..., an-2)∈ Bn−2 (tại sao ?) ⇒ số bộ 

là yn−2  

* an-2 = n. Ta có 2 trường hợp an = n-1 ∨ an-3 =n-1 
   + an = n-1 
      • an-1 = n-2   (a1, ..., an) → (a1, ..., an-3)∈ An−3  à số bộ là xn−3 
      • an-1 = n-3   (a1, ..., an) → (a1, ..., an-3) ∈ Bn−3 

                       số bộ là yn−3 
   + an-3 = n-1 ⇒ an = n-2; an-1 = n-3 
       (a1, ..., an) →  (a1, ..., an-4) ∈ An−4 
                số bộ là xn−4 
Vậy ta có xn = xn−2 + yn−2 + xn−3 + yn−3 + xn−4   (1) 
 b) Xét các bộ (b1, ..., bn) ∈ Bn 
Ta có 2 trường hợp bn-1 = n+1 ∨ bn = n+1 
   + bn = n+1 :  (b1, ..., bn) → (b1, ..., bn-1) ∈ An−1 
          số bộ là xn−1 
   + bn-1 = n+1 
      • bn = n-1   (b1, ..., bn) → (b1, ..., bn-2)  ∈ An−2 
          số bộ là xn−2 
      • bn = n-2   (b1, ..., bn) → (b1, ..., bn-2)∈ Bn−2 
          số bộ là yn−2 
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Vậy yn = xn−1 + xn−2 + yn−2   (2) 
 c)Từ (1) ⇒ (xn−2 + xn−3 +xn−4) + (yn−2 + yn−3) − (xn−3 + xn−4 + xn−5) − (yn−3 + yn−4) 
                                = xn−2 − xn−5 + yn−2 − yn−4   (3) 
Mà từ (2) ⇒ yn−2 − yn−4 = xn−3 + xn−4  thế vào (3) 
⇒ xn = xn−1 + xn−2 + xn−3 + xn−4 − xn−5  
* Cũng với ý tưởng ngắt quá trình truy hồi như trên ta đưa ra thêm một lời giải đẹp 

khác cho bài toán như sau : 
 Sử dụng các ký hiệu An,xn như trên. Ta đổi lại các ký hiệu Bn,yn : 
 yn là số các hoán vị (b1, ..., bn) của {1, 2, 3, ..., n] thỏa 1 ≤ | bi − i | ≤ 2 và b1=2 
 Bn là tập các hoán vị (b1, ..., bn) của {1, 2, 3, ...,n} thỏa 1 ≤ | bi − i | ≤ 2 và b1=2 
 Nhận xét : yn cũng là số các hoán vị (b1, ..., bn) của {1, 2, 3, ..., n] thỏa 1 ≤ | bi − i | ≤ 2 

và b2=1 (*) 
 Chứng minh : 
  Chi tiết xin dành cho bạn đọc. 
  Ý tưởng gọi f song ánh bắn từ  [1, 2, 3, ..., n] vào (b1, ..., bn), f(i) =bi  
  f là song ánh nên f-1 cũng là song ánh ⇒  (f-1(1),...,f-1(n)) là hoán vị của 

(1,..,n). 
  f(1)=b1=2 ⇒  f-1(2) = 1 và 1 ≤ | bi − i | = | bi − f-1(bi) |≤ 2 
  Rõ ràng (f-1(1),...,f-1(n)) là hoán vị của (1,..,n) thỏa (*)  
 Trở lại bài toán : 
 a) Xét các bộ (a1, ..., an) ∈ An  
 Ta có 2 trường hợp: a2 = 1 ∨ a3 = 1 
* a2 = 1: theo nhận xét ta có số bộ là yn. 

* a3 = 1. Ta có 2 trường hợp a1 = 2 ∨ a1 = 3 
   + a1 = 2 
 Ta có thề xem a3=2 và mỗi một bộ (a1, ..., an) ứng với 1 bộ ( a2-1,a3-1=1,...,an-1) ∈ 

Bn−1 ⇒  số bộ là yn-1 ( các bạn thử suy nghĩ xem tại sao ta có thể xem a3=2 và có tương ứng 
trên ) 

   + a1 = 3 ⇒ a2 = 4; a4 = 2 
       (a1, ..., an) → (a5−4, ..., an−4) ∈ An−4 
                số bộ là xn−4 
 Vậy ta có xn = yn+ yn−1 + xn−4   (1) 
 b) Xét các bộ (b1, ..., bn) ∈ Bn,  
      b1=2, ta có 2 trường hợp b2 = 1 ∨ b3 = 1 
   + b2 = 1 :  (b1, ..., bn) → (b3-2, ..., bn-2) ∈ An−2 
          số bộ là xn−2 
   + b3 =1 
      Ta có thề xem b3=2 và mỗi một bộ (b1, ...,bn) ứng với 1 bộ ( b2-1,b3-1=1,...,bn-1) ∈ 

Bn−1 ⇒  số bộ là yn-1 

 Vậy yn = xn−2 + yn−1   (2) 
 c) (1) ⇒  xn − xn−1 = (yn + yn-1) + xn-4  - (yn-2 + yn-1) - xn-5   

          =  yn +  xn-4  - yn-2  - xn-5  (3) 
     (2) ⇒  yn − yn−2 = xn-2 + xn-3 (4) 

 (3), (4) ⇒ xn = xn−1 + xn−2 + xn−3 + xn−4 − xn−5  
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v Ví dụ 4 (Mỹ 1996) 
Gọi an là số các xâu nhị phân độ dài n không chứa chuỗi con 010 
       bn là số các xâu nhị phân độ dài n không chứa chuỗi con 0011 và 1100 
Cmr bn+1 = 2an 
Giải 
Gọi an là số các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 
       An là tập các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 
       a’n là số các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 và dn = 0 
       A’n là tập các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 và dn = 0 
a) Xét các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 
   * dn = 0 ta có a’n chuỗi 
   * dn = 1  d1... dn → d1... dn−1 ∈ An−1 ⇒ có an−1 chuỗi 
Vậy an = a’n + an−1 (1) 
b) Xét các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 010 và dn = 0 
   * dn−1 = 1 ⇒ dn−2 = 1 
          d1... dn → d1.dn−3 ∈ An−3 ⇒ số chuỗi là an−3 
   * dn−1 = 0   d1... dn → d1... dn−1 ∈ A’n−1 ⇒ số chuỗi là a’n−1 
vậy a’n = a’n−1 + an−3  (2) 
(1) và (2) ⇒ an = 2an−1 − an−2 + an−3  (n ≥ 3)  (*) 

       Gọi  bn là số các xâu nhị phân d1... dn  không chứa chuỗi 0011  & 1100 
     Bn là tập các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011  & 1100 
     b1n là số các xâu nhị phân d1... dn  không chứa chuỗi 0011  & 1100 & dn−1dn = 00 
     B1n là tậpcác xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011  & 1100 & dn−1dn = 00 
     b2n là số các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011  & 1100  & dn−1dn = 11 
     B2n là tập các xâu nhị phân d1...dn không chứa chuỗi 0011 & 1100 & dn−1dn = 11 
     b3n là số các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011   & 1100 & dn−1dn = 01 
     B3n là tập các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011 & 1100 & dn−1dn = 01 
     b4n là số các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011   & 1100 & dn−1dn = 10 
     B4n là tập các xâu nhị phân d1... dn không chứa chuỗi 0011 & 1100 & dn−1dn = 10 
Ta bắt đầu đi thiết lập các mối quan hệ giữa các bin. 

* Xét các xâu nhị phân d1... dn ∈B1n , dn-1=dn=0 
 + dn-2=0 ta có b1(n-1) xâu. 
 + dn-2=1 ⇒  dn-3=0 ta có b3(n-2) xâu. 

 Như vậy )2(3)1(11 −− += nnn bbb  

Tương tự, ta dễ dàng có : 
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   (Chi tiết xin dành cho bạn đọc) 

Đặt un = b1n + b2n, vn = b3n + b4n (lưu ý un + vn = bn) 
(3) (4) ⇒ un = un−1 + vn−2  (7) 
(5) (6) ⇒ vn = vn−1 + un−1 = bn−1 
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(7) ⇒ bn − vn = bn−1 − vn−1 + vn−2 
           bn − bn−1 = bn−1 − bn−2 + bn−3 
           bn = 2bn−1 − bn−2 + bn−3  (n ≥ 3) (**) 
Từ (*) (**) kết hợp với các giá trị khởi đầu, ta dễ dàng suy ra kết luận của bài toán là 

bn+1 = 2an 

Nhận xét :  
 *Tuy rằng ta phân ra thành rất nhiều bin nhưng những mối quan hệ giữa chúng được 

thiết lập rất dễ dàng và giúp chúng ta có một cái nhìn rất tồng quát về dãy bn. Mỗi một hệ 
thức ta có đều cho ta một ý nghĩa nào đó về dãy bn.  

 Ví dụ như  từ  hệ thức (3) ta suy ra số xâu nhị phân độ dài n tận cùng = 00 thì bằng số 
các xâu nhị phân độ dài n-1  tận cùng = 00 cộng với số các xâu nhị phân độ dài n-2 tận cùng 
= 01 ( ở đây các xâu không chứa 0011,1100)... 

IV. Kết luận: 
Qua các ví dụ trên mong rằng các bạn thấy được tính hiệu quả của phương pháp này và 

vận dụng thật nhuần nhuyễn, sáng tạo trong các bài toán trong các bài toán giải tích tổ hợp. 
Sau đây là một số bài tập để các bạn rèn luyện :  
1) Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4 có bao nhiêu số có n chữ số mà 2 chữ số kề nhau luôn 

kém nhau luôn kém nhau 1 đơn vị? 
2) Cho n ≥ 2 có bao nhiêu hoán vị (a1,... ,an) của {1, ..., n} thỏa: ∃! i ∈ {1, ..., n−1} mà 

ai > ai+1 ? 
3) Gọi Tn là tập các bộ (a1, ..., ar) (1 ≤ r ≤ n) thỏa 
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LLIIÊÊNN  HHỆỆ  ĐĐỊỊNNHH  LLÝÝ  CCEEVVAA  VVÀÀ  ĐĐỊỊNNHH  LLÝÝ  CCAARRNNOOTT  
TTRROONNGG  CCHHỨỨNNGG  MMIINNHH  ĐĐỒỒNNGG  QQUUYY 

Trần Tiến Hiếu – 12 Toán 
 

Trong các phương pháp chứng minh đồng quy thì phương pháp sử dụng các định lý cổ 
điển tỏ ra khá hiệu quả. Ở đây tôi muốn đề cập đến định lý Ceva, định lý Carnot 1,2 và liên 
hệ, so sánh các định lý này. 

Định lý Ceva:  

AM, BN, CP đồng quy 1
Csin

Csin
.

Bsin

Bsin
.

Asin

Asin

2

1

2

1

2

1 =⇔  

Và phát biểu một cách tổng quát: 
Cho M ∉ AB ∪ AC, N ∉ BA ∪ BC, P ∉ CA ∪ CB 
Khi đó AM, BN, CP đồng quy 

1
)CB,CPsin(

)CA,CPsin(
.

)BA,BNsin(

)BC,BNsin(
.

)AC,AMsin(

)AB,AMsin(
−=⇔  

Vd1: Cho tam giác ABC. Một đường tròn bất kì cắt các cạnh AB, BC, CA lần lượt tại 
Q, M, S, P, N, R như hình vẽ PQ ∩ RS = {X}, RS ∩ MN = {Y}, PQ ∩ MN = {Z}, 

Cmr AX, BY, CZ đồng quy 
Giải 
Áp dụng định lý Ceva cho tam giác AQR 

)1(1
QR̂Xsin

AR̂Xsin
.

AQ̂Xsin

RQ̂Xsin
.

Asin

Asin

2

1 =  

tương tự cho tam giác BMS, tam giác CNP ta 
có: 

)3(1
NP̂Zsin

CP̂Zsin
.

CN̂Zsin

PN̂Zsin
.

Csin

Csin

)2(1
SM̂Ysin

BM̂Ysin
.

BŜYsin

MŜYsin
.

Bsin

Bsin

2

1

2

1

=

=

 

Nhân (1), (2), (3) đồng thời, lưu ý rằng BŜYsinRQ̂Xsin = , 

ta có 

1
Csin

Csin
.

Bsin

Bsin
.

Asin

Asin

2

1

2

1

2

1 =  ⇒ đpcm 

Vd2: Cho tam giác ABC. Đường tròn nội tiếp (I) tiếp xúc 
các cạnh BC, CA, AB lần lượt tại A1, B1, C1. M là 1 điểm bên 
trong (I). A1M cắt (I) tại điểm thứ hai là A2. Tương tự có B2, C2. 
Cmr AA2, BB2, CC2 đồng quy 

Giải 
Bổ đề 1: Cho lục giác nội tiếp ABCDEF. Cmr  AD, BE, CF 

đồng quy ⇔  1
FA.DE.BC

EF.CD.AB
=  

1 2 

1 
2 

2 
1 

A 

C B 

P 
N 

M 

A 

Q 
R 

M 

S B C P 

N 

X 

Y Z 

1 2 

1 
1 

2 
2 

2 1 

1 
2 

1 
2 

A 

D 

C 

B 

E 

F 

A 

D 

C 

B K a 
b 
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Bổ đề 2: (Xem hình vẽ) 
2

2

2

2

DB

AD

BC

AB

sin

sin
==

β

α
 

Chứng minh: 

Ta có 
β

α
==

cos

Csin
.

Acos

sin

BC

KB
.

KB

AB

AC

AB 1

1

 

2

2

1

1

BC

AB

2

CÔB
sinR2.BC

2

BÔA
sinR2.AB

CsinBC

AsinAB

sin

sin
===

β

α
⇒  (đpcm) 

Trở lại bài toán 
Áp dụng bổ đề 2 ta có 

=
AB̂Bsin

CB̂Bsin
.

BĈCsin

AĈCsin
.

AÂCsin

AÂBsin

2

2

2

2

2

2

 

1
BC.AB.CA

BC.AB.CA
2

21

2

21

2

21

2

12

2

12

2

12 ==  ⇒ đpcm 

* Định lý Carnot 1:  
M, N, P lần lượt nằm 

trên các cạnh BC, CA, AB 
của tam giácABC 

Khi đó đường thẳng qua M và vuông góc BC, đường 
thẳng qua N và vuông góc CA, đường thẳng qua P và vuông góc 
AB đồng quy ⇔ MB2 + NC2 + PA2 = MC2 + NA2 + PB2. 

Các bạn có thể dễ dàng chứng minh định lý này bằng cách 
sử dụng định lý Pitago  

Vd3: Cho điểm M nằm trong tam giác ABC. Hạ MA1 ⊥ 
BC, MB1 ⊥ CA, MC1 ⊥ AB. Gọi Ax, By, Cz là các đường thẳng qua A vuông góc B1C1, qua 
B vuông góc C1A1, qua C vuông góc A1B1 

Cmr: Ax, By, Cz đồng quy 
Giải:  
Cách 1: dùng định lý Ceva 

Dễ thấy MĈAxB̂A 1= , mà 11 AB̂MMĈA =  

⇒ 1AB̂MxB̂A =  

Tương tự 1CB̂MxB̂C =  

⇒  
1

1

CB̂Msin

AB̂Msin

xB̂Csin

xB̂Asin
=  

Làm tương tự với các góc tại A và C 
Theo định lý Ceva ta có đpcm 
Cách 2: Dùng định lý Carnot 1 
Ax ∩ B1C1 = {D}, By ∩ C1A1 = {E}, Cz ∩ A1B1 = {F} 
Ax, By, Cz đồng quy ⇔ DC1

2 + EA1
2 + FB1

2 = DB1
2 + EC1

2 + FA1
2 

⇔ AC1
2 + BA1

2 + CB1
2 = AB1

2 + CA1
2 + BC1

2 (đúng theo định lý Carnot) 

B C 
A1 

A 

B2 

B1 

A2 

C2 

C1 

M C B 

P N 

A 

B C

A 

C1 
B1 

A1 

M 
z 

x 

y 
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⇒ đpcm 
Bây giờ quay lại ví dụ 1; chúng ta sẽ xét một dạng hơi khác của nó 
Vd4: Cho tam giác ABC. Trên các cạnh BC, CA, AB ta lấy lần lượt các cặp điểm A1 và 

A2, B1 và B2, C1 và C2 sao cho 6 điểm đó nằm trên cùng một đường tròn. Cmr nếu các đường 
thẳng đi qua A1 và vuông góc với BC, qua B1 và vuông góc CA, đi qua C1 và vuông góc AB 
đồng quy thì các đường thẳng đi qua A2 và vuông góc với BC, qua B2 và vuông góc CA, đi 
qua C2 và vuông góc AB cũng đồng quy. 

Lưu ý: Bài toán này được trích ra từ “Phép biến hình trong hình học phẳng” của tác giả 
Đỗ Thanh Sơn. Để tiện cho các bạn tham khảo, tôi xin trình bày luôn chứng minh bằng phép 
biến hình của bài toán này. 

Giải 
Cách 1 (dùng phép biến hình) 
Ta kí hiệu x là đường thẳng đi qua A1 và vuông 

góc với BC, (γ) là đường tròn đi qua 6 điểm đã nêu 
trong bài toán. O là tâm của (γ). Gọi A1’ là giao điểm 
thứ hai của x với (γ). Rõ ràng A1’A2 là đường kính của 
(γ), vì vậy phép đối xứng: 

ZO: A1’ → A2 ⇒ x → x’ đi qua A2 và x’// x hay 
x’⊥ BC 

Tương tự: ZO: y → y’ đi qua B2 và vuông góc AC 
                        z → z’ đi qua C2 và vuông góc AB 
(y, z được kí hiệu tương tự như x) 
Theo giả thiết, x, y, z đồng quy ⇒ x’, y’, z’ đồng 

quy 
Cách 2 (dùng định lý Carnot 1) 
Gọi R là bán kính của (γ). Từ giả thiết và theo định lý Carnot 1 ta có: 
AB1

2 + CA1
2 + BC1

2 = AC1
2 + BA1

2 + CB1
2. 

Theo định lý hàm số cos 

)(cos2

ˆcos..2

ˆcos..2

12
2
1

2
2

22

211
2

1
2

1
2

222
2
2

2
2

2

CBABRCBABOCOA

OBACBOBCBOBOC

OBAOBABOBABOA

−+−=−⇒

−+=

−+=

α

 

tương tự: 
)(cos2

)(cos2

12
2
1

2
2

22

12
2
1

2
2

22

ACBCRACBCOAOB

BACARBACAOBOC

−+−=−

−+−=−

ω

β
 

2
1

2
1

2
1

2
2

2
2

2
2 ACBACBBCCAAB ++=++⇒  

     [ ])(cos)(cos)(cos2 121212 ACBCBACACBABR −+−+−− ωβα  

tương tự 2
1

2
1

2
1

2
2

2
2

2
2 ACBACBCBBAAC ++=++⇒  

                   [ ])ACBC(cos)BACA(cos)CBAB(cosR2 121212 −ω+−β+−α−  
2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2 CBBAACBCCAAB ++=++⇒  

Theo định lý Carnot ta có đpcm . 
Cũng với ý tưởng sử dụng định lí Carnot cho bài toán này , chúng ta còn có một cách 

giải khác không cần dùng định lí hàm số cos , các bạn hãy thử tìm xem . 

A 

C B 

B1 

B2 

A2 A1 

C1 

C2 

A1’ 

O 

β
b 

ω  α  
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Vd5: Cho tam giác ABC. Các đường tròn bàng tiếp tiếp 
xúc các cạnh BC, CA, AB tại M, N, P. Đường tròn nội tiếp tiếp 
xúc các cạnh tại X, Y, Z. Các đường thẳng D1, D2, D3 qua M, 
N, P và vuông góc YZ, ZX, XY. Cmr D1, D2, D3 đồng quy. 

Giải 
Giả sử D1 ∩ YZ = {H}. Ta có: 

2 2 2 2HY HZ MY MZ− = −  
)CcosB)(coscp)(bp( −−−=  

4sin cos ( )( )( ).
2 2

arB C A
p b p c p a

S

−
= − − − −  

2
. ( )( )( ) .2sin .cos

2 2 2

A B C A
p p a p b p c tg

S

−
= − − − −  

 
2 (sin sin )S B C= −  

Làm tương tự với D2 và D3 
Theo định lý Carnot 1 ta có đpcm 
* Nhận xét: Định lý Carnot 1 gồm toàn những bình phương như trên đôi khi lại tỏ ra 

hiệu quả khi chứng minh đồng quy, vì khi đó các bạn chỉ cần chịu khó tính toán cộng với một 
chút khéo léo khi biến đổi. Chẳng hạn trong ví dụ trên, nếu sử dụng định lý Ceva thì có thể sẽ 
gặp nhiều khó khăn, trong khi với định lý Carnot 1 thì con đường đi đến lời giải đơn giản hơn 
nhiều. 

Bây giờ chúng ta xét tiếp: 
Định lý Carnot 2 
Cho tam giác ABC và tam giác A1B1C1 như hình 

vẽ. Khi đó các đường thẳng qua A1, B1, C1 và vuông 
góc BC, CA, AB đồng quy ⇔ các đường thẳng qua A, 
B, C và vuông góc B1C1, C1A1, A1B1 đồng quy. 

Định lý Carnot 2 thực ra chỉ là một hệ quả của 
định lý Ceva và định lý Carnot 1 (có thể dùng định lý 
Ceva hoặc Carnot 1 để chứng minh định lý này). Tuy 
nhiên sử dụng “hệ quả” này có khi lại cho chúng ta 
những lời giải thú vị 

Ta xét ví dụ minh họa: 
Vd6: Cho tam giác ABC đều nội tiếp đường tròn 

(O). D là một điểm trên cung nhỏ BC. I1, I2, I3 là tâm 
nội tiếp tam giác DBC, tam giác DCA, và tam giác 
DAB. Chứng minh rằng các đường thẳng qua A, B, C 
và vuông góc I2I3, I3I1, I1I2 đồng quy 

Giải 
Hạ I1M ⊥ BC, I2N ⊥ CA, I3P ⊥ AB, đặt AB = BC = 

CA = a 
Sử dụng tính chất DA = DB + DC các bạn dễ dàng 

chứng minh được: 
222222 CMBPANCNBMAP ++=++  

A 

B C 

Y 
Z 

H 

X M 

B 

A 
B1 

C 

C1 

A1 

M1 

M 

N1 

P1 

N 
P 

A 

B C 
I1 

I2 

I3 

M 

P 

N 
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Theo định lý Carnot 1 ⇒ các đường thẳng qua I1, I2, I3 và vuông góc BC, CA, AB đồng 
quy. Do đó theo định lý Carnot 2 ta có đpcm 

Sự kết hợp nhịp nhàng giữa định lý Carnot 1 và 2 đã cho ta một kết quả khá đẹp như 
trên. Và tiếp theo, để so sánh giữa định lý Ceva và định lý Carnot 2, ta xét tiếp: 

Vd7: Cho tam giác ABC. Gọi A1, A2 là các tiếp điểm của đường tròn bàng tiếp góc A 
với AB, AC; B1, B2 là các tiếp điểm của đường tròn bàng tiếp góc B với BC, BA; C1, C2 là 
các tiếp điểm của đường tròn bàng tiếp góc C với CA, CB. Các đường thẳng C1B2, B1A2, 
A1C2 cắt nhau tạo thành tam giác A0B0C0. Gọi D1, D2, D3 là các đường thẳng qua A0, B0, C0 
và vuông góc BC, CA, AB. Cmr D1, D2, D3 đồng quy 

Giải  

 
Cách 1 (dùng định lý Ceva) 
dA, db, dc là các đường thẳng qua A, B, C và vuông góc B1C2, A1B2, C1A2 
Gọi H = d1 ∩ C1B2 

Ta có 
)bp(HB

)cp(HC

AC

AB
.

S

S

Asin

Asin

2

1

1

2

AHB

AHC

2

1

2

1

−

−
==  

Đặt 
α

β
=⇒β+α=

2

1
21

HB

HC
ABACAH  

do 0BC.AHBCAH 2121 =⇒⊥  

0)ACAB)(ABAC( 1221 =+β+α⇒  

)]bp(Acos)cp)[(cp(

)]cp(Acos)bp)[(bp(

−−−−

−−−−
=

α

β
⇒  
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)bp(Acos)bp(

)cp(Acos)bp(

Asin

Asin

2

1

−−−

−−−
=⇒  

)1(

2
sin

2
cos

2
cos21

2
sin

2
cos

2
cos21

sin

sin

2
cos

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos

2
sin)1

2
cos2(

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin)1

2
cos2(

2
cos

2
sin

2
cos

2
sincos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sincos

2
cos

2
sin

2

1

2

2

2

2

CBA

BCA

A

A

BCACB

CBACB

BCACB

CBABC

BC
A

CB

CB
A

BC

−

−
=

−






 +

−






 +

=

−−

−−
=

−

−
=

 

tương tự 

)3(

2

B
sin

2

A
cos

2

C
cos21

2

A
sin

2

B
cos

2

C
cos21

Csin

Csin

)2(

2

A
sin

2

C
cos

2

B
cos21

2

C
sin

2

A
cos

2

B
cos21

Bsin

Bsin

2

1

2

1

−

−
=

−

−
=

 

nhân (1), (2), (3) với nhau ⇒ dA, dB, dC đồng quy 
theo định lý Carnot 2 ⇒ D1, D2, D3 đồng quy 
Cách 2 (dùng định lý Carnot 2) 
Gọi A3, B3, C3 là tiếp điểm của các đường tròn bàng tiếp (Ia), (Ib), (Ic) với các cạnh BC, 

CA, AB 
Dễ thấy B3C3 đối xứng với C1B2 qua IbIc 
Gọi da’, db’, dc’ là các đường thẳng qua A, B, C và vuông góc B3C3, C3A3, A3B3 
⇒ da’, db’, dc’ là các đường đẳng giác của da, db, dc. 
Dùng định lý Carnot 1, dễ dàng chứng minh các đường thẳng đi qua A3, B3, C3 và 

vuông góc BC, CA, AB đồng quy 
Theo định lý Carnot 2 ⇒ da’, db’, dc’ đồng quy ⇒ da, db, dc đồng quy 
Theo định lý Carnot 2 ⇒ D1, D2, D3 đồng quy 
Các ví dụ minh hoạ trong bài viết đa phần là tương đối đơn giản, điều này có thể giúp 

bạn đọc dễ dàng có cái nhìn cơ bản nhất về mối tương quan của định lý Ceva và định lý 
Carnot 1 và 2. Đó cũng là mục đích của bài viết này. Vì vậy bài tập làm thêm có lẽ là không 
cần thiết. Thay vào đó, trong các dạng “chơi đùa” trong thế giới hình học với tam giác và 
những đường tròn, các bạn hãy thử vận dụng định lý Ceva và định lý Carnot 1, 2 để có được 
những kết quả thú vị khác, và coi đó là phần bài tập dành cho mình 

Chúc các bạn thành công 
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PHƯƠNG PHÁP LƯỢNG GIÁC TRONG CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
                                                                                             Nguyễn Lữ Khoa – 12 Toán 
 
I/ Giới thiệu  
       Lương giác là một bộ môn trong tóan học đã xuất hiện lâu đời và một điều không thể 
phủ nhận, nó đã đóng một vai trò hết sức quan trọng. Nó không chì là những hàm số trong 
giảI tích, mà còn liên quan tới hình học cũng như những ngành khác như vật lý. Qua bài viết 
này, tôi muốn giới thiệu việc sử dụng lương giác trong chứng minh các bất đẳng thức. 
 
II/ Phép thế lượng giác 

1) Chúng ta trước hết xét hai hàm quan trọng trong lương giác : sinx va cosx. 
Cả hai dều xác định trên R, tập giá trị là [-1,1], tuần hoàn theo chu kì 2π và liên tục trên R. 
Vì thế, với  mỗi a∈ [-1.1], ta đều tìm dược x ∈ [-π/2, π/2] và y∈[0, π] sao cho a= sinx=cosy. 
               Xét 2 số a, b ∈ R thỏa mãn a2 +b2 =1. Khi đó ta có a, b ∈ [-1,1]. Do đó ∃x∈[0, 2π] 
thỏa a = sinx, b= cosx. Các bạn hãy lưu ý và thử suy nghĩ về miền giá trị của x, y trong các 
phép đặt trên. Và tứ đó hãy chỉ ra cách đặt trong trương hợp a2+b2=m voi m>0. 
                Hai hàm tg và cotg xin dành lại cho bạn đọc. 
          2) Tam giác là một chủ đề mà hình học và lương giác hết sức quan tâm. Xét ∆ABC,  
chúng ta hãy thử nhắc  lại một số công thức quen thuộc nhé:   

        1
222222

=++
A

tg
C

tg
C

tg
B

tg
B

tg
A

tg    

        cos2A + cos2B + cos2C + 2cosAcosBcosC = 1 
        Bây giờ  ta thử xét ngược lại xem. Nếu cho a,b,c ∈ R và ab+bc+ca=1 thì ta sẽ chỉ 

ra cách đặt lượng giac thế nào. Các bạn có thể chỉ ra dễ dàng từ công thức lượng giác quen 
thuộc là a = cotgx, b = cotgy, c = cotgz trong đó x,y,z ∈ (0, π) và x+y+z = kπ với k ∈ 
{1,2,3}. Nếu ta thêm điều kiện tồn tại nhiều nhất một trong ba số a,b,c âm, ta co thể suy ra k 
= 1, tức là x, y, z là ba góc của một tam giác. Các bạn cần phảI lưu ý miền xác định cũng như 
giá trị của biến đặt và biến được đặt. Ngòai cách đặt này ra, các bạn còn có thể đặt a= tgx, b= 
tgy, c= tgz trong đó x, y, z ∈ (0, π) và x +y+z = (k-1/2)π trong đó k ∈ {1,2,3}. 

        Dụa vào công thức thừ hai bên trên, các bạn hãy thử chỉ ra cách đặt lượng giác 
cho a,b,c với a2+b2+c2+2abc = 1. Chắc chắn chúng ta sẽ nghĩ tới a = cosx, b = cosy, c = cosz 
gì đó. Nhưng  rõ ràng không phảI a,b,c nào thỏa đẳng thức trên cũng suy ra được a,b,c ∈ [-
1,1]. Vì thế ta cứ thêm điều kiện a,b,c ∈ [-1,1] để  đặt. Các bạn thử làm tiếp xem. 

  3) Bây giờ ta sẽ xét a, b, c >0. Dĩ nhiên nếu có điều kiện ab+bc+ca=1 thi các bạn co 
thể chỉ ra cách đặt được. Nhưng nếu ta không có gì cả thì liệu co được không ? Sự việc tưởng 
chừng như phức tạp nhưng thật ra chẳng co gì cả. Trở lại bên trên một chút, giả sử các bạn 
đang có a,b ∈ R, các bạn se chỉ ra cách đăt thế nào. Dĩ nhiên ta cho giá trị của a2 +b2 =m thì 

đặt xmbxma cos,sin ==     với x ∈ [0, 2π]. Tức là ∀a, b∈ R, ta có thể chỉ ra sự tồn 

tại của x ∈ [0, 2π] sao cho 
2222

cos,sin
ba

b
x

ba

a
x

+
=

+
=  .  Chắc các bạn cũng tự hỏi 

rằng thế thì có liên quan gì tới biến a,b. Thật ra ở đây ta không thể đặt cụ thể lượng giác được 
biến a và b. Các bạn có thể đặt a = tgx, b= tgy nhưng nó không thể hiện được gì cả, nhất là 
khi ta cần mối quan hể của a và b. Do đó với cách đặt trên, các bạn sẽ thấy nó sẽ rất có lợi. 
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Bây giờ, trở lại vấn đề của chúng ta, nếu a, b, c >0 thi ta sẽ chỉ ra cách đặt lượng giác thể 
hiện mối quan hệ ba biến như thế nào. Các bạn thử suy nghĩ xem. 
   Chắc các bạn dễ dàng trả lời câu hỏi đó dễ dàng. Khi đó sẽ tồn tại ∆XYZ thỏa mãn    

         
cabcab

c
gZ

cabcab

b
gY

cabcab

a
gX

++
=

++
=

++
= cot,cot,cot                     

    Từ đây các bạn có thể suy ra rằng :  

        
( )( ) ( )( ) ( )( )bcac

cabcab
Z

abcb

cabcab
Y

caba

cabcab
X

++

++
=

++

++
=

++

++
= sin,sin,sin          

       
( )( ) ( )( ) ( )( )

,cos,cos,cos
bcac

c
Z

abcb

b
Y

caba

a
X

++
=

++
=

++
=     

         

      Nếu các bạn thay a, b, c bằng 
c

ab

b

ca

a

cb
,, , ,     ta dược  

         
( )

( )
( )( ) ( )( )baac

bc
X

acab

cbaa
X

acba

bc
gX

++
=

++

++
=

++
= cos,sin,cot        

       Bây giờ ta sẽ thay a,b,c bởi một số giá tri cụ thể, ở đây ta coi cách đặt ̣ đầu tiên là (1), 
cách đặt  sau là (2) 

1) Cho a = sinA,  b= sinB, c= sinC  (∆ABC) vào trong cách đặt (2) ta được 
         

,

)
2

cos()
2

cos(

)
2

cos(sin
sin,

)
2

cos()
2

cos(

)
2

cos(sin
sin,

)
2

cos()
2

cos(

)
2

cos(sin
sin

BCAC

C
C

X
ABCB

B
B

Y
BACA

A
A

X
−−

=
−−

=
−−

=

       
2) Cho a = tg(A/2), b = tg(B/2), c = tg(C/2) vào trong cách đặt (2) ta có  









++=









++=








++=

222
sin

2

1
sin

,
222

sin
2

1
sin,

222
sin

2

1
sin

C
tg

B
tg

A
tgCZ

C
tg

B
tg

A
tgBY

C
tg

B
tg

A
tgAX

 

3) Cho a = x(y2+z2), b = y(z2+x2), c = z(x2+y2) vào cách đặt thứ hai ta có 

( )
( )( )( )( )

( )
( )( )( )( )

( )
( )( )( )( )zyxzxyxzyz

Myxz
Z

xyzyzxzyyx

Mxzy
Y

xyzzxyzxyx

Myzx
X

++++

+
=

++++

+
=

++++

+
=

22

22

22

22

22

22

sin

,sin,sin

 

( )( )
( )( )( )( )

( )( )
( )( )( )( )

( )( )
( )( )( )( )zyxzxyxzyz

yzxzyx
Z

xyzyzxzyyx

xyzyzx
Y

xyzzxyzxyx

yxzxyz
X

++++

++
=

++++

++
=

++++

++
=

22

2222

22

2222

22

2222

cos

,cos,cos
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         trong đó M = x2y + x2z + y2z + y2x + z2x + z2x. 
  Các bạn hãy thử so sánh xem cách đặt nào lợi hơn hoặc trường hợp nào nên dùng cách đặt 
(1) hay (2). 
 

III/ Một số bất đặng thức liên quan giữa ∆XYZ và ba số thực m, n, p. 
         Phần này tôi xin giới thiệu một  số bất đẳng thức con dể thuận tiện trong việc chứng 
minh một số bất đẳng thức khác 
         Cho ∆XYZ và 3 số thực m, n, p. Khi đó ta có: 

1) 2(mncosZ + npcosX + mpcosY ) ≤  m2 + n2 + p2  
   Chứng minh  
         Ta đặt ba vector đơn vị e1, e2, e3 lần lượt trên XY, YZ, ZX. Khi đó ta có 
            (me1 + ne2 + pe3)

2 ≥ 0 ó m2 + n2 + p2 + 2mne1e2 + 2pne3e2 + 2mpe1e3 ≥ 0 
             ó(m2+n2+p2) ≥ 2(mncosZ + npcosX + pmcosY)   
          Dấu bằng xảy ra khi m:n:p = sinX : sinY : sinZ.  
          Ngòai ra, các bạn có thể chứng minh bằng cách vận dụng tính chất tam thức bậc hai. 
Tương tự các bạn co thể chứng minh  bất đặng thức sau   

2) 4(mnsin2Z + npsin2X + mpsin2Y) ≤ (m + n + p)2     
Bất đẳng thức sau đây đã được giới thiệu trên baó Toán học và Tuổi trẻ rồi            

3) 222222cotcotcot pnmnppmmngCpgBngAm −−−++≥++   

trong đó m, n, p là 3 số dương thỏa mãn 2mn + 2np + 2mp - m2 - n2 - p2 ≥  0 . 
          Cuối  cùng tôi xin giới thiêụ một bất đẳng thức trong tam giác nhọn ABC mà tôi tổng 
quát lên từ một bất đẳng thức khá quen thuộc :      
         4)  (mcosA + ncosB + pcosC)2  ≤ Msin2A + Nsin2B + Psin2C 
trong đó m,n,p là 3 số dương và M=-m2 +n2 + p2, N =- n2 +m2 + p2 ,M = - p2 +n2 + m2..   
Với m=n=p=1 ta có ( cosA + cosB + cosC)2 ≤ sin2A + sin2B + sin2C. Lời giải hết sức đơn 
giản sử dụng bất đẳng thức Bulhiacovski và đẳng thức : 

2
sinsin

cos

sinsin

cos

sinsin

cos
=++

AB

C

CA

B

CB

A
 

IV. Các ví dụ  
        Ví dụ 1 
             Cho x, y, z > 0. Chứng minh rằng : 

( )( )
xyz

zyxzyx

y

xz

x

zy

z

yx 222

2
++++

≥
+

+
+

+
+

 

             Chứng minh  
                  Ta sử dụng bất đẳng thức 2) và cách đặt (2) ta có 

( )( ) ( )( )
( )( )

222 )(
4sin4 VT

zyxy

zyxy

zx

zyyx
Y

zx

zyyx
VP =

++

++++
=









 ++
≥ ∑∑  

ð đpcm. 
        Ví dụ 2  
            Cho a,b,c > 0. Chứng minh rằng  

( )( )( )
2

8222

≥
+++

+
++

++

accbba

abc

cabcab

cba
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             Chứng minh 

Ta có bất đẳng thức ở trên tương dương với  
( )

( )( )( )
4

8
2

≥
+++

+
++

++

accbba

abc

cabcab

cba
 

                   Lưu ý rằng ở dưới tử có ab+bc+ca. Điều này gợi ta sử dụng cách đặt (1). Áp 
dụng bất đẳng thức 2) ta có 

( )
( )( )

( )( ) ( )( )( )








+++
−=











++
=

=










++

++

++
=











++
≥

++

++

∑

∑∑

accbba

abc

acba

bc

acba

cabcab

cabcab

bc
X

cabcab

bc

cabcab

cba

2
144

4sin4 2
2

 

                  ⇒   đpcm 
       Ví dụ 3  
            Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng 
                  64a2b2c2(a2+b2+c2)3(a2b2+b2c2+c2a2) ≤ (a2+b2)2(b2+c2)2(c2+a2)2 (a+b+c)4 
                  Chứng minh 
                     Nếu ta đặt x = a2, y = b2, c = z2 thì  vế trái của bất đẳng thức vừa chứa cả xy + 
yz + zx và x+y+z, đồng thời vế phải chứa (x+y)(y+z)(z+x). Điều này làm cho ta nghĩ tới việc 
sử dụng 2 cách đặt một lúc : cách (1) cho  ∆XYZ, cách (2) cho ∆X’Y’Z’. Áp dụng bất đẳng 
thức 2) ta có: 

( )

( )( )∑ ∑

∑












++
++++=

++

++

++

++
=

≥






 +
≥++

zxyx
zxyzxyzyxxyz

zxyx

zxyzxy

zxyx

zyxx
yz

XXyz
XX

yzzyx

1
))((4

))(())((

)(
4

'sinsin4
2

'
sin4 22

 
ð đpcm 

                    Qua 3 ví dụ trên, hẳn các bạn cũng thấy sự lợi hại của lượng giác như thế nào. 
Nó đưa ta đến những lời giải hết sức ngắn gọn mà nhiều khi những phương pháp khác lại 
không thể nào làm được hoặc rất phức tạp. Bạn đọc hãy tự thắc mắc và trả lời các câu hỏi sau 
đây 

1) Khi nào ta có thể sử dụng phương pháp này ?  
2) Khi nào thì ta sử dụng cách đặt nào ? 
3) Khi nào ta xài bất đẳng thức phụ nào ? 

               Thật ra có rất nhiều những bất đẳng thức phụ như thế nhưng tôi chỉ tạm thời đưa ra 
4 bất đẳng thức phụ hay dùng. Qua 2 ví dụ dưới đây, một lần nữa các bạn lại thấy rằng 
phương pháp nay cũng rất hữu hiệu đối với nhũng bất đẳng thức lượng giác. Sau đây tôi xin 
giới thiệu 2 bất đảng thức rất nổi tiếng của nhà toán học Jack Garfulkel 
  Ví dụ 4  
       Cho ∆ABC. Chứng minh rằng 

CBA
BAACCB

sinsin(sin
3

2

2
cos

2
cos

2
cos ++≥







 −
+







 −
+







 −
) 

 
        Chứng minh 
               Sử dụng cách đặt 1) trong trường hợp cụ thể và bất đẳng thức 2) ta có 
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∑∑ ∑ =
−−

−−
=

−−
≥

2
cossin4

2
cos

2
cos

2
cossin

2
cos

2
cos4sin

2
cos

2
cos4 22 A

A
ACBA

A
A

ACBA
X

ACBA
VP

 
                Mặt khác theo bất đẳng thức Bulhiacovski ta có 











≤




















≤










= ∑∑∑∑

2
cossin3

2
sin2

2
cossin

2
sin2

2
cossin

2

2 A
A

AA
A

AA
AVT  

ð đpcm 
  
 Ví dụ 5 

       Cho ∆ABC. Chứng minh rằng : 2 2 2 8sin sin sin 2
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
tg tg tg+ + + ≥  

       Chứng minh 
          Đây là bất đẳng thức trong ví dụ 3 nếu ta thay x = tg(A/2), y = tg(B/2), z = tg(C/2).  
       Cuối cùng tôi xin kết thúc bài viết này bằng một số bài tập. Riêng bài tập cuối cùng là 
một bất đẳng thức cho 4 số. Hi vọng các bạn sẽ tìm thêm được nhiều điều thú vị qua chúng. 

1) Cho ∆ABC nhọn. Tìm giá trị lớn nhất của 

           ( )gAgBgCgAgCgB
C

tg
B

tg
A

tg cotcotcotcotcotcot
222

++







++    

2) Cho ∆ABC. Chứng minh rằng 

( )cabcabcballllllmmmmmm accbbaaccbba −−−++≥−−−++ 222

4

1
 

3) Cho x, y, z ∈ R thỏa mãn x+y+z  = 2004. Tìm giá trị lớn nhất của xysinA + yzsinB 
+ zxsinC trong đó A, B, C là 3 góc một tam giác. 

4)   Cho x, y, z >0 và xy + yz+ zx =1.    

      Tìm giá trị lớn nhất của  222 111 xzzyyx +++++  

5)   Cho a, b, c, d > 0 thỏa abcd = 1. Chứng minh rằng 

2
)1)(1(

1

)1)(1(

1

))(1(
)( ≤

++

+
+

++

+
+

++

−
∑

db

bd

ca

ac

baa

ba
cyclic  



Chuyên đề toán học số 8 
 

Trang 31 

CÁC SỐ LŨY THỪA MOD P 

Kha Tuaán Minh-12 Toaùn 
< Wherever there is a number, there is beauty > 

Proclus Diadochus  
I. Mở đầu : 

Vaán ñeà taäp hôïp caùc soá k – phöông (mod p ); trong ñoù p laø soá nguyeân toá; ñaõ 
ñöôïc caùc nhaø toaùn hoïc nghieân cöùu töø raát laâu ( khoaûng theá kyû 17 cho ñeán nay) 
vaø hieän nay ñaây laø moät lónh vöïc raát roäng trong lyù thuyeát soá. Dó nhieân, chæ vôùi 
trình ñoä phoå thoâng, vôùi baøi baùo naøy chuùng toâi chæ xin nhaéc laïi moät soá kieán 
thöùc cô baûn vaø moät soá coâng cuï caàn thieát ñeå giaûi quyeát caùc baøi toaùn sô 
caáp,cô baûn coù lieân quan ñeán vaán ñeà chính. 
II. Số chính phương mod p: 

Tröôùc heát ta ñi vaøo “theá giôùi cuûa caùc soá chính phöông mod p”, ñaây laø 
tröôøng hôïp ñôn giaûn nhaát cuûa soá k – phöông. 

Ñeå tieän lôïi cho vieäc trình baøy, ta coù theå söû duïng kí hieäu Legrende 1
p

a
=








 neáu a 

laø soá chính phöông mod p, – 1 neáu a khoâng laø soá chính phöông mod p. 

* Caùc tính chaát cô baûn cuûa : 








p

a
 

a) a, b ∈ Z, p X a, p X b 

i) 1
p

1
=








, a ≡ b ⇒ 








=









p

b

p

a
 (ii) 

iii) 1
p

a 2

=







, 








=

















p

ab

p

b

p

a
 

iv) 2

1p

a
p

a
−

≡







 (mod p) 

b) Luaät thuaän nghòch bình phöông: (Luaät töông hoã thaêng dö baäc hai cuûa 
Gauss) 

i) p, q laø 2 soá nguyeân toá leû khaùc nhau. 
Khi ñoù:  

( ) 2

1q
.

2

1p

1
p

q

q

p −−

−=















 

ii) p nguyeân toá leû: ( ) 8

1p2

1
p

2 −

−=







 

hôn nöõa: vôùi a leû ∈ Z : p x a thì ( )∑−=







−

=








2

1p

1j
p

ja

1
p

a
 

Caùc tính chaát treân ñaõ ñöôïc chöùng minh trong nhieàu taøi lieäu maø caùc baïn coù 
theå tìm thaáy. 

Tieáp theo chuùng toâi xin giôùi thieäu moät soá ví duï nhoû lieân quan ñeán vaán ñeà 
naøy. 

Ví duï 1: Traéc  nghieäm Pepin 
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CMR: Soá Fermat Fm laø soá nguyeân toá khi vaø chæ khi 13 2

1Fm

−≡
−

 (mod p)  (*) 

 Soá Fermat laø soá coù daïng 12F
m2

m +=  

Chieàu thuaän: 
Giaû söû Fm laø soá nguyeân toá. Theo luaät thuaän nghòch bình phöông (tính chaát e 

vaø i) ta coù: 

1
3

F

F

3 m

m

=















⇒ 1

3

2

3

F

F

3 m

m

−=







=








=








 

Theo tieâu chuaån Euler tính chaát b)  2

1F

m

m

3
F

3
−

≡







   (mod Fm) 

Vaäy 13 2

1Fm

−≡
−

   (mod Fm) 
Chieàu ñaûo: Giaû söû Fm coù öôùc nguyeân toá p neáu Fm thoaû maõn ñoàng dö thöùc 

(*) 
Vaäy ordp 3 phaûi laø öôùc cuûa Fm – 1, töùc laø luyõ thöøa cuûa 2 , maët khaùc töø 

giaû thuyeát suy ra ordp 3 khoâng chia heát 
1m2m 2

2

1F −

=
−

 

Vaäy ordp 3 chæ coù theå laø 
m22 töùc laø ordp 3 = Fm –1. töù ñoù suy ra  

Fm –1 ≤ p – 1 
Vì p laø öôùc cuûa Fm neân Fm = p 
Do ñoù Fm laø soá nguyeân toá.J 
Nhaän xeùt: Duøng tieâu chuaån Pepin chuùng ta deã daøng chöùng minh ñöôïc F1, F2, 

F3, F4 laø soá nguyeân toá coøn F5 laø hôïp soá. 
Ví duï 2: Cho m ∈ N*, m ≥ 2. CM moïi öôùc nguyeân toá p cuûa soá Fermat Fm ñeàu 

coù daïng 2m+2k + 1, trong ñoù k ∈ N* 
Giaûi 

Goïi p laø öôùc nguyeân toá cuûa Fm. 
_ Boå ñeà: Goïi h laø caáp cuûøa 2 mod p (p leû) 
Khi ñoù h = 2m+1 

_ Maët khaùc: m > 1 neân neáu 1212/p
1mm 22 ≡⇒+

+

(mod p) 

12 1p ≡⇒ −  (mod p) (ñònh lí Fermat) 

1p21p 1m ≡⇒−⇒ +M   (mod 8) 

theo tính chaát e ii) ta coù 121
p

2
2

1p

≡⇔=







−

 (mod p) 

( )2m1m 2mod1p2h
2

1p ++ ≡⇔=
−

⇒ M  

Do ñoù ∃ k ∈ N* : p = 2m+2k+1. (ñpcm) J 
Ví duï 3: Cho Fn laø soá haïng thöù n cuûa daõy Fibonacci. CM neáu p laø soá nguyeân 

toá > 5 thì 







≡

5

p
Fp   (mod p) 

Giaûi 



Chuyên đề toán học số 8 
 

Trang 33 

∑
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=
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 +
≡

2

1

0

12

1
5.

2

1

2

51

2

51

5

1
p

i

ii
pp

pp

p CF  

do (2p-1, p) = 1 vaø ∀ 1≤ i ≤ p-1: 0Ci
p ≡   (mod p) neân 2

1p
p
pp

1p 5.CF.2
−

− ≡  

Maø 2p-1 ≡ 1 (mod p) ⇒ 







=








≡≡

−

5

p

p

5
5F 2

1p

p   (mod p) J 

2 ví duï sau laø hoaøn toaøn töông töï ví duï 1. 

Ví duï 4: n ≥ 2: p = 2n +1. CM neáu 013 2

1p

≡+
−

 (mod p) thì p laø nguyeân toá. 

Ví duï 5: n = 4k +1, k ∈ N*. CM n nguyeân toá ⇔ n13 2

1n

M+
−

 
 
III – Số lập phương mod p: 

p nguyeân toá > 3. laø caùc soá coù daïng: a ≡ x3 (mod p) vôùi x ∈ 0, …, p -1. 
Ñeå nghieân cöùu tính chaát caùc soá laäp phöông mod p ta chæ caàn nghieân cöùu 

tính chaát nghieäm cuûa phöông trình ñoàng dö sau: X3 ≡ 1 (mod p)     (1) 
Baây giôø ta tieán haønh giaûi vaø bieän luaän phöông trình ñoàng dö (1) vôùi  
X ∈ Zp = 0, …, p -1. 
Xeùt X khoâng truøng 1 (mod p) ( X ≡ 1 (mod p) laø moät nghieäm cuûa (1)) 
(1) ⇔ X2 +X+1 ≡ 0 (mod p) (2) 
a) p = 3k + 2: do X3 ≡ 1 (mod p) ⇒ X3k ≡ 1 (mod p) 
Theo ñònh lí Fermat: X3k+1 ≡ 1 (mod p) ⇒ X ≡ 1 (mod p)   (voâ lyù) 
Vaäy vôùi p ≡ 2 (mod 3) phöông trình coù nghieän duy nhaát X ≡ 1 (mod p) 
b) p = 3k +1 ta seõ giaûi (2) vaø chöùng minh noù coù 2 nghieäm phaân bieät mod p. 
– Nhaän xeùt: trong caùc soá 1k, 2k,, …, (p-1)k phaûi ∃ a: 1 ≤ a ≤  p-1 ñeå ak khoâng ∃ 

1 (mod p) [ thöïc chaát ta coù theå choïn a laø caên nguyeân thuyû mod p] 
– Theo ñònh lí Fermat: a3k ≡ 1 (mod p) (*) 

Ñaët r = ak khoâng ≡ 1 (mod p) vaø aùp duïng (*) coù ( )( ) 01rr1r1r 23 ≡++−=− (mod 

p) vì r –1 khoâng ≡ 0 (mod p) cho neân r2 + r + 1≡ 0 (mod p) 
Khi (r +1)2 – (r + 1) + 1 = r2 + r + 1 ≡ 0 (mod p) ⇒ rt = -(r + 1) cuõng laø nghieäm 

cuûa (2) 
Ta coù rt khoâng ≡ r (mod p).  
Vaäy ta coù ñpcm 
Xeùt p = 3k + 2 theá thì theo chöùng minh treân heä laäp phöông modul p goàm ñuùng 

p soá 0, 1, …, p-1 cuõng chính laø heä thaëng dö ñaày ñuû mod p. 
Xeùt p = 3k + 1: 
Xp-1 ≡ 1 (mod p) ⇒ (xk)3 ≡ 1 (mod p)⇒ xk laø nghieäm phöong trình ñoàng dö x3 ≡ 1 

(mod p) ⇒ xk ∈ 0, r, …, -(r+1)  (mod p). 
Ta seõ moâ taû moät soá tính chaát cuûa taäp hôïp 1, 2, …, (p-1)= Zp qua 3 taäp hôïp 

sau: 
- A laø taäp hôïp taát caû caùc soá phaân bieät mod p maø xk ≡ 1 (mod p) 
- B laø taäp hôïp taát caû caùc soá phaân bieät mod p maø xk ≡ r (mod p) 
- C laø taäp hôïp taát caû caùc soá phaân bieät mod p maø xk ≡ - (r +1) (mod p) 
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Roõ raøng A, B, C laø moät phaân hoaïch cuûa Zp. 
Ta chöùng minh A laø taäp 13, 23,…, (p-1)3  thoâng qua meänh ñeà toång quaùt sau 

(xem c/m ñònh lí 1 ôû phaàn IV) 
Cho (a, p) = 1, n ∈ N* thoaû n/p-1 khi ñoù phöông trình ñoàng dö xn ≡ a (mod p) coù 

nghieäm ⇔ 1a n

1p

≡
−

 (mod p). Theo meänh ñeà treân: 1x 3

1p

≡
−

 (mod p) ⇔ x laø laäp phöông 
mod p.  

Vaäy A laø heä thaêng dö laäp phöông mod p. 
Hieån nhieân B∪C laø taäp hôïp goàm taát caû caùc soá thuoäc Zp nhöng khoâng laø 

soá laäp phöông mod p. 
Tính chaát: 
* x, y ∈ A ⇒ xy ∈ A 
* x ∈ B, y ∈ C ⇒ xy ∈ A 

CM: 
( )
( )( )

( ) 1rrxy
pmod1ry

pmodrx

Cy

Bx 2k

k

k

≡−−≡⇒






+−≡

≡
⇒





∈

∈
 (mod p) ⇒ xy ∈ A. 

* x ∈ C(B) , y ∈ C(B) ⇒ xy ∈ B(C) caùc tính chaát naøy chöùng minh töông töï nhö 
treân. 

Sau ñaây chuùng ta coù 1 soá baøi toaùn lieân quan: 
Ví duï 7: n ∈ N ,n>1 
a) (1) ∀ x ∈ Z: x3 ≡ 1 (mod n) ⇒ x ≡ 1 (mod p) 
x3 ≡ 0 (mod n) ⇒ x ≡ 0 (mod n) 

(2) n = ∏ ip   với p i P∈ ;à p i  ≠ p j  với  i ≠ j;  

i
p

p

i

i ∀




≡

≡

)3(mod0

)3(mod2
 

CM (1) ⇔ (2) 
b) n ∈ Z thoaû ∀ x ∈ Z: 

( ) ( )
( ) ( )





≡⇒≡

≡⇒≡

nmod0xnmod0x

nmod1xnmod1x
3

3

 

CM neáu x3 ≡ y3 (mod n) thì x ≡ y (mod n) 
Höôùng daãn: Söû duïng caùc tính chaát cuûa phöông trình ñoàng dö (1), (2). 
Ñaàu tieân haõy chöùng minh soá muõ cuûa moãi öôùc nguyeân toá cuûa n baèng 1  

Ví duï 8: Cho p laø soá nguyeân toá > 3 , a, b, c ∈ { }1...,2,1 −p  vaø a,b,c đôi một khác 

nhau (mod p) ; a3≡ b3 ≡ c3 (mod p).  

CMR: cbacba 222 ++++ M  (Ba Lan 2003) 
Giaûi 

Vì a ∈ { }1...,2,1 −p  neân toàn taïi a’ laø phaàn  töû nghòch ñaûo modulo p cuûa 

a(nghiaõ laø )(mod1' paa ≡ ).Roõ raøng (a’,p)=1 neân : 

)(mod1)'()'()'( 333 pcabaaa ≡≡≡  neân { } { }1,,1';';' −−= rrcabaaa . 

⇒ a’( a+b+c) ≡ 1 + r – (r + 1) ≡ 0 (mod p) 
⇒ a + b + c ≡ 0 (mod p) 

do a, b, c ∈ { }1,...,1 −p   neân 0 < a + b+ c < 3(p – 1) ⇒ a + b + c ∈ p; 2p 
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Maët khaùc a’2 (a2 + b2 + c2) ≡ 12 + r2 + (-(r + 1))2 ≡ 2 (r2 + r + 1) ≡ 0 (mod p) ⇒ a2 + 
b2 + c2 ≡ 0 (mod p) ⇒ a2 + b2 + c2 ≡ a + b + c (mod p) 

Maët khaùc a2 + b2 + c2 ≡ a + b + c (mod 2) ⇒ a2 + b2 + c2 ≡ a + b + c (mod 2p) 

Maø cbap ++M2 ⇒ a2 + b2 + c2 ≡ 0 (mod (a+b+c)) ⇒ ñpcmJ 

 
IV – Sơ lược về lớp số k phương: 

Ta có các định lý sau về các số k – phương 
Định lý 1: Cho m là số nguyên dương có căn nguyên thuỷ g ( a, m) = 1: phương trình 

đồng dư xn ≡ a (mod m) có nghiệm 

⇔ 

( )
( )( ) 1, ≡nm

m

a ϕ

ϕ

  (mod m) 
trong đó ký hiệu )(xϕ  là hàm Euler của số  nguyên dương x. 

Đây là định lý tổng quát của mệnh đề trên. (phần số LP mod p) 
Chöùng minh: 
Ñieàu kieän caàn:Giaû söû pt coù nghieäm 0x .Khi ñoù(a,m)=1 neân ( 0x ,m)=1. 

)(mod1)( )),((

)(

0
)),((

)(

mxa nm

mn

nm

m

≡≡ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

 (Ñònh lí Euler).Ta coù ñpcm. J          

Ñieàu kieän ñuû:Goïi g laø caên nguyeân thuûy mod m.Toàn taïi 

b )}(,...,2,1{ mS ϕ=∈ sao cho )(mod mga b≡ . 

Maø )(mod1)),((

)(

)),((

)(

mga nm

mb

nm

m

≡≡ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

neân )),(()(
)),((

)(
nmbm

nm

mb
ϕϕ

ϕ

ϕ
MM ⇒  

Xeùt phöông trình ñoàng dö  (modbnu ≡ )(mϕ ) coù )),(( nmϕ  nghieäm phaân bieät 

mod ( )(mϕ ).Goïi U laø taäp nghieäm naøy thì |U|= )),(( nmϕ . 

Ta coù: 

)(mod)()(mod))((mod magxmggmbnuUu nunbnu ≡=⇒≡⇒≡⇒∈ ϕ  

Vaäy x= ug ,u U∈ , laø nghieäm cuûa pt ñoàng dö ban ñaàu.J 

Töø ñaây chuùng ta suy ra ngay:  
Ñònh lyù 2:Cho m laø soá nguyeân döông coù caên nguyeân thuûy. 
Phöông trình ñoàng dö xn ≡ a (mod m) trong ñoù (a,m) = 1, neáu phöông trình coù 

nghieäm thì noù coù ñuùng )),(( nmϕ  nghieäm. 

Ví duï 9: Cho n ≥ 2 tuyø yù. CM ∃ x ∈ Z sao cho x3 + 17 n3M  
CM: Xeùt phöông trình x3 ≡ - 17 (mod 3n) (* ‘) 
Theo ñònh lyù 1 aùp duïng m = 3n laø soá nguyeân döông coù toàn taïi CNT. 

Phöông trình (* ‘) naøy coù nghieäm x ∈ Z ⇔ ( ) 117 )3),3((

)3(

≡− n

n

ϕ

ϕ

 (mod 3n) 

⇔ 117
2n3.2 ≡

−

(mod 3n )    (*’’)  
Duøng quy naïp ∀ n ≥ 2 c/m deã daøng (*’’) ñuùng. 
Vaäy (*’’) ñuùng ⇔ (*’) coù nghieäm x ∈ Z ⇒ ñpcm. 
Ví duï 10: (baøi toaùn soá k – phöông mod 2n) 
Cho k, n ∈ N*; a goïi laø soá k – phöông mod 2n neáu ∃ b ∈ Z thoaû maõn: 

( )
( )




≡

≡
nk 2modba

2mod1a
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Xeùt taäp S = 1, 2, …, 2n-1. Goïi S* laø taäp taát caû caùc soá k – phöông mod 2n 
cuûa taäp S. bieän luaän S*. 

Giaûi: _ Xeùt n ≥ 3. 

1) k chaün: ( ) 12,tt.2k u ==  u ≥ 1. 

Giaû söû ∃ y, y’ ∈ S. y ≠ y’ vaø t2t2 uu

'yy ≡  (mod 2n) 

Choïn y’-1 ⇒ 1)y.'y( t21 u

≡−   (mod 2n) 

Baây giôø ta xeùt phöông trình ñoàng dö Xk ≡ 1 (mod 2n) 

1X
u2 ≡⇒  (mod 2n) ( )( )( ) ( ) 01X...1X1X1X

1u2422 ≡+++−⇒
−

(mod 2n) 

Xeùt 1≤ u ≤  n-2 

Do 21X
l2 ≡+  (mod 4) ∀ l ≥ 1, X leû 

⇒ X2 ≡ 1 (mod 2n-u+1) ⇔ X ≡ ± 1 (mod 2n-u) 
Trong S coù 2u+1 soá X thoaû phöông trình ñoàng dö naøy. 
Xeùt caùc soá k – phöông sau: 1k, 3k, …, (2n –1)k   (1) 
Vì theá moãi soá k – phöông ≠ nhau ñöôïc laëp laïi 2u+1 laàn trong daõy (1). Vaäy soá 

soá k – phöông leû laø: 2un

1u

1n

2
2

2 −−

+

−

=    (soá) 

Xeùt n – 1 ≤ u ⇒ 1X
1n2 ≡

−

   (mod 2n) 

1X)2(mod1X knt2u

≡⇒≡⇒  (mod 2n) , ∀ X ∈ S 

vaäy S* = 1. 
2) Xeùt k leû:  Xk ≡ 1 (mod 2n) chæ coù duy nhaát  

( ) 1n*
n

2S1X
SX

2mod1X −=⇒=⇒




∈

≡
 

_ Xeùt n = 2:  
k leû coù 2 soá S* = 2 
k chaün coù 1 soá S* = 1 
_ Xeùt n = 1: S* = 1 
_ n ≥ 3  
k chaün    S* = 2n – o

2
(k) – 2 

k leû        S* = 2n – 1 

Qua nhöõng ví duï nhoû neâu treân,toâi vaø caùc baïn ñaõ chieâm ngöôõng  moät 
phaàn naøo veû ñeïp bao la vaø bí aån cuûa lí thuyeát soá maø caùc soá k-phöông mod p 
chieám giöõ moät vai troø khoâng nhoû.  

Trong phaàn naøy, caùc baïn thöû suy nghó môû roäng  ñònh lí 1,2 vôùi moät soá 
nguyeân döông m baát kì xem sao?...Chaéc chaén caâu traû lôøi seõ phöùc taïp hôn nhöng 
raát thuù vò! 

Hy voïng caùc baïn seõ thaønh coâng tìm toøi ra nhöõng keát quaû maïnh hôn,môùi 
meû,saùng taïo nhöng cuõng ñaày ñieàu kì dieäu  trong maûnh ñaát “soá hoïc” nhieàu tieàm 
naêng naøy. Chuùc caùc baïn gaët haùi nhöõng “traùi ngoït quaû ngon” treân con ñöôøng 
toaùn hoïc…J 

Ñeå keát thuùc baøi vieát nhoû naøy, xin neâu moät soá baøi taäp ñeå caùc baïn thöû 
vaän duïng: 

Baøi taäp 1: 
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a) C/m ∀ k ∈ N*, ∃ m ∈ N*: m3 + 10 M  3k.  
b) Tìm moïi a ∈ Z thoaû maõn ñieàu kieän: ∀ soá nguyeân döông k, ∃ soá nguyeân 

döông m sao cho m3 + 10 M  3k    ( Ñeà thi choïn ñoäi tuyeån PTNK naêm hoïc 2003 – 2004) 
Baøi taäp 2: 
Cho m laø soá töï nhieân ≥ 2. soá nguyeân döông n coù tính chaát laø: 
∀ a ≥ 1 vaø (a, n) = 1 thì am ≡ 1 (mod n) 
CMR: a) m leû : n ≤ 2 (2m – 1) 
b) m chaün: n ≤ 22+o

2
(m) (2m – 1) trong ñoù )(2 mo  laø luõy thöøa cao nhaát cuûa 2 trong 

khai trieån cuûa m.           (Romania TST 2004) 
Baøi taäp 3: p ∈ P vaø caùc soá nguyeân 1 ≤  r1 < r2 <  … <  rk ≤ p – 1 ∀i, j, : ∃ t   rirj ≡ 

rt (mod p) 

a) CMR ∀ k ≥ 3:  0r
k

1i

2
i ≡∑

=

  (mod p) 

b) Töû soá cuûa phaân soá ∑=
k

1 ir

1

b

a
 trong ñoù (a, b) = 1 thì chia heát cho p2 neáu k 

laø soá chaún lôùn hôn 2. 
Baøi taäp 4: Tìm taát caû caùc caëp soá nguyeân döông m, n ≥ 2 sao cho an ≡ 1 (mod 

m) , ∀ a ∈ { }n...,,2,1   (Romania TST 2003). 

Baøi taäp 5: p nguyeân toá > 5. Ñaët S = p – n2 /n ∈ N, n2 < p. CMR ∃ a, b ∈ S:  

1 < a < b vaø abM   (Balkan 95) 

Baøi taäp 6: Cho (a, b) = 1,   p ∈ P, p = 4k + 1. CMR : Pb2a .
.4

1p

4

1p −−

+ . 

Baøi taäp 7: Cho p laø soá nguyeân toá lôùn hôn 5.Ñaët: 

Zx
kpx

xf
p

k
p ∈

+
= ∑

−

=

,
)(

1
)(

1

1
2

.CMR: *, Nyx ∈∀  thì töû soá cuûa )()( yfxf pp − khi 

vieát daïng phaân soá toái giaûn luoân chia heát cho 3p  . (USA TST 2003) 

V. Tài liệu tham khảo : 
1) Nhaäp moân Soá Hoïc Thuaät Toaùn – Haø Huy Khoaùi – NXB KHKT 1997. 
2) Giaùo trình Ñaïi Soá II – Jean Marie Monier – NXBGD. 
3) Moät soá ñeà thi töø Internet. 
4) Moät soá chuyeân ñeà toaùn choïn loïc boài döôõng hoïc sinh gioûi-Tröôøng 

ÑHKHTN-ÑHQG Haø Noäi 2004. 
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MMỘỘTT  VVÀÀII  DDÃÃYY  SSỐỐ  ĐĐẶẶCC  BBIIỆỆTT  
  

Bùi Lê Trọng Thanh – 12 Toán 
Lê Đăng Khoa- 12 Toán 

I. Dãy Fibonacci – Dãy Lucas 

Dãy Fibonacci:   of0 = ; 1f1 = ; 1f2 = ; n1n2n fff += ++  

Dãy Lucas :  
nnn

nnn

LLLLLL

ffL

+====

+=

++

+−

12321

11

;....;4;3;1  

{ }nf  : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,… 
{ }nL : 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, … 
1) Xác định số hạng tổng quát của hai dãy: 

Dãy Fibonacci cho 2 số α < β thoả 1−=αβ , 1βα =+ và dễ có 2

51
α

−
=

, 2

51
β

+
=

 

tức là α, β là 2 nghiệm của phương trình: 1xx 2 +=  

Ta có: ( ) 1nn1nn1n αβ.ffβαfff −−+ −+=+=  

⇒ 
( ) ( ) ( ) n

01
n

2n1n
2

1nnn1n βαffβ...αffβf.ff.f =−==−=α−β=α− −−−+  

Tương tự:  
n

n1n αfβf =−+  

Vậy : 























 −
−









 +
=

−

−
=

nn
nn

n
2

51

2

51

5

1

αβ

αβ
f

 
Dãy Lucas ta có: 

αβ

αβ

αβ

αβ
ffL

1n1n1n1n

1n1nn
−

−
+

−

−
=+=

++−−

+−

= 

( )
αβ

αβαβα.β 1n1n1n1n

−

−+−− −−−−

 

 = 

( )( )
nn

nn
nn

2

51

2

51
αβ

αβ

αβαβ









 +
+









 −
=+=

−

−+

 
2) Một số tính chất tương đồng giữa 2 dãy: 

1nn

n

1i

2
i .fff +

=

=∑
 (1) 

2LLnL 1n

n

1i

2
i −= +

=
∑

  (1’) 
Chứng minh: 

Ta có: 1f.ff 2
121 ==  

 

( )
( )

( ) 2
nn1nn1nn1nn

2
33232343

2
22121232

f.fffff.ff

ffffff.ff

ffffff.ff

+=+=

+=+=

+=+=

−−+  
Cộng các vế theo vế ta có: 
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∑
=

+ =+++=
n

1i

2
i

2
n

2
2

2
11nn ff...ff.ff

 

  
(1’) Tương tự ta có: 

 

( )

( )

( ) 2
nn1nn1nn1nn

2
33232343

2
22121232

2
121

L.LLLLL.LL

.......

L.LLLLL.LL

L.LLLLL.LL

2L.LL

+=+=

+=+=

+=+=

+=

−−+  
cộng vế theo vế ta có: 

2
n

2
2

2
11nn L...LL2.LL ++++=+  

suy ra 
∑

=
+ =−

n

1i

2
i1nn L2.LL
 

*∑
=

=
n

k
nk

k
n ffC

0
2  (2) 

∑
=

=
n

0k
2nk

k
n LLC

  (2’) 
Chứng minh: 

(2) Ta có: 

( ) ( )[ ]
∑ ∑∑

=

==

−
−

=
−

−
=n

0k

n

0k

kk
n

kk
n

kkn

0k

k
nk

k
n .αC.βC.

αβ

1

αβ

αβ
CfC

 

 = ( ) ( )( )nn
n

k

kk
n

n

k

kk
n CC αβ

αβ
αβ

αβ
+−+

−
=








−

−
∑∑

==

11
11

00

 

 = 
[ ] 2n

2n2n fαβ
αβ

1
=−

−  
(2) Tương tự:  

( ) ( ) 2n
2n2nnnnk

n
n

n

0k

k
n

n

0k
k

k
n Lαβα1β1)αCβ(CLC =+=+++=+= ∑∑

==  
 

* 

( )

( )3'L.L2C

3f.f2C

3n

n

0k
k

kk
n

n

0k
3nk

kk
n

=

=

∑

∑

=

=

 

Chứng minh tương tự phần trên lưu ý: ( ) ( ) 32 αα1ααααα12α1 =+=+=++=+  

Lưu ý ta không thể tổng quát: 
( )n1a

n

0k
k

kk
n f.faC +

=

=∑
 (với a ∈N*; a > 2) 

3) Các mối quan hệ chia hết: 
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* mf  chia hết cho nf ⇔ m chia hết cho n 

ta có 
nn

mm

n

m

αβ

αβ

f

f

−

−
=

 

dễ dàng chứng minh: nmff nm MM ⇔  

* mf  chia hết cho Ln  ⇔ 2k.nm =  với 
*Νk ∈  

do ( )αβ).α(β

αβ

L

f
nn

mm

n

m

−+

−
=

 nên ( )*
nm Νk2k.nmLf ∈=⇔M  

* ( ) *)(12 Ν∈+=⇔ knkmLL nm M  

do 
nn

mm

n

m

αβ

αβ

L

L

+

+
=

 

*Định lý quan trọng: 
( ) ( )nm;nm ff,f =

 

- Ta đặt: cn)(m,d;)f,(f nm ==  

Vậy cần chứng minh dfc =  

- Mặt khác ta đã có với c/m thì mc /ff và với c/n thì nc /ff ( ) /df.ff/f cnmc ⇒⇒  (1) 

- Ta lại có với m, n, c nguyên dương tồn tại Ζ∈ba,  thoả cbnam =+  
+ Nếu a, b cùng ≤ 0 (loại) 

+ Nếu a, b cùng > 0 thì nmbnamc +≥+=  > m (mâu thuẫn c/m) 
+ Vậy a ≤ 0 hoặc b ≤ 0 giả sử a ≤ 0 

đặt a1 = - a ta có macamcbn 1+=−=  

Mà ta có 1mnm1nnm fffff +−+ +=  

(dễ chứng minh 
( )( ) ( )( )[ ]1m1mnnmm1n1nmnmn αβ.αβαβ.αβ

αβ

1
αβ ++−−++ −−+−−

−
=−

 

Vậy: 
1m

1
a

f
c

f
m

1
a

f
1c

f
m

1
ac

f
bn

f
+

+
−

=
+

=

 
( ) 111

|||||;| +⇒∧⇒∧⇒ macbnmanmnm ffdfdfdfdfdffd  

Ta có:  

Mà hai số Fibonacci liên tiếp nguyên tố cùng nhau ⇒
( ) 1f,d 1ma1

=+  
Vậy  d | fc(2) 
- Từ (1) (2) suy ra d = fc (đpcm) 
- Do đó (fm; fn) = f(m; n) 
4). Một tính chất quan trọng. 

Cho phương trình: 4y5x 22 ±=−  (*) 

Phương trình (*) chỉ có nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi ( ) ( )nn f;Ly;x =  nguyên 
dương 

Chứng minh: 
Ta có: 
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( )nn2n2nnn2n22
n

nn
n 122LL −+α+β=αβ+α+β=⇒α+β=  

( )
5

12

2

2
ff

nn2n2

22

nnn2n2
2
n

nn

n

−−α+β
=

βα−α+β

αβ−α+β
=⇒

α−β

α−β
=

 
( )nn2n22

n 1)2(5.f −−+α+β=⇒  

Vậy ( )n2
n

2
n 14f5L −+=  

- Xét y = 1; 1; 2; 3 ⇒ x = 1; 3; 4; 7 
Vậy (*) có những nghiệm là: (L1; f1); (L2; f2); (L3; f3); (L4; f4) 
- Xét y ≥ 4 

+ Nếu y = fn thì 
( )

8;0;8Lx
14f5L

4f5x
2
n

2

n2
n

2
n

2
n

2

−=−⇒






−+=

±=

 

- Nếu n
2
n

2 Lx0Lx =⇒=− (đpcm) 

- Nếu ( )( ) 8LxLx8Lx nn
2
n

2 ±=+−⇒±=−  
giải ra ta dễ dàng có x = 1; 3 mà do y ≥ 4 ⇒ x2 ≥ 5.42 – 4 > 9 ⇒ loại 
Vậy y = fn thì x = Ln 
+ Nếu y ≠ fn; gọi y là số nhỏ nhất thoả mãn phương trình (*) 
do y ≥ 4 ⇒ 2y < x < 3y 
mà x ≡ y [ mod 2] nên đặt x = y + 2t (t ∈ N*) 

suy ra 2

y

 < t < y 
ta có:  5y2 ± 4 = y2 +4ty + 4t2  ⇔ y2 – ty – t2 ± 1 = 0 

Vậy : 
4t5ty2

2

4t5t
y 2

2

±±=⇒
±±

=
 

Vậy ( ) 222 sty24t5 =−=± với ∆  = 2y – t > 0 

Do t < y ⇒ nft = ; nLs = ; ⇒ 2y = t ± s  =  fn ±  Ln  

Mà y > 0 và fn < Ln 1n1nnnn fffy2Lfy2 +− ++=⇒+=⇒  

1n1n fyf2y2 ++ =⇒=⇒  (mâu thuẫn) 
⇒ ĐPCM 
Vậy ta đã chứng minh được tính chất: 

Phương trình: 4y5x 22 ±=−  chỉ có nghiệm (x; y) = (fn; Ln) ∀n ∈ N* 
Từ đây ta rút ra một kết quả quan trọng để nhận biết số Lucas 

* x là số Lucas 20x5 2 ±⇔ là số chính phương 














−

+

20x5

20x5
2

2

 
Chứng minh: 

1
22 y5y5yy20x5 =⇒⇒=± M  (y1 ∈ N*) 

vậy 4y5xy54x 2
1

22
1

2 ±=−⇒=±  
Từ tính chất trên ta có phương trình này chỉ có nghiệm x = Ln 
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Vậy ta có đpcm 
II. Dãy Farey: 

Dãy Farey Fn với mỗi số nguyên dương n là tập hợp các phân số tối giản dạng b

a

 với 0 
≤ a ≤ b ≤ n ; (a; b) = 1 sắp xếp theo thou tự tăng dần. 

Ví dụ F5 bao gồm 







1

1
;

5

4
;

4

3
;

3

2
;

5

3
;

2

1
;

5

2
;

3

1
;

4

1
;

5

1
;

1

0

 cách viết các phần tử 

;
1

0

 1

1
;

 

;
1

0

 
;

2

1
;

 1

1
;

 

;
1

0

 
;

3

1
;

 
;

2

1
;

 
;

3

2
;

 1

1
;

 

;
1

0

 
;

4

1
;

 
;

3

1
;

 
;

2

1
;

 
;

3

2
;

 
;

4

3
;

 1

1
;

 

;
1

0

 
;

5

1
;

 
;

4

1
;

 
;

3

1
;

 
;

5

2
;

 
;

2

1
;

 
;

5

3
;

 
;

3

2
;

 
;

4

3
;

 
;

5

4
;

 1

1
;

 
 
1) Các tính chất của dãy Farey: 

- Ngoại trừ  F1 (có 2 phần tử ); các Fn đều có số lẻ phần tử và 2

1

luôn nằm giữa. 

- Nếu  b

a

 và d

c

 là 2 phần tử liên tiếp trong Fn thì: bc – ad = 1 (1) 

- Nếu  b

a

 ; d

c

 và f

e

 là 3 phần tử liên tiếp trong Fn thì: d

c

fb

ea
=

+

+

 (2) 
 
 = be – af 
Chứng minh: 
(1) do (a, b) = 1 nên phương trình bx – ay = 1 luôn có nghiêm (x, y) ∈ Z và nếu (x0, y0) 

là nghiệm thì ( x0 + t.a; y0 + t.b) với t ∈ Z cũng là nghiệm. 
Ta có thể chọn t1 sao cho n – b < y0 + t1.b ≤ n 

Đặt 



+=

+=

btyy

atxx

101

101

 thì (x1; y1) là nghiệm của phương trình bx – ay = 1 
Và (x1; y1) = 1; 0 ≤ n – b < y1 ≤ n 
Do a < b ⇒ x0 < y0  ⇒ x1 < y1 

Vậy 1

1

y

x

 cũng là 1 phần tử trong Fn 

Ta có 

( )
( ) ( )1010

10

10

10

1

1

btya

1
1

abtay

abt1ay

b.tya

a.txb

a

b
.

y

x

+
+=

+

++
=

+

+
=
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1
2

01

1

tbby

1

b

a

y

x

+
+=⇒

> b

a

 

Mặt khác giả sử d

c

y

x

1

1 >

 

dy

cydx

d

c

y

x

1

11

1

1 −
=−

 ≥ dy

1

1  (do d

c

y

x

1

1 >

 nên tử  ≥ 1) 

bd

adbc

b

a

d

c −
=−

≥ bd

1

 ( do b

a

d

c
>

 nên tử  ≥ 1) 

Vậy nên b

a

d

c

d

c

y

x

b

a

y

x

by

aybx

by

1

1

−+−=−=
−

=

 ≥ bd

1

dy

1

1

+

 

Vậy 1by

1

≥ 1

1

bdy

by +

> 1bdy

n

≥ 1by

1

 (mâu thuẫn) 
(do n – b < y0 + t1b = y1) 

Vậy d

c

y

x

1

1 =

 
Vậy  bc – ad = by1 – a.x1 = 1 (đpcm) 

(a) ta có f

e
;

d

c
;

b

a

 là 3 phần tử liên tiếp trong Fn  

theo (1) 



=−

=−

1cfde

1adbc

  (*) 

( ) ( )

( ) ( )
afbe

d

fb

c

ea

fbafbed
bcfbdeb

fadfbcf
*

eaafbec
aadeacf

eadebce
*

−=
+

=
+

⇒













+=−⇒




=−

=−
⇔

+=−⇒




=+−

=−
⇔

 (đpcm)  
(do a + e; b + f > 0) 

- Nếu b

a

 và d

c

 là hai phần tử liên tiếp trong Fn thì b + d > n (3) 
Chứng minh:  

(3) giả sử b + d ≤ n thì xét phần tử db

ca

+

+

 rõ dàng đây là một phần tử của Fn  

mà b

a

 < db

ca

+

+

< d

c

 (vô lý) 
vậy b+d > n 
- Nếu n > 1 thì không có 2 phần tử liên tiếp nào có cùng mẫu số (4)  
Chứng minh: 

(4) b

a

 và b

c

 là hai phần tử liên tiếp của Fn 
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Khi đó: 

 bc – ba = 1 = b(c – a) ⇒ b = 1; c = a + 1 mà a, c ≤ b nên 2 phần tử là 
1n

1

1
;

1

0
=⇒

 
(loại) 

Vậy ta có đpcm 

- Số các số hạng của Fn được tính bằng công thức:
∑

=

ϕ+=
n

1k

)k(1)n(N
 

III – Bài tập: 

1. Cho n lẻ chứng minh: 
( ) 0fC1

1n

1k
k

k
n

k
=−∑

−

=  

2. Chứng minh ( )n6n2n2
2
n4 fff8f ++

 là số chính phương 

3. Chứng minh   1n2n2n2n1n fL.fL.f ++++ =− tính 
∑

∞

= ++

+

1n 2n1nn

1n2

LLL

f

 
4. Cho p là số nguyên tố lớn hơn 3. Chứng minh với n = 2pk (k ∈ N*) thì Ln luôn tận 

cùng là 3. 

5. Cho dãy { }nx  được xác định: x1 = a; x2 = b; xn+2 = xn+1 + xn (a, b ∈ R) 
1 là số thực k được gọi là giá trị lặp nếu xp = xq = k  với p ≠ q ∈ N* 
Chứng minh. Ta có thể chọn a, b để dãy có 2005 giá trị lặp (hoặc 1 số hữu hạn nào đó) 

nhưng không thể chọn a, b để dãy có vô số giá trị lặp. 
6. Cho a1, a2, …, am là các mẫu số của các phân số của dãy Fn (dãy Farey) 

(
( )∑

=

ϕ+=
n

1k

k1m
). Chứng minh: 

1
aa

1
...

aa

1

aa

1

m1m3221

=+++
−  

7. Chứng minh rằng: ∀k, e ∈ Z* thì 
2

1k
2
kek2neknn fffff4 ++−++ +

 là số chính phương 
8. Cho dãy Fibonacci (fn) 

Chứng minh ∃! (a, b, c) ∈ N; b <  a; c < a và ∀n ∈ N* thì ( ) abc.nf n
n M−  (Anh) 

9. Chứng minh mỗi số hạng của dãy số: 

2
2

53

2

53
nn

−








 −
+









 +

   (n ∈ N) là số tự 
nhiên và biểu diễn dưới dạng: 5k2 nếu n chẵn 

 k2 nếu n lẻ                       (Tiệp Khắc) 
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MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP GIẢI  

CÁC BÀI TOÁN DÃY SỐ NGUYÊN 

Bùi Lê Trọng Thanh -12 Toán 
Lê Đăng Khoa – 12 Toán 

I – Phương pháp quy nạp: 

Bài toán 1: cho dãy { }na ; a1 = 1; [ ]nn1n aaa +=+ ,  
Chứng minh an chính phương ⇔ n = 2k + k – 2 
– Xét nk = 2k + k – 2 ta sẽ chứng minh bằng quy nạp an:  

( )





==

=
⇔

−− 21k1k
n

k

24a

nn
cp

k  k ≥ 1 
+ Với k = 1 ta có khẳng định đúng 
+ Giả sử bài toán đúng đến k 
+ Ta chứng minh với k + 1 ta có nk+1 – nk = 2k + 1 
Ta chứng minh quy nạp theo i (0 ≤ I ≤ 2k-1) 

( ) i2i2a 1k21k
1i2n k

−++= −−
++  

- i = 0 
[ ] ( ) 1k1k2

nn1n 22aaa
kkk

−−
+ +=+=

 
- Giả sử mệnh đề đúng đến i < 2k-1 ta chứng minh đúng với i + 1 

( ) ( ) k21k1k1k21k
2i2n 2i2i2i2i2a

k
++=++−++= −−−−

++  

( do 
( ) i2i2a 1k21k

1i2n k
−++= −−

++ ) 

⇒ 
( ) ( )i22i2a 1kk21k

1i2n k
++++= −−

++  

 = ( ) ( )1i21i2 1k21k +−+++ −−

 (đúng) 

vậy áp dụng cho I = 2k-1 thì 
( ) k21k1k21k1k

n 22222a
1k

=−++= −−−−

=  

Vậy ta có nếu n = nk thì 
( )21k

nn 2aa
k

−==
 

Mặt khác 
( ) i2i2)12,0i(a 1k21k1k

1i2n k
−++=−=∀ −−−

++ không là số chính phương 

Còn 
( ) k21k1k

1i2n 2i2)12,0i(a
k

++=−=∀ −−
++  cũng không là số chính phương 

Vậy ta có đpcm 

Bài toán 02: cho { }na ; a1 = a ∈ Z* ; 
[ ]nn1n aaa +=+  chứng minh trong dãy có vô số 

số chính phương 

Bài toán 03: cho { }na ; a1 = a ∈ Z*; [ ]k
nn1n aaa +=+  chứng minh trong dãy có vô số 

số k -phương. 
Lưu ý : Ta có thể dùng phép quy nạp để chứng minh các tính chất của dãy nguyên sau 

khi dự đoán được dạng của dãy. 
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2
nb

{ }na
{ }nb

( ) 332
n k1ka −+=

{ }nu

( )
2

1kk
u 2

n

+
=





−−=

==

−+ 2aa6a

9a;2a

1nn1n

10
( )

2

1aa
u nn2

n

−
=

0axbxax n1n2n =++ ++ constaxxbxax 2
nn1n

2
1n =++ ++

Bài toán 04: cho dãy { }nu  








+
=

==

−

+

1n

2
n

1n

1o

u

3u
u

1u;1u

    (n ∈ Z*) 
Chứng minh dãy un nguyên 
- Ta có u0 = 1; u1 = 1; u2 = 4; u3 = 19; u4 = 91; … ta dự đoán un+2 = 5un+1 - un 

- n = 0 
01

0

2
1

2 uu54
u

3u
u −==

+
=

 (đúng) 
- Giả sử mệnh đề đúng đến k 
- Xét n = k + 1 

2
1k2k1k

2
2k1k2k

1k

2
2k

3k uuu53uuu5
u

3u
u ++++++

+

+
+ −=+⇔−=

+
=

 (1) 

mà 

( ) kk1k
2

1kk1k

k

2
1k

2k uuu53uu5
u

3u
u −=+⇒−=

+
= +++

+
+

 

nên (1) ⇔ ( ) ( ) 2
1kk1k1k1kk

2
k

2
1k uuu5u5uu103uu25 +++++ −−=−++  

             ⇔ 0uu5u3u 1kk
2

1k
2
k =−++ ++  (đúng) 

Vậy ta có đpcm 

Do đó { }nu  được xác định 



−=

==

−+ 1nn1n

10

uu5u

1u;1u

do đó { }nu  nguyên 

Bài toán 05: cho { }na  có a0 = a1 = 1; an+1 = 14an – an-1. Chứng minh ∀n ∈ N thì 2an –1 
là số chính phương (Rumani 2002) 

Gợi ý: lập dãy thoả b0 = b1 = 1; bn+1 = 4bn – bn-1 chứng minh 2an – 1 =  

Bài toán 06:  cho dãy  có a0 = 1; a1 = 13; an+2 = 14an+1 – an. 
Chứng minh: a) 2an +1 là số chính phương 
  b) an = k2 + (k + 1)2 
  c)  

Bài toán 07: Cho  có u0 = 1; u1 = 6; un+2 = 6un+1 – un.  
 
 
Chứng minh:  
 
Gợi ý: thì  
 
II – Một số định lý và dãy số truy hồi 
Định lý 1 :Cho dãy  khi đó  

Chứng minh 
2
n1nn

2
1n

2
1n2n1n

2
2n axxbxaxaxxbxax ++=++ ++++++  

( )( ) 0axbxaxxx n1n2nn2n =++−⇔ +++  (đúng) 
Định lý 2 : Cho dãy u0 , u1 xác định un+2 = aun+1 + bun 

Khi đó 
n2

nn1n
2

1n )b(Abuuauu −=−− ++  với A = const 
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Chứng minh ta có: ( ) )buuauu(b)buuauu( 2
1n1nn

2
n

2
nn1n

2
2n −−++ −−−−−−  

 ( ) 2
1n1nn

2
n

2
nn1n

2

1nn buuabububuuaubuau −−−− −−+−−+=  

 n1n1nn
2
n

2 uauuabuua +− −+=  

 ( )1nn1nn buauuau −+ −−−=  
 = 0 
vậy 

( )( ) ( ) ( ) ( )n

001
2
1

n2
1nn1n

2
n

2
n1nn

2
1n bAbuuauub...buuauubbuuauu −=−−−==−−−=−− −−++  

Định lý 3: Cho dãy an có 0aaaa n1n2n3n =+α−α− +++  

Khi đó: ( ) constaaaaaaaaa 2nnn1n1n2n
2
n

2
1n

2
2n =++α+++ ++++++  

Chứng minh: ( )[ ]2nnn1n1n2n
2
n

2
1n

2
2n aaaaaaaaa ++++++ ++α+++  

 

( )( ) 0aaaaaa 1nn1n2n1n2n =+α−α−−= −++−+  
Các bài tập 05; 06; 07 đều giải được bằng những định lý này. 

Bài toán 08: Cho dãy (an) có 








=

=

=

20a

12a

1a

3

2

1

 n1n2n3n aa2a2a −+= +++  
Chứng minh 1 + 4an an+1 là số chính phương 

Bài toán 09: Cho { }na  có a0 = 3; a1 = 17 an+2 = 6an+1 – an. Chứng minh 2

1a 2
n −

 là số 
chính phương. 

III. Dãy số dạng [nα] 
Bài toán 10:  

a. Gọi α, β > 0 thoả α, β vô tỷ và 
1

11
=

β
+

α  
Chứng minh ∀n ∈ N* ∃    - Duy nhất i sao cho [ iα] = n 
  - Duy nhất j sao cho [ jβ] = n  
b. ∀ n ∈ N* , ∃! i, j để   - n = [α i] 
 - n = [ β j] 

Chứng minh rằng: α, β vô tỷ; 
1

11
=

β
+

α  
a. Giả sử n, n+1 không có số hạng nào dạng [ iα]; [ jβ] 

Vậy ∃! i, j để 

( )
( )




β+<+<<β

α+<+<<α

1j1nnj

1i1nni

 









β

+
>+

β
<

α

+
>+

α
<

⇒
1n

1j;
n

j

1n
1i;

n
i

 

Vậy i + j < 1+ 









β
+

α

11
n

; 

( ) 2ji
11

1n ++<








β
+

α
+

 

( )[ ]1n1n1nnn1n
2

1n
2
n

2
1n aaaaaaaaa +−−+−+ ++α+++−
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2ji1nnji ++<+<<+⇒  (vô lý vì i + j + 1 = n hay n + 1 đều loại) 

Giả sử ∃! i, j mà 









β

+
<<

β

α

+
<<

α
⇒





+<β<

+<α<

1n
j

n

1n
i

n

1njn

1nin

 
⇒ n < i + j < n +1 ( loại vô lý) 
Vậy ta có đpcm 
b. Xét N ∈ N*  
Gọi x là số lớn nhất mà [αx] < N ≤ [(x + 1) α] 
Gọi y là số lớn nhất mà [βy] < N ≤ [(y + 1) β] 

Ta có tập hợp 



βββ

ααα

]y[...;];2[];[

]x[...;];2[];[

 phủ kín [1; N – 1] 
⇒ x + y = N – 1 

mà 

( )
( ) N

2yx11

N

yx

1y
N

y

1x
N

x

1yNy

1xNx ++
<

β
+

α
<

+
⇒










+<
β

<

+<
α

<

⇒




β+<<β

α+<<α

 

*NN
N

1
1

11

N

1
1 ∈∀+<

β
+

α
<−⇒

 

cho N → +∞ ⇒ 
1

11
=

β
+

α  

- Giả sử α ∈ Q ⇒ β ∈ Q mà khi đó tập hợp { }]j[]i[ β=α  có vô hạn phần tử (vô lý) 
Vậy α, β vô tỷ 

- tóm lại α, β vô tỷ; 
1

11
=

β
+

α  

 Bài toán 11: Cho { } { }nn g;f  là 2 dãy số nguyên dương được xác định f1 = 1; gn = na – 1 
– fn ; (a là số nguyên > 4) 

fn+1 là số nguyên dương nhỏ nhất khác f1, f2, …, fn; g1, g2,…, gn 
Chứng minh ∃ α, β hằng số sao cho fn = [nα ]; αn = [nβ] ∀n ∈ N* 

Bài toán 12: Đặt ( ) { }*Nn];n[S ∈α=α  chứng minh tập hợp N* không thể phân hoạch 
làm 3 tập S(α); S(β) ; S(γ)  

 
IV – Nguyên lý Dirichlet: 
 
Định lý (về sự tuần hoàn của các số dư). 

Cho dãy số nguyên { }nx  được xác định bởi công thức truy hồi :  

kn1k1n11knkn axax...axx +++= −+−++ và k số hạng đầu tiên nguyên. Khi đó ∀ số 
nguyên dương N; dãy số dư của xn khi chia cho N sẽ tuần hoàn. 

Chứng minh: 



Chuyên đề toán học số 8 
 

Trang 49 

Xét dãy { }iy là số dư của dãy { }ix  khi chia cho N. 
Ta có yi < N; yi ∈ N. ta cần chứng minh ∃ q sao cho y1 = yq+1; y2 = yq+2; …; yk = yq+k là 

có đpcm. 
Xét các bộ k số (yi+1 ;  yi+2; …; yi+k) rõ ràng có vô số các bộ k số mà số các bộ khác 

nhau không vượt quá Nk (< ∞: hữu hạn) 
Vậy theo nguyên lý Dirichlet thì ∃ 2 bộ k số liên tiếp bằng nhau tức ∃ x; y ∈ N thoả 

(yx+1; yx+2; …; yx+k) = (yy+1; yy+2; … ; yy+k)         (đpcm) 
 
Bài toán 13: (Đề thi chọn đội tuyển Việt Nam 2004) 

Cho dãy (xn): x1 = 603; x2 = 102; 
2xx2xxx 1nn1nn1n −++= −−+  

a. Chứng minh dãy (xn) nguyên 
b. Chứng minh ∃ vô số số xn thoả tận cùng là 2003 
c. Chứng minh không ∃ vô số xn nào mà tận cùng là 2004 
 

a. Ta có ( ) ( )2xx4xxx 1nn

2

1nn1n −=−− −−+  

       ( ) 8xxxxxx2xxx 1n1n1nnn1n
2

1n
2
n

2
1n −=++−++⇒ −+−+−+  

tương tự ( ) 8xxxxxx2xxx n2nn1n1n2n
2
n

2
1n

2
2n −=++−++ ++++++  

suy ra ( )( ) 0xx2x2xxx 1nn1n2n1n2n =+−−− −++−+  

rõ ràng xn+2 > xn-1 ⇒ 0xx2x2x 1nn1n2n =+−− −++  
Ta có x3 = 1201 
Vậy x1, x2, x3 ∈ N* ⇒ (xn) nguyên 

b. Xét dãy (yk) là dãy số dư của (xk) khi chia cho 104 hay ]10[xy 4
kk ≡  thì 0 ≤ yk ∈ N ≤ 

104 –1 

Ta có [ ]4
1kk1k2k 100yy2y2y ≡+−− −++  

Theo định lý trên thì dãy (yk) tuần hoàn mà x4 = 2003 ⇒ y4 = 2003. Vậy ∃ vô số yk = 
2003 

⇒ ∃ vô số xn tận cùng là 2003. 
c. Xét dãy (zk) là dãy số dư của (xk) khi chia cho 4 ta có dãy (zk) cũng tuần hoàn chu kỳ 

3 theo mod 4 (3. 2, 1; 3, 2, 1; …) 

vậy không ∃ ⇒≡ ]4[0zk  không ∃ số xn có tận cùng là 2004 
 
Bài toán 14: Cho dãy số lẽ 1 ≤ x1 < x2 <  … < xn+2 < 3n . Chứng minh ∃ i, j sao cho 

ji xx ≡
 

 
Bài toán 15: Cho A = (a1, a2, …, an) là dãy các số nguyên thuộc đoạn [-1000; 1000]. 

Trong đó tổng các số hạng của A bằng 1. CMR ∃ 1 dãy con của A có tổng bằng 0. 
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Phương pháp chính phương hóa trong  
chứng minh bất đẳng thức 

Nguyễn Anh Cường – 11 Toán 

1. Lời giới thiệu 
   Bất đẳng thức là một trong những vấn đề hóc búa và thú vị nhất của Toán Học.Chúng ta 
không thể phủ nhận rằng đã có biết bao nhà Toán Học lỗi lạc đã từng bị cuốn hút trong 
vòng xoay kỳ diệu của nó.Ngày nay,các vấn đề về bất đẳng thức đã trở nên vô cùng đa 
dạng.Chúng đang dần trở nên phức tạp,hóc búa và ghồ ghề hơn. Điều nay đòi hỏi chúng ta 
phải sáng tạo nên những phương pháp ,kỹ thuật mới đề hạ bệ những con quái vật này.Dưới 
đây chúng tôi xin giới thiệu với các bạn một số phương pháp mới đó. Đây sẽ là công cụ rất 
hiệu quả giúp các bạn đối mặt với những bất đẳng thức ghồ ghề nhất trong lịch sử những 
bất đẳng thức ghồ ghề. 
  Xin cảm ơn anh Trần Tuấn Anh-sinh viên Đại Học KHTN đã truyền đạt cho em nhiều 
phương pháp độc đáo,cảm ơn các thành viên của Mathlinks.ro đã giúp tôi có nhiều ý tưởng 
quý báu,cám ơn ban biên tập đã cho phép tôi thực hiện bài viết này. 
2. Phương pháp chính phương hóa  

a)Cho hàm số ),...,,( 21 naaaf , ý tưởng của phương pháp này là đưa ),...,,( 21 naaaf  về 

dạng 2))(( ji aaag −∑ .Điều này có vẻ rất đơn giản nhưng thật ra là rất hiệu quả.Chúng 

ta hãy xem xét tính hiệu lực ấy qua ví dụ sau đây: 
Ví dụ 1: 
Cho a,b là các số thực dương.Chứng minh rằng: 

)(28)(7 22
22

baba
a

b

b

a
+≥+++  

Giải: 
Bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 

0)
)(2

811
()(

22

2 ≥
+++

−+−
bababa

ba  

Rõ ràng ta có thể chứng minh biểu thức bên trong ngoặc là không âm bằng BĐT 
Cauchy. 
Ví dụ 2: 
Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa điều kiện 1=++ cba .Chứng minh rằng: 

)2(3)3(4 22333 abbaabccba −+≥−++  

Giải: 
Rõ rang bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 

[ ]

0)2(

)()(2)(2

)(3)()()()(2

2

222

2222

≥−+⇔

−≥−+−⇔

−≥−+−+−++

cba

baaccb

baaccbbacba

 

   Ví dụ 3: 
Cho x,y,z là các số thực thoả mãn các điều kiện sau: 
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0;2 ≥≥≥≥ zyxxzy .Chứng minh rằng: 

.)(2 222
222

yzxzxyzyx
y

xz

x

zy

z

yx
−−−++≥++  

Đây có thể xem như bài áp dụng.Các bạn giải thử nhé. J 
 b)Như vậy chúng ta cũng đã thấy được phần nào sự hiệu quả của phương pháp 
trên.Thế nhưng nhiều câu hỏi đặt ra là làm thế nào để sử dụng chúng và sử dụng như 
thế nào. Định lý dưới đây sẽ giúp ta giải quyết các thắc mắc trên: 
Định lý:  Cho các số thực a,b,c và A,B,C thỏa 1 trong các điều kiện sau: 
    i) 0,0,0 ≥+≥+≥+ ACCBBA . 

       Nếu a là số giữa 2 số còn lại thì 0≥A  
   ii) 0>++ CBA  và 0≥++ BCACAB  

  iii) Nếu }{ CBAC ,,min=  thì 02 ≥+ CA  và 02 ≥+ CB  

Khi đó 0)()()( 222 ≥−+−+− baCacBcbA . 

Chứng minh: 
i)Giả sử c là số ở giữa(các trường hợp khác c/m tương tự), đặt acycbx −=−= ; .Bất 

đẳng thức đã cho là tương đương với: 

     
02)()(

0)(Ax
22

222

≥++++⇔

≥+++

CxyyCBxCA

yxCBy
 

ii)Nếu có 1 số bằng 0,giả sử là C .0,0 dpcmBA ⇒≥≥⇒  

   Nếu 0≠ABC ,ta sẽ chứng minh có ít nhất 2 số dương.Thực vậy giả sử  
0,0000 >>⇒>⇒>+⇒< BAABBAC . 

   Khi đó ta có: 

[ ]

0))(())(()()()(

))(()()(

)()()()()
11

(

22222

222

2222

≥−
+

++
=−+

+
≥−+−+−⇔

−
+

≥−+−⇔

−=−+−≥−+−+

ba
BA

BCACAB
baC

BA

AB
baCacBcbA

ba
BA

AB
acBcbA

baaccbacBcbA
BA

 

           iii) Giả sử }{ CBAC ,,min=  .Nếu 0≥C ,bất đẳng thức là hiển nhiên.Nếu C<0,ta                

có: 2222 )(2)(2)()( acCcbCaccbCbaC −+−≥−+−=−  

           Do đó: 

         0))(2())(2()()()( 22222 ≥−++−+≥−+−+− acBCcbACbaCacBcbA  

          Như vậy BĐT đã được chứng minh xong. 
          
     Dưới đây,chúng ta sẽ xem xét một số ví dụ cụ thể áp dụng định lý trên : 
     Ví dụ 1: (Stronger than Schur inequality J) 
      Cho a,b,c là các số thực không âm.Chứng minh rằng: 

      )(2)(2)(23 222222333 accacbbcbaababccba +++++≥+++  

                                                  Giải: 
        Không mất tính tổng quát,giả sử cba ≥≥ .Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
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               0))(
)(2

2
( 2

22
≥−

+++
−−+∑ ba

baba

ab
cba  

        Ta có: 0)
12

2
1()(

)(2

2
22

≥
+

−+−≥
+++

−−+ cba
caca

ac
bca  

        Ngoài ra: 

        

0)(

)
)(2)(2

1(2
)(2

2

)(2

2
2

2222

≥
+

+
+

=

+
−

+
−≥

+++
−

+++
−=+

ca

a

ba

a
a

ca

c

ba

b
a

caca

ac

baba

ab
aCB

 

 
Theo định lý trên ,BĐT được chứng minh. J 
 
Ví du 2: Cho a,b,c là các số thực dương.Chứng minh rằng: 

     abcaccbbacabcabcba 12)(4 222222333 +++≥+++++   

Giải: 
Bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 

 0))(22())(22())(22( 222 ≥−−++−−++−−+ babacacacbcbcba  

    Giả sử }{ )22(),22(),22(min22 bacacbcbacba −+−+−+=−+  (hoàn toàn tương tự 

cho các trường hợp còn lại)thì: 
 02622)22(2;06322)22(2 >+=−++−+>+=−++−+ babaccbabaacbcba  

nên theo định lý,BĐT được chứng minh. J 

Ví dụ 3:Cho các số thực dương a,b,c thỏa điều kiện bcacab ,,  là độ dai 3 cạnh tam giác. 

Chứng minh rằng: 0)()()( 222 ≥−+−+− acaccbcbbaba  

Giải: 
Bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 

     0))(())(())(( 222 ≥−−++−−++−−+ acabbcaccbacbabcbabcacab  

Rõ ràng: 0)()()( >++=−++−++−+ bcacababbcacacbabcbcacab  

Đồng thời: 
))(())(())(( abbcacacbabcabbcacbcacabacbabcbcacab −+−++−+−++−+−+  

0))()()((

)(2 222222

≥++++−+−−+=

−−−++=

bcacabbcacabbcacabbcacab

cacbbacbaabc
 

Do đó theo định lý,BĐT đã được chứng minh. J 
 
Ví dụ 4:Cho a,b,c là độ dai 3 cạnh của một tam giác.Chứng minh rằng: 

   3)(2)(3 +++≥++
c

a

b

c

a

b

a

c

c

b

b

a
 

Giải: 
    Bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 

)1(0))(55())(55())(55( 222 ≥−−++−−++−−+ acbaccbacbbacba  

Đặt .;; aczcbybax +=+=+=  
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Nếu zyx ≥≥  thì )1()()()())()(( 333 ⇒−+−+−⇔−−− accbbaaccbba là hiển nhiên. 

Nếu xyz ≥≥  

 
 

0(*)))(4())(4())(4()1( 222 ≥−−+−−+−−⇔ yxxyzyyzzxzx . 

Ta chỉ xét trường hợp zx <4 .Ta có: 222 )(2)(2)( yxzyzx −+−≤−  nên 

0(**)))(247())(28((*) 22 ≥−−++−−+≥ yxzyxzyyzx  

Nếu 0247 ≥−+ zyx  thì BĐT được chứng minh.Ngược lại ta có: 

02 ≥−≥−⇒≥ xyyzyz .Do đó: 

.0)315()((**) 2 ≥+−≥ yxyx  

Tóm lại,BĐT đã được chứng minh. J 
Ví dụ 5: 

Cho a,b,c là các số thực dương thoả: { } { }cbacba ,,max
4

1
,,min ≥ .Chứng minh rằng: 





















+

−
+









+

−
+









+

−
+≥









+
+

+
+

+
++

222

222 16

1

4

9

)(

1

)(

1

)(

1
)(

ac

ac

cb

cb

ba

ba

accbba
bcacab  

Đây có thể xem như bài áp dụng.Các bạn giải thử nhé. J 
 
c) Định lý trên quả thật là một công cụ hiệu quả,tuy nhiên rất hiếm bài toán ở dạng tổng các 

chính phương như trên.Nhiệm vụ của chúng ta là làm thế nào để quy được về cho đúng dạng 
chuẩn tắc ấy thì phương pháp của chúng ta mới thật sự hiệu quả.Vậy là một câu hỏi lớn được 
đặt ra đòi hỏi chúng ta tìm hướng giải quyết. 
 Ta gọi B là một biểu thức liên hệ của A nếu A-B phân tích được dưới dạng tổng chính 

phương nói trên.   
Có lẽ phần này đòi hỏi chúng ta một chút sự nhạy bén của Toán Học, đó là sự nhạy bén 

trong việc phát hiện ra các biểu thức liên hệ. 
Vi dụ bất đẳng thức cần chứng minh của ta có dạng: 
P(a,b,c)A(a,b,c)-Q(a,b,c)B(a,b,c).Trong đó ta đã biết A và B,P và Q lần lượt liên hệ với 

nhau.Như vậy để mau chóng đưa về dạng bình phương ta sẽ làm như sau: 

[ ] [ ]),,(),,(),,(),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(

cbaQcbaAcbaQcbaQcbaPcbaA

cbaBcbaQcbaAcbaQcbaAcbaQcbaAcbaP

−+−=

−+−
 

 Hay dưới dạng phân thức: 
[ ]

),,(),,(

),,(),,(),,(

),,(

),,(),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

cbaQcbaP

cbaPcbaQcbaB

cbaP

cbaBcbaA

cbaQ

cbaB

cbaP

cbaA −
−

−
=−          

Dạng căn thức: 

),,(),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(
),,(),,(),,(),,(

cbaQcbaBcbaPcbaA

cbaQcbaBcbaPcbaA
cbaQcbaBcbaPcbaA

+

−
=−  

Dưới đây xin liệt kê một số dạng thường gặp của các đa thức bậc 2,3,4 đề các bạn tham 
khảo: 
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[ ]

[ ]333333333

222222222

333444

222
222333

333
222222

222333

222
222

)()()(
3

4

))(23())(23())(23(

3

))(2())(2())(2(

3

)()()(
)(

)()()(
2

)(
3

2

)()()(

accbba
cba

cabcabaccbba

caacaccbcbcbbababa

accbbacba

acaccbcbbaba
accbbacba

accbba
accbbacabcab

accbba
cba

abccba

accbba
bcacabcba

−+−+−
++

=−−−++

−+++−+++−++

=−−−++

−++−++−+
=−−−++

−+−+−
=++−++

−+−+−
++

=−++

−+−+−
=−−−++
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Hay một cách tổng quát ta có định lý sau: 
Định lý: 
Hai đa thức thuần nhất cùng bậc và có dạng tổng vòng quanh là liên hệ với nhau. 
Tức là ta có thể biểu diễn hiệu: 

∑ ∑−
cyclic cyclic

nn
nn aaaaaa

βββααα
...... 2121

2121   

trong đó nn ββαα ++=++ ...... 11  dưới dạng ∑ − 2))(( ji aaaP  

Định lý trên chứng minh không khó lắm,các bạn hãy tự tìm lấy lời chứng minh, từ đó các 
bạn cũng sẽ tìm được thuật toán để biểu diễn chúng về dạng hiệu bình phương.Chúc các bạn 
thành công. J 

d)Dòng sông Toán Học không bao giờ ngừng chảy bởi những ghềnh thác câu hỏi,những vấn 
đề bức thiết đặt ra buộc chúng ta phải tìm cách giải quyết.Phương pháp này cũng không là 
một ngoại lệ .Một câu hỏi đặt ra là nếu có thêm nhiều ẩn nữa chứ không phải là ba thì 
phương pháp trên vô dụng hay sao? 

Đây vẫn là một câu hỏi mở mà chúng tôi vẫn còn đang xem xét.Tuy nhiên việc hiệu quả 
trong ứng dụng của nó thôi cũng đã là rất đáng kinh ngạc.Nó giúp ta nhìn nhận vấn đề một 
cách rõ ràng và chắc chắn hơn. 
Ví dụ 1:Cho n số dương naaa ,...,, 21  thỏa naaa n =+++ ...21 .Chứng minh rằng: 

        222

2

2

1

21

2 )2()...)(1(4
1

...
11

−++++−≥







+++ nnaaan

aaa
n n

n

 

Giải: 
Ta sẽ chứng minh bất đẳng thức trên bằng phương pháp quy nạp theo n.Ta sẽ chỉ xét công 

đoạn phức tạp nhất, đó là bước chuyển quy nạp. 
Trước hết nhận xét rằng bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 
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Do đó nếu BĐT đã đúng cho naa n =++ ...1 thì nó cũng đúng cho naa n ≤++ ...1 . 

Đặt RHSLHSaaf n −=);...;( 1 .Không mất tính tổng quát,giả sử  

{ }naaaa ,...,,max 211 = .Ta có: 
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Mặc khác theo giả thiết quy nạp thì: 
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Rõ ràng 
2

)1(

1

22

−

−
>

− n

n

n

n
 nên 0(*) ≥ . 

Do đó ta chỉ cần chứng minh ndnaddaf =−+≥ )1(,0),...,,( .Điều này không khó khăn 

lắm,các bạn sẽ dễ dàng tìm ra hướng giải quyết. 
Ví dụ 2: 

*BĐT Vasc 
1)Cho n số thực dương naa ,...,1  .Chứng minh BĐT sau: 

           )
1

...
1

)(...(......)1(...
1

1111

n

nnn

n

n

n

aa
aaaaaannaa ++++≥−+++      

Ở đây,chúng ta sẽ vẫn tiếp tục đi tìm một lời giải áp dụng phương pháp chuyển về dạng 
chính phương nói trên cho Bài toán Vasc 1.BĐT Suranyi bên dưới chúng ta hãy tạm thời 
công nhận.Chú ý ở BĐT Suranyi,ta có thể viết dưới dạng tương đương: 

∑ −++≥++−++−
−−

n

n

n

nn

n

nn

n

n
anaaaaaaaan ......)...()...)(1( 11

11

211  

Bây giờ chúng ta hãy quay lại bài toán Vasc 1.Ta cũng sẽ chứng minh theo phương pháp 
quy nạp.Rõ ràng n=3, đây chính là BĐT Schur.Duới đây tôi sẽ chứng minh bước chuyển từ 
n-1 sang n. 
Bất đẳng thức đã cho là tương đương với: 
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Đến đây chúng ta sẽ cố gắng chuyển n

n

n

n
anaaa ...... 11 −++ về dạng tổng của các bình 

phương hiệu.Việc này là không quá phức tạp,ta sẽ lấy ∑ −−
++ )...(

11

21

n

n

n
aaa  làm biểu thức 

liên hệ.Ta có: 
 

[ ]









−++++=

−
≥−++⇒

−
−+−++≥

−−+++++−++−=

−++−

∑

∑

∑∑
−−

2

1

121

2

1211

2

111

221

11

211

211

)
1

...
1

)(...(...
)(

.........

)(
...)2(......

...)1(...)...()...)(1(

).....)(1(

n
aa

aaaaa
aa

aa
aaaanaaa

aa

aa
aananaaa

aanaaaaaaaan

aanaaan

n

nn

ji

ji

nn

n

n

n

ji

ji

nn

n

n

n

n

n

n

nn

n

nn

n

n

n

n

n

n

 Và như vậy,bất đẳng thức đã được chứng minh. 
 
 
3.Phụ lục 
Trong phần này chúng tôi xin giới thiệu với các bạn một số BĐT đẹp và vài sự gợi mở về 

các ý tưởng của một số phương pháp khác: 
*BĐT  Suranyi 

Chứng minh rằng với n số thực không âm 1 2, ,..., na a a thì ta có bất đẳng thức sau: 

 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2( 1) ... ... ... ...n n n n n n

n n n nn a a a na a a a a a a a a− − −− + + + + ≥ + + + + + + . 

 *BĐT Vasc 
2)Cho a,b,c là các số thực .Chứng minh rằng: 

            )(3)( 3332222 accbbacba ++≥++  

 
Bất đẳng thức Vasc 2 là một bất đẳng thức rất đôc đáo.Lời giải của tác giả là vô cùng kỳ 

diệu tuy nhiên cũng vô cùng huyền bí, và đây cũng có thể coi là một ý tưởng mới: 

 

[ ]
[ ]
[ ]abccabcabaccbbacba

cabcabaccbbacba

accbbacbabcacabcba

6)(2)()(3

)(4)(5)(

)(3)()(4

222222333

222222333

333222222

+++−++−++

++++++−++

=++−++−−−++

 

Thật huyền bí phải không các bạn,thể nhưng mọi thứ đều có nguyên do của nó cả,và ta hãy 
thử đi tìm cái nguyên do đó nhé. 
Trước hết, ta có thể dễ dàng nhận ra dấu bằng của BĐT xảy ra khi a = b = c.Như vậy một ý 

tưởng bộc phát là tại sao ta không đi tìm độ lệch của nó đối với dấu bằng,chính ý tưởng này 
sẽ gợi cho nghĩ tới việc đặt : 
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., yacxab +=+=  Khi đó BĐT của chúng ta sẽ tương đương với: 

yxyxyxayxxyyxaxyyx 322442233222 32)54()( −+++−+++−+  

Đây là một tam thức bậc hai theo a, ta hãy xét biệt thức ∆ (chú ý đây là điều kiện tương 
đương do x,y độc lập hoàn toàn với a),và thật tuyệt vời: 

0)12(3 223 ≤+−−−=∆ xxx  

Do đó BĐT đã được chứng minh.Xin chú ý với các bạn một chút, do tính hoàn hảo của biệt 
thức mà dấu bằng của BĐT này cũng rất kì lạ. Các bạn có thể thử : 

...19806226.0...,64310413.0,1 === cba  

Sau đây sẽ là một ví dụ nữa cho phương pháp này: 
Ví dụ: Cho a,b,c là các số thực không nhỏ hơn -1.Chứng minh rằng: 

cabcabcbaabccba +++++≥++++ 2222  
 Nhận thấy dấu bằng xảy ra khi a=b=c=1. Do đó ta hãy đặt : 

)2,,(1;1;1 −≥+=+=+= zyxzcybxa . Khi đó BĐT đã cho là tương đương với: 

0222 ≥+++ xyzzyx  

Nếu 0≥xyz thì BĐT là hiển nhiên. 

Nếu 0<xyz , giả sử 00 >⇒< yzx .Ta có: 

        0)2(2222 ≥++≥+++ xyzxxyzzyx  

Như vậy,BĐT đã được chứng minh. J 
                    ----------------------------------------------------------------- 

Những bài toán hóc búa còn rất nhiều, những phương pháp trên vẫn chỉ là những điều nhỏ bé 
và những ý tưởng hay khác vẫn đang lưu lạc ở một nơi xa, ẩn khuất sau những điều kì thú mà 
những bài toán đã đem lại cho người giải quyết chúng. Và chúng vẫn đang chờ các bạn góp 
nhặt , có thể những ý tưởng nhỏ thôi nhưng vẫn là rất quý báu.Chúc các bạn thành công trên 
con đường Toán Học của mình. J  
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Phương pháp đại số (Phương pháp gien) 
Thầy Trần Nam Dũng 

 Nếu từ một nghiệm của phương trình đã cho ta có quy tắc để xây dựng ra một nghiệm 
mới thì quy tắc đó chính là gien. Phương pháp gien là phương pháp dựa vào gien để tìm tất 
cả các nghiệm của phương trình đã cho từ các nghiệm cơ sở. Để tìm các nghiệm cơ sở, ta áp 
dụng bước lùi, tức là quy tắc ngược của quy tắc tiến nói trên. Minh họa tốt nhất cho ý tưởng 
này là phương trình Pell và phương trình Markov. Ta bắt đầu bằng phương trình Pell. 
 Phương trình Pell cổ điển là phương trình dạng, x2 – Dy2 = 1 trong đó D là số nguyên 
dương không chính phương. Nếu D = k2 thì từ phân tích (x – ky)(x + ky) = 1 ta suy ra 
phương trình đã cho có các nghiệm nguyên duy nhất là (±1, 0). Trong trường hợp D bất kỳ 
thì (±1, 0) cũng là nghiệm của phương trình Pell. Ta gọi nghiệm này là nghiệm tầm thường.  
 Với số nguyên dương D không chính phương cho trước, đặt  S = { (x, y) ∈ (N+)2| x2 – 
Dy2 = 1} là tập hợp tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình Pell 
    x2 – Dy2 = 1  (1). 
 Ta có định lý quan trọng sau 
Định lý 8.1. Nếu D là số nguyên dương không chính phương thì  S ≠ ∅, tức là phương trình 
(1) có nghiệm không tầm thường.  
 Chứng minh định lý này khá phức tạp, dựa vào lý thuyết liên phân số hoặc phương 
pháp hình học. Tuy nhiên, về mặt ứng dụng (trong các bài tóan phổ thông), định lý này là 
không thực sự cần thiết vì với D cho trước, ta có thể tìm ra một nghiệm nguyên dương của 
(1) bằng phương pháp thử và sai. Ta bỏ qua định lý này và chuyển sang định lý mô tả tất cả 
các nghiệm của (1) khi biết nghiệm cơ sở. 
 Với (x, y), (x’, y’) ∈ S ta có nếu x > x’ thì y > y’. Do đó có thể định nghĩa (x, y) > (x’ 
y’) ó x > x’. Với thứ tự này, S là một tập sắp thứ tự tốt. Gọi (a, b) là phần tử nhỏ nhất của S 
theo thứ tự trên. Ta gọi (a, b) là nghiệm cơ sở của (1). 
Định lý 8.2. Nếu (a, b) là nghiệm cơ sở của (1) và (x, y) là một nghiệm nguyên dương tùy ý 

của (1) thì tồn tại số nguyên dương n sao cho  x + y D  = (a + b D )n và từ đó mọi nghiệm 
của (1) đều có thể tìm được bởi công thức 

 )2(
2

)()(
,

2

)()(

D

DbaDba
y

DbaDba
x

nnnn −−+
=

−++
= .  

Chứng minh: Nhận xét rằng nếu (x, y) là nghiệm của (1) thì  
 x’ = ax – Dby 
 y’ = ay – bx  
cũng là nghiệm của (1) (có thể không nguyên dương) 

 Trước hết, do D  vô tỷ nên nếu x + y D  = (a + b D )n thì x - y D  = (a - b D )n  

và từ đó x2 – Dy2 = (a + b D )n(a - b D )n = (a2 – Db2)n = 1, suy ra (x, y) là nghiệm của (1) 
và ta có công thức như trên. 
 Tiếp theo, giả sử không phải nghiệm nào của (1) cũng có dạng (2). Gọi (x*, y*) là 
nghiệm nhỏ nhất không có dạng (2) thì rõ ràng x* > a, y* > b. 
 Theo nhận xét:  x’ = ax* - Dby* 
     y’ = ay* - bx*    (3) 
là nghiệm của (1) 
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 Dễ dàng kiểm tra được rằng 1) x* > x’ > 0 và 2) y* > y’ > 0. Từ đó, do tính nhỏ nhất 

của (x*, y*), tồn tại  n nguyên dương sao cho  x’+ y’ D  = (a+b D )n. Giải hệ (3) với ẩn là 
(x*, y*), ta được (chú ý a2 – Db2 = 1) x* = ax’ + Dby’, y* = ay’ + bx’. Từ đó 

        x* + y* D  = ax’ + Dby’ + (ay’+bx’) D  = (a+b D )(x’+y’ D ) = (a+b D )n+1  
mâu thuẫn!.  

Vậy điều giả sử là sai và (2) là tất cả các nghiệm của (1). 
 
Tiếp theo, ta xét phương trình dạng Pell, tức là phương trình dạng  
x2 – Dy2 = k       (4) 

trong đó D không chính phương và  k ∉ {0, 1}.  
 Ta có một số nhận xét sau 
 + Không phải với cặp D, k nào phương trình (4) cũng có nghiệm. Ví dụ: phương trình  
x2 – 3y2 = -1.  
 + Nếu phương trình (4) có nghiệm nguyên dương thì nó có vô số nghiệm nguyên 
dương. Lý do: nếu (x, y) là nghiệm của (4) thì 
 x’ = ax + Dby 
 y’ = ay + bx 
cũng là nghiệm của (4), trong đó (a, b) là nghiệm cơ sở của phương trình.  
 
Như thường lệ, ta đặt  S = { (x, y) ∈ (N+)2| x2 – Dy2 = k} và gọi (a, b) là nghiệm cơ sở của 
phương trình Pell tương ứng x2 – Dy2 = 1. Nghiệm (x0, y0) thuộc S được gọi là nghiệm cơ sở 
của (4) nếu không tồn tại (x’, y’) ∈ S sao cho 
 x = ax’ + Dby’ 
 y = ay’ + bx’ 
Gọi S0 là tập hợp tất cả các nghiệm cơ sở. Ta có định lý quan trọng sau: 
 
Định lý 8.3. Với mọi D, k ta có  |S0| < ∞. 
Chứng minh: Nếu S0 = ∅ thì |S0| = 0 < ∞. Tiếp theo giả sử S0 ≠ ∅. Gọi (x, y) là một nghiệm 
cơ sở nào đó của (4). Xét hệ  
 ax’ + Dby’ = x 
 ay’ + bx’ = y 
có nghiệm  x’ = ax – Dby, y’ = ay – bx. Dễ dàng chứng minh được (x’)2 – D(y’)2 = 1. Vì (x, 
y) ∈ S0 nên theo định nghĩa (x’, y’) ∉ S. Điều này xảy ra khi và chỉ khi 
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Nếu (5) xảy ra thì ta có đánh giá  y2 = (x2-k)/D ≤ -k(Db2+1)/D 
Nếu (6) xảy ra thì ta có  x2 = Dy2 + k ≤ Dkb2 + D. 
Trong cả hai trường hợp, ta có |S0| < ∞. 
 
Cuối cùng, chú ý rằng từ một nghiệm (x, y) bất kỳ của (4) không thuộc S0, bằng cách đi 
ngược xuống bằng công thức  x’ = ax – Dby, y’ = ay – bx  ta luôn có thể đi đến một nghiệm 
cơ sở của (4). Như vậy, với định lý trên, phương trình dạng Pell đã được giải quyết hòan 
tòan. Dưới đây chúng ta xem xét một ví dụ: 
 
Ví dụ 8.1. Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình x2 – 5y2 = –4 (1). 
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Lời giải: Bằng phép thử tuần tự, ta tìm được nghiệm cơ sở của phương trình x2 – 5y2 = 1 là 
(9, 4). Theo phép chứng minh định lý 8.3, nghiệm cơ sở của (1) thỏa mãn 
 x2 ≤ 4.5.42 , y2 ≤ (4.5.42 + 4)/5  => x < 17, y < 9 
Dùng phép thử tuần tự, ta tìm được hai nghiệm cơ sở là (1, 1) và (11, 5). Từ hai nghiệm này, 
bằng công thức 
 x’ = 9x + 20y, y’ = 4x + 9y 
ta tìm được tất cả các nghiệm của (1). 
 
Với phép giải phương trình dạng Pell, trên thực tế ta đã có thể giải tất cả các phương trình 
Diophant bậc 2, tức là phương trình dạng 
 ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0  
Dựa vào lý thuyết đường cong bậc 2, ta có thể đưa phương trình trên về một trong các dạng 
chính sau 
 + Dạng ellip:  ax2 + by2 = c (a, b, c > 0) – có hữu hạn nghiệm, giải bằng phương 
pháp thử và sai 
 + Dạng parabol: ax2 + by + c  - giải bằng đồng dư bậc 2 
 + Dạng hypebol: ax2 – by2 = c - phương trình dạng Pell 
Ngòai ra còn có các dạng suy biết như hai đường thẳng cắt nhau, hai đường thẳng song song, 
ellip ảo … Dưới đây, ta xét một ví dụ áp dụng: 
 
Ví dụ 8.2: Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (m, n) thỏa mãn phương trình 
  m(m+1) + n(n+1) = 3mn 
Lời giải: Xét phương trình đã cho như phương trình bậc 2 theo m 
 m2 – (3n-1)m + n(n+1) = 0 
Phương trình này có nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi  ∆ là số chính phương, tức là 
 (3n-1)2 – 4n(n+1) = y2 ó y2 – 5(n-1)2 = - 4  
ta thu được phương trình dạng Pell mà ta đã biết cách giải. 
 
 Phương trình Markov cổ điển là phương trình dạng 
 x1

2 + x2
2 + …+ xn

2 = kx1x2…xn  (1) 
 Ở đây n và k là các tham số nguyên dương. Trường hợp riêng khi n = k = 3 – phương 
trình 
 x2 + y2 + z2 = 3xyz     (2) 
được nghiên cứu chi tiết trong bài báo của A.A Markov về dạng toàn phương dương đăng ở 
Báo cáo VHL KH Liên Xô năm 1951; “dạng Markov”, liên quan chặt chẽ đến phương trình 
dạng (2) được sử dụng trong lý thuyết xấp xỉ các số vô tỷ bằng các số hữu tỷ. 
 Đầu tiên, ta chú ý đến một tính chất thú vị của phương trình Markov. Nếu phương 
trình (1) có một nghiệm thì nó sẽ có rất nhiều nghiệm và có thể tạo ra các nghiệm đó bằng 
cách sau đây. Ta sẽ coi một biến, chẳng hạn xn, là “ẩn số”, còn tất cả các biến khác như các 
tham số. Khi đó, vì phương trình 
 x2 – kx1…xn-1x + x1

2+…+ xn-1
2 = 0 

là phương trình bậc 2 theo x và có nghiệm x = xn, nên nó có nghiệm nguyên thứ hai x’n = u; 
theo định lý Viet ta có 
 u = kx1…xn-1 – xn = (x1

2+…+ xn-1
2)/xn (3) 

Chú ý rằng u < xn khi và chỉ khi  
  x1

2+…+ xn-1
2 < xn

2 ó 2xn > kx1…xn-1 (4) 
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Quá trình này có thể thực hiện với mọi biến số xj trong vai trò của xn. Nhưng chỉ đối với một 
biến - biến lớn nhất là có thể xảy ra (4) và ta thu được nghiệm mới (x1, x2, …, x’n) “nhỏ hơn” 
nghiệm cũ (thứ tự theo tổng các biến); như vậy, theo đa số là các nghiệm tăng lên và ta có 
cây nghiệm. 
 Tiếp theo, trừ những trường hợp đặc biệt, ta sẽ giả sử rằng x1 ≤ x2 ≤ …≤ xn. Ta sẽ nói 
nghiệm (x1, x2, …, xn) là nghiệm gốc (nghiệm cơ sở), nếu  
  x1

2+…+ xn-1
2  ≥ xn

2 ó 2xn ≤ kx1…xn-1 (5) 
(từ nghiệm này, tất cả các nhánh cây đi đến các nghiệm bên cạnh, đều tăng) 
 
Bổ đề 8.4. Nếu phương trình (1) có nghiệm nguyên dương thì nó có nghiệm gốc. 
Bổ đề 8.5. Nếu n > 2, (x1, x2, …, xn) là nghiệm gốc, ngoài ra, x1 ≤ x2 ≤ …≤ xn. Khi đó 
  x1…xn-2 ≤ 2(n-1)/k. 
Chứng minh:  
kx1…xn-2xn-1

2 ≤ kx1…xn-2xn-1xn = x1
2+…+ xn-1

2+ xn
2 ≤ 2(x1

2+…+ xn-1
2) ≤ 2(n-1)xn-1

2 
   
Bổ đề 8.6. Nếu x1 ≤ x2 ≤ …≤ xn là các số nguyên dương bất kỳ thoả mãn điều kiện 1 < xn

2 
≤ x1

2+…+ xn-1
2, thì tỷ số  R = (x1

2+…+ xn
2)/x1x2…xn không vượt quá (n+3)/2. 

Định lý 8.7. Nếu phương trình (1) có nghiệm và n ≠ k, thì n ≥ 2k – 3 khi n ≥ 5 và n > 4k – 6 
khi n = 3, n = 4.    
 
Từ các định lý và bổ đề trên, với n cho trước, việc tìm tất cả các giá trị k sao cho (1) có 
nghiệm thực hiện được dễ dàng. Hơn nữa, phương pháp gien được sử dụng ở trên có thể áp 
dụng cho các phương trình dạng tương tự, ví dụ phương trình (x+y+z)2 = kxyz. 
Cuối cùng là một ví dụ khác về ứng dụng của gien 
 
Ví dụ 8.3: (Iran 2001) Giả sử x, y, z là các số nguyên dương thỏa mãn điều kiện  xy = z2 + 1. 
Chứng minh rằng tồn tại các số a, b, c và d sao cho  x = a2 + b2, y = c2 + d2 và z = ac+ bd. 
 
Bài tập 
 
8.1 (Ailen 1995) Tìm tất cả các số nguyên a sao cho phương trình  x2 + axy + y2 = 1 có vô số 
nghiệm nguyên phân biệt x, y. 
8.2. (Đài Loan 1998) Tồn tại hay không nghiệm của phương trình 
  x2 + y2 + z2 + u2 + v2 = xyzuv – 65 
trong tập hợp các số nguyên lớn hơn 1998? 
 
8.3. (Việt Nam 1999)  
  
8.4. (Việt Nam 2002) Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho phương trình  

xyztntzyx =+++ có nghiệm nguyên dương.  

 
8.5. (Ba Lan 2002) Tìm tất cả các cặp số nguyên dương x, y thỏa mãn phương trình (x+y)2 – 
2(xy)2 = 1. 
 
8.6. (Mỹ 2002) Tìm tất cả các cặp sắp thứ tự các số nguyên dương (m, n) sao cho mn – 1 chia 
hết m2 + n2. 
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8.7. (Việt Nam 2002, vòng 2) Chứng minh rằng tồn tại số nguyên m ≥ 2002 và m số nguyên 
dương phân biệt  a1, a2, …, am sao cho 

   ∏ ∑
= =

−
m

i

m

i
ii aa

1 1

22 4  

là số chính phương. 
 
8.8. (Việt Nam 2002, vòng 2) Tìm tất cả các đa thức p(x) với hệ số nguyên sao cho đa thức 
   q(x) = (x2+6x+10)(p(x))2 – 1 
là bình phương của một đa thức với hệ số nguyên. 
 
8.9. (THTT 6/181) Với giá trị nguyên dương nào của p thì phương trình x2 + y2 + 1 = pxy có 
nghiệm nguyên dương? 
 
8.10. (THTT 4/202) Cho ba số nguyên a, b, c; a > 0, ac – b2 = p1p2…pm trong đó p1, p2, …, 
pm là các số nguyên tố khác nhau. Gọi M(n) là số các cặp số nguyên (x, y) thỏa mãn 
   ax2 + 2bxy + cy2 = n. 
 
8.11. (Đề đề nghị IMO 95) Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất sao cho 19n+1 và 95n+1 đều là 
các số chính phương. 
 
8.12. Tam giác với cạnh 3, 4, 5 và  tam giác với cạnh 13, 14, 15 có các cạnh là các số nguyên 
liên tiếp và có diện tích nguyên. Hãy tìm tất cả các tam giác có tính chất như vậy.  
 
8.13. Chứng minh rằng nếu cả 3n+1 và  4n+1 đều là các số chính phương thì n chia hết cho 
56.  
8.14*. Trong các hàng của tam giác Pascal, hãy tìm hàng có chứa ba số hạng liên tiếp lập 
thành một cấp số cộng. 
 
8.15. (Mỹ 1986) Tìm số nguyên dương n > 1 nhỏ nhất sao cho trung bình bình phương của n 
số nguyên dương đầu tiên là một số nguyên. 
 
8.16. (IMO 88) Nếu  a, b, q = (a2+b2)/(ab+1) là các số nguyên dương thì  q là số chính 
phương. 
 
8.17. (MOCP 03) Tìm tất cả giá trị n sao cho phương trình (x+y+z)2 = nxyz có nghiệm 
nguyên dương.  
 
8.18. (PTNK 03). Tìm tất cả các số nguyên dương k sao cho  phương trình  x2 - (k2-4)y2 = - 
24. 
 
8.19. Chứng minh rằng phương trình (k2-4)x2 - y2 = 1  không có nghiệm nguyên với mọi k>3. 
 
8.20. (Mathlinks) Cho A là tập hợp hữu hạn các số nguyên dương. Chứng minh rằng tồn tại 
tập hợp hữu hạn các số nguyên dương B sao cho  A ⊂ B và  ∏x∈B x = Σ x∈B x2.  
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Đại học Quốc gia TP Hồ Chí Minh 
Trường Phổ thông Năng Khiếu 

 
 
 

ĐĐềề  tthhii  cchhọọnn  đđộộii  ttuuyyểểnn  TTooáánn  nnăămm  hhọọcc  22000033--22000044  
 
 

Ngày thi thứ nhất: 21/11/2003 
Thời gian làm bài: 180 phút 
 
Bài 1: Giải hệ phương trình: 
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=+

=+
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3vyux

2vu
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Bài 2: a) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương k, tồn tại số nguyên dương m sao 

cho m3 + 10 chia hết cho 3k. 
           b) Tìm tất cả các số nguyên a thỏa mãn điều kiện: với mọi số nguyên dương k, 

tồn tại số nguyên dương m sao cho m3 + a chia hết cho 3k. 
 
Bài 3: Cho 2 đường tròn (C1), (C2) tâm O1, O2 cắt nhau tại hai điểm A, B 
          a) Một đường thẳng thay đổi qua A cắt (C1), (C2) lần lượt tại M, N khác A. Gọi P 

là điểm sao cho tứ giác BMPN là hình bình hành. Tìm qũy tích điểm P. 
          b) Đường tròn đường kính O1A cắt (C2) tại C, đường tròn đường kính O2A cắt 

(C1) tại D. AC kéo dài cắt (C1) tại K, AD kéo dài cắt (C2) tại H. Chứng minh rằng khi (C1), 
(C2) thay đổi nhưng luôn đi qua A, B thì đường tròn ngoại tiếp tam giác AHK đi qua một 
điểm cố định khác A. 

 
Ngày thi thứ hai : 22/11/2003 
Thời gian làm bài: 180 phút 
 
Bài 4: Cho tam giác ABC. O là đường tròn ngoại tiếp tam giác. Đường tròn nội tiếp 

tam giác tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB tương ứng tại D, E, F. Gọi p, R và r lần lượt là 
nửa chu vi, bán kính đường tròn ngoại tiếp và bán kính đường tròn nội tiếp tam gíac. Chứng 
minh bất đẳng thức: 

a) OD2 + OE2 + OF2 ≥ 3R2 – p2/3 
b) OD2 + OE2 + OF2 ≤ 3(R – r)2 + R2/4 
 
Bài 5: Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu d(n) là tổng các ước nguyên dương của n. 

Chứng minh rằng với mọi n nguyên dương ta có 
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d(1) + d(2) + ... + d(n) ≤ n.(7n + 2)/8 
Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 
 
Bài 6: Cho hình vuông 4 x 4 ô. Người ta muốn đánh dấu 8 ô của hình vuông thỏa mãn 

đồng thời các điều kiện sau: 
a) Số ô được đánh dấu trên mỗi hàng, mỗi cột là một số chẵn; 
b) Không có hai hàng nào và không có hai cột nào được đánh dấu giống nhau. 
Hỏi cóbao nhiêu cách đánh dấu như vậy? 
 
Lời giải : 
 
Bài 1: 
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Từ (1) và (3) ta có: (u + v)(ux2 + vy2) = 10   (5) 
Từ (2) ta có: (ux + vy)2 = 9   (6) 
Từ (5) và (6) 
⇒ (u + v)(ux2 + vy2) – (ux + vy)2 = 1 
⇔ uv(x2 + y2) – 2uvxy = 1 
⇔ uv(x – y)2 = 1   (*) 
Tương tự từ (2), (3) và (4) ta có: 
(ux + vy)(ux3 + vy3) – (ux2 + vy2)2 = 3. 9 – 52 = 2 
⇔ uv(xy3 + x3y – 2x2y2) = 2 
hay uvxy(x – y)2 = 2   (**) 
Từ (1) và (4), (2) và (3) ta có: 
(u + v)(ux3 + vy3) – (ux + vy)(ux2 + vy2) = 2. 9 – 3. 5 
⇔ uv(x3 + y3) – uv(xy2 + x2y) = 3 
⇔ uv(x + y)(x – y)2 = 3   (***) 
v Nếu u, v có một số bằng 0 hoặc x = y thì dễ dàng thấy hệ vô nghiệm. 
v Nếu u, v ≠ 0, x ≠ y: 
Từ (*) (**) và (***) ta có hệ: 
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Kết hợp với điều kiện u + v = 2 ⇒ u = v = 1 
Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm là (x; y; u; v) = (2; 1; 1; 1) ; (1; 2; 1; 1) 
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Bài 2: 
a) Với k = 1, 2 thì rõ ràng tồn tại số nguyên dương m thỏa (m3 + 10) chia hết cho 3k 
Với k ≥ 3 
Xét 3k–2 số: 
      (3. 0 + 2)3 + 10 
      (3. 1 + 2)3 + 10 
      ...... 
      (3. (3k–2 – 1) + 2)3 + 10 
Ta có (3t + 2)3 + 10 ≡ 18 ≡ 0 (mod 32) 
Vậy khi đem (3t + 2)3 + 10 chia cho 3k thì có thể có số dư thuộc tập  
A = {32, 32.2, 32.3, ..., 32. 3k–2} 
   |A| = 3k–2 
do đó đem 3k–2 số trên chia cho 3k có 3k–2 số dư thuộc tập A. 
_ Nếu không có số nào chia hết cho 3k thì theo nguyên tắc Dirichlet ∃ m, n thỏa: 
   (3m + 2)3 ≡ (3n + 2)3 (mod 3k) 
⇔ (3m + 2)3 – (3n + 2)3 ≡ 0 (mod 3k) 
⇔ (3m – 3n)(9m2 + 9n2 + 18m + 18n + 9mn + 12) ≡ 0 (mod 3k) 
⇔ 32 (m – n)(3m2 + 3n2 + 6m + 6n +3mn +4) ≡ 0 (mod 3k) 
⇔ m – n ≡ 0 (mod 3k–2) 
(vô lý vì m ≠  n và m – n < 3k–2) 
Tóm lại luôn tồn tại m sao cho (m3 + 10) chia hết cho 3k, ∀k ∈ N* 
b) Giả sử a là số thỏa điều kiện,  a = 33a . 3b . a1 
trong đó a, b ∈ N; a1 ∈ N; (a1; 3) = 1 và b ∈ {1; 2; 0} 
Khi đó với k ∈ N, k > 3α +3 thì ∃m mà (m3 + a) chia hết cho 3k ⇒ m = 3a. m1 
Khi đó m3 + a = 33a (m1

3 + 3b. a1) chia hết cho 3k 
_ Tuy nhiên nếu b = 1 hoặc 2 thì (m3 + a) không chia hết cho 33a + 3 (vô lý) 
Suy ra b = 0 ⇒ a = 33a . a1 và m3 + a = 33a (m1

3 + a1) chia hết cho 3k 
Đặt m1= 3m2 + r ⇒  r3 + a1 M  9 
Do (a1,3) = 1 ⇒  r= 1 hoặc 2 ⇒  a1 = 9a2 ± 1 

Mặt khác với a1 = 9a2 ± 1, ta cũng xét 3k–2 số: 
      (3. 0 ± 2)3 + 9a2 ± 1 
      (3. 1 ± 2)3 + 9a2 ± 1 
      ...... 
      (3. (3k–2 – 1) ± 2)3 + 9a2 ± 1 
Chứng minh tương tự trên ta có với mọi số nguyên dương k, tồn tại số nguyên dương m 

sao cho m3 + a1 chia hết cho 3k 
_ Tóm lại với a1 = 9a2 ± 1 thì ∀k ∈ N* luôn ∃m thỏa (m1

3 + a1) chia hết cho 3k 
_ Kết luận: vậy ∀a có dạng 33a. (9t ± 1) 
với a ∈ N, t ∈ Z và a = 0 thì ∀k ∈ N thì ∃m sao 

cho (m1
3 + a) chia hết cho 3k 

 
 
Bài 3: 
a) Gọi P’ = MN ∩ BP. Ta có P’ là ảnh của P qua 

phép vị tự 2/1
BH  

P 

B 

N 

M 

P’ 
A 

F 
E 

O1 

O2 
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Ta chuyển bài toán về tìm quỹ tích của P’. 
v Phần thuận: Gọi E, F, O lần lượt là trung điểm AM, AN, O1O2 và T là trung điểm 

EF 
P’E = P’M – ME = ½. MN – ½. AM = ½. AN = AF 
⇒ P’ đối xứng với A qua T 
Mặt khác do OT // O1E // O2F nên OT ⊥ P’A 
⇒ OP’ = OA = a = const ⇒ P’ ∈ (0, a) 
v Giới hạn: P’ ≠ P’1, P’2. (P’1, P’2 là vị trí P’ khi MN suy biến thành tiếp tuyến của 

(O1), (O2) tại A). 
v Phần đảo: các bạn tự cm 
Như vậy quỹ tích P’ là (O, a) \ {P’1, P’2} 
⇒ Quỹ tích P là (B’, 2a) \ {P1, P2} 
trong đó B’ đối xứng B qua O; P1 = 

2
BH (P’1) , P2 = 2

BH (P’2) 

b) ∠ADO2 = 90o ⇒ D là trung điểm 
AH 

Tương tự C là trung điểm AK 
_ Gọi M = AO1 ∩ (C1), N = AO2 ∩ 

(C2), T = [AO1] ∩ [AO2] 
(quy ước [AB] là đường tròn đường 

kính AB) 
_ Xét phép nghịch đảo I(A, k)   (k > 0) 
I(A, k) biến các điểm M, N, O1, O2, C, 

D, T, B, K, H thành M*, N*, O*
1, O

*
2, C

*, D*, 
T*, B*, K*, H*   trong đó M*, O*

1 ∈ Ax,   N*
, 

O*
2 ∈ Ay 

Do AM = 2AO1 ⇒ AO1
* = 2AM*. 

Tương tự AO*
2 = 2AN* 

(C1) →I  d2 (d2 ⊥ Ax, d2 qua M*) 

(C2) →I  d3 (d3 ⊥ Ay, d3 qua N*) 

[AO1] →I  d1 (d1 ⊥ Ax, d1 qua O*
2) 

[AO2] →I  d4 (d4 ⊥ Ay, d4 qua O*
2) 

Các điểm K*, H*, B*, D*, C*, T* ∈ các 
giao điểm như hình vẽ 

C*B*D*T* là hình bình hành ⇒ C*D* qua trung điểm K* của B*T* 

Xét phép vị tự 2
AH  biến d2 → d1, d3 → d3 

⇒ B* → T* ⇒ A, B*, T* thẳng hàng và AT* = 2AB*. 
K*H* ∩ AB* = {S*} do K*, H* là trung điểm AC*, AD* ⇒ AS* = ½ AR* = ¾ AB* 
Gọi S là tạo ảnh của S* qua I, ta có S chính là giao điểm (AHK) với AB 
AS* = ¾ AB* ⇒ AB = ¾ AS ⇒ S cố định 
⇒ (AHK) luôn đi qua điểm cố định khác A (đpcm) 
 
Bài 4: 

A 

B 

T O1 O2 
C D 

K 
H x 

M 
N 

y 

T* 

x 
y 

D* 
C* 

O1
* 

O2
* 

M* 

N* 

A
 

B* 

R* 

K* 

H* 

d1 

d2 

d3 

d4 

T 

O 

S* 
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Gọi M là trung điểm BC 
OD2 = OM2 + DM2 = OB2 – MB2 + (MB – DB)2 
= R2 – a2/4 + ( a/2 – p +b)2 
= R2 – ¼.a2 + (½.(b–c))2 
= R2 + ¼.(b2 + c2 – a2) – ½.bc 
Tương tự OE2 = R2 + ¼.(a2 + c2 – b2) – ½.ac 
                OF2 = R2 + ¼.(a2 + b2 – c2) – ½.ab 

⇒ OD2 + OE2 + OF2 = 3R2 + ¼.(a2 + b2 + c2) – ½.(ab + bc + 
ac)  (1) 

a) Ta có ¼.(a2 + b2 + c2) ≥ ¼.(a + b + c)2 /3 = p2 /3 
               ½.(ab + bc + ac) ≤ ½.(a + b + c)2 /3 = 2p2 /3 
(1) ⇒ OD2 + OE2 + OF2 ≥ 3R2 + p2 /3 – 2p2 /3 = 3R2 – p2/3 (đpcm) 
b) OD2 + OE2 + OF2 = 3R2 + ¼.(a + b +c)2 – (ab + bc + ac) 
Từ đẳng thức quen thuộc: ab + bc + ac = p2 + r2 + 4Rr 
⇒ OD2 + OE2 + OF2 = 3R2 + p2 – (p2 + r2 + 4Rr) = 3R2 – R2 – 4Rr 
Như vậy OD2 + OE2 + OF2 ≤ 3(R – r)2 + ¼.R2 
⇔ 3R2 – r2 – 4Rr ≤ 3R2 + 3r2 – 6Rr + ¼.R2 
⇔ 2Rr ≤ 4r2 + ¼.R2 (đúng theo bất đẳng thức Cauchy) 
⇒ đpcm 
 
Bài 5: 
Trước hết ta chứng minh: 
S = d(1) + d(2) +... + d(n) = 1.[n/1] + 2.[n/2] + ... + n.[n/n] 
Xét số nguyên dương k ≤ n, số các số trong {1, 2, ..., n} chia hết cho k là [n/k] 
⇒ Tổng tất cả các ước này là k.[n/k] ⇒ đpcm 
Bây giờ ta chứng minh S ≤ n.(7n + 2) /8 
v Với n = 2k + r (r = 0, 1) 
Ta có i.[n/ i] ≤ n, ∀1 ≤ i ≤ k 
          j.[n/ j] = j   với k + 1 ≤ j ≤ n 
Do đó: S ≤ k.n + (k + 1) + ... + n = kn + ½.(n.(n+1) – k.(k+1)) 
             S ≤ ½.n.(n – r) + ½.n.(n + 1) – (n – r)(n – r + 2) /8 
             S ≤ [4.(2n2 – n.r + n) – (n2 – 2nr + r2 + 2n – 2r) /8 
             S ≤ (7n2 + (2 – 2r).n + 2r – r2) /8 
Vì 2r – r2 – 2n.r ≤ 0 nên S ≤ (7n2 + 2n) /8 (đpcm) 
Dấu “=” xảy ra ⇔ 2r – r2 – 2rn = 0 (1)  ∧   i.[n/ i] = n, ∀i: 1 ≤ i ≤ k (2) 
Từ (1) ⇒ r = 0 hay n = 2k 

Ta có (k – 1).[n/(k–1)] = n ⇒ n M (k – 1)   (k ≥ 2) 

2k M (k – 1) ⇒ k – 1 = 1 ∨ 2 ⇒ k = 2 ∨ k = 3 

⇒ n = 4 ∨ n = 6 
v Dễ thấy với n = 6:  S = 23 ≠ 6. (7. 6 + 2) /8 (loại) 
v k = 1 ⇒ n = 2 thỏa 
Vậy dấu “=” xảy ra khi n = 2 ∨ n = 4 
 
 

A 

B C 

E 

D 

F 

M 

I 
O 
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Bài 6: 
Gọi ô a(i, j)  là ô ở hàng i cột j. Để cho tiện ta chỉ nói “ô *” thay vì nói “           ô được 

đánh dấu” 
Do mỗi hàng mỗi cột số ô là chẵn nên số ô* mỗi cột là 0, 2 hoặc 4 
_ Nếu có 1 hàng 4 ô*, do chỉ có trong 8 ô* trong bảng nên sẽ có ít nhất 1 hàng có 0 ô* .  
Do vai trò của hàng và cột là như nhau nên giả sử hàng 1 có 4 ô* và hàng 4 có 0 ô* 
+ Xét 2 hàng 2 và 3 nếu có hàng nào có 4 ô* hoăc 0 ô* u thì sẽ tồn tại 2 hàng giống nhau 

(mâu thuẫn) 
Do đó hàng 2 và 3 mỗi hàng có 2 ô được đánh dấu và ta đã đánh dấu đủ 8 ô 
Giả sử hàng 2 đánh dấu 2 ô a(2, i) và a(2, j) thì khi đó 2 cột i, j sẽ đánh dấu giống nhau 

(mâu thuẫn) 
_ Như vậy mỗi hàng và mỗi cột có đúng 2 ô được đánh dấu 
_ Ta đếm số cách đánh dấu 

Xét hàng 1 số cách chọn 2 ô trong 4 ô là 2
4C  cách 

Xét cách chọn 2 ô (1, 1) và (1, 2) các cách khác tương tự  

( do ta có thể hoán đổi vị trí các hàng và cột) 
 
 
Xét cột 1 chọn 1 trong 3 ô còn lại 

⇒ chỉ có 1
3C  cách chọn 

Xét trường hợp chọn ô (3, 1) 
 
 
Xét hàng 3 ta không được chọn ô (3, 2)  
vì nếu không 2 cột 1 và 2 sẽ giống nhau.  

Vì vậy ta có 1
2C  cách chọn ô ở hàng 3 

Xét cách chọn ô (3, 4) 
 
 
Xét cột 4 ta không được chọn ô (1, 4)  
vì hàng 1 đã có 2 ô được chọn 

Vậy ta có 1
2C  cách chọn ô ở cột 4 

Xét cách chọn ô (2, 4) 
 
 
Lúc này chỉ còn 1 cách duy nhất chọn 3 ô còn lại 
(vì có 1 cách chọn ở hàng 4 là 2 ô 
(4, 2) và (4, 3) → cách chọn ô cuối cùng là (2, 3)) 
 
Tóm lại số cách đánh dấu ô thoả ycđb là 

2
4C . 1

3C . 1
2C . 1

2C  = 72 (cách) 

 

1 → 

1 
↓ 

4 
↓ 

3 → 
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Đề thi vùng BALKAN 2004 

Bài 1:Cho }{ na  là dãy số thực thỏa : 

31 =a  

2
1:0, 22 nm

nmnm

aa
nmaanm

+
=−+−+≥∀ −+  

Tìm 2004a . 

Bài 2:Tìm mọi x,y là các số nguyên tố thỏa mãn: 

192 −=− xyyx xy  

Bài 3:Cho O là một điểm nằm trong tam giác nhọn ABC.Các đường tròn có tâm lần lượt là 
các trung điểm các cạnh tam giác ABC và cùng qua O thì cắt nhau đôi một tại các điểm thứ 
hai khác O là K,L,M  . 
CMR: O là tâm nội tiếp tam giác KLM ⇔ O là tâm ngoại tiếp tam giác ABC. 
Bài 4:Một mặt phẳng được phân chia thành các miền bởi hữu hạn các đường thẳng mà không 
có 3 đường nào trong chúng là đồng quy.Hai miền được gọi là “láng giềng” nếu giao của các 
đường biên giới của chúng là 1 đường thẳng ,hoặc là 1 đoạn thẳng hoặc là 1 tia nhưng không 
là một điểm.Mỗi miền được gán bởi 1 số nguyên theo quy tắc sau: 
i)Tích các số nguyên gán cho 2 láng giềng nhỏ hơn tổng của chúng. 
ii)Với mỗi đường thẳng cho trước và mỗi nửa mặt phẳng được xác định bởi nó;tổng các số 
gán lên tất cả các miền nằm trên nửa mặt phẳng này là 0. 
CMR: viểc gán số trên thực hiện được ⇔ tất cả các đường thẳng ban đầu không cùng song 
song. 
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ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN TRUNG QUỐC THAM DỰ IMO 2004 

 Ngày thứ nhất: 
Bài 1 :Cho góc XOY= 2/π  và P là một điểm name trong góc đó thỏa mãn OP=1 , 

6/π=∠XOP .Một đường thẳng qua P cắt các đoạn thẳng OX và OY tại M,N lần lượt.Tìm 
giá trị lớn nhất của OM+ON-MN. 
 

Bài 2 :Cho u là một số nguyên dương cố định.Chứng minh rằng phương trình ba uun −=!  
chỉ có hữu hạn nghiệm nguyên dương (n,a,b). 
 

Bài 3 :Cho k là số nguyên lớn hơn 1 và knn <<< ...1 1  là các số nguyên dương. 

a,b là các số nguyên dương thỏa mãn: 

)
1

1()
1

1(
1

11
∏∏

−

==

−<≤−
k

i i

k

i i nb

a

n
 

Chứng minh rằng: .)4( 12

1

−

=

≥∏
k

an
k

i
i   

  
 Ngày thứ hai: 
Bài 4 : Các điểm D,E,F trên các cạnh BC,CA,AB tương ứng và EF//BC, 1D  trên BC, 1E  trên 

AB, 1F  trên AC sao cho 1D 1E //DE và 1D 1F //DF. Lấy P để PBC đồng dạng DEF trong đó 

A,P nằm cùng nửa mặt phẳng bờ BC. 
Chứng minh rằng EF, 1E 1F ,P 1D  đồng quy. 

 
Bài 5 :Cho 251 ,..., pp  là các số nguyên tố không vượt quá 2004.Tìm số nguyên T lớn nhất sao 

cho với mọi số nguyên dương không vượt quá T thì đều có thể biểu diễn dưới dạng tổng của 

các ước khác nhau của 2004
251 )...( pp  

 
Bài 6 :Gọi a,b,c làchiều dài 3 cạnh của một tam giác có chu vi không vượt quá π2 . 
Chứng minh rằng cba sin,sin,sin  cũng là độ dài 3 cạnh của một tam giác nào đó. 
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Đề thi chọn đội tuyển Việt Nam tham dự IMO 2004  

 Ngày 1 : 
Bài 1: Cho A là tập gồm 2004 số nguyên dương phân biệt a1,…,a2004. Đặt f(ai) là số các số aj 
∈A và (ai,aj) = 1. Biết rằng  







∀=

=∀<

jiafaf

iaf

ji

i

,)()(

2004,12003)(
 

 Tìm số k bé nhất sao cho  với 1 tập con gồm k phần tử bất kỳ của 1 tập A tùy ý thỏa 
tính chất trên đều tồn tại 2 số có UCLN > 1 
 
Bài 2: Tìm tất cả λ ∈R sao cho phưong trình hàm sau có nghiệm duy nhất : 
 f( x2 + y + f(y)) = (f(x))2 + λ y 
 
 
Bài 3: Cho (O1) và (O2) cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến tại A và B của (O1) ở K. 1 điểm M 
chuyển động trên (O1) ( M ≠ A,B). KM cắt lại (O1) ở C, AM cắt lại (O2) ở P, AC cắt lại (O2) 
ở Q. 
 Chứng minh: 
 a) KM đi qua trung điểm PQ. 
 b) Đường thẳng PQ luôn qua điểm cố định khi Mai điểm động trên (O1)  
 
 Ngày 2 :  

Bài 4: Cho dãy x1 = 603, x2 =102, 122 112 ≥∀−++= +++ nxxxxx nnnnn  

 a) Dãy gồm các số nguyên dương 
 b) Có vô số số thuộc dãy có 4 chữ số tận cùng = 2003    
 b) Không có vô số số thuộc dãy có 4 chữ số tận cùng = 2004. 
Bài 5 : Cho lục giác lồi ABCDEF. Gọi A1,B1,C1,D1,E1,F1 là trung điểm AB, 
BC,CD,DE,EF,FA. Biết lục giác A1B1C1D1E1F1 có các góc bằng nhau. Đặt p, p1 là chu vi của 

các lục giác ABCDEF và A1B1C1D1E1F1. Chứng minh p ≥  1
3

32
p . Đẳng thức xảy ra khi 

nào ? 
Bài 6 : Cho S là tập hữu hạn số nguyên dương sao cho số lớn nhất và nhỏ nhất có UCLN = 1 
. Đặt Sn là tập hợp các số biểu diễn dưới dạng không quá tổng của n số trong S ( không nhất 
thiết phân biệt). Quy ước S0 = 0. Chứng minh tồn tại số nguyên dương không và số nguyên 

bài sao cho knbanSn >∀+=  trong đó a là số lớn nhất của tập S ( nS  : số phần tử của Sn) 
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Đề thi APMO 2004 

Baøi 1 : Tìm taát caû caùc taäp hôïp S khaùc roãng vaø coù höõu haïn phaàn töû goàm caùc 
soá nguyeân döông thoûa neáu m,n thuoäc S thì (m+n)/gcd(m,n) cuõng thuoäc S. 
 
Baøi 2 : Tam giaùc ABC nhoïn coù taâm ngoaïi tieáp O khoâng truøng vôùi tröïc taâm H. 
 CMR :1 trong soá 3 dieän tích tam giaùc AOH, BOH, COH baèng toång hai dieän 
tích coøn laïi trong chuùng. 
 
Baøi 3 : Cho 2004 ñieåm treân maët phaúng vaø khoâng coù 3 ñieåm naøo thaúng haøng. S 
laø taäp taát caû caùc ñöôøng thaúng qua 2 ñieåm khaùc nhau trong 2004 ñieåm ñoù.  
 CMR: caùc ñieåm naøy coù theå toâ baèng hai maøu sao cho baát cöù 2 ñieåm cuøng 
maøu neáu vaø chæ neáu coù leû ñöôøng thaúng thuoäc S maø moãi moät ñöôøng thaúng 
trong soá ñoù laø bôø cuûa 2 nöûa maët phaúng ñoái nhau chöùa 2 ñieåm ñoù. 
 

Baøi 4 : CMR: ]
)!1(

[
2 nn

n

+

−
 laø soá chaün vôùi moïi n nguyeân döông. 

Baøi 5 : CMR: )(9)2)(2)(2( 222 zxyzxyzyx ++≥+++  vôùi moïi x,y,z laø caùc soá thöïc 

döông. 



Chuyên đề toán học số 8 
 

Trang 73 

Đề thi USAMO 2004 
 
Bài 1 :  Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp đường tròn, các góc trong và ngoài ở mỗi đỉnh đều lớn 
hơn hoặc bằng 60 độ. Chứng minh rằng :  

333333 3
3

1
ADABCDBCADAB −≤−≤−  

Đẳng thức xảy ra khi nào ? 
 
Bài 2 : Cho a1,…..,an là những số nguyên có ước chung lớn nhất là 1. Gọi S là tập hợp những 
số nguyên thỏa tính chất : 

niSaa i ,..,1) =∀∈  

njiSaab ji ..1,)() =∈− (i,j không nhất thiết phân biệt) 

c) Với mọi x,y ∈  S, nếu x+y ∈  S thì x-y ∈  S 
Chứng minh rằng S phải bằng với tập hợp tất cả các số nguyên. 
 
Bài 3 :  Với giá trị k thực dương nào thì có thề chia hình chữ nhật 1x k thành hai đa giác 
đồng dạng nhưng không trùng nhau ? 
 
Bài 4 : Alice và Bob chơi 1 trò chơi trên lưới ô vuông 6x6. Đến lượt nguời nào thì người đó 
chọn 1 số hữu tỉ chưa xuất hiện trong lưới và viết số ấy vào ô trống của lưới. Alice bắt đầu 
trước và họ lần lượt thay phiên nhau. Khi tất cả các ô đã được điền thì tô đen số lớn nhất ở 
mỗi dòng. Alice thắng nếu có thể vẽ được 1 đường thẳng nằm trong những ô đen từ trên 
xuống dưới lưới ô vuông, nếu không thì Bob thắng. ( Nếu 2 hình vuông có chung 1 đỉnh, 
Alice có thể vẽ 1 đường thằng từ điểm này đến điểm khác nằm trong 2 hình vuông đó). Tìm 
một chiến thuật chiến thắng cho một trong 2 người chơi. 
 
Bài 5 : a,b,c là những số thực dương. Chứng minh rằng :  

3252525 )()3)(3)(3( cbaccbbaa ++≥+−+−+−  

 
Bài 6 : Một đường tròn ω  tâm I nội tiếp tứ giác ABCD. Giả sử 
(AI + DI ) 2 + (BI + CI) 2 = (AB + CD) 2 
Chứng minh rằng ABCD là hình thang cân. 
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