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CHUYÊN ĐỀ 5. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ

A.TRỌNG TÂM CẦN ĐẠT

I. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ CƠ BẢN

KIẾN THỨC CẦN NHỚ
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Ví dụ 1. Giải các phương trình:

a. 
[image: image2.wmf]2
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b. 
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Lời giải:

a. Phương trình tương đương với:
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Kết luận 
[image: image5.wmf]1
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 là nghiệm của phương trình.

b. Điều kiện: 
[image: image6.wmf]0
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. Bình phương 2 vế ta được:


[image: image7.wmf](

)

(

)

22

2

2

8

312249228

428

x

xxxxxxx

xxx

³-

ì

ï

+++=+Û+=+Û

í

+=+

ï

î
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Đối chiếu với điều kiện ta thấy chỉ có 
[image: image9.wmf]4

x

=

 là nghiệm của phương trình.

Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image10.wmf]22

275

xxxx

+++++=

.
b. 
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Lời giải:

a. Điều kiện 
[image: image12.wmf]2
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 thỏa mãn với mọi x. Ta viết phương trình lại thành
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 và bình phương 2 vế rồi ta có
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Kết luận 
[image: image16.wmf]{
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b. Điều kiện: 
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. Bình phương 2 vế phương trình ta thu được:
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. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image21.wmf]1
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MỘT SỐ CÁCH ĐẶT ẨN PHỤ KHÁC

1. Đặt ẩn phụ hoàn toàn để quy về phương trình một ẩn

+ Điểm mấu chốt của phương pháp này là phải chọn một biểu thức 
[image: image22.wmf](
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 để đặt 
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 sao cho phần còn lại phải biểu diễn được theo ẩn 
[image: image24.wmf]t

. Những bài toán dạng này nói chung là dễ.

+ Trong nhiều trường hợp ta cần thực hiện phép chia cho một biểu thức có sẵn ở phương trình từ đó mới phát hiện ẩn phụ. Tùy thuộc vào cấu trúc phương trình ta có thể chia cho 
[image: image25.wmf](
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 phù hợp (thông thường ta chia cho 
[image: image26.wmf]k

x

 với 
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 là số hữu tỉ).

+ Đối với những bài toán mà việc đưa về một ẩn dẫn đến phương trình mới phức tạp như: Số mũ cao, căn bậc cao… thì ta có thể nghĩ đến hướng đặt nhiều ẩn phụ để quy về hệ phương trình hoặc dựa vào các hằng đẳng thức để giải toán.

Ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ 1.

a. 
[image: image28.wmf](
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Lời giải:

a. Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image34.wmf]22
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 thỏa mãn điều kiện.

Giải 
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b. Đặt 
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 phương trình đã cho trở thành:
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 thỏa mãn điều kiện.

Giải 
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Kết luận 
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 là nghiệm của phương trình.

c. Điều kiện: 
[image: image46.wmf]0
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. Phương trình đã cho có thể viết lại như sau:
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. Ta thấy 
[image: image48.wmf]0
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 không phải là nghiệm của phương trình. Ta chia hai vế cho 
[image: image49.wmf]2
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Đặt 
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 ta có phương trình theo 
[image: image52.wmf]t
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Kết luận: Phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image58.wmf]15321
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d. Ta thấy 
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 không phải là nghiệm của phương trình.

Vì vậy ta chia hai vế cho 
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 thì thu được: 
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Đặt 
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1

tx

x

=-

 ta thu được phương trình:


[image: image63.wmf]32

115

201110

2

tttxxxx

x

±

+-=Û=Þ-=Û--=Û=

.

Kết luận: Phương trình có nghiệm 
[image: image64.wmf]15

2

x

±

=

.

e. Điều kiện: 
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Ta thấy 
[image: image66.wmf]0
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 không phải là nghiệm của phương trình. Chia hai vế cho 
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 ta thu được:
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Thay vào phương trình ta có: 
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm: 
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f. Nhận xét: 
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 không phải là nghiệm của phương trình.

Ta chia hai vế cho 
[image: image75.wmf]x

 khi đó phương trình trở thành: 
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[image: image77.wmf]1

0

tx

x

=-³

 phương trình trở thành: 
[image: image78.wmf]22

115

2301110

2

tttxxxx

x

±

+-=Þ=Û-=Û--=Û=

.

Ví dụ 2.  Giải các phương trình:

a. 
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b. 
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Lời giải:

a. Điều kiện 
[image: image81.wmf]35
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Đặt 
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Phương trình đã cho có dạng: 
[image: image85.wmf]32
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Ngoài ra ta cũng có thể giải phương trình trên bằng cách đưa về hệ.

b. Điều kiện: 
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Đặt 
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Từ phương trình suy ra 
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Bình phương 2 vế ta thu được: 
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Tại sao ta phân tích được hai phương trình như trên:

Ta thấy với những phương trình:
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 thì một trong những cách xử lý khá hiệu quả là:

Phân tích: 
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 sau đó ta có thể đặt ẩn phụ trực tiếp, hoặc đặt hai ẩn phụ để quy về hệ.

Ví dụ:

Khi giải phương trình: 
[image: image97.wmf](
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+ Giả sử: 
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Đồng nhất hai vế ta suy ra: 
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+ Tương tự ta giả sử: 
[image: image100.wmf](
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Khi giải phương trình: 
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Ta thực hiện phân tích: 
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Sau đó đồng nhất 2 vế đề tìm 
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Như vậy, ngoài cách đặt ẩn phụ như trên ta có thể giải các bài toán theo cách khác như sau:

a. Điều kiện: 
[image: image106.wmf]35
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Đặt 
[image: image107.wmf]23, 52
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Từ cách phân tích trên ta có hệ sau:
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Đặt 
[image: image111.wmf], 
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[image: image112.wmf]2
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Ta có hệ mới sau: 
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b. Đặt 
[image: image114.wmf]37, 7
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. Giải hệ phương trình ta thu được: 
[image: image116.wmf],
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2. Đặt ẩn phụ hoàn toàn để quy về hệ đối xứng loại 2

Phương pháp này đặc biệt hiệu quả với các phương trình dạng: 
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Với mục đích tạo ra các hệ đối xứng hoặc gần đối xứng ta thường làm theo cách:

Đối với những phương trình dạng: 
[image: image119.wmf]2
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Ta đặt 
[image: image120.wmf]mynexh

+=+

 thì thu được quan hệ:


[image: image121.wmf](
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Ta mong muốn có quan hệ 
[image: image122.wmf]xy
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. Công việc còn lại là chọn 
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Đối với những phương trình dạng: 
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Ta đặt: 
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Ví dụ 1. Giải các phương trình:

a. 
[image: image131.wmf]2
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b. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image136.wmf]5
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[image: image139.wmf],

mn

 để tạo ra quan hệ 
[image: image140.wmf]xy

=



[image: image141.wmf]22

412222

245

mn

mmnn

----

Û==

--

. Chọn 
[image: image142.wmf]2
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Chú ý:
Việc nhân số 2 vào phương tình (1) của hệ để tạo ra 
[image: image143.wmf]2
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Từ đó ta có lời giải cho bài toán như sau:

Đặt 
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Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta có: 
[image: image147.wmf](
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm là: 
[image: image151.wmf]23, 12
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b. Điều kiện: 
[image: image152.wmf]1
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Phương trình đã cho được viết lại như sau: 
[image: image153.wmf]2
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Đặt 
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Ta cần: 
[image: image155.wmf]22
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Đặt 
[image: image157.wmf]3441
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 Hệ phương trình sau: 
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. Trừ hai phương trình của hệ ta thu được: 
[image: image159.wmf](
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Chú ý: Ta có thể tìm 
[image: image162.wmf],
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 nhanh hơn bằng cách:

Đặt 
[image: image163.wmf]45
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Để có quan hệ: 
[image: image166.wmf]xy
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Tương tự khi giải quyết câu b).

c. Đặt 
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Ta chọn 
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 sao cho 
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Đặt 
[image: image172.wmf]3
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Trừ hai phương trình cho nhau ta thu được: 
[image: image174.wmf](
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Do 
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Giải 
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Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm: 
[image: image180.wmf]53
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d. Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image181.wmf](
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Đặt 
[image: image182.wmf]3
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Trừ hai phương trình của hệ ta thu được: 
[image: image185.wmf](
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Thay vào ta được: 
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Kết luận: Phương trình có 3 nghiệm là: 
[image: image188.wmf]325
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e. Đặt 
[image: image189.wmf]xa
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[image: image190.wmf]02017

a

££

, phương trình đã cho trở thành: 
[image: image191.wmf]2

20172017

aa

+-=


Đặt 
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Trừ 2 phương trình của hệ ta thu được: 
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TH1: 
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[image: image200.wmf]18069

2

a

-+

=

 thỏa mãn

Suy ra 
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TH2: 
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[image: image204.wmf]22
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[image: image205.wmf](

)

0110

aaa

££Þ-£

.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image206.wmf]2
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Với các phương trình dạng: 
[image: image207.wmf](
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Chú ý :

+ Với những phương trình dạng: 
[image: image209.wmf](
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Bằng phép đặt 
[image: image210.wmf](
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+ Trong phương trình (*) nếu ta thay 
[image: image212.wmf],
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 bằng các biểu thức chứa 
[image: image213.wmf]x

 thì cách giải phương trình vẫn như trên. Những phương trình dạng này thường có hình thức và lời giải khá đẹp.

* Ta xét ví dụ sau:
Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image214.wmf](
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 (Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán Trường chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội 2018).

Lời giải:

a. Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image217.wmf](
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Đặt 
[image: image218.wmf](

)

(

)

(

)

23, 1233

axbxxx

=-=----

 ta thu được hệ sau:


[image: image219.wmf](

)

(

)

2

2

31

31

axxb

bxxa

ì

+-=-

ï

í

+-=-

ï

î

. Trừ hai phương trình của hệ ta được:
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Trường hợp 1:
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Trường hợp 2:
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: 
[image: image223.wmf]33
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b. Ta viết lại phương trình thành:
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Đặt 
[image: image225.wmf](
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. Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta thu được:
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TH1: 
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TH2: 
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[image: image231.wmf](

)

2

2

2

4422150

2

b

axx

æö

Û+++-+=

ç÷

èø

 vô nghiệm.

Tóm lại phương trình có 2 nghiệm là 
[image: image232.wmf]1
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c. Điều kiện: 
[image: image233.wmf]3
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 cộng theo vế 2 phương trình ta thu được: 
[image: image237.wmf](

)

(

)

22

2375602230

aabbababab

++--+=Û+-+-=

. Từ đây giải 2 trường hợp ta thu được các nghiệm của phương trình là 
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Ví dụ 4. Giải các phương trình:

a. 
[image: image240.wmf]3
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Lời giải:

a. Đặt 
[image: image242.wmf]3
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Mặt khác với các phép đặt ẩn phụ trên, từ phương trình trong đầu bài, ta có 
[image: image243.wmf]3
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Như vậy ta được hệ phương trình: 
[image: image244.wmf](
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Nhìn thấy hệ trên không thay đổi khi hoán vị vòng quanh đối với 
[image: image245.wmf],,
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 nên không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết 
[image: image246.wmf](
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[image: image249.wmf]xy
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Khi đó từ (2), (3) suy ra 
[image: image251.wmf]33
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Với 
[image: image254.wmf]xy

=

, từ (1) và (2) suy ra 
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Vì 
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b. Đặt 
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Đặt 
[image: image263.wmf]154
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Ta có: 
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Do đó ta có hệ phương trình: 
[image: image266.wmf](
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Do điều kiện 
[image: image267.wmf]1
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. Nhân các phương trình theo vế rồi rút gọn được 
[image: image268.wmf]1
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Mặt khác từ hệ phương trình (*), cộng các phương trình vế theo vế ta có:


[image: image269.wmf]222
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Do đẳng thức xảy ra nên phải có 
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[image: image271.wmf],,1

xyz

¹-

).

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
[image: image272.wmf]1

x

=

.

Ví dụ 5. Giải các phương trình:

a. 
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c. 
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d. 
[image: image276.wmf](
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Lời giải:

a. Cách 1: Biến đổi phương trình như sau:
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Đặt 
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Với 
[image: image281.wmf]5
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[image: image283.wmf]2
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, phương trình này có hai nghiệm là 
[image: image284.wmf]122
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[image: image285.wmf]5
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Khi đó 
[image: image287.wmf](
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[image: image288.wmf]1222
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. Vậy tập nghiệm của PT đã cho là 
[image: image289.wmf]{
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Cách 2: Biến đổi PT về dạng: 
[image: image290.wmf](
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Đặt 
[image: image291.wmf](
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Ta có hệ 
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Dẫn đến 
[image: image293.wmf]2
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, PT này có 2 nghiệm 
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. Từ đó suy ra kết quả như cách 1.

b. Điều kiện trên ta được: 
[image: image297.wmf]5
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[image: image300.wmf]15
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Lại có 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image304.wmf](
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Thử lại thấy nghiệm 
[image: image307.wmf]2
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 không thỏa mãn điều kiện, nghiệm 
[image: image308.wmf]2
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 thỏa mãn phương trình.

c. Điều kiện: 
[image: image309.wmf]55
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[image: image313.wmf], 
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[image: image314.wmf]2

4

SP

³

 và giải hệ ta thu được:


[image: image315.wmf](
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Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là: 
[image: image316.wmf]4; 4
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d. Điều kiện 
[image: image317.wmf]13

x

-££

. Đặt 
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[image: image319.wmf]2
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Phương trình đã cho trở thành: 
[image: image320.wmf](
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Thay 
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Từ đó tìm được các nghiệm của phương trình là: 
[image: image324.wmf]3
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Khi gặp các phương trình dạng: 
[image: image325.wmf](
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Từ đó ta có hệ phương trình: 
[image: image327.wmf]0
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Ví dụ 6. Giải các phương trình:

a. 
[image: image328.wmf]3
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[image: image329.wmf]22
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c. 
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[image: image331.wmf]333
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image332.wmf]12
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Đặt 
[image: image333.wmf]33
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. Phương trình (*) có 3 nghiệm


[image: image335.wmf]0; 4; 3
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[image: image336.wmf]3
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[image: image337.wmf]24; 88; 3
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Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm 
[image: image338.wmf]24; 88; 3
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b. Điều kiện: 
[image: image339.wmf]15
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Ta thấy tổng của biểu thức trong căn bằng 1 nên đặt: 
[image: image340.wmf]22
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Vì 
[image: image343.wmf]2

4246

6

,,0

0,,11

1

aa

abc

abcbbabc

abc

cc

ì

£

³

ï

ì

Þ££Þ£Þ++£

íí

++=

î

ï

£

î

. Hệ phương trình có nghiệm khi 
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 là nghiệm của phương trình đã cho.

c. Đặt 
[image: image345.wmf]10
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Khi đó phương trình đã cho trở thành phương trình bậc hai với ẩn là 
[image: image347.wmf]t
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d. Sử dụng đẳng thức 
[image: image350.wmf](
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Ví dụ 7. Giải các phương trình:

a. 
[image: image354.wmf]2
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b. 
[image: image355.wmf]51
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image358.wmf]6
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[image: image359.wmf](
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Phương trình đã cho trở thành: 
[image: image360.wmf]22
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[image: image361.wmf](
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. Giải phương trình (*) ta thu được 
[image: image362.wmf]6
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Kết hợp với điều kiện suy ra nghiệm của phương trình là 
[image: image363.wmf]6
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b. Điều kiện: 
[image: image364.wmf]0
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524

4

2

xx

x

x

æö

æö

Û+=++

ç÷

ç÷

èø

èø

. Đặt 
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[image: image367.wmf]2
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 là nghiệm của phương trình.

c. Điều kiện: 
[image: image369.wmf]11
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[image: image373.wmf]2
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+ Nếu: 
[image: image374.wmf](
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+ Nếu 
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[image: image380.wmf](
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Vậy phương trình có 2 nghiệm: 
[image: image381.wmf]212221
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d. Điều kiện: 
[image: image382.wmf]3
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[image: image386.wmf]2
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Nếu 
[image: image387.wmf](
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Nếu 
[image: image388.wmf]4
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Tóm lại phương trình có 4 nghiệm là: 
[image: image390.wmf]{
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II. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP KHÁC

KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Lời giải phương trình vô tỉ bằng phương pháp sử dụng biểu thức liên hợp

Dấu hiệu:

+ Khi ta gặp các bài toán giải phương trình dạng: 
[image: image391.wmf](

)

(

)

(

)

0

nm

fxgxhx

++=


Mà không thể đưa về một ẩn, hoặc khi đưa về một ẩn thì tạo ra những phương trình bậc cao dẫn đến việc phân tích hoặc giải trực tiếp khó khăn.

+ Nhẩm được nghiệm của phương trình đó: bằng thủ công (hoặc sử dụng máy tính cầm tay)

Phương pháp:

· Đặt điều kiện chặt của phương trình (nếu có)

Ví dụ: Đối phương trình: 
[image: image392.wmf]22
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Nếu bình thường nhìn vào phương trình ta thấy:

Phương trình xác định với mọi 
[image: image393.wmf]x
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. Nhưng đó chưa phải là điều kiện chặt. Để giải quyết triệt để phương trình này ta cần đến điều kiện chặt đó là:

Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image394.wmf]22
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Để ý rằng: 
[image: image395.wmf]22
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· Nếu phương trình chỉ có một nghiệm 
[image: image397.wmf]0
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Ta sẽ phân tích phương trình như sau: Viết lại phương trình thành:


[image: image398.wmf](
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Sau đó nhân liên hợp cho từng cặp số hạng với chú ý:

+ 
[image: image399.wmf](
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+ Nếu 
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Như vậy sau bước phân tích và rút nhân tử chung 
[image: image404.wmf]0
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 thì phương trình ban đầu trở thành:
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Việc còn lại là dùng hàm số, bất đẳng thức hoặc những đánh giá cơ bản để kết luận 
[image: image406.wmf](

)

0

Ax

=

 vô nghiệm.

· Nếu phương trình có 2 nghiệm 
[image: image407.wmf]12
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Ta thường làm như sau:

+ Muốn làm xuất hiện nhân tử chung trong 
[image: image409.wmf](
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 ta trừ đi một lượng 
[image: image410.wmf]axb
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. Khi đó nhân tử chung sẽ là kết quả sau khi nhân liên hợp của 
[image: image411.wmf](
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+ Để tỉm 
[image: image412.wmf],
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[image: image413.wmf](
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[image: image414.wmf]12
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+ Hoàn toàn tương tự cho các biểu thức còn lại:

Ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ 1. Giải các phương trình:

a. 
[image: image417.wmf]52210
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b. 
[image: image418.wmf]3
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c. 
[image: image419.wmf]2
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Lời giải:

a. Nếu ta bình phương liên tục cho đến khi hết dấu 
[image: image420.wmf] thì sẽ tạo ra phương trình bậc 4.

Để ý rằng 
[image: image421.wmf]1
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 là một nghiệm của phương trình nên ta sẽ phân tích để tạo nhân tử chung là 
[image: image422.wmf]1
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Điều kiện: 
[image: image423.wmf]2
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Khi 
[image: image424.wmf]1
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 thì 
[image: image425.wmf]52, 21
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 nên ta viết lại phương trình thành:
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Để ý rằng với điều kiện 
[image: image428.wmf]2
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 thì 
[image: image429.wmf]11
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 nên phương trình (*) có nghiệm duy nhất 
[image: image430.wmf]1
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. Kết luận 
[image: image431.wmf]1
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 là nghiệm của phương trình.

b. Phân tích: Phương trình trong đề bài gồm nhiều biểu thức chứa căn nhưng không thể quy về một ẩn. Nếu ta lũy thừa để triệt tiêu 
[image: image432.wmf]3
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 thì sẽ tạo ta phương trình tối thiểu là bậc 6. Từ đó ta nghĩ đến hướng giải: Sử dụng biểu thức liên hợp để tách nhân tử chung.

Điều kiện: 
[image: image433.wmf]3

1

5

x

³

.

Ta nhẩm được nghiệm của phương trình là: 
[image: image434.wmf]1
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[image: image435.wmf]3
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Ta viết lại phương trình thành: 
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Dễ thấy:

Với điều kiện: 
[image: image439.wmf]3
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Nên phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
[image: image441.wmf]1
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c. Điều kiện: 
[image: image442.wmf]24
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Ta nhẩm được nghiệm của phương trình là: 
[image: image443.wmf]3
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[image: image444.wmf]2321; 4431
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Từ đó ta có lời giải như sau:

Phương trình đã cho tương đương với: 
[image: image445.wmf]2

2114253

xxxx

--+--=--



[image: image446.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3311

3213210

21142114

xx

xxxx

xxxx

--

éù

Û+=-+Û-+-+=

êú

--+---+-

ëû



[image: image447.wmf](
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Để ý rằng với điều kiện 
[image: image448.wmf]24
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Từ đó suy ra: 
[image: image451.wmf]3
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 là nghiệm duy nhất của phương trình.

Nhận xét: Để đánh giá phương trình cuối cùng vô nghiệm ta thường dùng các ước lượng cơ bản: 
[image: image452.wmf]ABA
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Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image457.wmf]3
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b. 
[image: image458.wmf](
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image459.wmf]3
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Ta nhẩm được nghiệm 
[image: image460.wmf]3
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 nên phương trình được viết lại như sau:
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Ta dự đoán: 
[image: image465.wmf]2
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Ta sẽ chứng minh: 
[image: image468.wmf]33
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Thật vậy:

+Ta xét 
[image: image470.wmf](
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Đặt 
[image: image471.wmf]3
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. Bất phương trình tương đương với 
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+ Ta xét: 
[image: image474.wmf]2
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Điều này luôn luôn đúng. Từ đó suy ra phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image476.wmf]3
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b. Điều kiện: 
[image: image477.wmf]7
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Để đơn giản ta đặt 
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Phương trình đã cho trở thành:
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Nhẩm được 
[image: image480.wmf]2
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Để ý rằng 
[image: image483.wmf]2
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[image: image486.wmf]28
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Nhận xét: Việc đặt 
[image: image487.wmf]3
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 trong bài toán để giảm số lượng dấu căn đã giúp đơn giản hình thức bài toán. Ngoài ra khi tạo liên hợp do 
[image: image488.wmf](
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Ví dụ 3.

a. 
[image: image489.wmf]2
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image493.wmf]19
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Ta nhẩm được 2 nghiệm là 
[image: image494.wmf]1; 2
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 nên ta phân tích để tạo ra nhân tử chung là: 
[image: image495.wmf]2
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+ Ta tạo ra 
[image: image496.wmf](
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Để có điều này, ta cần: 
[image: image498.wmf]4
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+ Tương tự 
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Tức là 
[image: image501.wmf]1
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. Từ đó ta phân tích phương trình thành:
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Dễ thấy với 
[image: image506.wmf]19
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Nên 
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Phương trình đã cho tương đương với 
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Vậy phương trình có 2 nghiệm là: 
[image: image510.wmf]3; 8
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b. Điều kiện: 
[image: image511.wmf]8
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Phương trình được viết lại như sau: 
[image: image512.wmf]53851211
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Ta nhẩm được 2 nghiệm 
[image: image513.wmf]3, 8

xx

==

 nên suy ra nhân tử chung là: 
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+ Tạo ra 
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+ Tương tự với 
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Phương trình đã cho trở thành:
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Ta xét 
[image: image525.wmf](
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Ta chứng minh: 
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Điều này hiển nhiên đúng.

Vậy phương trình có 2 nghiệm là: 
[image: image530.wmf]3, 8
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Chú ý:
Những đánh giá để kết luận 
[image: image531.wmf](
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Ngoài ra, nếu tinh ý ta có thể thấy: 
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c. Điều kiện: 
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Ta nhẩm được 
[image: image537.wmf]1; 3
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 nên biến đổi phương trình như sau:

Ta có: khi 
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Giải (1) suy ra 
[image: image542.wmf]1; 3
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Giải (2) ta có: 
[image: image543.wmf](
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Kết luận: Phương trình có nghiệm là 
[image: image544.wmf]1; 3
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Nhận xét: Ta cũng có thể phân tích phương trình như câu a, b.

d. Ta có: 
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Giải (1): 
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Đặt 
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Kết luận: Phương trình có 3 nghiệm: 
[image: image552.wmf]7
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Ví dụ 4. Giải các phương trình

a. 
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Lời giải:

a. Phương trình được viết lại như sau:
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Để ý rằng: 
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b. Điều kiện 
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Ta viết lại phương trình như sau: 
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Xét phương trình: 
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. Bình phương 2 vế ta thu được:
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm là: 
[image: image569.wmf]1, 527
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Nhận xét:
+ Ta thấy phương trình có nghiệm 
[image: image570.wmf]1
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. Nên ta phân tích phương trình thành
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 phức tạp hơn phương trình ban đầu rất nhiều.

+ Để ý rằng khi 
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2. Đặt ẩn phụ dựa vào tính đẳng cấp của phương trình

Ta thường gặp phương trình dạng này ở các dạng biến thể như:
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Thực chất phương trình (*) khi bình phương 2 vế thì xuất hiện theo dạng (1) hoặc (2).

Để giải các phương trình (1), (2).

Phương pháp chung là:

+ Phân tích biểu thức trong 
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Khi đó phương trình trở thành: 
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Chia hai vế cho biểu thức 
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Một cách tổng quát: Với mọi phương trình có dạng:
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Một số ví dụ:

Ví dụ 1. Giải các phương trình
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Phương trình đã cho có dạng:
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Chia phương trình cho 
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b. Điều kiện: 
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Bình phương 2 vế của phương trình ta thu được:
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Phương trình trở thành:
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Chia phương trình cho 
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm 
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Nhận xét: Trong lời giải ta đã biến đổi:
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c. Điều kiện: 
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Ta viết lại phương trình thành: 
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Xét phương trình: 
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[image: image622.wmf]1

x

=-

 không phải là nghiệm.

Xét 
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Giải (1): 
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Giải (2): 
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Kết hợp điều kiện ta suy ra các nghiệm của phương trình là:
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Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
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Phương trình đã cho được viết lại như sau:
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Xét phương trình: 
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Phương trình trở thành: 
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Với 
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Nhận xét:
+ Đối với phương trình 
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+ Ngoài ra cần lưu ý rằng: Khi đưa một biểu thức 
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b. Điều kiện: 
[image: image652.wmf]2

2

3180

06

540

xx

xx

xx

ì

--³

ï

³Û³

í

ï

+³

î

.

Phương trình đã cho được viết lại thành: 
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Bình phương 2 vế và thu gọn ta được: 
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Để khắc phục vấn đề này ta có chú ý sau: 
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Bây giờ ta viết lại phương trình thành: 
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Giả sử: 
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Như vậy, phương trình trở thành: 
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Chia cho 
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Trường hợp 1: 
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Suy ra 
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Trường hợp 2: 
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Tóm lại: Phương trình có 2 nghiệm là: 
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c. Điều kiện: 
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Chuyển vế bình phương ta được: 
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Khi đó ta có: 
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Nhưng ta có: 
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[image: image677.wmf](

)

(

)

22

252454

xxxxx

ab

-+=--++

. Suy ra 
[image: image678.wmf]2

2

45

3

542

m

m

mn

n

mn

=

ì

=

ì

ï

-+=-Þ

íí

=

î

ï

-+=

î


Ta viết lại phương trình: 
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Chia hai vế cho 
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Kết hợp điều kiện ta suy ra các nghiệm của phương trình là: 
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Ví dụ 3. Giải các phương trình

a. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
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Bình phương 2 vế phương trình ta thu được:
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Ta giả sử: 
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Phương trình trở thành:
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Đặt 
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Về cơ bản đến đây ta hoàn toàn tìm được x. Nhưng với giá trị 
[image: image694.wmf](
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 như vậy việc tính toán sẽ gặp khó khăn.

Để khắc phục ta có thể xử lý theo hướng khác như sau:

Ta viết lại: 
[image: image695.wmf](
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 lúc này bằng cách phân tích như trên ta thu được phương trình:


[image: image696.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

22

1122

22220210

2222

xxxx

xxxxxx

xx

--

-++-+-=Û-+=

++


Đặt 
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[image: image698.wmf]15
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. Kiểm tra điều kiện ta thấy chỉ có giá trị 
[image: image699.wmf]15
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 là thỏa mãn điều kiện.

b. Điều kiện: 
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Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image701.wmf](
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Để ý rằng:

Nếu ta đặt 
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[image: image703.wmf]323
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+ Xét trường hợp: 
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+ Xét 
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Đặt 
[image: image708.wmf]2

x

t

x

+

=

 ta có phương trình: 
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Trường hợp 1: 
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0

21

22223

2

480

x

x

xxx

x

xx

£

ì

+

Û=-Û+=-ÛÛ=-

í

--=

î


Trường hợp 2: 
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm: 
[image: image714.wmf]2; 223
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Ví dụ 4. Giải các phương trình:

a. 
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d. 
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Lời giải:

a. Hình thức bài toán dễ làm cho người giải bối rối nhưng để ý thật kỹ ta thấy:

Chìa khóa bài toán nằm ở vấn đề phân tích biểu thức: 
[image: image719.wmf]54
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Ta thấy do vế trái là biểu thức bậc 3 nên ta nghĩ đến hướng phân tích:
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Chia cho 
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Đặt 
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 ta có phương trình: 
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Giải 
[image: image727.wmf]3

32

2

0

1

11201

1

2

x

xx

txxxx

xx

x

=

é

-+

ê

=Û=Û--=Û=-

ê

++

ê

=

ë

.

Kết luận: Thử lại ta thấy 3 nghiệm: 
[image: image728.wmf]0, 1, 2
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 đều thỏa mãn.

b. Điều kiện: 
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Ta thấy chìa khóa bài toán nằm ở việc phân tích biểu thức:
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Giả sử 
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Phương trình trở thành:
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Kết luận: Phương trình có hai nghiệm là: 
[image: image739.wmf]537

3

537

3

x

x

é

--

=

ê

ê

ê

-+

=

ê

ë


Nhận xét: Ta có thể phân tích:


[image: image740.wmf](
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Chú ý: Trong một số phương trình: Ta cần dựa vào tính đẳng cấp của từng nhóm số hạng để từ đó phân tích tạo thành nhân tử chung.

c. Ta thấy rằng nếu bình phương trực tiếp sẽ dẫn đến phương trình bậc 5

Để khắc phục ta sẽ tìm cách tách 
[image: image741.wmf]2
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 ra khỏi 
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Từ đó ta viết lại phương trình như sau: 
[image: image743.wmf](
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[image: image745.wmf](
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Do 
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. Phương trình đã cho tương đương với
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Kết luận: Phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image749.wmf]15
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d. Điều kiện: 
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Giả sử: 
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Phương trình đã cho trở thành:
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Chia phương trình cho 
[image: image754.wmf](
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Đặt 
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Ta thu được phương trình: 
[image: image757.wmf](
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+ Nếu 
[image: image758.wmf](
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+ Nếu 
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Kết luận: 
[image: image760.wmf]56
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3. Giải phương trình vô tỉ bằng phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn

+ Đặt ẩn phụ không hoàn toàn là phương pháp chọn một số hạng trong phương trình để đặt làm ẩn sau đó ta quy phương trình ban đầu về dạng một phương trình bậc 2: 
[image: image761.wmf](
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+ Vấn đề của bài toán là phải chọn giá trị m bằng bao nhiêu để phương trình bậc 2 theo ẩn t có giá trị 
[image: image762.wmf]D
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+ Thông thường khi gặp các phương trình dạng: 
[image: image764.wmf](
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 thì phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn tỏ ra rất hiệu quả:

+ Để giải các phương trình dạng này ta thường làm theo cách:

- Đặt 
[image: image765.wmf](
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- Ta tạo ra phương trình: 
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Ta có: 
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 có dạng 
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)

(

)

(

)

2

111

4.0

m

gmfmgmm

D=-=Þ

éù

ëû

.

Ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ 1. Giải các phương trình:

a. 
[image: image771.wmf](
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b. 
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c. 
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 (Trích đề TS lớp 10 Chuyên tự nhiên – ĐHQG Hà Nội, 2009).

d. 
[image: image774.wmf](
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 (Trích đề TS lớp 10 Chuyên Toán TP Hà Nội, 2018).

Lời giải:

a. Đặt 
[image: image775.wmf]222
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Phương trình đã cho trở thành: 
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Ta sẽ tạo ra phương trình: 
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(Ta đã thêm vào 
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 nên phải bớt đi một lượng 
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Phương trình được viết lại như sau:


[image: image780.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

222

112130141213

mtxtmxmxmxmmxmxm

éù

-++-++-=ÞD=+--++-

ëû



[image: image781.wmf](
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Ta mong muốn
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Phương trình mới được tạo ra là: 
[image: image783.wmf](
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Ta có: 
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)

2

2

693

xxx

D=-+=-


Từ đó ta có: 
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+ Trường hợp 1: 
[image: image786.wmf]22
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+ Trường hợp 2: 
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Phương trình vô nghiệm.

Tóm lại: Phương trình có hai nghiệm là: 
[image: image788.wmf]12
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b. Điều kiện: 
[image: image789.wmf]22
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Bình phương 2 vế phương trình và thu gọn ta được: 
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Đặt 
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Ta mong muốn 
[image: image794.wmf](
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Từ đó suy ra phương trình mới là: 
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Tính được: 
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+ Trường hợp 1: 
[image: image798.wmf](
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+ Trường hợp 2: 
[image: image799.wmf](
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Tóm lại phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image800.wmf]42
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c. Đặt 
[image: image801.wmf]27
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 ta tạo ra phương trình: 
[image: image802.wmf](
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Làm tương tự như trên ta tìm được 
[image: image803.wmf]1
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 giải theo các trường hợp của t ta tìm được 
[image: image805.wmf]122
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 là nghiệm của phương trình.

d. Đặt 
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Làm tương tự như trên ta tìm được 
[image: image808.wmf]1
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Ta có 
[image: image810.wmf](
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Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image812.wmf]22
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b. 
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c. 
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d. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Kết luận: Phương trình có 3 nghiệm: 
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Tóm lại phương trình có 3 nghiệm: 
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Từ đó tính được 
[image: image845.wmf]8
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Phương trình đã cho trở thành: 
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Trường hợp 1: 
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Thử lại ta thấy: 
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Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm 
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Chú ý: Ở bước cuối cùng khi giải ra nghiệm ta phải thử lại vì phép bình phương lúc đầu khi ta giải là không tương đương.

d. Ta viết lại phương trình thành: 
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Ví dụ 3. Giải các phương trình

a. 
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Lời giải:
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Phương trình trở thành: 
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Từ đó tính được: 
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: 
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b. Điều kiện: 
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Phương trình trở thành: 
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Từ đó tính được: 
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Trường hợp 1: 
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Đối chiếu với điều kiện ban đầu ta thấy chỉ có 
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Trường hợp 2: 
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Đối chiếu với điều kiện ban đầu ta thấy chỉ có 
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Vậy phương trình có 2 nghiệm là: 
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III. SỬ DỤNG HẰNG ĐẲNG THỨC ĐỂ GIẢI PHƯƠNG TRÌNH

KIẾN THỨC CẦN NHỚ

Các bài toán giải được bằng hằng đẳng thức thường có dạng:
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Đưa phương trình ban đầu về dạng 
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Ví dụ 1. Giải các phương trình:
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Lời giải:
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Ta thường giải theo cách:
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Đối với (2): Đặt 
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Ta xét các ví dụ sau:
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Cộng hai phương trình của hệ với nhau ta thu được:
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Giả sử: 
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Đồng nhất hệ số của 
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Qua ví dụ trên ta thấy việc chuyển qua hệ tạm 
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b. Đặt 
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Đặt 
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c. Điều kiện: 
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2

x

³

. Ta đặt 
[image: image936.wmf]210

xa

-=³

 thì phương trình đã cho trở thành:


[image: image937.wmf]33

2332

1218810881121

aaaaaa

+---=Û++=+


Đặt 
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. Cộng hai phương trình của hệ với nhau ta thu được: 
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Đặt 
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Tương tự như các bài toán trên ta suy ra 
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Kết luận: 
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Thay vào phương trình ta có: 
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Suy ra: 
[image: image951.wmf](
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f. 
[image: image952.wmf](
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Đặt 
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[image: image954.wmf](
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[image: image955.wmf]2
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Thử lại ta thấy chỉ có 
[image: image956.wmf]121
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 thỏa mãn điều kiện bài toán.

Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image957.wmf](
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[image: image958.wmf]3
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c. 
[image: image959.wmf]3
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Lời giải:

a. Nhận thấy 
[image: image960.wmf]0
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 không phải là nghiệm của phương trình:

Chia hai vế phương trình cho 
[image: image961.wmf]3
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 ta thu được: 
[image: image962.wmf]3
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Đặt 
[image: image963.wmf]3
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[image: image964.wmf]23
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Cộng hai phương trình của hệ ta có:


[image: image965.wmf](
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Đặt 
[image: image966.wmf]2
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 ta thu được: 
[image: image967.wmf](
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[image: image968.wmf]2332
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Suy ra 
[image: image969.wmf]589
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b. . Nhận thấy 
[image: image970.wmf]0
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 không phải là nghiệm của phương trình nên ta chia hai vế phương trình cho 
[image: image971.wmf]x

 thì thu được phương trình tương đương là: 
[image: image972.wmf]23
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Đặt 
[image: image973.wmf]3
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[image: image974.wmf]2

33

1

34

1

2

xxy

x

xy

x

ì

+-=

ï

ï

í

ï

++=

ï

î

. Cộng hai phương trình của hệ ta có:


[image: image975.wmf](
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Từ phương trình ta suy ra 
[image: image976.wmf]2
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c. Ta viết lại phương trình thành: 
[image: image978.wmf](
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Đặt 
[image: image979.wmf]3

3

412

=+

yxx

 ta có hệ tạm sau: 
[image: image980.wmf](
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Cộng hai vế hệ phương trình ta thu được: 
[image: image981.wmf](
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[image: image984.wmf](
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Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm là: 
[image: image985.wmf]0; 3
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IV. PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ

Những kỹ thuật quan trọng để giải phương trình giải bằng phương pháp đánh giá ta thường sử dụng là:

+ Dùng hằng đẳng thức: 
[image: image986.wmf]222
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+ Dùng các bất đẳng thức cổ điển Cô si, Bunhiacopxki, Bất đẳng thức hình học;

+ Dùng phương pháp khảo sát hàm số để tìm.

Ví dụ 1. Giải các phương trình:

a. 
[image: image987.wmf]2
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b. 
[image: image988.wmf]1319116

-++=

xxx

.

c. 
[image: image989.wmf](
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 (Trích Đề thi tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán Trường chuyên Amsterdam, 2014).

d. 
[image: image990.wmf](
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image991.wmf]1
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b. Điều kiện: 
[image: image994.wmf]1
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c. Điều kiện 
[image: image997.wmf]1
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Suy ra 
[image: image999.wmf]0
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 là nghiệm duy nhất của phương trình.

d. Điều kiện: 
[image: image1000.wmf]1; 4; 9
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[image: image1001.wmf]214469

xyzxyz

-+-+-=++
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[image: image1003.wmf](
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Ví dụ 2. Giải các phương trình:

a. 
[image: image1004.wmf]3
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[image: image1005.wmf]3

423

43431612

xxxxx

+++=+

.

c. 
[image: image1006.wmf](
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Lời giải:

a. Vì 
[image: image1007.wmf]4
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 nên phương trình đã cho có nghiệm khi 
[image: image1008.wmf](
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Để ý rằng khi 
[image: image1009.wmf]1
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[image: image1010.wmf]VTVP
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 nên ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Cô si sao cho dấu bằng xảy ra khi 
[image: image1011.wmf]1
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[image: image1012.wmf]3
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 thì từ những cơ sở trên ta có lời giải như sau:

Theo bất đẳng thức Cô si dạng 
[image: image1013.wmf]3
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Mặt khác ta có:
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Suy ra 
[image: image1016.wmf]VTVP
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Tóm lại: Phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image1018.wmf]1
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b. Vì 
[image: image1019.wmf]42
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 nên phương trình đã cho có nghiệm khi


[image: image1020.wmf](
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[image: image1021.wmf]1
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 thì 
[image: image1022.wmf]VTVP
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 nên ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Cô si sao cho dấu bằng xảy ra khi 
[image: image1023.wmf]1
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 thì 
[image: image1025.wmf]3
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Theo bất đẳng thức Cô si dạng 
[image: image1026.wmf]3
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Mặt khác ta có:
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1029.wmf](
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c. Điều kiện: 
[image: image1030.wmf]1

8

x

³

. Để ý rằng  
[image: image1031.wmf]1
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 là nghiệm của phương trình nên ta có lời giải như sau:
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Mặt khác, ta có:


[image: image1033.wmf](
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Suy ra 
[image: image1034.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1035.wmf]1
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Ví dụ 3. Giải các phương trình:
a. 
[image: image1036.wmf]4
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c. 
[image: image1038.wmf]44
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d. 
[image: image1039.wmf]22
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image1040.wmf]1
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Phương trình đã cho có thể viết lại như sau: 
[image: image1041.wmf]4
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+ Ta chứng minh: 
[image: image1042.wmf]1
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. Thật vậy, bất đẳng thức tương đương với 
[image: image1043.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1044.wmf]1
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+ Ta chứng minh: 
[image: image1045.wmf]4
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[image: image1047.wmf](
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Điều này hiển nhiên đúng. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1048.wmf]1
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Từ đó suy ra 
[image: image1049.wmf]2
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b. 
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Ta thấy rằng: 
[image: image1052.wmf]4121; 522121
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Theo bất đẳng thức Cô si ta có:
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[image: image1054.wmf]1119
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Mặt khác, ta có:
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(Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki cho 3 số)

Từ đó suy ra: 
[image: image1056.wmf]2133
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Tương tự ta cũng có: 
[image: image1057.wmf]1233
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Cộng hai bất đẳng thức cùng chiều ta có: 
[image: image1058.wmf]333333
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1060.wmf]1
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c. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy – Schwarz dạng: 
[image: image1061.wmf](
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[image: image1063.wmf](
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Tương tự: 
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Cộng hai bất đẳng thức cùng chiều (1), (2) ta có:


[image: image1067.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1068.wmf]1
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d. Ta có 
[image: image1069.wmf](
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Điều kiện xác định là 
[image: image1070.wmf]25
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Theo bất đẳng thức AM-GM ta có:
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Và 
[image: image1072.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

119

25245245

22222

x

xxxxxx

+

+-=+-£++-=

éù

ëû


Như vậy: 
[image: image1073.wmf](
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Từ đó suy ra: 
[image: image1074.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1075.wmf](
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Vậy 
[image: image1076.wmf]1
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 là nghiệm duy nhất của phương trình.

Ví dụ 4. Giải các phương trình sau:

a. 
[image: image1077.wmf](
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c. 
[image: image1079.wmf]222
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image1080.wmf]1
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy – Schwarz cho hai bộ số 
[image: image1081.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi 
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Giải theo hai trường hợp ta thu được phương trình vô nghiệm.
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  là một nghiệm của phương trình.
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Vậy phương trình có 4 nghiệm: [image: image1417.wmf]±
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Bài 34. Điều kiện: [image: image1418.wmf]4
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Bài 35.

Điều kiện: [image: image1424.wmf]³
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Dễ thấy phương trình (1) có  [image: image1427.wmf]>

VT25

 và do [image: image1428.wmf]³

2

x

3

 ta có [image: image1429.wmf]£+<

9162

VP25

213

 nên phương trình đã cho vô nghiệm
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KL: Phương trình có 1 nghiệm [image: image1440.wmf]=-
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Bài 36.

Điều kiện: [image: image1441.wmf]³-
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BPT được viết lại: 
[image: image1442.wmf](
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Đặt a = 2x + 1; b 
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Kết luận: Nghiệm của bất phương trình là: [image: image1446.wmf]=
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Bài 37.

Điều kiện: (1 ≤ x ≤ 1

Bình phương 2 vế  ta có : [image: image1447.wmf]æö
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki:
[image: image1448.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Côsi: [image: image1449.wmf](
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C.MỘT SỐ BÀI TOÁN CHỌN LỌC TRONG ĐỀ THI CHUYÊN VÀ HSG

I.HSG

Bài 1. Giải phương trình: 
[image: image1451.wmf]++=++

22

4x10x95.2x5x3


(Thi học sinh giỏi Toán 9, Tỉnh Quảng Trị năm học 2012 - 2013)

Bài 2. Giải các phương trình sau:

a) 
[image: image1452.wmf](
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b) 
[image: image1453.wmf]+-+--=
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c) 
[image: image1454.wmf]++-=++++-=+
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, TP Hồ Chí Minh, năm học 2007 - 2008)

Bài 3. Giải phương trình: 
[image: image1455.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi tỉnh Bình Định, năm học )

Bài 4. Giải phương trình: 
[image: image1456.wmf]2
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.

Bài 5. Giải phương trình: 
[image: image1457.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Hải Dương, năm học 2009 - 2010)

Bài 6. Giải phương trình. 
[image: image1458.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, thành phố Hồ Chí Minh, năm 2008 - 2009)

Bài 7.Giải phương trình: 
[image: image1459.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2009 - 2010)

Bài 8. Giải phương trình: 
[image: image1460.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Thừa Thiên Huế, năm học 2008 - 2009)

Bài 9. Giải phương trình  
[image: image1461.wmf]1
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Bài 11. Giải phương trình: 
[image: image1462.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Quảng Bình, năm học 2009 - 2010)

Bài 12. Giải phương trình: 
[image: image1463.wmf]11
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Bài 13. Giải phương trình: 
[image: image1464.wmf]415
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, Tỉnh Nghệ An, năm học 2011 - 2012)

Bài 14. Giải các phương trình:

a) 
[image: image1465.wmf](
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b) 
[image: image1466.wmf]23
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c) 
[image: image1467.wmf](
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, TP Hà Nội, năm học 2010 - 2011)

Bài 15. Giải phương trình: 
[image: image1468.wmf]x1
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2013 - 2014)

Bài 16. Giải phương trình: 
[image: image1469.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hồ Chí Minh, năm học 2014- 2015)

Bài 17. Giải phương trình: 
[image: image1470.wmf]232
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Bài 18. Giải phương trình 
[image: image1471.wmf](
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, Hà Nam, năm học 2016- 2017)

Bài 19. Giải phương trình 
[image: image1472.wmf]3x7x414x420
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, Vinh, năm học 2018- 2019)

HƯỚNG DẪN

Bài 1.
Tìm cách giải. Quan sát đề bài, chúng ta nhận thấy bài toán có dạng: 
[image: image1473.wmf](
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 . Do đó nên đặt: 
[image: image1474.wmf](
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. Giải phương trình ẩn y.

Trình bày lời giải

Đặt 
[image: image1475.wmf](
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2x5x3yy0

, suy ra 
[image: image1476.wmf]++=
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Phương trình có dạng: 
[image: image1477.wmf]+=Û-+=

22

2y35y2y5y30

 .

Giải ra ta được: 
[image: image1478.wmf]==
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· Với y = 1 thì 
[image: image1479.wmf]++=Û++=Û++=Û=-=-
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· Với 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
[image: image1482.wmf]---
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Bài 2.
a) Đặt 
[image: image1483.wmf]=-
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yx3x

, phương trình đã cho trở thành 
[image: image1484.wmf]--=
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Giải ra ta được: 
[image: image1485.wmf]=-=
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- Với y = -1 ta có 
[image: image1486.wmf]-=-
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 giải ra ta được 
[image: image1487.wmf]+-
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- Với y = 7 ta có 
[image: image1488.wmf]-=
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 giải ra ta được 
[image: image1489.wmf]+-
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
[image: image1490.wmf]ìü
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b) Điều kiện 
[image: image1491.wmf]££
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Đặt 
[image: image1492.wmf](
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 phương trình đã cho trở thành:
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[image: image1494.wmf]Û+-=Û+-=
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Giải ra ta được 
[image: image1495.wmf]=
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 (thỏa mãn); 
[image: image1496.wmf]-
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Với 
[image: image1497.wmf]=
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 ta có: 
[image: image1498.wmf]-=Û=
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 4.

Nhận xét: Ngoài cách giải trên, ta có thể chuyển một dấu căn sang vế kia (cô lập căn thức). Sau đó bình phương hai vế.

c) Điều kiện 
[image: image1499.wmf]+³-³+³
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho hai số không âm ta có:
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Dấu bằng xảy ra khi 
[image: image1502.wmf]ìì
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Hệ trên vô nghiệm nên dấu bằng không xảy ra. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.

Bài 3.
Tìm cách giải. Quan sát phương trình ta có thể tiếp cận cách giải theo các hướng sau:

- Hướng 1. Quan sát nếu nâng lên lũy thừa để khử căn thì được phương trình bậc bốn, nên nếu có nghiệm thì hoàn toàn giải được bằng cách phân tích đa thức thành nhân tử.

- Hướng 2. Bài toán có dạng 
[image: image1503.wmf]2
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 nên có thể đưa về 
[image: image1504.wmf]22
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. Từ đó giải tiếp được phương trình đơn giản.

- Hướng 3. Bài toán có dạng 
[image: image1505.wmf]2
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 nên có thể chuyển về giải hệ phương trình đối xứng, bằng cách đặt 
[image: image1506.wmf]xmy
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 ta được hệ phương trình:
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Trình bày lời giải

Cách 1. Ta có: 
[image: image1508.wmf]2
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Bình phương hai vế ta được: 
[image: image1510.wmf]42

x10x25x5

-+=+



[image: image1511.wmf](
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[image: image1512.wmf](
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Giải phương trình: 
[image: image1513.wmf]2
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 ta được 
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Giải phương trình: 
[image: image1515.wmf]2
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 ta được 
[image: image1516.wmf]34
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Kết hợp với tập xác định ta được, nghiệm của phương trình là:
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Cách 2. Xét 
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- Giải phương trình (1): 
[image: image1520.wmf]xx5
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Suy ra 
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- Giải phương trình (2): 
[image: image1524.wmf]11
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 với điều kiện
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Giải ra ta được: 
[image: image1526.wmf]3
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 (thỏa mãn), 
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 (loại).

Kết hợp với tập xác định ta được, nghiệm của phương trình là:
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Cách 3. Đặt 
[image: image1529.wmf](
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Kết hợp với phương trình đề bài ta có hệ phương trình 
[image: image1530.wmf]2
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Từ phương trình (3) và (4) vế trừ vế ta được:


[image: image1531.wmf](
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• Trường hợp 1. Xét x = y, thay vào phương trình (3) ta được:


[image: image1532.wmf]22
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Giải ra ta được 
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• Trường hợp 2. Xét 
[image: image1534.wmf]xy10yx1
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 thay vào phương trình (3) ta được:
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Giải ra ta được: 
[image: image1536.wmf]3
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[image: image1537.wmf]4
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Kết hợp với điều kiện ta được, nghiệm của phương trình là:
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Bài 4.
Điều kiện 
[image: image1539.wmf]x1
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Cách 1. Đặt 
[image: image1540.wmf](

)

t x1 t0

=+³

 phương trình có dạng: 
[image: image1541.wmf]2

xt12t360

+-=


x = 0, không phải là nghiệm của phương trình nên 
[image: image1542.wmf]x0
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. Giải phương trình ẩn t, ta được: 
[image: image1543.wmf]12

66x166x1

t;t

xx

--+-++

==


• Trường hợp 1. 
[image: image1544.wmf](
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• Trường hợp 2. 
[image: image1546.wmf]66x166
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, bình phương hai vế ta được: 
[image: image1547.wmf]2
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vì 
[image: image1549.wmf]1
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[image: image1550.wmf]2
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 (loại)

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1551.wmf]{
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Cách 2.  
[image: image1552.wmf](
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• Trường hợp 1. 
[image: image1554.wmf]22
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 vô nghiệm.

• Trường hợp 2. 
[image: image1555.wmf]2
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 với điều kiện 
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[image: image1557.wmf]2
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Giải ra ta được x = 3 (thỏa mãn), x = 8 (không thỏa mãn).

Vậv tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1558.wmf]{
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Bài 5.
Tìm cách giải. Quan sát đặc điểm của phương trình, ta thấy có hai hướng suy nghĩ:

• Cách 1. Vì vế phải xuất hiện dạng: 
[image: image1559.wmf](
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 còn vế trái xuất hiện 
[image: image1560.wmf]2
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, nên tìm cách đưa về hằng đẳng thức: 
[image: image1561.wmf](
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. Sau đó giải tiếp.

• Cách 2. Đưa về hệ phương trình đối xứng loại hai.

Trình bày lời giải

Cách 1. 
[image: image1562.wmf]22
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• Giải phương trình (1): 
[image: image1565.wmf]=-+
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[image: image1568.wmf](
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Giải ra ta được: 
[image: image1569.wmf]1
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[image: image1570.wmf]2
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• Giải phương trình (2): 
[image: image1571.wmf]=---
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 vì 
[image: image1572.wmf]1
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[image: image1573.wmf]2x110
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 nên phương trình vô nghiệm.

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
[image: image1574.wmf]x22
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Cách 2. Điều kiện 
[image: image1575.wmf]x2
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Đặt 
[image: image1576.wmf]2x1y1
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[image: image1577.wmf]y1
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. 
[image: image1578.wmf]2
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 kết hợp với phương trình ban đầu ta có hệ phương trình 
[image: image1579.wmf](
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Vế trừ vế ta được 
[image: image1580.wmf]é
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• Trường hợp 1. Xét x = y suy ra: 
[image: image1581.wmf]22
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Giải ra ta được: 
[image: image1582.wmf]1
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[image: image1583.wmf]2
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 (loại).

• Trường hợp 2. Xét x = - y suy ra 
[image: image1584.wmf]2x1x1
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. Với 
[image: image1585.wmf]x2
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 thì 
[image: image1586.wmf]2x10; x10

->--<Þ

 vô nghiệm.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: 
[image: image1587.wmf]x22
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Nhận xét. Kĩ thuật của bài là việc chọn ẩn phụ từ việc làm ngược.

Đặt 
[image: image1588.wmf](
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 và 
[image: image1589.wmf](
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Để được hệ đối xứng thì ta chọn 
[image: image1590.wmf]a1; b1
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. Từ đó ta có cách giải trên. Ngoài ra ta có thể bình phương hai vế rồi giải phương trình bậc 4. Thật vậy
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 từ đó ta cũng giải được.

Bài 6.
Tìm cách giải. Để giải dạng toán này, ta thường có hai cách:

• Cách 1. Chuyển thành hệ phương trình đối xứng loại 1, bằng cách đặt phần chứa căn bằng y.

• Cách 2. Nhận thấy: x2 và 
[image: image1592.wmf](

)

2

2

17x

-

 có tổng là hằng số, đồng thời trong phương trình xuất hiện 
[image: image1593.wmf]2
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, nên chúng ta có thể đặt: 
[image: image1594.wmf]2
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. Sau đó biểu diễn phần còn lại theo y.

Trình bày lời giải

Cách 1. Đặt 
[image: image1595.wmf](
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Từ đó, ta có hệ phương trình 
[image: image1596.wmf]22
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Đặt 
[image: image1597.wmf]xyu;xyv
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. Hệ phương trình có dạng 
[image: image1598.wmf]2
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Từ phương trình (2) ta có 
[image: image1599.wmf]v9u
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 thay vào phương trình (1) ta được: 
[image: image1600.wmf](
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Giải ra ta được: 
[image: image1601.wmf]=Þ==-Þ=
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• Trường hợp 1. Xét u = 5; v = 4 ta có 
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[image: image1603.wmf]Þ

 x, y là nghiệm của phương trình 
[image: image1604.wmf]2
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 (3). Giải hệ phương trình (3) ta được 
[image: image1605.wmf]12
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Suy ra 
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• Trường hợp 2. Xét u = -7; v = 16 ta có 
[image: image1607.wmf]xy7
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[image: image1608.wmf]Þ

 x, y là nghiệm của phương trình 
[image: image1609.wmf]2
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Phương trình này vô nghiệm.

Suy ra hệ phương trình này vô nghiệm.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1610.wmf]{
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Cách 2.

Đặt: 
[image: image1611.wmf]2
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Phương trình đã cho có dạng: 
[image: image1612.wmf]2

2

y17

y9y2y350

2

-

+=Û+-=

.

Giải ra ta được 
[image: image1613.wmf]12
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• Trường hợp 1. Với y = 5 ta có 
[image: image1614.wmf]2
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[image: image1615.wmf]2
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 điều kiện 
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[image: image1617.wmf]222
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Giải ra ta được x = 1; x = 4 (thỏa mãn).

• Trường hợp 2. Với y = -7 ta có 
[image: image1618.wmf]2
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[image: image1619.wmf]2
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điều kiện 
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. Suy ra vô nghiệm.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1621.wmf]{
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Bài 7.

[image: image1622.wmf]2222
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Đặt 
[image: image1623.wmf]2

y2x4x3

=-+

với 
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Phương trình có dạng 
[image: image1625.wmf]22
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Giải ra ta được y1 = 1; y2 = 3

- Với y = 1 thì 
[image: image1626.wmf]222
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- Với y = 3 thì 
[image: image1627.wmf]222
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Giải ra ta được x = -1, x = 3.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1628.wmf]{
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Bài 8.

Đặt 
[image: image1629.wmf](
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, phương trình có dạng 
[image: image1630.wmf]2
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Giải ra ta được y = 3 (thỏa mãn); y = - 4 (không thỏa mãn)

Với 
[image: image1631.wmf]22
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Giải ra ta được 
[image: image1632.wmf]12
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Bài 9.
Điều kiện 
[image: image1633.wmf]1
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1111

2xx22xx2

4242

æö

Û+-+=Û+-+=

ç÷

ç÷

èø



[image: image1636.wmf]2
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với điều kiện 
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[image: image1638.wmf]22
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 Giải ra ta được 
[image: image1639.wmf]15
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So sánh với điều kiện, ta được 
[image: image1640.wmf]1
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 (thỏa mãn)

Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image1641.wmf]1
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Bài 10.
a/ 
[image: image1642.wmf](
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Điều kiện 
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Đặt 
[image: image1644.wmf](
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 phương trình có dạng: 
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[image: image1646.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image1647.wmf]xy0xy
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[image: image1648.wmf]2
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 với 
[image: image1649.wmf]x0
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. Giải ra ta được x = -1 (loại), x = 2 (thỏa mãn).

- Trường hợp 2. Xét 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image1652.wmf]{
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[image: image1655.wmf]2
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giải ra ta được 
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Với 
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Bài 11.
Đặt 
[image: image1659.wmf](
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[image: image1660.wmf]Þ=--=+--+=+-
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Từ đó, ta có hệ phương trình 
[image: image1662.wmf]ì
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Trừ từng vế các phương trình ta được
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- Trường hợp 1. Xét t = x ta có 
[image: image1664.wmf]22
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Giải ra ta được 
[image: image1665.wmf]12
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- Trường hợp 2. Xét t + x + 4 = 0 ta có 
[image: image1666.wmf]22
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Giải ra ta được x = 0 (loại), x = -4.

Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image1667.wmf]{
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Bài 12.
Đặt 
[image: image1668.wmf]11
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Từ đó ta có hệ phương trình 
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[image: image1671.wmf](

)

(

)

2

uvx

uvx

1x

uvuv1x

uv

x

1x1

2vx2vx1hay2vv1v1

xx

ì

+=

ì

+=

ïï

ÛÛ

íí

-

+-=-

-=

ï

ï

î

î

-

Þ=-Þ=-+=+Û=


Với 
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Giải ra ta được 
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Vậy nghiệm của phương trình là 
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Bài 13.
Đặt 
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Điều kiện 
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Ta có hệ phương trình 
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Suy ra 
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Suy ra 
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Thử lại 
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 (không thỏa mãn).

Vậy nghiệm của phương trình là: x = 2.

Bài 14.
a/ 
[image: image1685.wmf](
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Đặt 
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Phương trình có dạng: 
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[image: image1689.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image1690.wmf]u3v0u3v

-=Û=


Suy ra 
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 vô nghiệm.

- Trường hợp 2. Xét 
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Suy ra 
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Giải ra ta được 
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Vậy phương trình có tập nghiệm là : 
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Phương trình có dạng : 
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7uv2v3u

=+



[image: image1700.wmf](

)

(

)

22

v3u0

2v6uvuv3u0v3u2vu0

2vu0

é

-=

Û--+=Û--=Û

ê

-=

ë


- Trường hợp 1. Xét 
[image: image1701.wmf]v3u0v3u

-=Û=

. Suy ra:


[image: image1702.wmf]222

xx13x1xx19x9x8x100

++=-Û++=-Û-+=


Giải ra ta được: 
[image: image1703.wmf]12

x46;x46

=-=+


- Trường hợp 2. Xét 
[image: image1704.wmf]2vu02vu

-=Û=


Suy ra 
[image: image1705.wmf]222

2xx1x14x4x4x14x3x50

++=-Þ++=-Û++=

 vô nghiệm.

Vậy phương trình có tập nghiệm là: 
[image: image1706.wmf]{

}

S46;46

=-+


c/ 
[image: image1707.wmf](

)

(

)

(

)

22

2x2x35x2xx1

Û++=+++

điều kiện 
[image: image1708.wmf]x2

³-


Đặt 
[image: image1709.wmf](

)

2

x2u;xx1vu0;v0

+=++=³>

. Phương trình có dạng:


[image: image1710.wmf](

)

(

)

(

)

2222

2uv5uv2u4uvuv2v02uvu2v0

+=Û--+=Û--=


- Trường hợp 1. Xét 
[image: image1711.wmf]-=Û=

u2v02vu

.

Suy ra 
[image: image1712.wmf]222

2xx1x24x4x4x24x3x20

++=+Þ++=+Û++=

 vô nghiệm.

- Trường hợp 2. Xét 
[image: image1713.wmf]2

2uv0xx12x2

-=Û++=+



[image: image1714.wmf]Û++=+Û--=

22

xx14x8x3x70


Giải ra ta được: 
[image: image1715.wmf]12

337337

x;x

22

-+

==

 (thỏa mãn).

Vậy tập nghiệm của phương trình: 
[image: image1716.wmf]337337

S;

22

ìü

-+

ïï

=

íý

ïï

îþ


Bài 15.
Điều kiện xác định: 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là: 
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Điều kiện xác định của phương trình đã cho là 
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Kết hợp với điều kiện xác định ta có tập nghiệm là 
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Kết hợp với điều kiện xác định ta được 
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II.CHUYÊN
Câu 1: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Khoa học Tự nhiên năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 2: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Bắc Giang năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 3: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Lê Hồng Phong – Nam Định năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 4: Giải phương trình: 
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Câu 5: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Phan Bội Châu năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
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Câu 6: (Đề thi thử vào lớp 10 Chuyên Khoa học Tự nhiên năm học 2017 – 2018 vòng 1)

Giải phương trình: 
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Câu 7: Giải phương trình: 
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Câu 8: Giải phương trình: 
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Câu 9: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Lam Sơn – Thanh Hóa năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
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Câu 10: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Hùng Vương – Phú Thọ năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 11: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Bắc Ninh năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 12: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Hùng Vương – Phú Thọ năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
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Câu 13: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Nguyễn Trãi – Hải Dương năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
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Câu 14: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Đại học Vinh năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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Câu 15: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Thái Bình năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
[image: image1797.wmf]2
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Câu 16: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Ninh Bình năm học 2017 – 2018)

Giải phương trình: 
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Câu 17: (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Toán – TP Hà Nội năm học 2018 – 2019)

Giải phương trình: 
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HƯỚNG DẪN
Câu 1:
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Câu 2:
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Câu 5:

Điều kiện xác định: 
[image: image1853.wmf]24
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Do vậy 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Câu 6:

Điều kiện xác định: 
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Phương trình tương đương với 
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 (thỏa mãn).

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Câu 7:

Điều kiện xác định: 
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Phương trình đã cho tương đương với
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Ta có 
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Do vậy phương trình có nghiệm duy nhất 
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Câu 8:

Điều kiện xác định: 
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Xét 
[image: image1878.wmf](
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Thay 
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 vào phương trình ban đầu thấy thỏa mãn.

Xét 
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(1)

Giải phương trình (1) ta thấy phương trình vô nghiệm.

+) Nếu 
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(2)

Giải phương trình (2) ta tìm được 
[image: image1886.wmf]9
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Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm 
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Câu 9:

Điều kiện xác định: 
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Đặt 
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Ta có: 
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Từ đó x là nghiệm của phương trình: 
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Thử lại ta được 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Câu 10:

Điều kiện xác định: 
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Phương trình đã cho tương đương với 
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Từ đây, suy ra 
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Câu 11:

Điều kiện: 
[image: image1901.wmf]1

3

x

³-

.

Đặt 
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Ta có hệ:
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Từ đó ta có: 
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Câu 12:

Điều kiện: 
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3

x

³-

.

Phương trình đã cho tương đương với: 
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Đặt 
[image: image1907.wmf](

)

(

)

3

32432

2

yxxy

æö

-=+--£

ç÷

èø

 (*) ta được hệ: 
[image: image1908.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

32432(1)

32432(2)

xxy

yxx

ì

--+=--

ï

í

--+=--

ï

î

.

Trừ vế với vế của (1) và (2) ta được: 
[image: image1909.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

32323232

xyxy

---=---



[image: image1910.wmf](

)

(

)

3232323210

xyxy

Û--+-+--=



[image: image1911.wmf](

)

(

)

2250

xyxy

Û-+-=

.

+) Nếu 
[image: image1912.wmf]xy

=

, thay vào (*) ta được: 
[image: image1913.wmf]2

13

1597

3231

32

8

41580

x

xxx

xx

-

ì

££

-

ï

-=+ÛÛ=

í

ï

-+=

î

.

+) Nếu 
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Thử lại thấy hai nghiệm đều thỏa mãn.

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm 
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Câu 13:

Điều kiện: 
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Phương trình đã cho tương đương với: 
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Giải phương trình trên ta tìm được 2 nghiệm là 
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Câu 14:

Điều kiện xác định: 
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Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm 
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Câu 15:

Điều kiện: 
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Từ đó, ta có phương trình:
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm 
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Câu 16:

Điều kiện: 
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Đặt 
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+) Nếu 
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Câu 17:

Do 
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Từ phương trình ban đầu ta có 
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Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm 
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