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Bài 1:  Tìm tất cả các hàm số  
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 thỏa mãn với mọi 
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thì: 






[image: image3.wmf][

]

(

)

[

]

().()

fxyfxfy

=


trong đó 
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chỉ số nguyên lớn nhất không vượt quá x.


Ta có: 
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Cho 
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Xét các trường hợp:

· Nếu 
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: trong đẳng thức (*), cho 
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Giả sử 
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, thay vào (*), ta được: 
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Hoàn toàn tương tự, ta cũng có: 
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Đẳng thức này đúng với mọi 
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nên với 
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, ta được: 
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Do đó:  
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, tức là ta có được hàm số 
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Thử lại ta thấy hàm số này thỏa mãn (*).
· Nếu 
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Cho 
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Đặt 
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Do đó: 
[image: image30.wmf](),
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Thử lại, ta cũng thấy hàm số này thỏa mãn (*).

Vậy có hai hàm số cần tìm là: 
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Bài 2: Cho tam giác 
[image: image34.wmf]ABC

 với I là tâm nội tiếp và 
[image: image35.wmf]G

là đường tròn ngoại tiếp tam giác. Đường thẳng AI cắt 
[image: image36.wmf]G

tại điểm thứ hai là D (khác A). Gọi E là một điểm trên cung 
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 của đường tròn 
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và F là một điểm nằm trên đoạn BC sao cho 
[image: image39.wmf]·

·

·

1

2

BAFCAEBAC

=<

. 

[image: image260.emf]S

M

L

K

O

P

A

B

C

Chứng minh rằng:  đường thẳng EI và DG cùng đi qua một điểm trên nằm trên 
[image: image40.wmf]G

.

Gọi K là giao điểm của tia AD với đường tròn  tâm D, bán kính DI. 
Do D là giao điểm của phân giác góc 
[image: image41.wmf]·
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với (O) nên D chính là trung điểm cung 
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Dễ thấy khi đó: 
[image: image43.wmf]DIDBDC
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Suy ra: 4 điểm 
[image: image44.wmf],,,
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cùng thuộc (D) và D là trung điểm IK. 


Theo giả thiết, vì G là trung điểm IF nên DG là đường trung bình của 
[image: image45.wmf]IFK
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. Ta được:

GD // FK 
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Tiếp theo, ta sẽ chứng minh:
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Thật vậy:

        Do 
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Hơn nữa: 
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So sánh hai đẳng thức ở trên, ta được:
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Từ (1) và (2), ta được: 
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, tức là các góc này cùng chắn một cung trên đường tròn 
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 đã cho. 

Từ đó suy ra các đường thẳng EI và DG cùng đi qua một điểm nằm trên 
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Bài 3: Tìm tất cả các hàm số 
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là một bình phương đúng với mọi 
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Với p là số nguyên tố, kí hiệu
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 nghĩa là b chia hết cho 
[image: image64.wmf]p
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Ta sẽ chứng minh rằng: Với mọi p nguyên tố, nếu  
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Thật vậy, xét hai trường hợp:
· Nếu p là số nguyên tố lẻ:


Giả sử p thỏa mãn 
. Ta có nhận xét rằng khi đó, tồn tại k nguyên sao cho 
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 đều thỏa mãn là hai số thuộc bộ đó đều chia hết cho p và cũng tồn tại ít nhất một bộ có cả hai số trong đó đều không chia hết cho
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Theo giả thiết:
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Do đó, nhận xét (*) đúng trong trường hợp p là số nguyên tố lẻ.
· Nếu 
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Giả sử rằng 
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và từ đó, ta cũng dễ dàng thấy rằng: 2 phải chia hết 
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Trong trường hợp này, nhận xét (*) ở trên vẫn đúng.

Như thế, với mọi số nguyên tố p, nếu 
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Thay 
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Giả sử tồn tại giá trị m tự nhiên nào đó sao cho 
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Suy ra với mọi m, ta có 
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Bài 4: Cho P là một điểm nằm trong tam giác
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Chứng minh rằng: nếu 
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Gọi O là tâm của đường tròn 
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Do đó: 
[image: image118.wmf]·

·

·

·

·

·

00

 (..)180180

SAPSPBcgcSAPSPBSAPSPBSPLBAP

DDÞ=Þ-=-Þ=

:

.

Hơn nữa: 
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Cũng do 
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Do đó: 
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Ta được: 
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Ta có đpcm.

Bài 5:  Mỗi hộp trong sáu hộp 
[image: image136.wmf]123456

,,,,,

BBBBBB

 ban đầu chứa một đồng xu. Có hai phép biến đổi dưới đây được chấp nhận:

- Loại 1: Chọn một hộp không rỗng
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, bỏ đi một đồng xu ở hộp 
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 và thêm hai đồng xu vào hộp 
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- Loại 2: Chọn một hộp không rỗng
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, bỏ đi một đồng xu ở hộp 
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Hỏi có tồn tại hay không một dãy hữu hạn các phép biến đổi được chấp nhận trong hai loại ở trên sao cho từ các hộp đã cho ban đầu, ta sẽ thu được 5 hộp 
[image: image143.wmf]12345

,,,,

BBBBB

 đều rỗng và hộp 
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Ta sẽ chứng minh rằng sau một số hữu hạn các phép biến đổi loại 1 và 2 thì sẽ được 5 hộp 
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[image: image149.wmf]2010

2010

2010

N

=

(dễ thấy 
[image: image150.wmf]4

N

M

). Gọi bộ 
[image: image151.wmf]123456

[,,,,,],,1,6

i

aaaaaaai

Î=

¥

 là số các đồng xu có trong các hộp 
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Kí hiệu 
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 là phép biến đổi loại 1 hoặc một dãy liên tiếp các phép biến đổi loại 1; 
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 là phép biến đổi loại 2 hoặc một dãy liên tiếp các phép biến đổi loại 2. 


Ta thấy: nếu chúng ta có thể đạt được một bộ 
[image: image155.wmf][0,0,0,,0,0]

4

N

 thì cũng có thể đạt được bộ: 
[image: image156.wmf][0,0,0,0,0,]

N

 nhờ cách áp dụng phép biến đổi 
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Tiếp theo, ta thấy: nếu đã đạt được bộ 
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thì cũng có thể dễ dàng đạt được bộ 
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Như thế, ta chỉ cần chứng minh rằng: sau một số hữu hạn các phép biến đổi loại 1 và 2 thì có thể đạt được một bộ: 
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Đặt 
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Ta sẽ chứng minh (*) đúng với giá trị X xác định như trên. Thật vậy:
Trước hết, ta có quá trình biến đổi như sau:


[image: image169.wmf]1222

[1,1,1,1,1,1][1,1,1,1,0,3][1,1,1,0,3,0][

1,1,0,3,0,0]

TTTT

¾¾®¾¾®¾¾®¾¾®



[image: image170.wmf]2122

[1,0,3,0,0,0][0,2,3,0,0,0][0,1,5,0,0,0][

0,0,7,0,0,0]

TTTT

¾¾®¾¾®¾¾®¾¾®



(1)

Với 
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 trên một bộ ba số như sau:
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Tiếp tục tương tự như thế, sau a lần, ta sẽ đạt được bộ: 
[image: image175.wmf][0,2,0]
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Như thế thì từ bộ 
[image: image176.wmf][,2,0]
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 ban đầu, ta có thể đạt được 
[image: image177.wmf][0,2,0]
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 bằng một số hữu hạn các phép biến đổi 
[image: image178.wmf]12

,

TT

; ta kí hiệu nhóm các phép biến đổi đó là 
[image: image179.wmf]3

T

, tức là: 
[image: image180.wmf]3
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Vì vậy, với 
[image: image181.wmf],1
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, ta xét một số phép biến đổi 
[image: image182.wmf]12
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 trên một bộ bốn số như sau:


[image: image183.wmf]3

12

1

[,,0,0][,1,2,0][,0,2,0][1,2,0,0]

T

TT

bb

ababaa

¾¾®-¾¾®¾¾®-



[image: image184.wmf]3
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Tiếp tục tương tự như thế, sau a lần, ta sẽ đạt được bộ: 
[image: image185.wmf]2
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, (trong đó số thứ 2 là lũy thừa a tầng của 2).

Như thế thì từ bộ: 
[image: image186.wmf][,,0,0]
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 ban đầu, ta có thể đạt được 
[image: image187.wmf]2
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 qua một số hữu hạn các phép biến đổi 
[image: image188.wmf]123
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; ta kí hiệu nhóm các phép biến đổi đó là 
[image: image189.wmf]4
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, tức là: 
[image: image190.wmf]2
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Từ đó, suy ra: 
[image: image191.wmf]2

...

14

2

[0,0,7,0,0,0][0,0,6,2,0,0][0,0,0,2,0,0]

TT

¾¾®¾¾®

 (trong đó số thứ 4 là lũy thừa 7 tầng của 2 và đó cũng chính là X).
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Từ (1) và (2), ta thấy (*) được chứng minh.


Vậy sau một số hữu hạn các phép biến đổi loại 1 và 2 thì ta có thể thu được 5 hộp 
[image: image192.wmf]12345
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  đều rỗng và hộp 
[image: image193.wmf]6
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 chứa đúng 
[image: image194.wmf]2010

2010

2010

đồng xu.

Câu trả lời của bài toán là khẳng định.


       Bài 6: Cho 
[image: image195.wmf]123

,,,...

aaa

 là một dãy số nguyên dương. Gọi s là số nguyên dương thỏa mãn:
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 với mọi 
[image: image197.wmf]ns
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Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương 
[image: image198.wmf]ls
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 và 
[image: image199.wmf]N

sao cho: 
[image: image200.wmf]nn
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 với mọi 
[image: image201.wmf]nN
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. 
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Trước hết ta sẽ chứng minh nhận xét sau:

Dãy số đã cho thỏa mãn: 
[image: image202.wmf]max{|1}
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 với mọi 
[image: image203.wmf]ns
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Thật vậy: 

Với 
[image: image204.wmf]1,2,...,
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, nhận xét (*) hiển nhiên đúng.

Giả sử (*) cũng đúng với 
[image: image205.wmf]1,2,...,2
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. Ta sẽ chứng minh rằng (*) đúng với mọi 
[image: image206.wmf]2
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Ta có: 
[image: image207.wmf]max{|11}max{|1}
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với mọi 
[image: image208.wmf]ns
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Theo giả thiết, tồn tại số j với 
[image: image209.wmf]11
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 thỏa:
[image: image210.wmf]njnj
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Không mất tính tổng quát, giả sử: 
[image: image211.wmf]2
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. Khi đó, theo giả thiết quy nạp, tồn tại k với  
[image: image212.wmf]1
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thỏa mãn: 
[image: image213.wmf]jkjknkjknj
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. Ta cũng có 
[image: image214.wmf]2
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Từ (1) và (2), suy ra: 
[image: image217.wmf]max{|1}
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Theo nguyên lí quy nạp, (*) được chứng minh.

Tiếp theo, đặt 
[image: image218.wmf]max{|1}
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, giả sử số
[image: image219.wmf]l

 thỏa 
[image: image220.wmf]1

s

££

l

và 
[image: image221.wmf]a
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Ta sẽ chứng minh rằng 
[image: image222.wmf]l

 chính là giá trị thỏa mãn đề bài. Thật vậy: 
Trước hết, ta sẽ chứng minh: 
[image: image223.wmf],
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(**)
Ta sẽ chứng minh (**) bằng quy nạp.

Rõ ràng, (**) đúng với mọi 
[image: image224.wmf]1,2,3,...,
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 do cách xác định 
[image: image225.wmf]l
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Giả sử (**) đúng đến 
[image: image226.wmf]1,1

nmm

=->

, tức là: 
[image: image227.wmf],1
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Ta sẽ chứng minh rằng (**) cũng đúng với 
[image: image228.wmf]nm
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Theo giả thiết, tồn tại: 
[image: image229.wmf]1
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 thỏa: 
[image: image230.wmf]mkmk
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Dễ thấy theo giả thiết quy nạp, ta có:


[image: image231.wmf].()..
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Theo nguyên lí quy nạp, (**) được chứng minh.

Ta xét dãy số sau: 
[image: image232.wmf]..,
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. Từ (**) dễ thấy: 
[image: image233.wmf]0,
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Tiếp theo, ta chứng minh nhận xét:


Với mọi n, 
[image: image234.wmf]n
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 có thể biểu diễn dưới dạng 
[image: image235.wmf]1122
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với 
[image: image236.wmf]12
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 là các số nguyên không âm.









(***)


Ta cũng chứng minh (***) bằng quy nạp. 
-Với 
[image: image237.wmf]ns

£

, ta có thể chọn 
[image: image238.wmf]0,
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 và 
[image: image239.wmf]1
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Ta giả sử (***) đúng đến 
[image: image240.wmf]1
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, ta sẽ chứng minh (***) cũng đúng với 
[image: image241.wmf]nm
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Theo nhận xét (*), tồn tại k với 
[image: image242.wmf]1
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thỏa: 
[image: image243.wmf]nknk
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 với 
[image: image245.wmf]12
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Ta chọn 
[image: image246.wmf]',
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 và 
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 thì rõ ràng (***) cũng đúng với 
[image: image248.wmf]nm
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Theo nguyên lí quy nạp, (***) được chứng minh.


Hơn nữa: 
[image: image249.wmf]()()()
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Suy ra, 
[image: image250.wmf]max{|1}
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 vì mỗi số tự nhiên n có thể biểu diễn được dưới dạng: 
[image: image251.wmf].
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 và 
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Kết hợp với (***), ta thấy: 
[image: image254.wmf]n
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chỉ nhận một số hữu hạn các giá trị nguyên dương. 
Từ 
[image: image255.wmf]nn
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, ta thấy dãy số 
[image: image256.wmf]2

,,,...

qqq

bbb

++

ll

 sẽ là hằng số với một giá trị 
[image: image257.wmf]nN
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 đủ lớn nào đó, tức là 
[image: image258.wmf],
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Bài toán được giải quyết hoàn toàn.
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