ĐIỂM ĐẶC BIỆT CỦA ĐỒ THỊ. 

Dạng 1: Tìm các điểm đối xứng nhau trên đồ thị.
Bài toán: Cho đồ thị 
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, tìm trên đồ thị những cặp điểm 
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 đối xứng nhau qua điểm 
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 hoặc đường thẳng 
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Cách giải: 

- Giả sử 
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- Tìm tọa độ điểm 
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 theo 
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 sao cho 
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 là điểm đối xứng của 
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 qua 
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 ). Nên ta có : 
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 ta tìm được tọa độ của điểm 
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Bài toán. Cho hàm số 
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 .Tìm các cặp điểm trên 
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 đối xứng với nhau qua điểm 
[image: image18.wmf](

)

II

Ix;y.


Cách giải: 

Gọi cặp điểm cần tìm là 
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 và 
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 ,thế thì ta có:
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 và 
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 đối xứng qua I 
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I là trung điểm của đoạn 
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 và 
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 thuộc (C) nên tọa độ của chúng nghiệm đúng phương trình y = f(x).

Do đó tọa độ của 
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.  Giải hệ này sẽ tìm được tọa độ 
[image: image30.wmf]M

,
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Đặc biệt: Nếu 
[image: image32.wmf]M

, 
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 là hai điểm đối xứng với nhau qua gốc tọa độ O , khi đó nếu 
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 Giải hệ tìm được tọa độ 
[image: image38.wmf]M

,
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Công thức tọa độ của phép đối xứng tâm.
Trong mặt phẳng 
[image: image40.wmf]Oxy

, cho điểm 
[image: image41.wmf]I(a;b)

. Gọi 
[image: image42.wmf]I
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 là phép đối xứng tâm 
[image: image43.wmf]I.


Ta có 
[image: image44.wmf]M'(x';y')

 là ảnh của 
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 qua 
[image: image46.wmf]I
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 khi và chỉ khi 
[image: image47.wmf]x'2axx2ax'

y'2byy2by'

ì=-ì=-

Û

íí

=-=-

îî


Đường 
[image: image48.wmf](C):yf(x)
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 có ảnh qua đối xứng tâm 
[image: image49.wmf]I
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Các ví dụ
Ví dụ 1 : 
1. Cho hàm số 
[image: image51.wmf]3
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 có đồ thị 
[image: image52.wmf](
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. Tìm 
[image: image53.wmf]2

 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
[image: image54.wmf](
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2. Cho hàm số   
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 có đồ thị 
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. Tìm trên 
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 hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng 
[image: image58.wmf]MN
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 và 
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Lời giải.
1. Gọi 
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 là điểm đối xứng với A qua điểm 
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[image: image68.wmf]00

x1y0

Û=-Þ=


Vậy 
[image: image69.wmf]2

 điểm cần tìm là: 
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2. 
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 phương trình 
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Phương trình đường thẳng  
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 có dạng: 
[image: image75.wmf]y2xm
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Phương trình hoành độ giao điểm của 
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 cắt 
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 tại hai điểm phân biệt 
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Khi đó 
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 là các nghiệm của 
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Trung điểm của AB là 
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[image: image91.wmf]A,B

đối xứng nhau qua 
[image: image92.wmf]MN

 
[image: image93.wmf]I MNm4

ÛÎÛ=-

 

Suy ra 
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Ví dụ 2 : Cho hàm số 
[image: image96.wmf]=+++
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[image: image97.wmf]m

 để trên đồ thị hàm số có một cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ 
[image: image98.wmf]O
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Lời giải.
Giả sử 
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 là cặp điểm đối xứng nhau qua O, nên ta có :
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Lấy 
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 cộng với 
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 vế với vế ,ta có : 
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Để 
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 có nghiệm khi và chỉ khi 
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Vậy, với 
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 thì trên đồ thị hàm số có một cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ 
[image: image108.wmf]O

 có hoành độ 
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Ví dụ 3 : 
1. Tìm trên đồ thị 
[image: image110.wmf](
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 hai điểm 
[image: image111.wmf]M,N

 đối xứng nhau qua 
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2. Cho hàm số 
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 Tìm trên đồ thị hai điểm 
[image: image115.wmf]A,B

 sao cho 
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 và 
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[image: image118.wmf](
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Lời giải.
1. Gọi 
[image: image119.wmf](C')

 là ảnh của 
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 qua phép đối xứng tâm 
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Ta có phương trình của 
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Phương trình hoành độ giao điểm của 
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 và 
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Hai điểm 
[image: image127.wmf]M,N

 cần tìm là 
[image: image128.wmf]M(1;4)
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 và 
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2. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên khoảng 
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Cách 1:

Gọi tọa độ hai điểm thuộc đồ thị cần tìm là 
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Vì 
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 đối xứng nhau qua 
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 là trung điểm của 
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Vậy các điểm cần tìm là 
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Cách 2:

Gọi 
[image: image139.wmf]æ-ö

ç÷

+

èø

2a1

Aa;

a3

 Phép đối xứng tâm 
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Mà 
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Vậy, các điểm cần tìm là 
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Ví dụ 4. Tìm m để (Cm) : 
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có hai điểm cực trị đối xứng với nhau qua đường thẳng 9x – 6y – 7 = 0.
Lời giải.
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Hàm số có hai điểm cực trị 
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Khi đó hai điểm cực trị của đồ thị hàm số đã cho  là 
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A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng (d) 
[image: image154.wmf]Û
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Một vectơ chỉ phương của (d) là 
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AB vuông góc với (d) 
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m = 0 
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m = 4 
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Với  m = 0 thì 
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Thay tọa độ I vào phương trình của (d) ,ta được 0 = 0 ,suy ra I 
[image: image164.wmf]Î

(d) .vậy m = 0 thỏa mãn yêu cầu của bài toán.

Với m = 4 thì 
[image: image165.wmf]23

A2;

3

æö

ç÷

èø

, 
[image: image166.wmf]19

B4;

3

æö

ç÷

èø

 suy ra I(3;7).

Thay tọa độ I vào phương trình (d) ta được  27 – 42 -7 = 0 (sai) 
[image: image167.wmf]I(d)
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. Vậy m = 4 không thỏa mãn yêu câu bài toán.

Vậy, m = 0 thỏa mãn bài toán.
Ví dụ 5. Cho hàm số 
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[image: image169.wmf](
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 giao điểm của đường thẳng (: 
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 với đồ thị 
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. Tìm tọa độ điểm 
[image: image174.wmf]M

 thuộc đường phân giác  góc phần tư thứ nhất sao cho 
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Lời giải.
Tọa độ 
[image: image176.wmf]A,B

 là nghiệm của hệ phương trình: 
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[image: image179.wmf]A,B

 nằm về cùng phía đối với đường phân giác 
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Phương trình tham số của 
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Khi đó 
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 là giao điểm của 
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Ví dụ 6. Cho hàm số 
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 có đồ thị 
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 Tìm trên đồ thị hai điểm 
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 sao cho 
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 đối xứng nhau qua 
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Lời giải.
Vì 
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Gọi 
[image: image203.wmf]I

 là trung điểm của 
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Ta có 
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Do 
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 vuông tại 
[image: image444.wmf]A

 (
[image: image445.wmf]O

 là gốc tọa độ ).
Bài 11:  Cho hàm số 
[image: image446.wmf]12x

y

1x
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 có đồ thị là 
[image: image447.wmf](

)

C

. Tìm trên đồ thị  
[image: image448.wmf](

)

C

 hai điểm 
[image: image449.wmf]A

 và 
[image: image450.wmf]B

 sao cho 
[image: image451.wmf]A

 và 
[image: image452.wmf]B

 đối xứng nhau qua đường thẳng  
[image: image453.wmf](

)

d:

 
[image: image454.wmf]8x4y210
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Bài 12:  

1. Cho hàm số 
[image: image455.wmf]2

yx

=

có đồ thị là 
[image: image456.wmf](
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P

 và điểm 
[image: image457.wmf](
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(

)

A1;1,B3;9
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thuộc 
[image: image458.wmf](
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P

. Tìm điểm 
[image: image459.wmf]M

 trên cung 
[image: image460.wmf]AB

sao cho diện tích 
[image: image461.wmf]AMB

D

 lớn nhất.

2. Cho hàm số 
[image: image462.wmf]x2
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 có đồ thị là 
[image: image463.wmf](
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 .  Tìm  điểm 
[image: image464.wmf]M

 trên đồ thị 
[image: image465.wmf](

)

C

 sao cho khoảng cách từ 
[image: image466.wmf]M:


a. Đến đường thẳng 
[image: image467.wmf](
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d:2xy20
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 bằng 
[image: image468.wmf]65

.
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b. Đến 
[image: image469.wmf]Oy

 gấp đôi khoảng cách từ 
[image: image470.wmf]M

 đến 
[image: image471.wmf]Ox.


Bài 13:  

1. Tìm tọa độ 
[image: image472.wmf]2

 điểm 
[image: image473.wmf]B,

 
[image: image474.wmf]C

 thuộc 
[image: image475.wmf]2

 nhánh khác nhau  của đồ thị 
[image: image476.wmf]3x1

y

x1
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 sao cho tam giác 
[image: image477.wmf]ABC

 vuông cân tại 
[image: image478.wmf](
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A2;1

.

2. Cho hàm số 
[image: image479.wmf]2x

y

x2

=

-

có đồ thị là 
[image: image480.wmf](

)

C

. Tìm hai điểm 
[image: image481.wmf]B,C

 thuộc hai nhánh của 
[image: image482.wmf](
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 sao cho tam giác 
[image: image483.wmf]ABC

 vuông cân tại 
[image: image484.wmf](

)

A2;0

.
3. Với 
[image: image485.wmf](

)

O0;0

 và 
[image: image486.wmf](

)

A2;2

 là 
[image: image487.wmf]2

 điểm thuộc đồ thị 
[image: image488.wmf]3

yx3x
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, tìm điểm 
[image: image489.wmf]M

 nằm trên cung 
[image: image490.wmf]OA

 của đồ thị hàm số sao cho khoảng cách từ 
[image: image491.wmf]M

 đến 
[image: image492.wmf]OA

 lớn nhất.

4. Tìm điểm 
[image: image493.wmf]M

 thuộc đường thẳng 
[image: image494.wmf]y3x2

=-

 sao tổng khoảng cách từ 


[image: image495.wmf]M

 tới hai điểm cực trị của hàm số 
[image: image496.wmf]32

yx3x2
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 là nhỏ nhất.

5. Tìm điểm 
[image: image497.wmf]M

 thuộc đồ thị 
[image: image498.wmf]42

yx2x4
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 sao cho tam giác 
[image: image499.wmf]MAB

 có 

diện tích nhỏ nhất, với 
[image: image500.wmf](
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A0;16,
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[image: image501.wmf](
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6. Tìm điểm 
[image: image502.wmf]M

 thuộc đồ thị 
[image: image503.wmf]32

yx3x3x4
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 sao cho khoảng cách 

từ điểm đó đến điểm 
[image: image504.wmf](

)

A3;3

-

 nhỏ nhất.

Bài 14:  

Cho hàm số 
[image: image505.wmf]32

yx5x10x8

=-+-

, có đồ thị 
[image: image506.wmf](

)

C

.

1. Gọi 
[image: image507.wmf]A

 là điểm thuộc 
[image: image508.wmf](

)

C

, 
[image: image509.wmf]C

 là điểm thuộc đường thẳng 
[image: image510.wmf]d:

 
[image: image511.wmf]x7y250
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 và 
[image: image512.wmf]17
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 là trung điểm 
[image: image513.wmf]AC

. Tìm tọa độ điểm 
[image: image514.wmf]B

 có hoành độ âm sao cho tam giác 
[image: image515.wmf]OAB

 vuông cân tại 
[image: image516.wmf]A
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2. Gọi 
[image: image517.wmf]E,F

 theo thứ tự là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image518.wmf]OABC

 với trục hoành, trục tung  ( 
[image: image519.wmf]E,F

 khác 
[image: image520.wmf]O

 ). Tìm tọa độ điểm 
[image: image521.wmf]M

 trên đường tròn sao cho tam giác 
[image: image522.wmf]MEF

 có diện tích lớn nhất.

Bài 15:  Tìm trên đồ thị 
[image: image523.wmf](
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[image: image524.wmf]3
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 có bao nhiêu bộ 
[image: image525.wmf]4

 điểm 
[image: image526.wmf]A,

 
[image: image527.wmf]B,C,D

  

 sao cho tứ giác 
[image: image528.wmf]ABCD

 là hình vuông tâm 
[image: image529.wmf]O

.
Bài 16:  Tìm tất cả các điểm trên 
[image: image530.wmf](
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có tọa độ là các số nguyên.

	1. 
[image: image531.wmf](
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Bài 17:  
1. Cho hàm số 
[image: image533.wmf]2
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 có đồ thị là
[image: image534.wmf](
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. Tìm trên đồ thị 
[image: image535.wmf](
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 tất cả các cặp điểm đối xứng nhau qua điểm 
[image: image536.wmf]1
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2. Cho hàm số 
[image: image537.wmf]2
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 có đồ thị là 
[image: image538.wmf](
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 .  Tìm  những cặp điểm  trên đồ thị 
[image: image539.wmf](
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 đối xứng nhau qua đường thẳng 
[image: image540.wmf](
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Dạng 2: Điểm cố định thuộc đường cong, điểm mà họ đường cong không đi qua.
Phương pháp .
Ta thường gặp bài toán sau

Bài toán : Tìm tất cả các điểm 
[image: image542.wmf]M

 thuộc đồ thị (C) :
[image: image543.wmf]yf(x)

=

, biết 
[image: image544.wmf]M

 thỏa mãn tính chất 
[image: image545.wmf]T

 cho trước

Phương pháp : 
[image: image546.wmf]M(C)M(m;f(m))
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Dựa vào tính chất 
[image: image547.wmf]T

 của 
[image: image548.wmf]M

 ta tìm được 
[image: image549.wmf]m

.

1. Điểm cố định của họ đường cong

Điểm 
[image: image550.wmf]00

A(x;y)

 gọi là điểm cố định của họ đường cong 
[image: image551.wmf]m

(C):yF(x,m)
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 nếu 
[image: image552.wmf]00
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Để giải quyết (1) ta thường biến đổi (1) về dạng


[image: image553.wmf]2
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Từ đó ta tìm được A

2. Điểm mà họ đường cong không đi qua

Điểm 
[image: image555.wmf]00

A(x;y)

 gọi là điểm không có đường cong nào của họ đường cong 
[image: image556.wmf]m

(C):yF(x,m)
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 đi qua nếu 
[image: image557.wmf]00
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Hay phương trình 
[image: image558.wmf]00
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 vô nghiệm với mọi 
[image: image559.wmf]m


Chú ý : Phương trình 
[image: image560.wmf]axb0
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 vô nghiệm 
[image: image561.wmf]a0
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Các ví dụ 
Ví dụ 1. Cho hàm số 
[image: image562.wmf]3

y(m2)x3(m2)xm7
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có đồ thị là   
[image: image563.wmf](
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C

. Chứng minh rằng  họ đường cong 
[image: image564.wmf]m

(C)

 luôn đi qua ba điểm cố định và ba điểm này nằm trên một đường thẳng.
Lời giải.
Gọi 
[image: image565.wmf]00

A(x;y)

 là điểm cố định của họ đường cong 
[image: image566.wmf]m
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Vì phương trình 
[image: image570.wmf]3
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 luôn có ba nghiệm phân biệt nên ta suy ra họ đường cong 
[image: image571.wmf]m

(C)

 luôn đi qua ba điểm cố định.

Từ phương trình 
[image: image572.wmf]00
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 ba điểm cố định này nằm trên đường thẳng 
[image: image573.wmf]y12x5
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.

Ví dụ 2. Chứng minh rằng họ 
[image: image574.wmf](
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: 
[image: image575.wmf](m1)xm
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 luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định.
Lời giải.
Cách 1: Giả sử 
[image: image576.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image577.wmf]yaxb
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. Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi m: 


[image: image578.wmf]2
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[image: image580.wmf]222
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Vậy 
[image: image581.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng
[image: image582.wmf]yx1
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.

Cách 2: Ta dễ dàng tìm được điểm cố định của 
[image: image583.wmf](
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 là 
[image: image584.wmf]A(0;1)
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Hệ số góc của tiếp tuyến tại A là : 
[image: image585.wmf]y'(0)1
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 nên tiếp tuyến tại A có phương trình: 
[image: image586.wmf]yx1
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Vậy 
[image: image587.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image588.wmf]yx1
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.

Cách 3: Giả sử 
[image: image589.wmf]00

M(x;y)

 là điểm mà không có đường nào của họ 
[image: image590.wmf](
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Ta dễ dàng chứng minh được 
[image: image593.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image594.wmf]yx1
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Vậy, 
[image: image595.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng
[image: image596.wmf]yx1
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.

Chú ý: Để chứng minh một họ đường cong 
[image: image597.wmf]m

(C):yF(x,m)

=

tiếp xúc với một đường cong cố định ta có các cách sau

Cách 1. Sử dụng hệ để xét điều kiện tiếp xúc: 

Giả sử họ (Cm) luôn tiếp xúc với đường cố định (C):
[image: image598.wmf]yg(x)

=

. Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi m: 
[image: image599.wmf]F(x,m)g(x)

F'(x,m)g'(x)
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. Từ đây ta xác định được
[image: image600.wmf]g(x)

.

Ta thường chỉ áp dụng cách trên khi 
[image: image601.wmf]yg(x)

=

 là Parabol hoặc đường thẳng.

Cách 2. Phương pháp tiếp tuyến cố định : 

(Áp dụng khi đường cố định là đường thẳng)

Tìm điểm cố định và viết phương trình tiếp tuyến của (Cm) tại điểm cố định là một đường thẳng cố định thì tiếp tuyến đó là đường thẳng cần tìm.

Cách 3. Phương pháp tìm đường biên của hình lồi: 

* Tìm những điểm mà không có đường nào của (Cm) đi qua, chẳng hạn ta được quỹ tích những điểm này là bao lồi có đường biên  (C): 
[image: image602.wmf]yg(x)
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* Ta chứng minh (Cm) luôn tiếp xúc với đường (C) :
[image: image603.wmf]yg(x)

=

.

Ví dụ 3. Chứng minh rằng tiệm cận xiên của họ đồ thị 
[image: image604.wmf](
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: 
[image: image605.wmf]22
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 luôn tiếp xúc với một Parabol cố định
Lời giải.
Ta có 
[image: image606.wmf]3
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  tiệm cận xiên của 
[image: image607.wmf](

)

m

C

 là đường thẳng  d có phương trình:
[image: image608.wmf]y(m1)xm(m1)
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Cách 1: Giả sử d luôn tiếp xúc với Parabol (P) có phương trình : 
[image: image609.wmf]2
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Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi 
[image: image610.wmf]m
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Từ (2) suy ra 
[image: image612.wmf]m1b
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[image: image613.wmf]2

(m1b)b(m1b)(m1)(m1b)

cm(m1)

4a2a2a

+-+-++-

++=++



[image: image614.wmf]22
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Vì hệ có nghiệm với mọi 
[image: image615.wmf]m

 nên (*) đúng với mọi 
[image: image616.wmf]m
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Vậy d luôn tiếp xúc với Parabol 
[image: image618.wmf]2
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Cách 2: Giả sử 
[image: image619.wmf]00
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  là điểm mà d không đi qua, khi đó phương trình 
[image: image620.wmf]22
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[image: image622.wmf]22
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Ta dễ dàng chứng minh được d luôn tiếp xúc với Parabol


[image: image623.wmf]2
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CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP
Bài 1: Cho hàm số 
[image: image624.wmf]32
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 có đồ thị là 
[image: image625.wmf](
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1. Tìm trên 
[image: image626.wmf](
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 những cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ

2. Tìm m để trên tồn tại ít nhất một cặp điểm đối xứng nhau qua trục tung.

3. Tìm tất cả các điểm cố định họ đường cong 
[image: image627.wmf](
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m
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 luôn đi qua.

4.Tìm những điểm cố định mà không có đồ thị nào của họ 
[image: image628.wmf](
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 đi qua.
Bài 2: Cho hàm số 
[image: image629.wmf]mx2
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 có đồ thị là 
[image: image630.wmf](
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1. Tìm những điểm cố định mà họ đồ thị 
[image: image631.wmf](
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 luôn đi qua.

2. Tìm tập hợp những điểm mà không có đường cong nào của họ 
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 đi qua.
Bài 3:
1. Gọi 
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 là đồ thị của hàm số 
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 , m là tham số . Chứng minh rằng với mọi m 
[image: image635.wmf]1
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luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định tại một điểm cố định .
2. Gọi 
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 là đồ thị của hàm số y = 
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, m là tham số khác 0. Chứng minh rằng với mọi m 
[image: image639.wmf]¹

0 đường tiệm cận xiên của 
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 luôn tiếp xúc với một parabol cố định.
3. Cho họ đồ thị 
[image: image641.wmf](
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, m là tham số khác 0. Chứng minh rằng họ 
[image: image643.wmf](
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 luôn tiếp xúc với nhau tại một điểm cố định.
4. Chứng minh rằng với mọi tham số m khác 0, đồ thị 
[image: image644.wmf](
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 luôn tiếp xúc với nhau tại một điểm cố định .
Bài 4:
1. Cho họ đồ thị (Cm) : y = 
[image: image646.wmf]42

mx(4m1)x3m1

--++

. Tìm các điểm trên đường thẳng (d): y = x+1 mà không có đồ thị (Cm) nào đi qua dù m lấy bất kỳ giá trị nào.
2. Cho họ đồ thị (Cm): 
[image: image647.wmf]3

y(m3)x(3m7)xm3

=+-+++

. Chứng minh rằng (Cm) đi qua ba điểm cố định thẳng hàng.
3. Cho họ đồ thị (Cm) :
[image: image648.wmf]4223

ymx(m2m)xm
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. Chứng minh rằng với mọi điểm A cho trước trên mặt phẳng tọa độ , ta luôn tìm được duy nhất một giá trị m thích hợp để (Cm) đi qua A.
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