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C¥u 1 (4,0 �iºm)
Cho d¢y sè (an) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau: a1 = 0, a3n+1 + 8 = a2n, n = 1, 2, ...
X²t hai d¢y sè (bn) , (cn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

bn =
a1
12

+
a2
22

+ ...+
an
n2

, cn = |a1 − a2|+ |a2 − a3|+ ...+ |an − an+1| ,∀n ∈ N∗.

a) Chùng minh r¬ng d¢y sè (bn) câ giîi h¤n húu h¤n.
b) Chùng minh r¬ng d¢y sè (cn) câ giîi h¤n húu h¤n.

C¥u 2 (4,0 �iºm)
X²t c¡c h m f : R → R v  g : R → R thäa m¢n �i·u ki»n f(x2 − g(y)) = g(x)2 − y vîi måi x, y ∈ R.
a) Chùng minh r¬ng n¸u {g (x)|x ∈ R} khæng bà ch°n th¼ f v  g l  mët song ¡nh.
b) T¼m t§t c£ c¡c h m f v  g thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n.

C¥u 3 (4,0 �iºm)
Cho tam gi¡c ABC nhån, khæng c¥n, AB < AC v  nëi ti¸p �÷íng trán (O). Gåi H l  trüc t¥m cõa
tam gi¡c ABC v  K l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng AH. �÷íng th¯ng qua K vuæng gâc vîi OK c­t
c¡c �÷íng th¯ng AB v  AC l¦n l÷ñt t¤i E v  F . C¡c �÷íng th¯ng BK v  CK c­t l¤i �÷íng trán
(O) l¦n l÷ñt t¤i X v  Y .
a) Chùng minh r¬ng KE = KF .
b) Chùng minh r¬ng �÷íng trán ngo¤i ti¸p c¡c tam gi¡c KEY v  KFX c­t nhau t¤i �iºm Z (Z ̸= K)
thuëc �÷íng trán (O).

C¥u 4 (4,0 �iºm)
X²t sè nguy¶n d÷ìng n > 1, k½ hi»u σ (n) , d (n) l¦n l÷ñt l  têng t§t c£ c¡c ÷îc nguy¶n d÷ìng cõa
n, sè ÷îc nguy¶n d÷ìng cõa n.
a) Chùng minh r¬ng σ (n) ≥ n+ 1− (d (n)− 2)

√
n.

b) T¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n d÷ìng n sao cho σ (n) = d (n) ⌈
√
n⌉, trong �â k½ hi»u ⌈

√
n⌉ l  sè nguy¶n

nhä nh§t khæng nhä hìn
√
n.

C¥u 5 (4,0 �iºm)
Cho m,n l  hai sè nguy¶n d÷ìng. Méi sè nguy¶n 1, 2, 3, ...,m �÷ñc tæ bði mët trong n m u sao cho
hai sè ph¥n bi»t câ têng chia h¸t cho 4 �÷ñc tæ b¬ng m u kh¡c nhau.
a) Chùng minh r¬ng n¸u m = 2006 th¼ n ≥ 502.
b) Gi£ sû m = 2023. T¼m gi¡ trà nhä nh§t câ thº câ cõa n.

����� H�T �����

Th½ sinh khæng �÷ñc sû döng t i li»u.

C¡n bë coi thi khæng gi£i th½ch g¼ th¶m.

Hå v  t¶n th½ sinh: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ; Sè b¡o danh: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



SÐ GI�O DÖC V� ��O T�O H×ÎNG D�N CH�M �� THI HSG
C�C TR×ÍNG THPT CHUY�N

TR×ÍNG THPT CHUY�N V�NH PHÓC KHU VÜC DH&�BBB N�M 2023

��P �N �� XU�T MÆN: TO�N LÎP 11
HDC gçm 05 trang

- H÷îng d¨n ch§m ch¿ tr¼nh b y mët c¡ch gi£i. N¸u th½ sinh câ c¡ch gi£i kh¡c v  �óng th¼ gi¡m kh£o
cho �iºm theo thang �iºm cõa h÷îng d¨n ch§m.
- Trong mët b i, th½ sinh gi£i �óng �¸n �¥u cho �iºm �¸n �â.
- C¥u 3 n¸u khæng v³ h¼nh th¼ khæng cho �iºm, n¸u v³ h¼nh sai ph¦n n o th¼ khæng cho �iºm ùng vîi
ph¦n v³ h¼nh sai �â.
- �iºm to n b i t½nh �¸n 0,5 v  khæng l m trán.
C¥u 1 (4,0 �iºm)
Cho d¢y sè (an) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau: a1 = 0, a3n+1 + 8 = a2n, n = 1, 2, ...
X²t hai d¢y sè (bn) , (cn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

bn =
a1
12

+
a2
22

+ ...+
an
n2

, cn = |a1 − a2|+ |a2 − a3|+ ...+ |an − an+1| ,∀n ∈ N∗.

a) Chùng minh r¬ng d¢y sè (bn) câ giîi h¤n húu h¤n.
b) Chùng minh r¬ng d¢y sè (cn) câ giîi h¤n húu h¤n.

Nëi dung �iºm

C¥u 1a (2,0 �iºm). Chùng minh r¬ng d¢y sè (bn) câ giîi h¤n húu h¤n. 2,0

Ta s³ chùng minh b¬ng quy n¤p theo n : an ∈ [−2; 0] ,∀n ∈ N∗(1). Thªt vªy, vîi n = 1 ta
�÷ñc a31 + 8 = a20 ⇔ a1 = −2 ∈ [−2; 0] ⇒ n = 1 �óng. Gi£ sû (1) �óng vîi n = 1, 2, ..., k,
ta chùng minh (1) công �óng vîi n = k + 1 hay chùng minh ak+1 ∈ [−2; 0] .

0,5

Thªt vªy, ta câ ak+1 =
3
√

a2k − 8, k¸t hñp vîi ak ∈ [−2; 0] ⇒ 0 ≤ a2k ≤ 4 ⇒ −2 = 3
√
−8 ≤

3
√
a2k − 8 ≤ 3

√
4− 8 = − 3

√
4 ⇒ −2 ≤ ak+1 ≤ − 3

√
4 ⇒ ak+1 ∈ [−2; 0] suy ra (1) �óng vîi

n = k + 1 ⇒ (1) �÷ñc chùng minh.

0,5

Ta câ bn+1 = bn +
an+1

(n+1)2
≤ bn ≤ bn ⇒ (bn) l  d¢y sè gi£m, k¸t hñp vîi a1

12
+ a2

22
+ ...+ an

n2 ≥

−2
(

1
12

+ 1
22

+ ...+ 1
n2

)
> −2

(
1 + 1

1·2 + ...+ 1
n(n−1)

)
> −4 ⇒ bn > −4, ∀n ∈ N∗ suy ra

d¢y sè (bn) câ giîi h¤n húu h¤n. □

1,0

C¥u 1b (2,0 �iºm). Chùng minh r¬ng d¢y sè (cn) câ giîi h¤n húu h¤n. 2,0

�°t f (x) = 3
√
x2 − 8, x ∈ [−2; 0] ⇒ f ′ (x) = 2x

3
3
√

(x2−8)2
⇒ f ′′ (x) = 2

9
· −x2−24

3
√

(x2−8)5
> 0, ∀x ∈

(−2; 0)

0,5

⇒ f ′ (−2) ≤ f ′ (x) ≤ f ′ (0) ⇒ − 2

3 3√2
≤ f ′ (x) ≤ 0, ∀x ∈ [−2; 0] . 0,5
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Ta câ |an+1 − an| = |f (an)− f (an−1)| = |f ′ (c) (an − an−1)| ≤ 2

3 3√2
|an − an−1| , ∀n =

2, 3, ... ⇒ |an+1 − an| ≤ 2

3 3√2
|an − an−1| = q |an − an−1| ≤ q2 |an−1 − an−2| ≤ ... ≤

qn−1 |a2 − a1| ⇒

0,5

cn ≤ (1 + q + q2 + ...+ qn−1) |a2 − a1| = 1−qn

1−q
|a2 − a1| < 1

1−q
|a2 − a1| , ∀n = 1, 2, ..., k¸t

hñp vîi d¢y sè cn+1 ≥ cn, ∀n = 1, 2, ... ⇒ (cn) câ giîi h¤n húu h¤n. □
0,5

C¥u 2 (4,0 �iºm)
X²t c¡c h m f : R → R v  g : R → R thäa m¢n �i·u ki»n f(x2 − g(y)) = g(x)2 − y vîi måi x, y ∈ R.
a) Chùng minh r¬ng n¸u {g (x)|x ∈ R} khæng bà ch°n th¼ f v  g l  mët song ¡nh.
b) T¼m t§t c£ c¡c h m f v  g thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n.

Nëi dung �iºm

C¥u 2a. a) Chùng minh r¬ng n¸u {g (x)|x ∈ R} khæng bà ch°n th¼ f v  g l  mët song
¡nh. 1,0

K½ hi»u P (x, y) l  ph²p th¸ bi¸n v o ph÷ìng tr¼nh h m �¢ cho, ta l¦n l÷ñt x²t c¡c ph²p
th¸ sau
P (0, y) ⇒ f (−g (y)) = g(0)2 − y, ∀y ∈ R, tø �¯ng thùc n y suy ra f , g l¦n l÷ñt l  to n
anh, �ìn ¡nh. X²t ph²p th¸ P (−x, y) ⇒ f (x2 − g (y)) = (g (−x))2 − y = (g (x))2 − y ⇒
g (−x) = −g (x) , ∀x ̸= 0.

0,5

Gi£ sû a, b ∈ R sao cho f (a) = f (b), chån y sao cho g (y) + a > 0, g (y) + b ⇒ ∃x1 >
0, x2 > 0 : x2

1 − g (y) = a, x2
2 − g (y) = b v  x²t c¡c ph²p th¸ P (x1, y) , P (x2, y) ta �÷ñc

g(x1)
2 − y = g(x2)

2 − y ⇒ g (x1) = ±g (x2), k¸t hñp vîi g l  h m sè l´ v  x1, x2 > 0 ⇒
x1 = x2 ⇒ a = b ⇒ f l  �ìn ¡nh, k¸t hñp vîi f l  to n ¡nh suy ra f l  song ¡nh.
X²t ph²p th¸ P (0, y) ⇒ f (−g (y)) = g(0)2 − y, ∀y ∈ R. Vîi måi z ∈ R ⇒ tçn t¤i y ∈ R
sao cho f (−z) = g(0)2 − y ⇒ f (−g (y)) = f (−z) ⇒ g (y) = z ⇒ g l  to n ¡nh, k¸t hñp
vîi g l  �ìn ¡nh suy ra g l  song ¡nh. □

0,5

C¥u 2b. T¼m t§t c£ c¡c h m f v  g thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n.
3,0

Tr÷îc h¸t ta chùng minh {g (x)|x ∈ R} khæng bà ch°n. Thªt vªy, gi£ {g (x)|x ∈ R}
bà ch°n, tùc l  tçn t¤i sè thüc d÷ìng M sao cho |g (x)| ≤ M, ∀x ∈ R. Vîi måi y1, y2 ∈
R, y1−y2 > 2M2, tçn t¤i c¡c sè thüc x1, x2 sao cho x2

1−g (y1) = x2
2−g (y2) ⇒ g(x1)

2−y1 =
g(x2)

2 − y2 ⇒ y1 − y2 = g(x1)
2 − g(x2)

2 > 2M2 væ l½ v¼ g(x1)
2 − g(x2)

2 ≤ M2. Do �â
{g (x)|x ∈ R} khæng bà ch°n.

1,0

Do g l  to n ¡nh n¶n tçn t¤i sè thüc a sao cho g (a) = 0, k¸t hñp vîi ph²p th¸ P (−a, y)
công suy ra g (−a) = 0 ⇒ g (−a) = g (a) ⇒ a = 0. T÷ìng tü ta câ f (0) = 0.

0,5
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f (−g (y)) = g(0)2 − y ⇒ f (g (−y)) = −y ⇒ f (g (y)) = y, ∀y ∈ R.
Cho y = 0 v o ph÷ìng tr¼nh ban �¦u ta �÷ñc f (x2) = g(x)2, ∀x ∈ R
Tø hai �¯ng thùc tr¶n còng vîi ph²p th¸ P (x, f (y)) ta �÷ñc f (x2 − g (f (y))) = f (x2)−
f (y) ⇒ f (x2 − y) = f (x2) − f (y) , ∀x, y ∈ R. Tø �¯ng thùc n y suy ra f (x+ y) =
f (x) + f (y) , ∀x, y ∈ R.

1,0

Do f (x2) = g(x)2 ≥ 0, ∀x ∈ R ⇒ theo k¸t qu£ cõa ph÷ìng tr¼nh h m Cauchy ta �÷ñc
f (x) = kx, trong �â k l  h¬ng sè thüc. Công tø �¯ng thùc tr¶n, k¸t hñp vîi g l  h m sè
l´ v  �ìn ¡nh ta �÷ñc g (x) = cx. Thû l¤i ta �÷ñc f (x) = x, g (x) = x, ∀x ∈ R. □ 0,5

C¥u 3 (4,0 �iºm)
Cho tam gi¡c ABC nhån, khæng c¥n, AB < AC v  nëi ti¸p �÷íng trán (O). Gåi H l  trüc t¥m cõa
tam gi¡c ABC v  K l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng AH. �÷íng th¯ng qua K vuæng gâc vîi OK c­t
c¡c �÷íng th¯ng AB v  AC l¦n l÷ñt t¤i E v  F . C¡c �÷íng th¯ng BK v  CK c­t l¤i �÷íng trán
(O) l¦n l÷ñt t¤i X v  Y .
a) Chùng minh r¬ng KE = KF .
b) Chùng minh r¬ng �÷íng trán ngo¤i ti¸p c¡c tam gi¡c KEY v  KFX c­t nhau t¤i �iºm Z (Z ̸= K)
thuëc �÷íng trán (O).

Nëi dung �iºm

C¥u 3a. Chùng minh r¬ng KE = KF .

O

A

B C

H

K

F

E

A′

I

J

1,5
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K´ �÷íng k½nh AA′ cõa �÷íng trán (O). Khi �â tù gi¡c BHCA′ l  h¼nh b¼nh h nh
⇒ ĤCA′ = ĤBA′.

0,5

�÷íng th¯ng qua H vuæng gâc vîi HA′ c­t c¡c �÷íng th¯ng AB,AC l¦n l÷ñt t¤i J, I.
Tø c¡c tù gi¡c HICA′, HBJA′ nëi ti¸p suy ra ĤIA′ = ĤCA′, ĤJA′ = ĤBA′

0,5

Tø c¡c �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc ĤIA′ = ĤJA′ ⇒ A′IJ l  tam gi¡c c¥n t¤i A′ ⇒ H l 
trung �iºm cõa IJ . Theo �ành l½ Talet ta câ KE

HJ
= AK

AH
= KF

HI
⇒ KE = KF. □

0,5

C¥u 3b. Chùng minh r¬ng �÷íng trán ngo¤i ti¸p c¡c tam gi¡c KEY v  KFX c­t nhau
t¤i �iºm Z (Z ̸= K) thuëc �÷íng trán (O).

O

A

B C

H

K

F

E

X

Y

Z

T

2,5

Gåi T l  giao �iºm thù hai cõa XF vîi �÷íng trán (O). �p döng �ành l½ Pascal �£o cho
löc gi¡c AXCTBY ta �÷ñc Y,E, T th¯ng h ng.

1,0

Ta câ c¡c tù gi¡c ZYKE,ZXFK nëi ti¸p �÷íng trán suy ra ẐY T = ẐY E = ẐKE =

ẐXF = ẐXT ⇒ tù gi¡c XY ZT nëi ti¸p �÷íng trán hay Z thuëc �÷íng trán ngo¤i ti¸p
tam gi¡c XY T hay Z ∈ (O). □

1,5

C¥u 4 (4,0 �iºm)
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X²t sè nguy¶n d÷ìng n > 1, k½ hi»u σ (n) , d (n) l¦n l÷ñt l  têng t§t c£ c¡c ÷îc nguy¶n d÷ìng cõa
n, sè ÷îc nguy¶n d÷ìng cõa n.
a) Chùng minh r¬ng σ (n) ≥ n+ 1− (d (n)− 2)

√
n.

b) T¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n d÷ìng n sao cho σ (n) = d (n) ⌈
√
n⌉, trong �â k½ hi»u ⌈

√
n⌉ l  sè nguy¶n

nhä nh§t khæng nhä hìn
√
n.

Nëi dung �iºm

C¥u 4a. Chùng minh r¬ng σ (n) ≥ n+ 1− (d (n)− 2)
√
n. 1,5

Ta câ σ (n) = 1
2

∑
k|n

(
k + n

k

)
0,5

= 1
2

∑
k|n

(
k + n

k
+ 2

√
k · n

k

)
−

∑
k|n

√
n = 1

2

∑
k|n

(√
k +

√
n
k

)2

− d (n)
√
n 0,5

≥ 1
2

((√
1 +

√
n
1

)2
+
(√

n+
√

n
n

)2) − d (n)
√
n = (

√
n+ 1)

2 − d (n)
√
n = n + 1 −

(d (n)− 2)
√
n. □ 0,5

C¥u 4b. T¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n d÷ìng n sao cho σ (n) = d (n) ⌈
√
n⌉, trong �â k½ hi»u

⌈
√
n⌉ l  sè nguy¶n nhä nh§t khæng nhä hìn

√
n.

2,5

Ta câ σ (n) = 1
2

∑
k|n

(
k + n

k

)
= 1

2

∑
k|n

(
k + n

k
− 2

√
k · n

k

)
+

∑
k|n

√
n = 1

2

∑
k|n

(√
k −

√
n
k

)2

+

d (n)
√
n

1,0

≥ 1
2

((√
1−

√
n
1

)2
+
(√

n−
√

n
n

)2)
+ d (n)

√
n = (

√
n− 1)

2
+ d (n)

√
n ⇒ d (n) ⌈

√
n⌉ ≥

(
√
n− 1)

2
+ d (n)

√
n ⇒ d (n) > d (n) (⌈

√
n⌉ −

√
n) ≥ (

√
n− 1)

2.

0,5

Ta câ k¸t qu£ quen thuëc d (n) < 2
√
n 0,5

Tø c¡c k¸t qu£ tr¶n ta �÷ñc 2
√
n > (

√
n− 1)

2 ⇔ n − 4
√
n + 1 < 0 ⇒ 1 < n <(

2 +
√
3
)2 ⇒ n ∈ {2; 3; ...; 13} . Thû trüc ti¸p ta �÷ñc n ∈ {3; 5; 6}.□

0,5

C¥u 5 (4,0 �iºm)
Cho m,n l  hai sè nguy¶n d÷ìng. Méi sè nguy¶n 1, 2, 3, ...,m �÷ñc tæ bði mët trong n m u sao cho
hai sè ph¥n bi»t câ têng chia h¸t cho 4 �÷ñc tæ b¬ng m u kh¡c nhau.
a) Chùng minh r¬ng n¸u m = 2006 th¼ n ≥ 502.
b) Gi£ sû m = 2023. T¼m gi¡ trà nhä nh§t câ thº câ cõa n.

Nëi dung �iºm
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C¥u 5a. Chùng minh r¬ng n¸u m = 2006 th¼ n ≥ 502. 2,0

X²t c¡c 502 sè chia 4 d÷ 2 khæng v÷ñt qu¡ 2006 l  2, 6, 10, ..., 2006.

1,0

Ta nhªn th§y têng hai sè b§t k¼ trong c¡c sè tr¶n �·u chia h¸t cho 4 suy ra c¦n dòng ½t
nh§t 502 m u �º tæ 502 sè n y suy ra n ≥ 502. □

1,0

C¥u 5b. Gi£ sû m = 2023. T¼m gi¡ trà nhä nh§t câ thº câ cõa n. 2,0

X²t 506 sè chia 4 d÷ 2 khæng v÷ñt qu¡ 2023 l  2, 6, 10, ..., 2022. Ta nhªn th§y hai sè b§t
k¼ trong c¡c sè tr¶n �·u câ têng chia h¸t cho 4 suy ra c¦n ½t nh§t 506 m u �º tæ 506 sè
n y suy ra n ≥ 506. Gi£ sû ta câ 506 m u kh¡c nhau k½ hi»u l  m u 1, m u 2, ..., m u
506.

1,0

Ta s³ thüc hi»n tæ m u c¡c sè nh÷ sau:
C¡c sè 2, 4 tæ m u 1
C¡c sè 6, 8 tæ m u 2
C¡c sè 10, 12 tæ m u 3
...
C¡c sè 2018, 2020 tæ m u 505
Sè 2022 tæ m u 506
C¡c sè 1, 5, 9, ..., 2021 tæ m u 1
C¡c sè 3, 7, 11, ..., 2019 tæ m u 2 .□

1,0

������H¸t������

TR�N NGÅC TH�NG, GV THPT CHUY�N V�NH PHÓC, T�NH V�NH PHÓC
S�T: 0986261141

Mail: thangtoancvp@vinhphuc.edu.vn
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