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Lêi nãi ®Çu 
 

 Trong nh÷ng n¨m gÇn ®©y, sù ph¸t triÓn cña Tin häc ®· lµm thay ®æi nhiÒu ngµnh 
truyÒn thèng cña LÝ thuyÕt sè (trong cuèn s¸ch nµy, chóng ta th−êng dïng tõ “Sè 
häc”). NÕu nh− tr−íc thËp kû 70, sè häc vÉn ®−îc xem lµ mét trong nh÷ng ngµnh lÝ 
thuyÕt xa rêi thùc tiÔn nhÊt, th× ngµy nay, nhiÒu thµnh tùu míi nhÊt cña sè häc cã 
øng dông trùc tiÕp vµo c¸c vÊn ®Ò cña ®êi sèng, nh− th«ng tin, mËt m·, kÜ thuËt m¸y 
tÝnh. Mét ph−¬ng h−íng míi cña sè häc ra ®êi vµ ph¸t triÓn m¹nh mÏ: sè häc thuËt 
to¸n. Cã thÓ nãi, ®ã lµ chiÕc cÇu nèi gi÷a sè häc víi tin häc. Víi viÖc sö dông réng 
r·i m¸y tÝnh trong nghiªn cøu sè häc, nhiÒu ng−êi cho r»ng, sè häc ngµy nay ®· 
thµnh mét khoa häc thùc nghiÖm! §iÒu ®ã  thÓ hiÖn kh¸ râ trong nh÷ng “thuËt to¸n 
x¸c suÊt” ®−îc ®Ò cËp ®Õn trong cuèn s¸ch nµy. 
 

 Môc ®Ých cña cuèn s¸ch nhá nµy lµ cung cÊp cho ng−êi ®äc mét sè kiÕn thøc s¬ bé 
vÒ sè häc thuËt to¸n. Cuèn s¸ch kh«ng ®ßi hái ë ng−êi ®äc mét kiÕn thøc chuÈn bÞ 
nµo vÒ lý thuyÕt sè. V× thÕ còng cã thÓ gäi nã lµ “NhËp m«n thuËt to¸n vµo sè häc”. 
§iÒu ®ã cã nghÜa lµ, trong nhiÒu con ®−êng kh¸c nhau ®Ó ®i vµo sè häc, ta chän con 
®−êng thuËt to¸n: c¸c ®Þnh lÝ, kh¸i niÖm cña sè häc ®−îc tr×nh bµy cïng víi c¸c thuËt 
to¸n x©y dùng chóng. Trong nhiÒu tr−êng hîp, c¸c thuËt to¸n cã kÌm theo ®¸nh gi¸ 
s¬ bé vÒ ®é phøc t¹p. 
 

Cuèn s¸ch nh»m mét sè ®èi t−îng kh¸ réng r·i: nh÷ng sinh viªn, nghiªn cøu sinh vÒ 
sè häc vµ tin häc, nh÷ng ng−êi quan t©m ®Õn lÝ thuyÕt vµ øng dông cña sè häc hiÖn 
®¹i. NhiÒu phÇn cña cuèn s¸ch cã thÓ cã Ých cho häc sinh c¸c líp chuyªn to¸n vµ 
chuyªn tin häc. 
 

Ch−¬ng ®Çu tiªn cña cuèn s¸ch ®−îc dµnh ®Ó giíi thiÖu vµi ®Þnh nghÜa c¬ b¶n nhÊt 
cña lÝ thuyÕt thuËt to¸n. Ba ch−¬ng tiÕp theo tr×nh bµy nh÷ng vÊn ®Ò c¬ së cña sè 
häc. Ch−¬ng 5, ngoµi viÖc chuÈn bÞ kiÕn thøc cho nh÷ng phÇn tiÕp theo, cã b×nh luËn 
Ýt nhiÒu vÒ vai trß cña sù t−¬ng tù  gi÷a sè vµ ®a thøc trong sù ph¸t triÓn cña sè häc 
hiÖn ®¹i. 
 

§Ó ng−êi ®äc cã thÓ h×nh dung phÇn nµo c¸c øng dông cña sè häc thuËt to¸n, cuèn 
s¸ch dµnh ch−¬ng 6 ®Ó nãi vÒ lÝ thuyÕt mËt m·. Mét vµi øng dông gÇn ®©y cña lÝ 
thuyÕt ®−êng cong elliptic vµo mËt m· ®−îc tr×nh bµy trong ch−¬ng 7. Còng cã thÓ 
xem Ch−¬ng 7 lµ mét nhËp m«n ng¾n vµ s¬ cÊp vµo lÝ thuyÕt ®−êng cong elliptic, 
mét trong nh÷ng lÝ thuyÕt phong phó nhÊt cña H×nh häc ®¹i sè sè häc. 
 

 Cuèi mçi ch−¬ng ®Òu cã mét sè bµi tËp dµnh cho ®éc gi¶ muèn ®äc cuèn s¸ch  “mét  
c¸ch tÝch cùc”. Mét sè bµi tËp mang tÝnh chÊt luyÖn tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh, mét 
sè kh¸c lµ më réng lÝ thuyÕt. Trõ ch−¬ng cuèi vÒ ®−êng cong elliptic, c¸c ch−¬ng 
cßn l¹i ®Òu cã kÌm theo h−íng dÉn thùc hµnh tÝnh to¸n b»ng ch−¬ng tr×nh MAPLE. 
PhÇn h−íng dÉn thùc hµnh nµy do T¹  ThÞ Hoµi An biªn so¹n. Cuèi cuèn s¸ch cã 
phÇn tù kiÓm tra kiÕn thøc dµnh cho nh÷ng ®éc gi¶ häc gi¸o tr×nh nµy víi sù trî gióp 
cña m¸y tÝnh. 
 

 Do nhiÒu nguyªn nh©n kh¸c nhau, cuèn s¸ch ch¾c ch¾n cßn rÊt nhiÒu thiÕu sãt. T¸c 
gi¶ hy väng nhËn ®−îc nh÷ng lêi phª b×nh cña b¹n ®äc. 
 
Hµ néi, 1998 
Hµ Huy Kho¸i 
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Ch−¬ng 1.  

 

thuËt to¸n 
 

§1. §Þnh nghÜa. 

Cã thÓ ®Þnh nghÜa thuËt to¸n theo nhiÒu c¸ch kh¸c nhau. ë ®©y chóng t«i kh«ng cã ý 
®Þnh tr×nh bµy chÆt chÏ vÒ thuËt to¸n nh− trong mét gi¸o tr×nh logic, mµ sÏ hiÓu kh¸i 
niÖm thuËt to¸n theo mét c¸ch th«ng th−êng nhÊt. 

ThuËt to¸n  lµ mét qui t¾c ®Ó, víi nh÷ng d÷ liÖu ban ®Çu ®· cho, t×m ®−îc lêi gi¶i sau 
mét kho¶ng thêi gian h÷u h¹n. 

 §Ó minh ho¹ c¸ch ghi mét thuËt to¸n, còng nh− t×m hiÓu c¸c yªu cÇu ®Ò ra cho thuËt 
to¸n, ta xÐt trªn c¸c vÝ dô cô thÓ  sau ®©y. 

 Cho n sè X[1], X[2],..., X[n], ta cÇn t×m m vµ j sao cho m=X[j] = max
1≤ ≤k n

X[k], vµ j lµ  

lín nhÊt cã thÓ. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ cÇn t×m cùc ®¹i cña c¸c sè ®· cho, vµ chØ sè lín 
nhÊt trong c¸c sè ®¹t cùc ®¹i. 

 Víi môc tiªu t×m sè cùc ®¹i víi chØ sè lín nhÊt, ta xuÊt ph¸t tõ gi¸ trÞ X[n]. B−íc thø 
nhÊt, v× míi chØ cã mét sè, ta cã thÓ t¹m thêi xem m=X[n] vµ j=n. TiÕp theo , ta so 
s¸nh X[n] víi X[n-1]. Trong tr−êng hîp n-1=0, tøc n=1, thuËt to¸n kÕt thóc. 

NÕu X[n-1] ≤ X[n] , ta chuyÓn sang so s¸nh X[n] víi X[n-2] .Trong tr−êng hîp ng−îc 
l¹i, X[n-1]  chÝnh lµ sè cùc ®¹i trong hai sè ®· xÐt, vµ ta ph¶i  thay ®æi m vµ j: ®Æt m= 
X[n-1], j=n-1. Víi c¸ch lµm nh− trªn, ë mçi b−íc, ta lu«n nhËn ®−îc sè cùc ®¹i 
trong nh÷ng sè ®· xÐt. B−íc tiÕp theo lµ so s¸nh nã víi nh÷ng sè ®øng tr−íc, hoÆc 
kÕt thóc thuËt to¸n trong tr−êng hîp kh«ng cßn sè nµo ®øng tr−íc nã. 

 ThuËt to¸n m« t¶ trªn ®©y ®−îc ghi l¹i nh− sau: 

 ThuËt to¸n t×m cùc ®¹i. 

M1. [B−íc xuÊt ph¸t ] §Æt j←n,  k←n-1, m← X[n]. 

M2. [§· kiÓm tra xong?] NÕu k=0, thuËt to¸n kÕt thóc.    

M3. [So s¸nh] NÕu X[k]≤m,chuyÓn sang M5. 

M4. [Thay ®æi m]  §Æt j ← k, m ← X[k]. (T¹m thêi m ®ang 
lµ cùc ®¹i) 

M5. [Gi¶m k] §Æt k ← k-1, quay vÒ M2. 

DÊu “←“  dïng ®Ó chØ mét phÐp to¸n quan träng lµ phÐp thay chç (replacement). 
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 Trªn ®©y ta ghi mét thuËt to¸n b»ng ng«n ng÷ th«ng th−êng. Trong tr−êng hîp thuËt 
to¸n ®−îc viÕt b»ng ng«n ng÷ cña m¸y tÝnh, ta cã mét ch−¬ng tr×nh. 

 Trong thuËt to¸n cã nh÷ng sè liÖu ban ®Çu, ®−îc cho tr−íc khi thuËt to¸n b¾t ®Çu 
lµm viÖc: c¸c ®Çu vµo (input). Trong thuËt to¸n M, ®Çu vµo lµ c¸c sè X[1], X[2],..., 
X[n]. 

 Mét thuËt to¸n cã thÓ cã mét hoÆc nhiÒu ®Çu ra  (ouput). Trong thuËt to¸n M, c¸c 
®Çu ra lµ m vµ  j. 

 Cã thÓ thÊy r»ng thuËt to¸n võa m« t¶ tho¶ m·n c¸c yªu cÇu cña mét thuËt to¸n nãi 
chung, ®ã lµ: 

1. TÝnh h÷u h¹n.ThuËt to¸n cÇn ph¶i kÕt thóc sau mét sè h÷u h¹n b−íc. Khi thuËt 
to¸n ngõng lµm viÖc, ta ph¶i thu ®−îc c©u tr¶ lêi cho vÊn ®Ò ®Æt ra. ThuËt to¸n M râ 
rµng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nµy, v× ë mçi b−íc, ta lu«n chuyÓn tõ viÖc xÐt mét sè sang 
sè ®øng tr−íc nã, vµ sè c¸c sè lµ h÷u h¹n. 

2. TÝnh x¸c ®Þnh. ë mçi b−íc, thuËt to¸n cÇn ph¶i x¸c ®Þnh, nghÜa lµ chØ râ viÖc cÇn 
lµm. NÕu ®èi víi ng−êi ®äc, thuËt to¸n M ch−a tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nµy th× ®ã lµ lçi 
cña ng−êi viÕt! 

Ngoµi nh÷ng yÕu tè kÓ trªn, ta cßn ph¶i xÐt ®Õn tÝnh hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n. Cã rÊt 
nhiÒu thuËt to¸n, vÒ mÆt lÝ thuyÕt lµ kÕt thóc sau h÷u h¹n b−íc, tuy nhiªn thêi gian 
“h÷u h¹n” ®ã v−ît qu¸ kh¶ n¨ng lµm viÖc cña chóng ta. Nh÷ng thuËt to¸n ®ã sÏ 
kh«ng ®−îc xÐt ®Õn ë ®©y, v× chóng ta chØ quan t©m nh÷ng thuËt to¸n cã thÓ sö dông 
thËt sù trªn m¸y tÝnh. 

Còng do môc tiªu nãi trªn, ta cßn ph¶i chó ý ®Õn ®é phøc t¹p cña c¸c thuËt to¸n. §é 
phøc t¹p cña mét thuËt to¸n cã thÓ ®o b»ng kh«ng gian, tøc lµ dung l−îng bé nhí cña 
m¸y tÝnh cÇn thiÕt ®Ó thùc hiÖn thuËt to¸n, vµ b»ng thêi gian, tøc lµ thêi gian m¸y 
tÝnh lµm viÖc. Trong cuèn s¸ch nµy, khi nãi ®Õn ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n, ta lu«n 
hiÓu lµ ®é phøc t¹p thêi gian. 

§2. §é phøc t¹p thuËt to¸n. 
DÜ nhiªn, thêi gian lµm viÖc cña m¸y tÝnh khi ch¹y mét thuËt to¸n nµo ®ã kh«ng chØ 
phô thuéc vµo thuËt to¸n, mµ cßn phô thuéc vµo m¸y tÝnh  ®−îc sö dông. V× thÕ, ®Ó 
cã mét tiªu chuÈn chung, ta sÏ ®o ®é phøc t¹p cña mét thuËt to¸n b»ng sè c¸c phÐp 
tÝnh ph¶i lµm khi thùc hiÖn thuËt to¸n. Khi tiÕn hµnh cïng mét thuËt to¸n, sè c¸c 
phÐp tÝnh ph¶i thùc hiÖn cßn phô thuéc vµo cì cña bµi to¸n, tøc lµ ®é lín cña ®Çu 
vµo. V× thÕ, ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n sÏ lµ mét hµm sè cña ®é lín cña ®Çu vµo. 
Trong nh÷ng øng dông thùc tiÔn, chóng ta kh«ng cÇn biÕt chÝnh x¸c hµm nµy, mµ chØ 
cÇn biÕt “ cì” cña chóng, tøc lµ cÇn cã mét −íc l−îng ®ñ tèt cña chóng. 

Khi lµm viÖc, m¸y tÝnh th−êng ghi c¸c ch÷ sè b»ng nh÷ng bãng ®Ìn “s¸ng, t¾t”: 
bãng ®Ìn s¸ng chØ sè 1, bãng ®Ìn t¾t chØ sè 0. V× thÕ thuËn tiÖn nhÊt lµ dïng hÖ ®Õm 
c¬ sè 2, trong ®ã ®Ó biÓu diÔn mét sè, ta chØ cÇn dïng hai kÝ hiÖu 0 vµ 1. Mét kÝ hiÖu 
0 hoÆc 1 ®−îc gäi lµ mét bit  (viÕt t¾t cña ch÷ “binary digit”). Mét sè nguyªn n biÓu 
diÔn bëi k ch÷ sè 1 vµ 0 d−îc gäi lµ mét sè k-bit. Trong ch−¬ng tiÕp theo, ta sÏ thÊy 
r»ng, sè tù nhiªn n sÏ lµ mét sè k-bit víi k=[log2n] ( dÊu[ ] kÝ hiÖu phÇn nguyªn cña 
mét sè). 
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§é phøc t¹p cña mét thuËt to¸n ®−îc ®o b»ng sè c¸c phÐp tÝnh bit. PhÐp tÝnh bit lµ 
mét phÐp tÝnh logic hay sè häc thùc hiÖn trªn c¸c sè 1-bit 0 vµ 1. 

§Ó −íc l−îng ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n, ta dïng kh¸i niÖm bËc O-lín. 

§Þnh nghÜa 1.1: Gi¶ sö f(n) vµ g(n) lµ hai hµm x¸c ®Þnh trªn tËp hîp c¸c sè nguyªn 
d−¬ng. Ta nãi f(n) cã bËc O-lín cña g(n), vµ viÕt f(n)=O(g(n)) hoÆc f=O(g), nÕu tån 
t¹i mét sè C >0 sao cho víi n ®ñ lín, c¸c hµm f(n) vµ g(n) ®Òu d−¬ng, ®ång thêi    
f(n) < Cg(n).  

VÝ dô. 1) Gi¶ sö f(n) lµ ®a thøc; 

f(n)=adn
d + ad-1n

d-1 + ...+a1n+a0, 

trong ®ã  ad > 0. DÔ chøng minh r»ng  f(n)=O(nd). 

2) NÕu f1(n)=O(g(n)), f2(n)=O(g(n))  th×  f1+f2=O(g). 

3) NÕu f1=O(g1), f2=O(g2), th× f1.f2=O(g1.g2). 

4) NÕu tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n  

lim
n→∞

f n
g n
( )
( )

 

th× f=O(g). 

5)Víi mäi sè ε >0, log n=O(nε ). 

§Þnh nghÜa 1.2. Mét thuËt to¸n ®−îc gäi lµ cã ®é phøc t¹p ®a thøc, hoÆc cã thêi 
gian ®a thøc, nÕu sè c¸c phÐp tÝnh cÇn thiÕt khi thùc hiÖn thuËt to¸n kh«ng v−ît qu¸ 
O (logd n), trong ®ã n lµ ®é lín cña ®Çu vµo, vµ d lµ sè nguyªn d−¬ng nµo ®ã. 

Nãi c¸ch kh¸c, nÕu ®Çu vµo lµ c¸c sè k-bit th× thêi gian thùc hiÖn thuËt to¸n lµ O(kd), 
tøc lµ t−¬ng ®−¬ng víi mét ®a thøc cña k. 

C¸c thuËt to¸n víi thêi gian O(nα ), α >0, ®−îc gäi lµ c¸c thuËt to¸n víi ®é phøc 
t¹p mò, hoÆc thêi gian mò. 

Chó ý r»ng, nÕu mét thuËt to¸n nµo ®ã cã ®é phøc t¹p O(g), th× còng cã thÓ nãi nã ®é 
phøc t¹p O(h) víi mäi hµm h > g. Tuy nhiªn, ta lu«n lu«n cè g¾ng t×m −íc l−îng tèt 
nhÊt cã thÓ ®−îc ®Ó tr¸nh hiÓu sai vÒ ®é phøc t¹p thùc sù cña thuËt to¸n. 

Còng cã nh÷ng thuËt to¸n cã ®é phøc t¹p trung gian gi÷a ®a thøc vµ mò. Ta th−êng 
gäi ®ã lµ thuËt to¸n  d−íi mò. Ch¼ng h¹n, thuËt to¸n nhanh nhÊt ®−îc biÕt hiÖn nay 
®Ó ph©n tÝch mét sè nguyªn n ra thõa sè lµ thuËt to¸n cã ®é phøc t¹p 

exp( log log logn n ). 

Khi gi¶i mét bµi to¸n, kh«ng  nh÷ng ta chØ cè g¾ng t×m ra mét thuËt to¸n nµo ®ã, mµ 
cßn muèn t×m ra thuËt to¸n “ tèt nhÊt”. §¸nh gi¸ ®é phøc t¹p lµ mét trong nh÷ng 
c¸ch ®Ó ph©n tÝch, so s¸nh vµ t×m ra thuËt to¸n tèi −u. Tuy nhiªn, ®é phøc t¹p kh«ng 
ph¶i lµ tiªu chuÈn duy nhÊt ®Ó ®¸nh gi¸  thuËt to¸n. Cã nh÷ng thuËt to¸n, vÒ lÝ thuyÕt 
th× cã ®é phøc t¹p cao h¬n mét thuËt to¸n kh¸c, nh−ng khi sö dông l¹i cã kÕt qu¶ 
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(gÇn ®óng) nhanh h¬n nhiÒu.  §iÒu nµy cßn tuú thuéc nh÷ng bµi to¸n cô thÓ, nh÷ng 
môc tiªu cô thÓ, vµ c¶ kinh nghiÖm cña ng−êi sö dông. 

Chóng ta cÇn l−u ý thªm mét ®iÓm sau ®©y. MÆc dï ®Þnh nghÜa thuËt to¸n mµ chóng 
ta ®−a ra ch−a ph¶i lµ chÆt chÏ, nã vÉn qu¸ “cøng nh¾c “ trong nh÷ng øng dông thùc 
tÕ! Bëi vËy, chóng ta cßn  cÇn ®Õn c¸c thuËt to¸n “x¸c  suÊt “, tøc lµ c¸c thuËt to¸n 
phô thuéc vµo mét hay nhiÒu tham sè ngÉu nhiªn. Nh÷ng “thuËt to¸n”  nµy, vÒ 
nguyªn t¾c kh«ng ®−îc gäi lµ thuËt to¸n, v× chóng cã thÓ, víi x¸c suÊt rÊt bÐ, kh«ng 
bao giê kÕt thóc. Tuy nhiªn, thùc nghiÖm chØ ra r»ng, c¸c thuËt to¸n x¸c suÊt th−êng 
h÷u hiÖu h¬n c¸c thuËt to¸n kh«ng x¸c suÊt. ThËm chÝ, trong rÊt nhiÒu tr−êng hîp, 
chØ cã c¸c thuËt to¸n nh− thÕ lµ sö dông ®−îc. 

Khi lµm viÖc víi c¸c thuËt to¸n x¸c suÊt, ta th−êng hay ph¶i sö dông c¸c sè “ngÉu 
nhiªn”.   Kh¸i niÖm chän sè ngÉu nhiªn còng cÇn ®−îc chÝnh x¸c ho¸. Th−êng th× 
ng−êi ta sö dông mét “m¸y” s¶n xuÊt sè gi¶ ngÉu nhiªn nµo ®ã. Tuy nhiªn, trong 
cuèn s¸ch nµy, chóng t«i kh«ng ®Ò cËp ®Õn vÊn ®Ò nãi trªn, mµ mçi lÇn nãi ®Õn viÖc 
chän sè ngÉu nhiªn, ta sÏ hiÓu lµ ®iÒu ®ã thùc hiÖn ®−îc trªn m¸y. 

Còng cÇn l−u ý ngay r»ng, ®èi víi c¸c thuËt to¸n x¸c suÊt, kh«ng thÓ nãi ®Õn thêi 
gian tuyÖt ®èi, mµ chØ cã thÓ nãi ®Õn thêi gian hy väng (expected ). 

§Ó h×nh dung ®−îc phÇn nµo “®é phøc t¹p” cña c¸c thuËt to¸n khi lµm viÖc víi 
nh÷ng sè lín, ta xem b¶ng d−íi ®©y cho kho¶ng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ph©n tÝch mét 
sè nguyªn n ra thõa sè b»ng thuËt to¸n nhanh nhÊt ®−îc biÕt hiÖn nay (ta xem m¸y 
tÝnh sö dông vµo viÖc nµy cã tèc ®é 1 triÖu phÐp tÝnh trong 1 gi©y) 

 

Sè ch÷ sè thËp ph©n               Sè phÐp tÝnh bit                         Thêi gian 

50    1,4.1010   3,9 giê 

75    9,0.1012   104 ngµy 

100    2,3.1015   74 n¨m 

200    1,2.1023   3,8.109 n¨m 

300    1,5.1029    4,9.1015 n¨m 

500    1,3.1039   4,2.1025 n¨m 

Tõ b¶ng trªn ®©y, ta thÊy r»ng, ngay víi mét thuËt to¸n d−íi mò, thêi gian lµm viÖc 
víi c¸c sè nguyªn lín lµ qu¸ l©u. V× thÕ nãi chung ng−êi ta lu«n cè g¾ng t×m nh÷ng 
thuËt to¸n ®a thøc. 

LÝ thuyÕt vÒ ®é phøc t¹p thuËt to¸n lµ mét lÝ thuyÕt rÊt phong phó. Trong cuèn s¸ch 
nµy, chóng t«i kh«ng lÊy môc tiªu tr×nh bµy lÝ thuyÕt ®ã lµm träng t©m. §éc gi¶ quan 
t©m ®Õn lÝ thuyÕt thuËt to¸n cã thÓ t×m ®äc c¸c s¸ch trong phÇn Tµi liÖu tham kh¶o. 
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Ch−¬ng 2. 
 

Sè nguyªn 
 

§1. BiÓu diÔn sè nguyªn vµ c¸c phÐp tÝnh sè häc 

1.1 HÖ c¬ sè. 

MÆc dï hÇu hÇu hÕt ®éc gi¶ ®· quen thuéc víi c¸ch biÓu diÔn sè nguyªn trong c¬ sè 
tuú ý, chóng t«i nh¾c l¹i s¬ qua vÊn ®Ò ®ã ë phÇn nµy, ®Ó thuËn tiÖn cho viÖc tr×nh 
bµy c¸c thuËt to¸n vÒ  sè nguyªn. 

§Þnh lÝ 2.1. Gi¶ sö b lµ mét sè nguyªn lín h¬n 1. Khi ®ã mäi sè nguyªn n cã thÓ viÕt 
duy nhÊt d−íi d¹ng 

n=akb
k + ak-1b

k-1 +...+ a1b
1 +a0, 

trong ®ã aj  lµ sè nguyªn, 0≤aj≤ k-1, víi j=0,1,...,k vµ hÖ sè ®Çu tiªn ak≠ 0. 

Chøng minh. Ta chØ cÇn thùc hiÖn liªn tiÕp phÐp chia n cho b:  

n=bq0 +a0, 0≤a0≤b-1. 

NÕu q0 >b, ta tiÕp tôc chia q0  cho b ®Ó ®−îc 

q0=bq1 +a1, 0≤a1≤b-1. 

TiÕp tôc qu¸ tr×nh ®ã, ta cã: 

q1=bq2 +a2, 0≤ a2≤b-1 

q2=bq3 +a3, 0≤ a3≤b-1 

... ... ... 

qk-1=b.0 +ak, 0≤ ak≤b-1. 

Qu¸ tr×nh kÕt thóc v× ta lu«n cã: n>q0>q1>...≥0. 

Chóng t«i dµnh cho ®éc gi¶ viÖc chøng minh n cã d¹ng nh− trong ph¸t biÓu cña ®Þnh 
lÝ, vµ biÓu diÔn ®ã lµ duy nhÊt. 

Sè b nãi trong ®Þnh lÝ ®−îc gäi lµ c¬ sè  cña biÓu diÔn. C¸c hÖ biÓu diÔn c¬ sè 10 vµ 2 
t−¬ng øng ®−îc gäi lµ hÖ thËp ph©n vµ nhÞ ph©n. C¸c hÖ sè aj ®−îc gäi lµ c¸c ch÷ sè. 
VÒ sau ta dïng bit ®Ó chØ ch÷ sè nhÞ ph©n. 

NÕu sè nguyªn n biÓu diÔn trong c¬ sè b cã k ch÷ sè, th× tõ chøng minh trªn, ta cã :  

bk-1≤n≤bk. 

Nh− vËy sè ch÷ sè cña n ®−îc tÝnh theo c«ng thøc: 
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k=[logb n]+1=[log n / log b]+1, 

trong ®ã, kÝ hiÖu log dïng ®Ó chØ logarit c¬ sè e. Trong c¬ sè tuú ý, ta cã: k=O(logn). 

§Ó ph©n biÖt c¸c biÓu diÔn cña sè nguyªn trong nh÷ng hÖ c¬ sè kh¸c nhau, ta th−êng 
dïng c¸ch viÕt (akak-1...a1a0)b  ®Ó chØ sè n= akb

k + ak-1b
k-1 +...+ a1b

1 +a0, 

VÝ dô. 1). §èi víi sè 1994 trong hÖ thËp ph©n, ta cã (1994)10=(11111001010)2. 

  2). Trong m¸y tÝnh, bªn c¹nh hÖ c¬ sè 2, ng−êi ta còng th−êng dïng hÖ c¬ sè 
8 hoÆc 16.  LÝ do chñ yÕu lµ v× viÖc chuyÓn mét sè viÕt ë c¬ sè nµy sang c¬ sè kia 
trong 3 c¬ sè ®ã ®−îc thùc hiÖn mét c¸ch dÔ dµng. VÝ dô, muèn chuyÓn mét sè cho 
trong c¬ sè 2 sang c¬ sè 8, ta chØ viÖc nhãm tõ ph¶i sang tr¸i tõng khèi 3 ch÷ sè, råi 
chuyÓn sè ®−îc viÕt trong khèi ®ã sang d¹ng thËp ph©n. Ch¼ng h¹n, sè 
(1110010100110)2  ®−îc t¸ch thµnh c¸c nhãm 1,110,010,100,110. Tõ ®ã ta ®−îc: 

(1110010100110)2=(16246)8. 

Ta cã thÓ lµm t−¬ng tù ®Ó chuyÓn sè ®· cho thµnh sè viÕt trong c¬ sè 16, chØ cÇn 
nhãm thµnh tõng bé 4 ch÷ sè. Chó ý r»ng, trong tr−êng hîp nµy, cÇn thªm vµo c¸c kÝ 
hiÖu míi ®Ó chØ c¸c “ch÷ sè “ tõ 10 ®Õn 15. 

Ta nh¾c l¹i r»ng m¸y tÝnh sö dông c¸ch viÕt nhÞ ph©n, hoÆc lµ c¸c “bit”. M¸y tÝnh 
nµo còng cã giíi h¹n vÒ ®é lín cña c¸c sè cã thÓ  ®−a vµo tÝnh to¸n. Giíi h¹n ®ã 
®−îc gäi lµ cì tõ cña m¸y, kÝ hiÖu qua w. Cì tõ th−êng lµ mét luü thõa cña 2, ch¼ng 
h¹n 235. 

§Ó thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sè häc víi nh÷ng sè nguyªn lín h¬n cì tõ, ta lµm nh− 
sau. Muèn ®−a mét sè n > w vµo m¸y, ta viÕt n d−íi d¹ng c¬ sè w, vµ khi ®ã n ®−îc 
biÓu diÔn b»ng nh÷ng sè kh«ng v−ît qu¸ cì tõ. VÝ dô, nÕu cì tõ cña m¸y lµ 235, th× 
®Ó ®−a vµo mét sè cã ®é lín cì 2350-1, ta chØ cÇn dïng 10 sè nhá nhá h¬n cì tõ cña 
m¸y, b»ng c¸ch biÓu diÔn n trong c¬ sè 235.  Nh− ®· nãi trong vÝ dô ë 1, viÖc chuyÓn 
mét sè tõ c¬ sè 2 sang c¬ sè 235 ®−îc thùc hiÖn dÔ dµng b»ng c¸ch nhãm tõng khèi 
35 ch÷ sè. 

Tõ qui t¾c cña c¸c phÐp tÝnh  sè häc, ta thÊy r»ng: 

1) §Ó céng hoÆc trõ hai sè nguyªn k bit, ta cÇn O(k) phÐp tÝnh bit. 

2) §Ó nh©n hoÆc chia hai sè k bit theo qui t¾c th«ng th−êng, ta cÇn O(k2) phÐp tÝnh 
bit. 

Trong nh÷ng thËp kØ gÇn ®©y, ng−êi ta t×m ra nh÷ng thuËt to¸n nh©n víi ®é phøc t¹p 
bÐ h¬n nhiÒu so víi c¸ch nh©n th«ng th−ßng. §iÒu thó vÞ lµ, nÕu tho¹t nh×n th× c¸c 
thuËt to¸n ®ã “phøc t¹p” h¬n quy t¾c nh©n th«ng th−êng. Tuy nhiªn, khi lµm viÖc víi 
nh÷ng sè rÊt lín, c¸c thuËt to¸n nµy cho phÐp thùc hiÖn  viÖc nh©n hai sè víi mét 
thêi gian bÐ h¬n h¼n so víi quy t¾c th«ng th−êng. 

1.2 ThuËt to¸n nh©n nhanh hai sè. 

Ta sö dông tÝnh chÊt hÕt søc ®¬n gi¶n cña phÐp nh©n: nÕu a=a1+a2, b=b1+b2, th× 
ab=a1b1+a2b2+a2b1+a1b2. §iÒu ®¸ng chó ý ë ®©y lµ, thay cho viÖc nh©n hai sè 
nguyªn n bit, ta thùc hiÖn viÖc nh©n c¸c sè cã ch÷ sè nhá h¬n, cïng víi mét sè phÐp 
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céng (®ßi hái sè phÐp tÝnh bit Ýt h¬n lµ phÐp nh©n). Thùc ra ®iÒu nµy kh«ng cã g× 
míi: ngay trong quan niÖm ban ®Çu, phÐp nh©n a víi b ®· lµ phÐp céng b lÇn sè a!.  

Tuy nhiªn ®Ó cã mét thuËt to¸n nh©n nhanh, ta kh«ng thÓ céng b lÇn sè a, mµ ph¶i 
t×m ®−îc mét c¸ch tèi −u nµo ®ã ®Ó t¸ch b vµ a thµnh nh÷ng phÇn nhá h¬n. Nh÷ng 
thuËt to¸n tr×nh bµy d−íi ®©y cho chóng ta mét sè c¸ch ®Ó lµm viÖc ph©n chia nh− 
vËy. 

Gi¶ sö muèn nh©n hai sè nguyªn 2n bit, 

a=(a2n-1a2n-2...a1a0)2, 

b=(b2n-1b2n-2...b1b0)2. 

Ta viÕt a=2nA1+A0, b=2nB1+B0, trong ®ã 

A1=(a2n-1a2n-2...an)2, A0=(an-1an-2...a1a0)2, 

B1=(b2n-1b2n-2...bn)2, B0=(bn-1bn-2...b1b0)2. 

Khi ®ã ta cã: 

ab=(22n+2n)A1B1+2n(A1 - A0)+(2n+1)A0B0.                          (1.1) 

 Nh− vËy, viÖc nh©n hai sè a,b 2n bit ®−îc ®−a vÒ viÖc nh©n c¸c sè n bit, cïng víi 
c¸c phÐp céng, trõ vµ dÞch chuyÓn (nh©n mét sè víi mét luü thõa bËc n cña 2 ®−îc 
thùc hiÖn b»ng c¸ch dÞch sè ®ã sang tr¸i n vÞ trÝ). 

§Þnh lÝ 2.2. ThuËt to¸n 2.1 cã ®é phøc t¹p lµ O(nlog
2
3). 

Chøng minh. Gäi M(n) lµ sè c¸c phÐp tÝnh bit tèi ®a cÇn thiÕt khi thùc hiÖn nh©n hai 
sè nguyªn n bit b»ng thuËt to¸n 2.1. Tõ c«ng thøc (1.1) ta cã: 

M(2n)≤3M(n)+Cn, 

trong ®ã C lµ mét h»ng sè kh«ng phô thuéc n. §Æt c=max(C,M(2)). 

 B»ng quy n¹p, dÔ chøng minh ®−îc r»ng 

M(2k) ≤ c(3k-2k). 

Tõ ®ã ta cã 

M(n)=M(2log
2
n) ≤M(2[log

2
n]+1) ≤ c(3[log

2
n]+1-2[log

2
n]+1) ≤3c.3[log

2
n]      ≤3c.3log

2
n=3cnlog

2
3. 

§Þnh lÝ ®· ®−îc chøng minh. 

Víi thuËt to¸n 2.1, ta thÊy r»ng, ngay chØ víi c¸ch ph©n chia ®¬n gi¶n sè nguyªn 
thµnh hai phÇn víi sè ch÷ sè b»ng nhau, ta ®· nhËn ®−îc mét thuËt to¸n gi¶m ®¸ng 
kÓ thêi gian thùc hiÖn phÐp nh©n. DÜ nhiªn, c¸ch ph©n chia nh− vËy cßn xa víi c¸ch 
ph©n chia tèi −u. 

Ta sÏ chøng tá r»ng c¸ch ph©n chia nh− trªn cã thÓ tæng qu¸t ho¸ ®Ó nhËn ®−îc 
nh÷ng thuËt to¸n nh©n víi ®é phøc t¹p nhá h¬n nhiÒu. 
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Còng nh− tr−íc ®©y, ta sÏ kÝ hiÖu qua M(n) sè c¸c phÐp tÝnh bit cÇn thiÕt ®Ó thùc hiÖn 
phÐp nh©n hai sè nguyªn n bit. Tr−íc tiªn, ta chøng minh c«ng thøc sau: víi mäi sè 
tù nhiªn n, tån t¹i thuËt to¸n sao cho: 

M((r+1)n) ≤ (2r+1)M(n)+Cn,                (1.2) 

víi C lµ mét h»ng sè nµo ®ã. Nh− vËy, §Þnh lÝ 2.2 lµ tr−êng hîp riªng víi r=1. 

Gi¶ sö cÇn nh©n hai sè (r+1)n bit: 

a=(a(r+1)n-1...a1a0)2, 

b=(b(r+1)n-1...b1b0)2. 

Ta t¸ch mçi sè a,b thµnh r+1 sè h¹ng: 

a=Ar2
rn+...+A12

n+A0 

b=Br2
rn+...+B12

n+B0, 

trong ®ã Aj,Bj lµ c¸c sè n bit. 

Ta nhËn xÐt r»ng, viÖc biÓu diÔn mét sè nguyªn d−íi d¹ng c¬ sè nµo ®ã còng gÇn 
gièng nh− viÕt sè ®ã d−íi d¹ng ®a thøc, trong ®ã c¸c ch÷ sè chÝnh lµ c¸c hÖ sè cña 
®a thøc. V× vËy viÖc nh©n hai sè cã thÓ thùc hiÖn t−¬ng tù nh− viÖc nh©n ®a thøc. Ta 
xÐt c¸c ®a thøc sau: 

A(x)=Arx
r+...+A1x+A0, 

B(x)=Brx
r+...+B1x+B0, 

W(x)=A(x)B(x)=W2rx
2r+...+W1x+W0. 

Tõ ®Þnh nghÜa c¸c ®a thøc trªn ta ®ù¬c: a=A(2n),b=B(2n), ab= W(2n). Nh− vËy, ta dÔ 
dµng tÝnh ®−îc tÝch ab nÕu biÕt ®−îc c¸c hÖ sè cña ®a thøc W(x). 

C«ng thøc (1.2) sÏ ®−îc chøng minh nÕu ta t×m ®−îc mét thuËt to¸n tÝnh c¸c hÖ sè 
cña W(x) mµ chØ sö dông 2r+1 phÐp nh©n c¸c sè n bit vµ mét sè phÐp tÝnh kh¸c víi 
®é phøc t¹p O(n). §iÒu ®ã cã thÓ lµm b»ng c¸ch tÝnh gi¸ trÞ cña ®a thøc W(x) t¹i 
2r+1 ®iÓm sau ®©y: 

W(0)=A(0)B(0), W(1)=A(1)B(1),..., W(2r)=A(2r)B(2r). 

Chó ý r»ng, c¸c sè Aj,Bj kh«ng nhÊt thiÕt lµ c¸c sè n bit, nh−ng víi r cè ®Þnh, chóng 
cã sè ch÷ sè nhiÒu nhÊt lµ r+t, víi mét t cè ®Þnh nµo ®ã. DÔ thÊy r»ng, cã thÓ nh©n 
hai sè    (r+t)-bit víi kh«ng qu¸ M(n)+c1n phÐp tÝnh bit, trong ®ã c1 lµ h»ng sè (chØ 
cÇn t¸ch sè (n+t)-bit thµnh hai phÇn n-bit vµ t-bit, vµ nhËn xÐt r»ng, khi t cè ®Þnh, 
viÖc nh©n sè t-bit víi sè n-bit ®ßi hái kh«ng qu¸ cn phÐp tÝnh bit). 

Khi ®· cã c¸c gi¸ trÞ W(j),(j=0,1,...2r), ta t×m ®−îc ®a thøc W(x) theo c«ng thøc 
Lagrange: 

W(x)= ( )−∑ 1
2

j
r

j=0

W(j) x(x -1)...(x - j +1)(x - j -1)...(x - 2r)
j!(2r - j)!

 . 
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Nh− vËy, c¸c hÖ sè cña W(x) sÏ lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh (víi hÖ sè kh«ng phô thuéc n) 
cña c¸c gi¸ trÞ W(j), vµ do ®ã, tÝnh ®ùoc b»ng O(n) phÐp tÝnh bit. 

Ta ®· chøng minh ®−îc c«ng thøc sau: 

M((r+1)n) ≤ (2r+1)M(n)+Cn. 

 LËp luËn t−¬ng tù nh− trong chøng minh ®Þnh lÝ 2.1 ta cã: 

M(n) ≤C3n
log

r+1
(2r+1)<C3n

1+log
r+1

2. 

Víi mäi ε  >0 bÐ tuú ý, khi c¸c thõa sè cã sè ch÷ sè rÊt lín, ta cã thÓ chän r ®ñ lín 
sao cho logr+12<ε . Ta cã ®Þnh lÝ sau: 

§Þnh lÝ 2.3. Víi mäi ε >0, tån t¹i thuËt to¸n nh©n sao cho sè phÐp tÝnh bit M(n) cÇn 
thiÕt ®Ó nh©n hai sè n bit tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc 

M(n)<C(ε )n1+ε ,  

víi h»ng sè C(ε ) nµo ®ã ®éc lËp víi n. 

NhËn xÐt. Cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng, víi c¸ch chän r “®ñ tèt”, ta cã thuËt to¸n 
nh©n hai sè n-bit sao cho 

M(n)=O(nlog2nloglog2n). 

Chøng minh ®Þnh lÝ ®ã kh«ng khã, nh−ng kh¸ dµi (xem [Kr]). 

 

§2. Sè nguyªn tè. 
 

§Þnh nghÜa 2.4. Sè nguyªn tè lµ sè nguyªn lín h¬n 1, kh«ng chia hÕt cho sè nguyªn 
d−¬ng nµo ngoµi 1 vµ chÝnh nã. Sè nguyªn lín h¬n 1 kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè 
®−îc gäi lµ hîp sè. 

DÔ chøng minh ®−îc r»ng, sè c¸c sè nguyªn tè lµ v« h¹n (Bµi tËp 2.14). 

Nh− ta sÏ thÊy trong nh÷ng ch−¬ng tiÕp theo, bµi to¸n x¸c ®Þnh mét sè cho tr−íc cã 
ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng cã nhiÒu øng dông trong thùc tiÔn. §èi víi nh÷ng sè 
nhá, bµi to¸n ®ã dÜ nhiªn kh«ng cã g× khã. Tuy nhiªn, khi lµm viÖc víi nh÷ng sè lín, 
ta cÇn ph¶i t×m ra nh÷ng thuËt to¸n h÷u hiÖu, nghÜa lµ cã thÓ thùc hiÖn ®−îc trªn m¸y 
tÝnh trong mét kho¶ng thêi gian chÊp nhËn ®−îc. Khi nãi ®Õn “nh÷ng sè lín”, ta 
th−êng hiÓu lµ nh÷ng sè nguyªn d−¬ng cã kho¶ng 100 ch÷ sè thËp ph©n trë lªn. 

§Ó cã thÓ t×m ra nh÷ng thuËt to¸n x¸c ®Þnh nhanh mét sè cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay 
kh«ng, ta cÇn hiÓu s©u s¾c tÝnh chÊt c¸c sè nguyªn tè. Trong ch−¬ng nµy, ta chØ ®i 
vµo c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n nhÊt. 

§Þnh lÝ sau ®©y cho mét thuËt to¸n ®¬n gi¶n ®Ó x¸c ®Þnh c¸c sè nguyªn tè. 

§Þnh lÝ 2.5. Mäi hîp sè n ®Òu cã −íc nguyªn tè nhá h¬n n . 
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ThËt vËy, v× n lµ mét hîp sè nªn ta cã thÓ viÕt n=ab, trong ®ã a vµ b lµ c¸c sè 

nguyªn víi 1<a≤b<n. Râ rµng ta ph¶i cã a hoÆc b kh«ng v−ît qu¸ n , gi¶ sö ®ã lµ 
a. ¦íc nguyªn tè cña a còng ®ång thêi lµ −íc nguyªn tè cña n.  

Tõ ®Þnh lÝ trªn, ta cã thuËt to¸n sau ®©y ®Ó t×m ra c¸c sè nguyªn tè nhá h¬n hoÆc 
b»ng sè n cho tr−íc. 

Sµng Eratosthenes. Tr−íc tiªn, ta viÕt d·y c¸c sè tù nhiªn tõ 1 ®Õn n. Trong d·y ®ã 
g¹ch ®i sè 1, v× nã kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè. Sè nguyªn tè ®Çu tiªn cña d·y lµ 2. 
TiÕp theo ®ã ta g¹ch khái d·y sè  tÊt c¶ nh÷ng sè chia hÕt cho 2. Sè ®Çu tiªn kh«ng 
chia hÕt cho 2 lµ 3: ®ã chÝnh lµ sè nguyªn tè. Ta l¹i g¹ch khái d·y cßn l¹i nh÷ng sè 
nµo chia hÕt cho 3. TiÕp tôc nh− thÕ, ta g¹ch khái d·y nh÷ng sè chia hÕt cho mäi sè 
nguyªn tè bÐ h¬n n . Theo ®Þnh lÝ trªn, nh÷ng sè cßn l¹i cña d·y lµ tÊt c¶ c¸c sè 
nguyªn tè kh«ng v−ît qu¸ n. ThËt vËy, c¸c hîp sè kh«ng v−ît qu¸ n, theo ®Þnh lÝ 

trªn, ®Òu ph¶i cã −íc nguyªn tè nhá h¬n n , vµ do ®ã ®· bÞ g¹ch khái d·y sè trong 
mét b−íc nµo ®ã cña thuËt to¸n. 

 Sµng Eratosthenes, mÆc dï cho ta thuËt to¸n x¸c ®Þnh mäi sè nguyªn tè kh«ng v−ît 
qu¸ mét sè cho tr−íc, rÊt Ýt ®−îc sö dông ®Ó x¸c ®Þnh xem mét sè ®· cho cã ph¶i lµ 
sè nguyªn tè hay kh«ng. Nguyªn nh©n lµ v× thuËt to¸n cã ®é phøc t¹p qu¸ lín: ®Ó 
kiÓm tra n, ta ph¶i thùc hiÖn phÐp chia cho tÊt c¶ c¸c sè nguyªn tè kh«ng v−ît qu¸ 

n . 

Ta h·y xÐt s¬ qua vÒ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n nãi trªn. Víi mçi sè thùc d−¬ng x 
cho tr−íc ta kÝ hiÖu π (x) sè c¸c sè nguyªn tè kh«ng v−ît qu¸ x. Khi ®ã, theo ®Þnh lÝ 
Hadamard-ValÐe-Poussin ta cã:  

lim ( ) /
logx

x x
x→∞

π  = 1. 

Nh− vËy, sè c¸c sè nguyªn tè kh«ng v−ît qu¸ n  lµ vµo kho¶ng 

n /log n =2 n /logn. §Ó chia n cho m, ta cÇn O(log2n. log2m) phÐp tÝnh bit. Nh− 
vËy, sè c¸c phÐp tÝnh bit cÇn thiÕt ®Ó kiÓm tra n cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng Ýt 

nhÊt lµ (2 n /logn)(Clog2n)=C n ( ë ®©y ta dïng −íc l−îng rÊt s¬ l−îc log2 m ≥1). 
Nh− vËy, nÕu n vµo cì kho¶ng 100 ch÷ sè thËp ph©n, sè c¸c phÐp tÝnh bit ph¶i dïng 
sÏ vµo cì 1050. Víi nh÷ng m¸y tÝnh thùc hiÖn mét triÖu phÐp tÝnh trong mét gi©y, 
thêi gian cÇn thiÕt sÏ vµo kho¶ng 3,1.1036 n¨m! 

Ta kÕt thóc tiÕt nµy b»ng ®Þnh lý quan träng sau ®©y, th−êng ®−îc gäi lµ ®Þnh lý c¬ 
b¶n cña sè häc . 

§Þnh lÝ 2.6. Mäi sè nguyªn tè lín h¬n 1 ®Òu ph©n tÝch ®−îc mét c¸ch duy nhÊt thµnh 
tÝch c¸c sè nguyªn tè, trong ®ã c¸c thõa sè ®−îc viÕt víi thø tù kh«ng gi¶m. 

 Chøng minh. Gi¶ sö tån t¹i nh÷ng sè kh«ng viÕt ®−îc thµnh tÝch c¸c sè nguyªn tè. 
Gäi n lµ sè bÐ nhÊt trong c¸c sè ®ã. Nh− vËy, n ph¶i lµ hîp sè, n=a.b, víi a, b<n. Do 
®Þnh nghÜa cña n c¸c sè a vµ b ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch c¸c sè nguyªn tè, nghÜa lµ n 
còng ph©n tÝch ®−îc. M©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. 

Cßn ph¶i chøng minh ph©n tÝch lµ duy nhÊt. Gi¶ sö ta cã:  
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n=p1 p2 ...ps=q1q2...qr,   

trong ®ã pi, qj lµ c¸c sè nguyªn tè. Gi¶n −íc nh÷ng sè nguyªn tè b»ng nhau cã mÆt 
trong hai vÕ, ta ®−îc ®¼ng thøc 

pi1pi2...piu=qj1qj2...qjv,, 

trong ®ã kh«ng cã sè nguyªn tè nµo cã mÆt c¶ hai vÕ. Nh− vËy, vÕ tr¸i chia hÕt cho 
qj1, vµ do ®ã ph¶i tån t¹i mét thõa sè cña tÝch chia hÕt cho qj1: ®iÒu ®ã v« lý, v× ®©y lµ 
tÝch c¸c sè nguyªn tè kh¸c víi qj1. 

Ph©n tÝch nh− trªn cña c¸c sè nguyªn ®−îc gäi lµ ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè. Khi 
n lµ mét sè rÊt lín, viÖc kiÓm tra xem n lµ sè nguyªn tè hay hîp sè, vµ nÕu lµ hîp sè 
th× t×m ph©n tÝch cña nã ra thõa sè nguyªn tè, lµ mét bµi to¸n hÕt søc khã kh¨n. 
Trong nh÷ng phÇn tiÕp theo cña cuèn s¸ch, ta sÏ t×m hiÓu nhiÒu thuËt to¸n ®Ó lµm 
viÖc ®ã, còng nh− c¸c øng dông cña nã trong thùc tiÔn. 

  

§3. ThuËt to¸n Euclid. 

 

 Mét trong nh÷ng thuËt to¸n c¬ b¶n vµ l©u ®êi nhÊt cña to¸n häc lµ thuËt to¸n Euclid. 
ThuËt to¸n ®ã cho phÐp x¸c ®Þnh −íc chung lín nhÊt cña hai sè nguyªn cho tr−íc. 

Khi tr×nh bµy thuËt to¸n Euclid, ta nh¾c l¹i s¬ qua kh¸i niÖm ®ång d−. Nh÷ng tÝnh 
chÊt cÇn dïng cña ®ång d− vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña −íc chung lín nhÊt ®−îc cho 
trong c¸c bµi tËp cña ch−¬ng nµy. 

 Gi¶ sö m lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Ta nãi hai sè nguyªn a vµ b lµ ®ång d− víi nhau 
modulo m nÕu m chia hÕt hiÖu a-b ( ta dïng c¸ch viÕt m | (a-b)). §Ó chØ quan hÖ 
®ång d−, ta dïng ký hiÖu  a≡ b (mod m). 

Nh− vËy, a≡ b (mod m) khi vµ chØ khi tån t¹i sè nguyªn k sao cho a=b+km. 

 Quan hÖ ®ång d− lµ mét trong nh÷ng quan hÖ c¬ b¶n cña sè häc, vµ ta sÏ gÆp th−êng 
xuyªn trong nh÷ng phÇn tiÕp theo cña cuèn s¸ch. Trong thuËt to¸n Euclid, ta chØ 
dïng quan hÖ ®ã ®Ó diÔn ®¹t ng¾n gän vÒ phÇn d− cña phÐp chia. 

ThuËt to¸n sau ®©y cho phÐp tÝnh −íc chung lín nhÊt (¦CLN) d cña hai sè nguyªn 
kh«ng ©m a vµ b (ký hiÖu lµ d=(a,b)). 

ThuËt to¸n Euclid 

E1. [KÕt thóc?] NÕu b=0, in ra a vµ kÕt thóc thuËt to¸n. 

E2. [Chia Euclid] §Æt r←a mod b, a←b, b←r vµ quay vÒ 
b−íc 1. 

VÝ dô: tÝnh d=(24,63) b»ng thuËt to¸n Euclid. 

Ta cã: d=(24,63) = (15,24)=(9,15)=(6,9)=(3,6)=(0,3)=3. 
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 §Þnh lý sau ®©y võa cho ta mét chøng minh tÝnh ®óng ®¾n cña thuËt to¸n Euclid, 
võa cho mét −íc l−îng vÒ ®é phøc t¹p cña nã. 

§Þnh lÝ LamÐ. Sè phÐp chia cÇn thiÕt ®Ó t×m ¦CLN cña hai sè nguyªn d−¬ng b»ng 
thuËt to¸n Euclid kh«ng v−ît qu¸ 5 lÇn sè ch÷ sè thËp ph©n cña sè bÐ trong hai sè 
®· cho. 

Chøng minh. Gi¶ sö a>b lµ hai sè nguyªn d−¬ng cho tr−íc. B»ng thuËt to¸n Euclid, 
ta cã: a=r0, b=r1 vµ: 

r0=r1q1+r2, 0≤ r2<r1 

r1=r2q2+r3, 0≤ r3<r2 

. . .  . . . . . . . . . . . . 

rn-2=rn-1qn-1+rn, 0≤ rn<rn-1 

rn-1=rnqn  

Nh− vËy, ta ®· lµm n phÐp chia. Trong c¸c phÐp chia ®ã, ta cã: q1, q2, ...,qn-1 ≥1,     qn 
≥2,  rn <rn-1. Tõ ®ã suy ra: 

rn≥1=f2,  

rn-1 ≥2rn≥2f2=f3 

rn-2 ≥ rn-1+ rn≥ f3+f2=f4 

rn-3 ≥ rn-2+ rn-1≥ f4+f5=f6 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

r2 ≥ r3+ r4≥ fn-1+fn-2=fn 

b=r1 ≥ r2+ r3≥ fn+fn-1=fn+1 

Chó ý r»ng, d·y sè {fn} nhËn ®−îc chÝnh lµ d·y sè Fibonaci quen thuéc trong sè häc. 
§èi víi d·y sè nµy, b»ng quy n¹p, dÔ chøng minh −íc l−îng sau ®©y: 

fn>(
1 5
2
+

)n-2. 

Tõ bÊt ®¼ng thøc b≥ fn+1 ta cã: 

log10b≥  (n-1)log10(
1 5
2
+

)>(n-1)/5 

 

§Þnh lÝ ®−îc chøng minh.  

HÖ qu¶ 2.6. Gi¶ sö a<b, khi ®ã sè c¸c phÐp tÝnh bit cÇn thiÕt ®Ó thùc hiÖn thuËt to¸n 
Euclid lµ O((log2a)3).  
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ThËt vËy, sè phÐp chia ph¶i lµm lµ O(log2a), vµ mçi phÐp chia cÇn O((log2a)2) phÐp 
tÝnh bit. 

ThuËt to¸n Euclid, mÆc dï ®· ra ®êi hµng ngh×n n¨m, vÉn lµ thuËt to¸n tèt nhÊt ®Ó 
t×m ¦CLN  cña hai sè nguyªn cho tr−íc! Cho ®Õn n¨m 1967, J.Stein x©y dùng ®−îc 
mét thuËt to¸n kh¸ thuËn tiÖn ®Ó t×m ¦CLN trong tr−êng hîp c¸c sè ®· cho ®−îc viÕt 
d−íi d¹ng nhÞ ph©n. ¦u ®iÓm chñ yÕu cña thuËt to¸n nµy lµ ta kh«ng cÇn lµm c¸c 
phÐp tÝnh chia (thùc ra ta cã lµm phÐp chia sè ch½n cho 2, nh−ng trong c¬ sè 2 th× ®ã 
lµ phÐp dÞch chuyÓn sè ®· cho sang ph¶i mét vÞ trÝ). ThuËt to¸n dùa trªn nh÷ng nhËn 
xÐt ®¬n gi¶n sau (xem phÇn bµi tËp cuèi ch−¬ng): 

1) NÕu a,b lµ c¸c sè ch½n, th× (a,b)=2(a/2,b/2). 

2) NÕu a ch½n, b lÎ, th× (a,b)=(a/2,b). 

3) NÕu a,b ®Òu lÎ th× a-b ch½n vµ |a-b|<max(a,b). 

4) (a,b)=(a-b,b). 

ThuËt to¸n ®ã ®−îc m« t¶ nh− sau ( chóng t«i dµnh phÇn chøng minh cho ®éc gi¶). 

ThuËt to¸n t×m ¦CLN cña hai sè nguyªn d−¬ng a,b. 

E’1. (T×m luü thõa cña 2) §Æt k←0 vµ lËp liªn tiÕp phÐp 
tÝnh sau cho ®Õn khi Ýt nhÊt mét trong hai sè a, b lÎ: 
®Æt k←k+1, a←a/2, b←b/2. 

E’2. (XuÊt ph¸t). (ë b−íc xuÊt ph¸t nµy, a, b ®Òu ®· 
®−îc chia cho 2k, vµ cã Ýt nhÊt mét trong hai sè lµ lÎ). 
NÕu a lÎ, ®Æt t←-b vµ chuyÓn sang E’4. NÕu ng−îc l¹i, 
®Æt t←a. 

E’3. (Chia ®«i t). (T¹i thêi ®iÓm nµy, t ch½n, kh¸c 0). 
§Æt t←t/2. 

E’4. (t cã ch½n hay kh«ng?) NÕu t ch½n quay vÒ E’3. 

E’5. (S¾p xÕp l¹i max(a,b)). NÕu t>0, ®Æt a←t; nÕu 
ng−îc l¹i, ®Æt b←-t. Nh− vËy, sè lín nhÊt trong hai sè 
®· ®−îc thay bëi |t|. 

E’6. (Trõ) §Æt t←a-b. NÕu t≠ 0, quay l¹i E’3. NÕu ng−îc 
l¹i thuËt to¸n kÕt thóc vµ in ra a.2k. 

Ngoµi thuËt to¸n Euclid nãi trªn, trong nhiÒu tr−êng hîp, ta cÇn ®Õn thuËt to¸n 
Euclid më réng. ThuËt to¸n nµy kh«ng nh÷ng cho ta thuËt to¸n t×m ¦CLN cña hai sè 
a, b, mµ cßn cho ta biÓu diÔn d=(a,b) d−íi d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña a, b: 
d=ma+nb, trong ®ã m, n lµ c¸c sè nguyªn. 

Tr−íc hÕt, ta chøng minh bæ ®Ò sau: 

Bæ ®Ò 2.7: ¦CLN cña c¸c sè nguyªn a vµ b lµ sè d d−¬ng nhá nhÊt biÓu diÔn ®−îc 
d−íi d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña a vµ b. 
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ThËt vËy, gi¶ sö d lµ sè nguyªn d−¬ng nhá nhÊt biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng d=ma+nb. 
Ta chøng tá d lµ −íc chung cña a vµ b. XÐt phÐp chia a=dq+r, trong ®ã 0≤ r<d. Râ 
rµng r còng lµ mét tæ hîp tuyÕn tÝnh cña a vµ b, nªn do d lµ sè nguyªn d−¬ng nhá 
nhÊt cã tÝnh chÊt ®ã, r=0. T−¬ng tù, d lµ −íc cña b. DÔ thÊy r»ng, mäi −íc chung 
kh¸c cña a vµ b còng lµ −íc cña d: vËy d chÝnh lµ −íc chung lín nhÊt. 

Khi cho hai sè a, b, ®Ó t×m biÓu diÔn cña d nh− trong bæ ®Ò, ta th−êng lµ nh− sau: 
viÕt a=bv+q, 0≤q<b. Sau ®ã,l¹i viÕt b=uq+r=u(a-bv)+r, 0≤ r<q. TiÕp tôc qu¸ tr×nh 
®ã, do c¸c sè d− q, r gi¶m dÇn nªn ta thu ®−îc biÓu diÔn cÇn thiÕt. §iÒu võa nãi ®−îc 
thÓ hiÖn trong thuËt to¸n sau ®©y, mµ chøng minh chÆt chÏ ®−îc dµnh cho ®éc gi¶. 

ThuËt to¸n Euclid më réng.  

Cho hai sè nguyªn kh«ng ©m u, v, t×m (u1,u2,u3) sao cho (u,v)=u3=uu1+vu2. Trong 
tÝnh to¸n, ta thªm vµo c¸c Èn phô (v1,v2,v3), (t1,t2,t3) vµ lu«n cã trong mäi b−íc c¸c 
®¼ng thøc sau ®©y: 

ut1+vt2=t3, uv1+vv2=v3, uu1+vu2=u3. 

Ed1.(XuÊt ph¸t). §Æt (u1,u2,u3)←(1,0,u), (v1,v2,v3) 
←(0,1,v). 

Ed2. (KiÓm tra v3=0?) NÕu v3=0, thuËt to¸n kÕt thóc. 

Ed3. (Chia, trõ). §Æt q← [u3/v3], vµ sau ®ã ®Æt 
(t1,t2,t3)←(u1,u2,u3)-q(v1,v2,v3), (v1,v2,v3)←(t1,t2,t3) vµ 
quay vÒ b−íc 2. 

VÝ dô. Cho a=63, b=24. Dïng thuËt to¸n Euclid ta cã: 

- B−íc 1. u1=1, u2=0, u3=63, v1=0, v2=1, v3 =24. 

- B−íc 2. q=2, u1 =0, u2=1, u3=24, v1=1, v2=-2, v3=15. 

- B−íc 3. q=1, u1=1, u2=-2, u3=15, v1=-1, v2=3, v3=9. 

- B−íc 4. q=1, u1=-1, u2=3, u3=9, v1=2, v2=-5, v3=6. 

- B−íc 5. q=1, u1=2, u2=-5, u3=6, v1=-3, v2=8, v3=3. 

- B−íc 6. q=2, u1=-3, u2=8, u3=3, v1=8, v2=-21, v3=0. 

Ta cã biÓu diÔn: 3=(-3)64+8.24. 

 

§4. §Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d−:  
 

Gi¶ sö m1,m2,...,mr lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng nguyªn tè cïng nhau tõng cÆp. Khi ®ã hÖ 
®ång d−:  

x1≡ a1(mod m1),  

x2≡ a2(mod m2), 
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... ... ...  

xr≡ ar(mod mr). 

Cã nghiÖm duy nhÊt modulo M=m1m2...mr. 

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta x©y dùng mét nghiÖm cña hÖ.   

Gi¶ sö Mk=M/mk= m1m2...mk-1mk+1...mr. Ta biÕt r»ng (Mk,mk)=1 v× (mj,mk)=1 víi mäi 
j≠ k. Nh− vËy, theo bµi tËp 2.18 ta cã thÓ t×m mét nghÞch ®¶o yk cña Mk modulo mk, 
tøc lµ Mkyk ≡ 1 (mod mk). 

  §Æt 

x=a1M1y1+ a2M2y2 +...+ arMryr . 

Ta thÊy r»ng x≡ ak(mod mk) víi mäi k v× mk |Mj víi j≠ k nªn Mj≡ 0 (mod mk) khi j≠ k. 
Nh− vËy, x chÝnh lµ mét nghiÖm cña hÖ ®ang xÐt.  

Ta chøng tá r»ng nghiÖm võa x©y dùng lµ duy nhÊt modulo M. Gi¶ sö x0, x1 lµ hai 
nghiÖm cña hÖ. Khi ®ã, víi mçi k, x0≡ x1≡ ak (mod mk), cho nªn mk | (x0-x1). Theo bµi 
tËp 2.17,     M | (x0-x1). §Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

§Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− liªn quan bµi to¸n næi tiÕng “Hµn TÝn ®iÓm binh”. 
T−¬ng truyÒn r»ng, ®Ó kiÓm tra qu©n sè, Hµn TÝn th−êng ra lÖnh cho qu©n sÜ xÕp 
thµnh hµng 3, hµng 5, hµng 7 vµ th«ng b¸o cho «ng c¸c sè d−. Khi biÕt c¸c sè d− vµ 
®· cã s½n th«ng tin gÇn ®óng vÒ sè qu©n cña m×nh, Hµn TÝn dïng ®Þnh lÝ trªn ®©y ®Ó 
suy ra sè qu©n chÝnh x¸c. 

§Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− ®−îc sö dông trong m¸y tÝnh ®Ó lµm viÖc víi nh÷ng 
sè lín. §Ó ®−a mét sè nguyªn lín tuú ý vµo m¸y tÝnh vµ lµm c¸c phÐp tÝnh sè häc víi 
chóng, ta cÇn cã nh÷ng kÜ thuËt ®Æc biÖt. Theo ®Þnh lÝ Trung quèc vÒ phÇn d−, khi 
cho tr−íc c¸c modun nguyªn tè cïng nhau m1,m2,...,mr, mét sè d−¬ng n<M= 
m1m2...mr ®−îc x¸c ®Þnh duy nhÊt bëi c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña nã theo 
modulo mj víi j=1,2,...,r. Gi¶ sö r»ng cì tõ cña m¸y chØ lµ 100, nh−ng ta cÇn lµm c¸c 
phÐp tÝnh sè häc víi nh÷ng sè nguyªn cì 106. Tr−íc tiªn ta t×m c¸c sè nguyªn nhá 
h¬n 100, nguyªn tè cïng nhau tõng cÆp, sao cho tÝch cña chóng v−ît qu¸ 106. Ch¼ng 
h¹n, ta cã thÓ lÊy m1=99, m2=98, m3=97, m4=95. Ta chuyÓn c¸c sè nguyªn bÐ h¬n 106 
thµnh nh÷ng bé 4 sè theo thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt modulo m1,m2,m3,m4 (®Ó lµm ®−îc 
®iÒu nµy, ta còng ph¶i lµm viÖc víi nh÷ng sè nguyªn lín! Tuy nhiªn ®iÒu ®ã chØ cÇn 
lµm mét lÇn víi input, vµ mét lÇn n÷a víi ouput). Nh− vËy, ch¼ng h¹n ®Ó céng c¸c sè 
nguyªn, ta chØ cÇn céng c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña chóng modulo m1,m2,m3,m4. 
Sau ®ã l¹i dïng ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− ®Ó t×m bé 4 sè t−¬ng øng víi tæng. 

VÝ dô. Ta muèn tÝnh tæng x=123684, y=413456 víi mét m¸y tÝnh cì tõ lµ 100. Ta cã: 

x≡ 33(mod 99), 8(mod 98), 9(mod 97), 89(mod 95) 

y≡ 32(mod 99), 92(mod 98), 42(mod 97), 16(mod 95) 

Nh− vËy,  

x+y≡  65(mod 99), 2(mod 98), 51(mod 97), 10(mod 95) 
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B©y giêi ta dïng ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− ®Ó t×m x+y modulo 
M=99.98.97.95=89403930. Ta cã: M1=M/99=903070, M2=M/98=912288, 
M3=M/97=921690, M4=M/95=941094. Ta cÇn t×m ng−îc cña Mi(mod yi) víi 
i=1,2,3,4, tøc lµ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh ®ång d− sau ®©y (B»ng thuËt chia Euclid): 

903070y1≡ 91y1≡ 1(mod 99) 

912285y2≡ 3y2≡ 1(mod 98) 

921690y3≡ 93y3≡ 1(mod 97) 

Ta t×m ®−îc: y1≡ 37(mod 99), y2≡ 38(mod 98), y3≡ 24(mod 97), y4≡ 4(mod 95). 

Nh− vËy, 

x+y=65.903070.37+2.912285.33+51.921690.24+10.941094.4=3397886480 

      ≡ 537140(mod 89403930) 

V× 0<x+y<89403930, ta suy ra x+y=537140. 

RÊt cã thÓ ®éc gi¶ cho r»ng, c¸ch céng hai sè sö dông ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− 
qu¸ phøc t¹p so víi c¸ch céng th«ng th−êng. Tuy nhiªn, cÇn chó ý r»ng, trong vÝ dô 
trªn ®©y, ta lµm viÖc víi c¸c sè nhá. Khi c¸c sè cÇn céng cã ®é lín v−ît xa cì tõ cña 
m¸y, c¸c quy t¾c céng “th«ng th−êng” kh«ng cßn ¸p dông ®−îc n÷a. 

Nãi chung cì tõ cña m¸y tÝnh lµ luü thõa rÊt lín cña 2, ch¼ng h¹n 235. Nh− vËy, ®Ó sö 
dông ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d−, ta cÇn c¸c sè nhá h¬n 235 nguyªn tè cïng nhau 
tõng cÆp. §Ó t×m c¸c sè nguyªn nh− vËy, thuËn tiÖn nhÊt lµ dïng c¸c sè d¹ng 2m-1, 
trong ®ã m lµ sè nguyªn d−¬ng. C¸c phÐp tÝnh sè häc víi nh÷ng sè cã d¹ng nh− vËy 
t−¬ng ®èi ®¬n gi¶n dùa vµo bæ ®Ò sau. 

Bæ ®Ò 2.8. NÕu a vµ b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng th× thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt modulo 2b-
1 cña 2a-1 lµ 2r-1, trong ®ã r lµ thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña a modulo b. 

ThËt vËy, nÕu a=bq+r, trong ®ã r lµ thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña a modulo b, th× ta 
cã  

(2a-1)=(2bq+r-1)=(2b-1)(2b(q-1)+r+...+2b+r+2r)+(2r-1). 

HÖ qu¶ 2.9. NÕu a vµ b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, th× −íc chung lín nhÊt cña 2a-1 vµ 
2b-1 lµ 2(a,b)-1. 

HÖ qu¶ 2.10. C¸c sè nguyªn 2a-1 vµ 2b-1 nguyªn tè cïng nhau khi vµ chØ khi a vµ b 
nguyªn tè cïng nhau. 

Chóng t«i dµnh viÖc chøng minh hai bæ ®Ò nµy cho ®éc gi¶. 

Ta cã thÓ sö dông hÖ qu¶ trªn ®©y ®Ó t×m c¸c sè nhá h¬n 235, nguyªn tè cïng nhau 
tõng cÆp, sao cho tÝch cña chóng lín h¬n mét sè ®· cho. Gi¶ sö ta cÇn lµm c¸c phÐp 
tÝnh sè häc víi nh÷ng sè nguyªn cã cì 2184. Ta ®Æt: m1=235-1, m2=234-1, m3=233-1, 
m4=231-1, m5=229-1, m6=223-1. V× sè mò cña 2 trong c¸c sè trªn nguyªn tè víi nhau 
tõng cÆp, nªn theo hÖ qu¶ trªn, c¸c sè ®· chän còng nguyªn tè víi nhsu tõng cÆp. Ta 
cã tÝch  m1 m2 m3 m4 m5 m6>2184. B©y giê ta cã thÓ lµm c¸c phÐp tÝnh sè häc víi 
nh÷ng sè cì ®Õn 2184. 
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Trong c¸c m¸y tÝnh hiÖn ®¹i, viÖc thùc hiÖn nhiÒu phÐp tÝnh ®−îc tiÕn hµnh ®ång 
thêi. V× thÕ viÖc sö dông ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− nh− trªn l¹i cµng tiÖn lîi: 
thay cho viÖc lµm c¸c phÐp tÝnh víi c¸c sè nguyªn lín, ta lµm nhiÒu phÐp tÝnh ®ång 
thêi víi nh÷ng sè nguyªn bÐ h¬n. §iÒu ®ã gi¶m ®¸ng kÓ thêi gian tÝnh to¸n. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 18

ThuËt to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh ®ång d− b»ng ®Þnh lÝ Trung Quèc 

Tõ chøng minh ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d−, ta cã thuËt to¸n sau ®©y ®Ó gi¶i hÖ 
ph−¬ng tr×nh ®ång d− x ≡ xi   (mod mi), trong ®ã mi, 1≤ i≤k lµ c¸c sè nguyªn tè víi 
nhau tõng cÆp, xi lµ c¸c sè nguyªn cho tr−íc. Trong thuËt to¸n tr×nh bµy sau ®©y, 
chóng ta ®· t×m ra c¸ch ®Ó tr¸nh ph¶i lµm viÖc víi c¸c sè lín nh− Mi vµ aiMi. 

ThuËt to¸n. 

1. (XuÊt ph¸t). §Æt j←2, C1←1. H¬n n÷a ta s¾p xÕp l¹i 
c¸c sè mi theo thø tù t¨ng dÇn. 

2. (TÝnh to¸n s¬ bé). §Æt p←m1m2...mj-1(mod mj). TÝnh 
(u,v,d) sao cho up+vmj=d=UCLN(p,mj) b»ng thuËt to¸n 
Euclid më réng. 

Ed. NÕu d>0, in ra th«ng b¸o: c¸c mi kh«ng nguyªn tè cïng 
nhau tõng cÆp. NÕu ng−îc l¹i, ®Æt Cj←u, j←j+1 vµ 
chuyÓn sang b−íc 3 nÕu j≤k. 

3. (TÝnh c¸c h»ng sè phô). §Æt y1←x1 mod m1, vµ mçi 
j=2,...,k tÝnh: 

yj←(xj-(y1+m1(y2+m2(y3+...+mj-2yj-1)...))Cjmod mj. 

4. (KÕt thóc). In ra 

x← y1+m1(y2+m2(y3+...+mk-1yk)...), vµ kÕt thóc thuËt to¸n. 

 

§5. Mét sè ®ång d− ®Æc biÖt. 
 

§Þnh lÝ Wilson. p lµ sè nguyªn tè khi vµ chØ khi (p-1)! ≡ -1 (mod p). 

Chøng minh. Tr−íc tiªn, gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè. Khi p=2, ta cã                             
(p-1)! ≡ 1≡ -1(mod 2). B©y giê gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè lín h¬n 2. Theo bµi tËp 2.18, 

víi mçi sè nguyªn a víi 1≤ a≤ p-1, tån t¹i nghÞch ®¶o a , 1≤ a ≤ p-1, víi 

aa ≡ 1(mod p). Theo bµi tËp 2.13, trong sè c¸c sè nguyªn d−¬ng nhá h¬n p, chØ cã 1 
vµ p-1 lµ nghÞch ®¶o víi chÝnh nã. Nh− vËy ta cã thÓ nhãm c¸c sè nguyªn tõ 2 ®Õn  
p-2 thµnh  (p-3)/2 cÆp sè nguyªn, tÝch cña mçi cÆp ®ång d− víi 1 modulo p. Nh− vËy 
ta cã: 

2.3.....(p-3)(p-2)≡ 1 (mod p) 

Nh©n hai vÕ víi 1 vµ p-1 ta ®−îc: 

(p-1)! ≡ 1.2.3...(p-2)(p-1) ≡ 1(p-1) ≡ -1(mod p) 

Ng−îc l¹i gi¶ sö p tho¶ m·n ®ång d− ph¸t biÓu trong ®Þnh lÝ vµ a lµ mét −íc sè cña 
p, a<p. Khi ®ã, a | (p-1)!. Nh−ng theo gi¶ thiÕt, p | (p-1)!+1, tõ ®ã suy ra a=1, v× lµ 
−íc chung cña p vµ (p-1)!. VËy p lµ sè nguyªn tè, ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 
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§Þnh lÝ Wilson cã thÓ ®−îc dïng ®Ó kiÓm tra mét sè cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay 
kh«ng. Tuy nhiªn , dÔ thÊy r»ng, thuËt to¸n dùa theo ®Þnh lÝ Wilson khã cã thÓ sö 
dông víi nh÷ng sè nguyªn lín, bëi v× sè c¸c phÐp tÝnh bit ®ßi hái qu¸ cao. 

§Ó ®¬n gi¶n, ta gäi c«ng viÖc xem xÐt mét sè ®· cho cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay 
kh«ng lµ kiÓm tra nguyªn tè. §Þnh lÝ sau ®©y cã nhiÒu øng dông trong kiÓm tra 
nguyªn tè. 

§Þnh lÝ Fermat bÐ. NÕu p lµ sè nguyªn tè vµ a lµ sè kh«ng chia hÕt cho p th×                  
ap-1≡ 1(mod p). 

Chøng minh. XÐt p-1 sè nguyªn a, 2a,..., (p-1)a. C¸c sè ®ã ®Òu kh«ng chia hÕt cho p 
vµ kh«ng cã hai sè nµo ®ång d− modulo p. Nh− vËy, c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña 
chóng ph¶i lµ 1, 2,... p-1, xÕp theo thø tù nµo ®ã. Tõ ®ã ta cã: 

a.2a.....(p-1) ≡ 1...(p-1)≡ (p-1)!(mod p) 

tøc lµ 

ap-1(p-1)!≡ 1(mod p) 

V× ((p-1)!,p)=1 nªn ta cã ap-1≡ 1(mod p). 

HÖ qu¶ 2.11. NÕu p lµ sè nguyªn tè vµ a lµ sè nguyªn d−¬ng th× ap≡ a(mod p). 

HÖ qu¶ 2.12. NÕu p lµ sè nguyªn tè vµ a lµ sè nguyªn kh«ng chia hÕt cho p th× ap-2 lµ 
nghÞch ®¶o cña a modulo p. 

HÖ qu¶ 2.13. NÕu a vµ b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, p nguyªn tè, p|a th× c¸c nghiÖm 
cña ®ång d− thøc tuyÕn tÝnh ax≡ b(mod p) lµ c¸c sè nguyªn x sao cho                
x≡ ap-2b(mod p). 

 

§6. Sè gi¶ nguyªn tè. 
 

Theo ®Þnh lÝ Fermat, nÕu n lµ sè nguyªn tè vµ b lµ sè nguyªn tuú ý, th× bn≡ b(mod n). 
Do ®ã nÕu tån t¹i sè b sao cho bn /≡ b(mod n) th× n ph¶i lµ hîp sè. Trong nhiÒu øng 
dông , chóng ta l¹i cÇn ®Õn c¸c thuËt to¸n ®Ó chØ ra mét sè n lµ sè nguyªn tè. Trong 
tr−êng hîp nµy, ta kh«ng thÓ dïng ®Þnh lÝ Fermat bÐ, v× ®Þnh lÝ ng−îc cña nã kh«ng 
®óng. Tuy nhiªn, nÕu mét sè nguyªn tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt cña  ®Þnh lÝ Fermat bÐ th× 
“cã nhiÒu kh¶ n¨ng” nã lµ mét sè nguyªn tè! Ta cã ®Þnh nghÜa sau ®©y. 

§Þnh nghÜa 2.14. Gi¶ sö b lµ mét sè nguyªn d−¬ng. NÕu n lµ hîp sè nguyªn d−¬ng 
vµ  bn ≡ b(mod n) th× n ®−îc gäi lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b. 

Trong tr−êng hîp (n,b)=1, ta th−êng dïng ®Þnh nghÜa t−¬ng ®−¬ng: bn-1≡  b(mod n). 

VÝ dô. Sè nguyªn 561=3.11.17 lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. ThËt vËy, ¸p dông ®Þnh lÝ 
Fermat  bÐ, ta cã 2560=(22)280 ≡ 1(mod 3), 2560=(210)56 ≡ 1(mod 11),                
2560=(216)35 ≡ 1(mod 17). Tõ ®ã suy ra (bµi tËp 2.12)  2560 ≡ 1(mod 561). 
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Nãi chung c¸c sè gi¶ nguyªn tè Ýt h¬n nhiÒu so víi c¸c sè nguyªn tè. Ch¼ng h¹n, cã 
tÊt c¶ 4550525112 sè nguyªn tè bÐ h¬n 1010, nh−ng chØ cã 14884 sè gi¶ nguyªn tè c¬ 
së 2 trong kho¶ng ®ã. Sù kiÖn nµy gi¶i thÝch c¸ch nãi ë trªn: C¸c sè tho¶ m·n ®Þnh lÝ 
Fermat bÐ cã nhiÒu kh¶ n¨ng lµ sè nguyªn tè. Tuy nhiªn ®èi víi mäi c¬ së tuú ý, sè 
c¸c sè gi¶ nguyªn tè lµ v« h¹n. Ch¼ng h¹n, ta chøng minh ®iÒu ®ã ®èi víi c¬ së 2. 

§Þnh lÝ 2.15. Cã v« sè sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2.  

Chøng minh. Gi¶ sö n lµ mét sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2, ta sÏ chøng tá r»ng, m=2n-1 
còng lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. Theo gi¶ thiÕt, n lµ hîp sè, ch¼ng h¹n n=dt 
(1<d,t<n), vµ   2n-1≡ 1(mod n). DÔ thÊy r»ng m lµ hîp sè, v× (2d-1) | (2n-1)=m. Do n 
lµ gi¶ nguyªn tè, tån t¹i k sao cho 2n-2=kn. Ta cã 2m-1=2kn, vµ do ®ã,                  
m=(2n-1)|(2nk-1)=2m-1-1, tøc lµ    2m-1≡ 1(mod m). VËy sè m lµ gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. 

Nh− vËy, ®Ó kiÓm tra mét sè cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng, tr−íc tiªn ta xem nã 
cã lµ gi¶ nguyªn tè c¬ së 2 hay kh«ng, sau ®ã cã thÓ tiÕp tôc kiÓm tra ®èi víi c¸c c¬ 
së kh¸c. Tuy nhiªn, tån t¹i c¸c sè gi¶ nguyªn tè víi mäi c¬ së, ®ã lµ c¸c sè 
Carmichael. 

§Þnh nghÜa 2.16. Hîp sè nguyªn n tho¶ m·n bn-1≡ 1(mod n) víi mäi sè nguyªn 
d−¬ng b sao cho (n,b)=1 ®−îc gäi lµ sè Carmichael. 

VÝ dô. Sè nguyªn 561=3.11.17 lµ  mét sè Carmichael. ThËt vËy, nÕu (b,561)=1 th× 
(b,3)=(b,11)=(b,17)=1. Theo ®Þnh lÝ Fermat bÐ, ta cã b2≡ 1(mod 3), b10≡ 1(mod 11), 
b16≡ 1(mod 17). Do ®ã, viÕt 560=2.280=10.56=16.35 ta ®−îc: 

b560=(b2)280≡ 1(mod 3), 

b560=(b10)56≡ 1(mod 11), 

b560=(b16)35≡ 1(mod 17). 

Tõ ®ã suy ra (bµi tËp 2.12): b560≡ 1(mod 561). 

Gi¶ thuyÕt sau ®©y míi ®−îc chøng minh rÊt gÇn ®©y ([AGP]): tån t¹i v« h¹n sè 
Carmichael. 

§Þnh lÝ sau ®©y cho mét c¸ch t×m sè Carmichael. 

§Þnh lÝ 2.17. NÕu n=q1q2...qk, trong ®ã qj lµ c¸c sè nguyªn tè kh¸c nhau tho¶ m·n      
(qj-1) |(n-1), th× n lµ sè Carmichael. 

ThËt vËy, gi¶ sö b lµ sè nguyªn d−¬ng, (b,n)=1. Khi ®ã, (b,qj)=1 víi mäi j, vµ 

b qq
j

j − ≡1 1(mod ) . V× (qj-1) |(n-1) nªn bn-1≡ 1(mod qj), vµ do ®ã, bn-1≡ 1(mod n). 

PhÇn ®¶o cña ®Þnh lÝ trªn ®©y còng ®óng, tuy nhiªn ®−îc chøng minh h¬i dµi nªn ta 
sÏ bá qua. §éc gi¶ nµo quan t©m cã thÓ t×m ®äc trong [Ro]. 

Nh− vËy, viÖc kiÓm tra nguyªn tè sÏ khã kh¨n khi gÆp ph¶i c¸c sè Carmicheal. Tuy 
nhiªn, ta cã thÓ kh¾c phôc b»ng c¸ch sau ®©y. NÕu gÆp ®ång d− bn-1≡ 1(mod n), ta 
chuyÓn sang xÐt ®ång d− b(n--1)/2≡ x(mod n). NÕu n lµ sè nguyªn tè th× x≡ 1 hoÆc       
x≡ -1(mod n), ng−îc l¹i th× n ph¶i lµ hîp sè (bµi tËp 2.22). 
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VÝ dô, víi sè Carmicheal bÐ nhÊt 561 ta cã: 5(561-1)/2=5280 ≡ 67(mod 561). VËy, 561 lµ 
hîp sè. 

VÒ sau, ta sÏ ®Ò cËp ®Õn nh÷ng thuËt to¸n kiÓm tra nguyªn tè hiÖn ®¹i. Trong phÇn 
nµy, ®Ó thÊy thªm øng dông cña c¸c ®Þnh lÝ ®ång d− võa tr×nh bµy, ta t×m hiÓu vµi 
thuËt to¸n ®¬n gi¶n. 

§Þnh nghÜa 2.18. Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ, n-1=2st, trong ®ã s lµ sè nguyªn 
kh«ng ©m, t lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ. Ta nãi n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller c¬ së b, 
nÕu hoÆc bt≡ 1(mod n), hoÆc b2

j
t≡ -1(mod n), víi j nµo ®ã, 0≤ j≤ s-1. 

Ta chøng tá r»ng, nÕu n lµ sè nguyªn tè th× n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller c¬ së b 
víi mäi sè b sao cho n|b. ThËt vËy, gi¶ sö n-1=2st. §Æt xk=b(n-1)/2

k
=b2

s kt−
, víi 

k=0,1,...,s. V× n lµ sè nguyªn tè nªn x0≡ 1(mod n). Do ®ã x1
2≡ 1(mod n), tøc lµ 

x1≡ 1(mod n) hoÆc    x1≡ -1(mod n). TiÕp tôc qu¸ tr×nh nh− vËy ta sÏ ®i ®Õn kÕt luËn 
r»ng, hoÆc xk≡ 1(mod n) víi k=0,1,...,s, hoÆc xk≡ -1(mod n) víi mét sè nguyªn k nµo 
®ã. Nh− vËy n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller c¬ së b. 

DÔ thÊy r»ng, nÕu n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller c¬ së b th× n sÏ lµ sè gi¶ nguyªn tè 
c¬ së b. Ta cã ®Þnh nghÜa sau. 

§Þnh nghÜa 2.19. n ®−îc gäi lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b nÕu nã lµ hîp sè vµ 
tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller c¬ së b. 

Nh− vËy c¸c sè gi¶ nguyªn tè m¹nh l¹i cßn Ýt h¬n c¸c sè gi¶ nguyªn tè. Tuy nhiªn, ta 
cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 2.20. Tån t¹i v« sè sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2. 

ThËt vËy, gi¶ sö n lµ mét sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. Khi ®ã, 2n-1=nk víi sè nguyªn lÎ k 
nµo ®ã. §Æt N=2n-1, ta cã  

N-1=2n-2=2(2n-1-1)=2nk; 

nghÜa lµ n lµ hîp sè. MÆt kh¸c, 

2(N-1)/2=2nk=(2n)k≡ 1(mod N). 

VËy víi mçi sè gi¶ nguyªn tè n, ta x©y dùng ®−îc sè gi¶ nguyªn tè m¹nh N vµ c¸c 
sè n kh¸c nhau cho ta c¸c sè N kh¸c nhau: ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh, bëi v× cã v« sè 
gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. 

Ta cã thÓ dïng kiÓm tra Miller ®Ó kiÓm tra nguyªn tè nh÷ng sè kh«ng lín l¾m. Ta 
biÕt r»ng, sè gi¶ nguyªn tè m¹nh lÎ cã së 2 bÐ nhÊt lµ 2047. Nh− vËy, nÕu n lÎ vµ 
n<2047, th× n lµ nguyªn tè nÕu nã tr¶i qua kiÓm tra Miller. T−¬ng tù nh− vËy, sè 
1373653, lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh lÎ bÐ nhÊt c¬ së 2 vµ 3, ®−îc dïng ®Ó kiÓm tra 
nguyªn tè nh÷ng sè bÐ h¬n nã. §èi víi c¬ së 2,3 vµ 5, sè gi¶ nguyªn tè m¹nh lÎ bÐ 
nhÊt lµ 25326001, trong tr−êng hîp c¬ së 2,3,5,7,sè t−¬ng øng lµ 3215031751. 
Trong nh÷ng sè nhá h¬n 25.109, chØ cã mét sè gi¶ nguyªn tè lÎ víi c¬ së 2,3,5,7, ®ã 
lµ 3251031751. Nh− vËy, nÕu n<25.109 lµ sè lÎ tr¶i qua kiÓm tra Miller, th× n lµ sè 
nguyªn tè nÕu nã kh¸c víi 3251031751. 
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C¸ch lµm trªn ®©y chØ ¸p dông ®−îc khi cÇn kiÓm tra nguyªn tè nh÷ng sè kh«ng lín. 
§èi víi nh÷ng sè lín, ta cã thÓ dïng thuËt to¸n x¸c suÊt dùa trªn ®Þnh lÝ sau ®©y: 

§Þnh lÝ 2.21. NÕu n lµ mét hîp sè d−¬ng lÎ th× tån t¹i kh«ng qu¸ (n-1)/4 c¬ së b,  
1≤b≤n-1, sao cho n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Miller ®èi víi c¸c c¬ së ®ã.  

§Þnh lÝ trªn ®©y ®−îc chøng minh dùa vµo kh¸i niÖm chØ sè mµ ta kh«ng tr×nh bµy ë 
®©y. §éc gi¶ nµo quan t©m cã thÓ t×m ®äc trong[Ro]. Nhê ®Þnh lÝ 2.21, ta cã thÓ kÕt 
luËn n lµ mét hîp sè nÕu thÊy nã tr¶i qua kiÓm tra Miller víi h¬n (n-1)/4 c¬ së. Tuy 
nhiªn, viÖc kiÓm tra nh− thÕ ®ßi hái qu¸ nhiÒu thêi gian. 

Tõ ®Þnh lÝ 2.21 suy ra r»ng, nÕu sè b ®−îc chän ngÉu nhiªn trong kho¶ng 1≤b≤n-1 
th× n tr¶i qua kiÓm tra Miller c¬ së b víi x¸c suÊt bÐ h¬n 1/4. Nh− vËy, nÕu ta chän k 
sè ngÉu nhiªn th× x¸c suÊt ®Ó n tr¶i qua kiÓm tra Miller ®èi víi k  c¬ së ®ã sÏ bÐ h¬n 
1/4k. Khi k ®ñlín, vÝ dô k=20, x¸c suÊt ®ã qu¸ nhá, nªn víi n tr¶i qua víi 20 c¬ së 
ngÉu nhiªn th× cã thÓ tin “hÇu  ch¾c ch¾n” r»ng n lµ sè nguyªn tè. Tõ ®ã ta cã thuËt 
to¸n x¸c suÊt sau ®©y. 

ThuËt to¸n Rabin-Miller (1980) 

 Cho  N≥3 lÎ, thuËt to¸n sau ®©y x¸c ®Þnh r»ng N lµ mét hîp sè, hoÆc in ra th«ng 
b¸o N lµ sè nguyªn tè víi x¸c suÊt  lín h¬n 1-1/420.  

RM1. (XuÊt ph¸t). §Æt q←N-1, t←0, vµ nÕu q ch½n ®Æt 
q←q/2, t←t+1 (b©y giê ta cã N-1=2tq, víi q lÎ). Sau ®ã 
®Æt c←20. 

RM2. (Chän a míi). Chän ngÉu nhiªn sè a trong kho¶ng 
1<a<N. §Æt e←0, b←aq mod N. NÕu b=1, chuyÓn sang RM4. 

RM3.(B×nh ph−¬ng). NÕu b /≡ ± 1(mod N) vµ e<t-2, ta ®Æt 
b←b2 mod N, e←e+1. NÕu b≠ N-1, in ra th«ng b¸o “n lµ 
hîp sè” vµ kÕt thóc thuËt to¸n. 

RM4. §Æt c←c-1. NÕu c>0, chuyÓn sang RM2. NÕu c=0, in 
ra th«ng b¸o “N lµ sè nguyªn tè”. 

 

§7. Ph©n sè liªn tôc. 
 

Gi¶ sö a,b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, a>b. Khi ®ã, ph©n sè a/b cã thÓ viÕt d−íi d¹ng: 

a
b

a c
b

a b
c

= + = +0
0

0

0

1 .
 

Ph©n sè b/c0 l¹i cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng t−¬ng tù nh− vËy, vµ cuèi cïng ta nhËn 
®−îc: 
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a
b

a
a

a
a

o

n
n

= +
+

+−

1
1

11

1...

. 

 

C¸ch viÕt nh− trªn ®−îc gäi lµ biÓu diÔn sè h÷u tû a/b d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc. 

§Ó ®¬n gi¶n kÝ hiÖu, ta th−êng dïng c¸ch viÕt a/b=[a0;a1,a2,...,an]. Ph©n sè liªn tôc 
[a0;a1,a2,...,an] ®−îc gäi lµ ph©n sè liªn tôc h÷u h¹n. 

Dïng thuËt to¸n Euclid, cã thÓ biÓu diÔn mäi sè h÷u tû d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc 
h÷u h¹n. ThËt vËy, ta cã a=a0b+c0, b=a1c0+c1,.... Ng−îc l¹i, râ rµng mçi ph©n sè h÷u 
h¹n liªn tôc lµ mét sè h÷u tû. 

Ta còng cã thÓ biÓu diÔn mét sè thùc tuú ý d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc. Tuy nhiªn 
trong tr−êng hîp nµy, ph©n sè liªn tôc cã thÓ kh«ng h÷u h¹n. C¸ch lµm còng hoµn 
toµn t−¬ng tù nh− khi lµm víi c¸c sè h÷u tû. 

Gi¶ sö x lµ sè thùc tuú ý. §Æt a0=[x], phÇn nguyªn cña x, vµ x0=x-a0 lµ phÇn lÎ cña x. 
TiÕp theo ®ã, ta ®Æt a1=[1/x0], x1=1/x0-a1. Tãm l¹i ®èi víi mçi sè i>1, ®Æt  ai=[1/xi-1], 
xi=1/xi-1-ai. NÕu ë b−íc thø i nµo ®ã, xi=0 th× qu¸ tr×nh kÕt thóc (§iÒu nµy x¶y ra khi 
vµ chØ khi x lµ sè h÷u tû). Ng−îc l¹i, ta cã biÓu diÔn x d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc v« 
h¹n: [a0;a1,a2,...,an,...]. 

NhiÒu khi ®Ó thuËn tiÖn, ta dïng c¸ch viÕt sau ®©y: 

x=a
a a an

0
1 2

1 1 1
+

+
+

+
+ +

+
+... ...  

C¸c ph©n sè liªn tôc ®Þnh nghÜa nh− trªn víi c¸c sè ai nguyªn cßn ®−îc gäi lµ c¸c 
ph©n sè liªn tôc ®¬n gi¶n. Khi kh«ng ®ßi hái ai lµ c¸c sè nguyªn, mµ cã thÓ lµ c¸c sè 
thùc tuú ý, ta còng dïng c¸ch viÕt 

x=[a0;a1,a2,...,an]= a
a a an

0
1 2

1 1 1
+

+
+

+
+ +... . 

Khi cã mét ph©n sè liªn tôc x=[a0;a1,a2,...,an,...], ta gäi c¸c sè sau ®©y lµ c¸c ph©n sè 
héi tô riªng cña x: 

Ck= [a0;a1,a2,...,ak]. 

§Þnh lÝ 2.22. Gi¶ sö a0,a1,...,an lµ c¸c sè thùc, trong ®ã a0,a1,...,an>0. §Æt p0=a0, 
q0=1, p1=a0a1+1, q1=a1, vµ víi mçi k≥2, pk=akpk-1+pk-2, qk=akqk-1+qk-2. Khi ®ã  ®èi 
víi c¸c ph©n sè héi tô riªng Ck ta cã: 

Ck= [a0;a1,a2,...,ak]= pk/qk. 

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng qui n¹p. Víi k=0, C0=a0=p0/q0. Víi k=1, 

C1=[a0;a1]=a0+
1

1a
=p1/q1. 
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Ta cã:  

Ck+1=[a0;a1,a2,...,ak+1]=a a a ak
0

1 2 1

1 1 1
+

+
+

+
+ +

+

...  

=[a0;a1,a2,...,ak-1,ak+
1

1ak+
]=

( )

( )

a
a

p p

a
a

q q

k
k

k k

k
k

k k

+ +

+ +

+
− −

+
− −

1

1
1

1 2

1
1 2

. 

theo gi¶ thiÕt qui n¹p. TÝnh to¸n ®¬n gi¶n dùa vµo ®Þnh nghÜa c¸c sè pk,qk, ta ®−îc: 

 Ck+1=pk+1/qk+1. 

§Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

§Þnh lÝ 2.23. Víi mäi k≥ 1, ta cã: 

pkqk+1-pk-1qk=(-1)k-1. 

Tõ ®ã ta suy ra ngay r»ng, c¸c sè pk,qk nguyªn tè cïng nhau. 

§Þnh lÝ 2.24. Ta cã: 

C1>C3>C5>... 

c0<C2<C4>... 

C2j+1>C2k, víi mäi j,k 

lim Ck=x. 

Chøng minh c¸c ®Þnh lÝ trªn (b»ng quy n¹p) ®−îc dµnh cho ®éc gi¶. Cã thÓ thÊy 
r»ng, tªn gäi “ph©n sè liªn tôc riªng “ ®−îc gi¶i thÝch b»ng ®Þnh lÝ trªn ®©y. 

§Þnh lÝ 2.25. Gi¶ sö n lµ mét sè tù nhiªn kh«ng chÝnh ph−¬ng vµ pk,qk lµ c¸c ph©n sè 
héi tô riªng  cña n . Ta ®Æt α 0= n , vµ c¸c sè α k , Qk, Pk ®−îc ®Þnh nghÜa theo 
c«ng thøc sau: 

α k = (Pk+ n )/ Qk, 

ak=[α k ], 

Pk+1=akQk-Pk 

Qk+1=(n-Pn+1
2)Qk 

Khi ®ã ta cã: 

pk
2-n qk

2=(-1)k-1Qk+1. 

Chøng minh. ¸p dông ®Þnh lÝ võa chøng minh, ta cã: 
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n =α 0=[a0;a1,a2,...,ak+1]=
a p p
a q q
k k k

k k k

+ −

+ −

+
+

1 1

1 1

. 

Tõ ®ã, v× ak+1= (Pk+1+ n )/ Qk+1, ta ®−îc: 

n =
( )
( )
P n p Q p
P n q Q q
k k k k

k k k k

+ + −

+ + −

+ +
+ +

1 1 1

1 1 1

. 

VËy,  

nqk+(Pk+1qk+Qk+1qk-1) n =(Pk+1pk+Qk+1pk-1) +pk n . 

Tõ ®ã suy ra: 

nqk= Pk-1pk+ Qk+1pk-1, 

pk= Pk+1qk+ Qk+1qk-1. 

Nh©n ®¼ng thøc thø nhÊt víi qk, ®¼ng thøc thø hai víi pk vµ trõ ®¼ng thøc thø hai cho 
®¼ng thøc thø nhÊt, ta thu ®−îc kÕt qu¶ cÇn chøng minh. 

Sau ®©y ta sÏ ¸p dông ph©n sè liªn tôc ®Ó t×m mét thuËt to¸n ph©n tÝch sè nguyªn ra 
thõa sè nguyªn tè. Nãi chÝnh x¸c h¬n, ta sÏ x©y dùng mét thuËt to¸n ®Ó víi sè tù 
nhiªn n cho tr−íc, t×m −íc sè kh«ng tÇm th−êng (kh¸c 1 vµ n). 

Ta xuÊt ph¸t tõ nhËn xÐt ®¬n gi¶n sau ®©y: NÕu ta t×m ®−îc c¸c sè x, y sao cho         
x-y≠ 1 vµ x2-y2=n th× ta t×m ®−îc sè −íc kh«ng tÇm th−êng cña n, v×                           
n= x2-y2=(x-y)(x+y). 

B©y giê, gi¶ sö ta cã kÕt qu¶ yÕu h¬n, ch¼ng h¹n t×m ®−îc x,y sao cho x2≡ y2(mod n) 
vµ 0<x<y<n, x+y≠ n. 

Khi ®ã n lµ mét −íc cña tÝch (x-y)(x+y), vµ râ rµng n kh«ng lµ −íc cña x+y còng nh−      
x-y. Nh− vËy c¸c −íc sè chung d1=(n,x-y) vµ d2=(n,x+y) lµ c¸c −íc sè kh«ng tÇm 
th−êng cña n. C¸c −íc sè nµy t×m ®−îc mét c¸ch nhanh chãng nhê thuËt to¸n Euclid. 
§Þnh lÝ 2.25 cho ta ph−¬ng ph¸p ®Ó t×m c¸c sè x,y cÇn thiÕt.  

Theo ®Þnh lÝ 2.25 ta cã:  

pk
2≡ (-1)k-1Qk-1 (mod n). 

Nh− vËy, vÊn ®Ò lµ ph¶i t×m ®−îc c¸c Qk víi chØ sè ch½n, vµ lµ mét sè chÝnh ph−¬ng. 
Mçi lÇn t×m ®−îc mét sè Q k nh− vËy, ta t×m ®−îc mét −íc cña n (còng cã thÓ x¶y ra 
tr−êng  hîp −íc ®ã lµ tÇm th−êng: c¸c pk,Qk kh«ng nhÊt thiÕt bÐ h¬n n nªn ®iÒu kiÖn 
n kh«ng ph¶i lµ −íc cña x+y vµ x-y cã thÓ kh«ng tho¶ m·n). 

VÝ dô. 1). Ph©n tÝch sè 1037 ra thõa sè b»ng c¸ch sö dông ph©n sè liªn tôc. 

ta cã α = 1037 =32,2..., Q1=1,Q2=49, p1=129. Nh− vËy, 1292≡ 49(mod 1037). Do 
®ã, 1292-72=(129-7)(129+7) ≡ 0(mod 1037). TÝnh c¸c −íc chung lín nhÊt, ta ®−îc:           
(129-7,1037)=61, (129+7,1037)=17. Ta cã hai −íc cña 1037, vµ trong tr−êng hîp 
nµy cã khai triÓn 1037=61.17. 
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2) Ph©n tÝch 1000009. Ta tÝnh ®−îc Q1=9, Q2=445, Q3=873, Q4=81. Nh− vËy,                
p3

2 ≡ 92(mod 100009): ta kh«ng thu ®−îc −íc kh«ng tÇm th−êng. TÝnh to¸n tiÕp tôc, 
ta cã: Q18=16 lµ mét sè chÝnh ph−¬ng, p17=494881. B»ng thuËt to¸n ®· m« t¶, ta t×m 
®−îc c¸c −íc sè 293, 3413. 
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Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ch−¬ng 2 

I. Bµi tËp. 
2.1. ChuyÓn sè (1999) tõ c¬ sè 10 sang c¬ sè 7, sè (6105) tõ c¬ sè 7 sang c¬ sè 10. 

2.2. ChuyÓn c¸c sè 10001110101 vµ 11101001110 tõ c¬ sè 2 sang c¬ sè 16 (kÝ hiÖu 
c¸c ch÷ sè cña c¬ sè 16 bëi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E). 

2.3. Chøng minh r»ng mäi vËt nÆng kh«ng qu¸ 2k-1 (víi träng l−îng lµ sè nguyªn) 
®Òu cã thÓ c©n b»ng mét c¸i c©n hai ®Üa, sö dông c¸c qu¶ c©n 1, 2, 22,...,2k-1. 

2.4. Chøng minh r»ng mäi sè nguyªn ®Òu cã thÓ biÓu diÔn duy nhÊt d−íi d¹ng 

ek3
k+ek-13

k-1+...+e13+e0, 

trong ®ã ej=-1, 0 hoÆc 1; j=0,1,...,k. 

2.5. Chøng minh r»ng, mäi sè thùc α ∈R, 0≤ α <1 ®Òu cã thÓ biÓu diÔn duy nhÊt 
d−íi d¹ng c¬ sè b 

α = c bj
j

j

/
=

∞

∑
1

, 0≤ cj≤b-1, 

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: víi mäi N, tån t¹i n≥N ®Ó cn≠ b-1. 

2.6. ¸p dông bµi 2.5, viÕt π  trong c¬ sè 2 víi 10 ch÷ sè sau dÊu phÈy. 

2.7. a) Chøng minh r»ng mäi sè nguyªn d−¬ng n ®Òu cã biÓu diÔn Cantor duy nhÊt 
d−íi d¹ng sau: 

n=amm!+am-1(m-1)!+...+a22!+a11!. 

b) T×m khai triÓn Cantor cña 14, 56, 384. 

2.8. Gi¶ sö a lµ sè nguyªn (trong c¬ sè 10) víi bèn ch÷ sè sao cho kh«ng ph¶i mäi 
ch÷ sè lµ nh− nhau. a’ lµ sè nhËn ®−îc tõ a b»ng c¸ch viÐt c¸c ch÷ sè theo thø tù 
gi¶m dÇn, a’’ lµ sè nhËn ®−îc b»ng c¸ch viÕt c¸c ch÷ sè theo thø tù t¨ng dÇn. §Æt 
T(a)=a’-a’’. VÝ dô: T(1998)=9981-1899. 

a) Chøng minh r»ng sè nguyªn duy nhÊt (kh«ng ph¶i 4 ch÷ sè ®Òu nh− nhau) sao cho 
T(a)=a lµ a=6174. 

b) Chøng minh r»ng nÕu a lµ sè nguyªn d−¬ng 4 ch÷ sè, kh«ng ph¶i mäi ch÷ sè ®Òu 
nh− nhau, th× d·y a, T(a), T(T(a)),... nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÆp phÐp to¸n T, sÏ dõng ë 
sè 6174 (®−îc gäi lµ h»ng sè Kapreka) 

2.9. ¦íc l−îng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó tÝnh n!. 

2.10. ¦íc l−îng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó chuyÓn mét sè k-bit sang hÖ thËp  ph©n. 

2.11. a) Chøng minh r»ng, nÕu A, B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n th× ®Ó t×m tÝch AB 
(theo quy t¾c nh©n ma trËn th«ng th−êng) ta cÇn n3 phÐp nh©n. 
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b) Chøng minh r»ng cã thÓ nh©n hai ma trËn vu«ng cÊp hai mµ chØ cÇn 7 phÐp nh©n, 
nÕu sö dông ®ång nhÊt thøc sau ®©y: 

a a
a a

b b
b b

a b a b x a a b b a a a a b

x a a b b a b b b b x a a b b a a b b

11 12
21 22

11 12
21 22
11 11 12 21 21 22 12 11 11 12 21 22 22

11 21 22 12 22 11 21 12 22 11 21 22 12 21 22 12 11


















=







+ + + − + + − −

+ − − − − − + + − − + + −

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
,

trong ®ã x=a11b11-(a11-a21-a22)( b11-b12+b22). 

c) B»ng quy n¹p vµ t¸ch ma trËn 2n× 2n thµnh 4 ma trËn n× n, chøng minh r»ng cã 
thÓ nh©n hai ma trËn 2k× 2k chØ víi 7k phÐp nh©n vµ kh«ng Ýt h¬n 7k+1 phÐp céng. 

d) Tõ c) suy ra r»ng cã thÓ nh©n hai ma trËn vu«ng cÊp n víi O(nlogc7) phÐp tÝnh bit 
nÕu mäi phÇn tö cña ma trËn cã d−íi c bit, víi h»ng sè c  nµo ®ã. 

2.12. Dïng sµng Eratosthenes ®Ó t×m mäi sè nguyªn tè bÐ h¬n 1998. 

2.13. Cho Qn=p1p2...pn+1, trong ®ã p1,p2,..., pn lµ n sè nguyªn tè ®Çu tiªn. T×m −íc 
nguyªn tè bÐ nhÊt cña Qn, víi n=1,2,3,4,5,6. 

Trong d·y Qn cã v« h¹n hay h÷u h¹n sè nguyªn tè? 

2.14. Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n sè nguyªn tè. 

2.15. Chøng minh r»ng nÕu −íc nguyªn tè bÐ nhÊt p cña mét sè nguyªn d−¬ng n 

v−ît qu¸ n3  th× n/p lµ sè nguyªn tè.  

2.16. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i mét “bé ba nguyªn tè” nµo p, p+2, p+4 ngoµi 
3,5,7. 

2.17. Chøng minh r»ng nÕu a|x, b|x vµ a, b nguyªn tè cïng nhau th× a.b|x. 

2.18. Chøng minh r»ng nÕu a,m nguyªn tè cïng nhau th× tån t¹i nghÞch ®¶o m mod b. 

2.19. Cho a,b,c,m lµ c¸c sè nguyªn, m d−¬ng. Gi¶ sö d lµ ¦CLN cña c vµ m. Khi ®ã, 
nÕu ac≡ bc(mod m) th× a≡ b(mod m/d). 

2.20. Gi¶ sö r1, r2,...,rm lµ mét hÖ thÆng d− ®Çy ®ñ modulo m, a lµ mét sè nguyªn, 
nguyªn tè cïng nhau víi m, b lµ sè nguyªn tuú ý. Chøng minh r»ng ar1+b, ar2+b ,..., 
arm+b còng lµ mét hÖ ®Çy ®ñ c¸c thÆng d− modulo m 

2.21. Gi¶ sö a≡ b(mod mj), j=1,2,..., k, trong ®ã mj lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau 
tõng cÆp. Chøng minh r»ng a≡ b(mod m1m2...mk). 

2.22. Cho p lµ sè nguyªn tè. Chøng minh r»ng a2≡ 1(mod p) khi vµ chØ khi      
a≡ ± 1(mod p). 

2.23. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn kh«ng ©m m,n vµ mäi sè nguyªn a>1, ta 
cã 

(am-1, an-1)=a(m,n)-1. 
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2.24. a) Chøng minh r»ng cã thÓ t×m −íc chung lín nhÊt cña hai sè nguyªn d−¬ng 
b»ng thuËt to¸n sau 

(a,b)=

a a b
a b a b

a b a b
a b b a b

nÕu

nÕu ch½ n

nÕu ch½ n lÎ

nÕu   lÎ

=

−










2 2 2
2
( / , / ) ,

( / , ) ,
( , ) ,

 

b) Dïng thuËt to¸n trªn ®Ó t×m (2106, 8318). 

2.25. Chøng minh r»ng, víi mäi n, t×m ®−îc n sè tù nhiªn liªn tiÕp sao cho mçi sè 
®Òu cã −íc lµ sè chÝnh ph−¬ng. 

2.26. Gi¶ sö n=p1p2...pk, trong ®ã pj lµ c¸c sè nguyªn tè, vµ n lµ mét sè Carmichael. 
Chøng minh r»ng k≥3. ¸p dông kÕt qu¶ ®Ó t×m ra sè Carmichael nhá nhÊt. 

2.27. Chøng minh r»ng, nÕu 6m+1, 12m+1, 18m+1 ®Òu lµ sè nguyªn tè th× 
(6m+1)(12m+1)(18m+1) lµ sè Carmichael. 

Chøng minh c¸c sè sau ®©y lµ sè Carmichael: 

1729, 294409, 56052361, 118901521, 172947529. 

2.28. Chøng minh r»ng 6601 lµ mét sè Carmichael. 

2.29. Chøng minh r»ng n=2047=23.89 lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2.  

2.30. Cho b,m lµ c¸c sè nguyªn nguyªn tè cïng nhau, a,c lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng. 
Chøng minh r»ng, nÕu ba≡ 1(mod m), bc≡ 1(mod m) vµ  d=(a,c) th× bd ≡ 1(mod m). 

2.31. Cho p lµ sè nguyªn tè, p|bm-1. Chøng minh r»ng, hoÆc p|bd-1 víi d nµo ®ã lµ 
−íc thùc sù cña m (kh¸c m), hoÆc d≡ 1(mod m). NÕu p>2, m lÎ th× trong tr−êng hîp 
sau, ta cã p≡ 1(mod 2n).  

2.32. ¸p dông bµi tËp trªn ®Ó ph©n tÝch ra thõa sè c¸c sè 211-1=2047, 213-1=8191,        
312-1=531440, 235-1=34355738367. 

2.33. T×m ph©n sè liªn tôc cña c¸c sè 2 , 3, 5, (1+ 5 )/2. 

2.34. BiÕt ph©n sè liªn tôc cña e lµ  

e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] 

a) T×m 8 ph©n sè héi tô riªng ®Çu tiªn cña e. 

b) T×m xÊp xØ h÷u tû tèt nhÊt cña e cã mÉu sè bÐ h¬n 100. 

2.35. Cho α  lµ mét sè v« tû. Chøng minh r»ng, hoÆc |α -pk/qk|<1/2qk
2, hoÆc                  

|α -pk+1/qk+1|<1/2qk+1
2. 

2.36. Cho f(x) lµ mét ®a thøc tuú ý víi hÖ sè nguyªn. Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n 
sè nguyªn k sao cho f(k) lµ hîp sè. 
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II. Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y 
§èi víi tÊt c¶ c¸c ch−¬ng,  tÝnh to¸n thùc hµnh trªn m¸y tÝnh víi ch−¬ng tr×nh Maple 
®−îc b¾t ®Çu b»ng dßng lÖnh: 

[>with(numtheory); 

C¸c phÐp to¸n sè häc ( phÐp céng  [+], phÐp trõ [-], phÐp nh©n [*], phÐp chia [/], 
phÐp luü thõa [^], khai c¨n bËc hai [sqrt(.)],...) ®−îc viÕt vµ thùc hiÖn theo thø tù 
quen biÕt. 

Lu«n lu«n ghi nhí r»ng cuèi dßng lÖnh ph¶i lµ dÊu chÊm phÈy (;) hoÆc dÊu (:). Muèn 
thùc hiÖn dßng lÖnh nµo th× ph¶i ®−a con trá vÒ dßng lÖnh ®ã (sau dÊu chÊm phÈy) vµ 
nhÊn phÝm [Enter]. H·y thùc hiÖn c¸c dßng lÖnh theo ®óng tr×nh tù tr−íc sau,  v× mét 
sè tÝnh to¸n trong c¸c b−íc sau cã thÓ yªu cÇu kÕt qu¶ tõ c¸c b−íc tr−íc. 

II. 1. Thùc hµnh kiÓm tra mét sè lµ sè nguyªn tè 

§Ó kiÓm tra mét sè n cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng ta thùc hiÖn lÖnh nh− sau: 

[>isprime(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu  trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “true” th× n lµ sè 
nguyªn tè, nÕu trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “false” th× n lµ hîp sè. 

ThÝ dô: Sè 2546789 cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng? 

[>isprime(n); 

False 

VËy 2546789 kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè. 

II. 2. Thùc hµnh t×m −íc chung lín nhÊt 

§Ó thùc hµnh t×m −íc chung lín nhÊt cña hai sè a vµ b, h·y vµo dßng lÖnh cã có 
ph¸p nh− sau: 

[>gcd(a,b); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” th× viÖc t×m −íc chung lín nhÊt sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ sÏ 
cã ngay kÕt qu¶. 

ThÝ dô: T×m −íc sè chung lín nhÊt cña 2 sè 157940 vµ 78864. 

Thùc hiÖn b»ng c©u lÖnh sau: 

[> gcd(157940,78800); 

 20 

VËy −íc chung lín nhÊt cña 157940 vµ 78864 lµ 20. 

II. 3. Ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè 

§Ó ph©n tÝch sè n ra thõa sè nguyªn tè ta thùc hiÖn lÖnh sau: 
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[>ifactor(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” th× viÖc ph©n tÝch n ra thõa sè nguyªn tè sÏ ®−îc thùc 
hiÖn vµ sÏ cã ngay kÕt qu¶. 

ThÝ dô: Ph©n tÝch sè 122333444455555666666777777788888888999999999 ra thõa 
sè nguyªn tè. 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

 

[> 

ifactor(122333444455555666666777777788888888999999999); 

  

(3)(12241913785205210313897506033112067347143)(3331) 

Ta còng cã thÓ dïng lÖnh trªn ®Ó kiÓm tra xem mét sè n cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay 
kh«ng  

II. 4. Thùc hµnh kiÓm tra mét sè lµ sè Carmichael 

Ta nhí l¹i §Þnh lÝ 2. 17 nh− sau: 

§Þnh lÝ 2.17. NÕu n=q1q2...qk, trong ®ã qj lµ c¸c sè nguyªn tè kh¸c nhau tho¶ m·n      
(qj-1) |(n-1), th× n lµ sè Carmichael. 

Do ®ã ®Ó kiÓm tra xem mét sè n cã ph¶i lµ sè Carmichael hay kh«ng ta thùc hiÖn 
theo c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: Ph©n tÝch n thµnh tÝch c¸c thõa sè nguyªn tè, ta thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 

[>ifactor(n); 

 Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶ ph©n tÝch n ra thõa sè 
nguyªn tè. NÕu n lµ hîp sè vµ cã d¹ng n=q1q2...qk, trong ®ã qj lµ c¸c sè nguyªn tè 
kh¸c nhau th× thùc hiÖn tiÕp b−íc kiÓm tra thø 2. NÕu kh«ng th× cã thÓ kh¼ng ®Þnh n  
kh«ng ph¶i lµ sè Carmichael. 

B−íc 2:. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh chia (n-1):(qj-1), ta thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh sau: 

[>(n-1)/(qj-1); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶ th−¬ng cña phÐp chia. 
NÕu víi mäi j=1,2, ..., k c¸c th−¬ng t×m ®−îc lµ c¸c sè nguyªn th× ta kh¼ng ®Þnh n lµ 
sè Carmichael, nÕu kh«ng th× tr¶ lêi kh«ng ph¶i. 

ThÝ dô 1: Sè 6601 cã ph¶i lµ sè Carmichael hay kh«ng? 

Thùc hiÖn kiÓm tra nh− sau: 

[>ifactor(6601); 

 (7)(23)(41) 
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6601 ®−îc ph©n tÝch thµnh c¸c thõa sè nguyªn tè kh¸c nhau, vËy cã thÓ nghi ngê nã 
lµ sè Carmichel. §Ó kiÓm tra xem nã cã thùc sù lµ sè Carmichel hay kh«ng, ta thùc 
hiÖn c¸c lÖnh sau: 

[>(6601-1)/(7-1); 

1100 

[>(6601-1)/(23-1); 

300 

[>(6601-1)/(41-1); 

165 

VËy 6601 lµ sè Carmichael. 

ThÝ dô 2: Sè 6 cã ph¶i lµ sè Carmichael hay kh«ng? 

Thùc hiÖn kiÓm tra nh− sau: 

[>ifactor(6); 

 (2)(3) 

[>(6-1)/(2-1); 

5 

[>(6-1)/(3-1); 

5
2
 

VËy 6 kh«ng ph¶i lµ sè Carmichael. 

ThÝ dô 3: Sè 45 cã ph¶i lµ sè Carmichael hay kh«ng? 

Thùc hiÖn kiÓm tra nh− sau: 

[>ifactor(45); 

(3)2(5) 

Sè 45 kh«ng tho¶ m·n b−íc thø nhÊt. 

VËy 45 kh«ng ph¶i lµ sè Carmichael. 

II. 5. Thùc hµnh kiÓm tra mét sè lµ gi¶ nguyªn tè   

Cho hai sè nguyªn d−¬ng n, b. §Ó kiÓm tra xem  n cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 
b hay kh«ng ta thùc hiÖn c¸c b−íc nh− sau: 

B−íc 1: KiÓm tra  n lµ hîp sè, ta thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[>isprime(n); 
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Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu  trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “true” th× n lµ sè 
nguyªn tè, nÕu trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “false” th× n lµ hîp sè. NÕu n lµ sè nguyªn 
tè th× n kh«ng ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b. NÕu ng−îc l¹i thùc hiÖn tiÕp b−íc 2. 

B−íc 2: KiÓm tra ®ång d− thøc bn-b≡ 0(mod n), thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 

[>b&^n-b mod n; 

Sau  dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. NÕu ®ã lµ sè 0 th× n lµ 
sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b.  

ThÝ dô1:  Sè 561 cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2 hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn c¸c lÖnh sau: 

[>isprime(561); 

false 

[>2&^561-2 mod 561; 

0 

VËy 561 lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. 

ThÝ dô 2: Sè 12241913785205210313897506033112067347143 cã ph¶i lµ sè gi¶ 
nguyªn tè c¬ së 8 hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn c¸c lÖnh sau: 

[>ispime(12241913785205210313897506033112067347143); 

true 

Sè 12241913785205210313897506033112067347143 lµ mét sè nguyªn tè. Do ®ã 
12241913785205210313897506033112067347143 kh«ng ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè 
c¬ së 8. 

ThÝ dô 3: Sè 326 cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 3 hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn c¸c lÖnh sau: 

[>isprime(326); 

false 

[>3&^326-3 mod 326; 

6 

VËy 326 lµ kh«ng ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 3. 

II. 6. Thùc hµnh kiÓm tra mét sè lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh 

Cho n lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ, b lµ sè nguyªn d−¬ng. §Ó kiÓm tra n cã ph¶i lµ sè gi¶ 
nguyªn tè m¹nh c¬ së b hay kh«ng ta thùc hiÖn theo c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: KiÓm tra  n lµ hîp sè, ta thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 
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[>isprime(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu  trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “true” th× n lµ sè 
nguyªn tè, nÕu trªn mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “false” th× n lµ hîp sè. NÕu n lµ sè nguyªn 
tè th× n kh«ng ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b. NÕu ng−îc l¹i thùc hiÖn tiÕp 
b−íc 2. 

B−íc 2: Ph©n tÝch n-1 ra thõa sè nguyªn tè, ta thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 

[>ifactor(n-1); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra sù  ph©n tÝch cña n-1 vµ ta thu 
®−îc kÕt qu¶ cã d¹ng n-1=2st, trong ®ã s lµ sè nguyªn d−¬ng, t lµ sè nguyªn d−¬ng 
lÎ. 

B−íc 3: KiÓm tra ®ång d− thøc bt-1≡ 0(mod n). Vµo lÖnh 

[>b&^t-1 mod n; 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. NÕu ®ã lµ sè 0 th× n lµ 
sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b, nÕu kÕt qu¶ lµ mét sè kh¸c 0 ta thùc hiÖn tiÕp b−íc 4. 

B−íc 4: KiÓm tra c¸c ®ång d− thøc ( )b
j t2 1+ ≡ 0(mod n) víi j=0,...s-1, ta thùc hiÖn 

dßng lÖnh: 

[>seq (b&^((2^j)t)+1 mod n, j=0..s-1); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra d·y kÕt qu¶. NÕu trong d·y kÕt 
qu¶ cã mét sè lµ sè 0 th× n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b. 

ThÝ dô: Sè 2047 cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2 hay kh«ng? 

Thùc hiÖn kiÓm tra nh− sau: 

 [>isprime(2047); 

false 

Do ®ã n lµ hîp sè. TiÕp tôc thùc hiÖn lÖnh 

 [>ifactor(n-1); 

 (2)(3)(11)(31) 

TiÕp tôc thùc hiÖn lÖnh 

[>2&^(3*11*31)-1 mod 2047; 

0 

VËy 2047 lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2. 

II. 7. Thùc hµnh biÓu diÔn mét sè d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc 

1. BiÓu diÔn sè n d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo c¸ch th«ng th−êng víi sè th−¬ng 
trong biÓu diÔn lµ k, ta dïng lÖnh: 

[>cfrac(n,k); 
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Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: BiÓu diÔn π  d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo c¸ch th«ng th−êng víi 6 
th−¬ng. 

Ta thùc hiÖn lÖnh: 

[> cfrac (Pi,6);       

 

    3 1

7 1

15 1

1 1

292 1

1 1
1

+
+

+
+

+
+

+...

 

2. BiÓu diÔn sè n d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo c¸ch ®¬n gi¶n víi sè ch÷ sè trong 
biÓu diÔn lµ k, ta dïng lÖnh: 

[>cfrac(n,k,’quotients’); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: BiÓu diÔn π  d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo c¸ch viÕt ®¬n gi¶n víi 100 ch÷ 
sè biÓu diÔn. 

Ta thùc hiÖn lÖnh: 

[> cfrac (Pi,100,’quotients’);       

[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,
15,3,13,1,4,2,6,6,99,1,2,2,6,3,5,1,1,6,8,1,7,1,2,3,7,1, 
2,1,1,12,1,1,1,3,1,1,8,1,1,2,1,6,1,1,5,2,2,3,1,2,4,4,16, 
1,161,45,1,22,1,2,2,1,4,1,2,24,1,2,1,3,1,2,1,1,10,2,...] 

3. BiÓu diÔn sè n d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo chu kú tuÇn hoµn, ta dïng lÖnh: 

[>cfrac(n,’periodic’); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: BiÓu diÔn 31/2 d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo chu kú tuÇn hoµn. 

Ta thùc hiÖn lÖnh: 

[>cfrac (3^(1/2),'periodic'); 

1 1

1 1

2 1

1 1
2

+
+

+
+

+...
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4. BiÓu diÔn sè n d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo chu kú tuÇn hoµn ®¬n gi¶n, ta dïng 
lÖnh: 

[>cfrac (n,'periodic','quotients');       

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: BiÓu diÔn 31/2 d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc theo chu kú tuÇn hoµn ®¬n gi¶n. 

Ta thùc hiÖn lÖnh: 

[> cfrac (3^(1/2),'periodic','quotients');       

                            [[1], [1, 2]] 

 II. 8. Thùc hµnh t×m ph©n sè héi tô thø k cña mét sè 

§Ó thùc hµnh t×m ph©n sè héi tô thø k cña mét sè n, ta thùc hiÖn theo c¸c lÖnh sau: 

Buíc 1: BiÓu diÔn n d−íi d¹ng ph©n sè liªn tôc 

[> cf:= cfrac(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn sù biÓu diÔn 

B−íc 2: TÝnh ph©n sè héi tô thø k 

[> nthconver(cf,k); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn ra kÕt qu¶. 

Trong qu¸ tr×nh thùc hiÖn ta kh«ng cÇn biÕt kÕt qu¶ hiÖn thÞ ë b−íc 1, do ®ã cã thÓ 
thay dÊu (;) b»ng dÊu (:) ë dßng lÖnh ®Çu tiªn ([>cf:=cfrac(n):). Khi ®ã trªn 
mµn h×nh sÏ hiÖn ra dÊu nh¾c ([>) ®Ó thùc hiÖn tiÕp lÖnh thø 2. 

ThÝ dô: TÝnh ph©n sè héi tô thø 5 cña e. 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[> cf:= cfrac(exp(1)); 

cf :

...

= +
+

+
+

+
+

+
+

+
+

2 1

1 1

2 1

1 1

1 1

4 1

1 1

1 1

6 1
1  

[> nthconver(cf,5); 
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87
32

 

Nh− vËy, ph©n sè héi tô thø 5 cña e lµ 
87
32

. 

II. 8. Thùc hµnh ®æi c¬ sè 

1. §Ó thùc hµnh ®æi mét sè n tõ c¬ 10 sang c¬ sè b ta dïng dßng lÖnh sau: 

[>convert(n,base,b); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn mét dßng kÕt qu¶. Chó ý r»ng 
kÕt qu¶ ®−a ra trªn mµn h×nh ®−îc viÕt theo thø tù ng−îc l¹i. 

ThÝ dô 1: §æi sè 24564 tõ c¬ sè 10 sang c¬ sè 6. 

Ta thùc hµnh nh− sau: 

[>convert(24564,base,6); 

 

                          [0, 2, 4, 5, 0, 3] 

VËy ta ®−îc sè lµ (305420)6. 

Chó ý:  Trong tr−êng hîp c¬ sè b >10, ta vÉn thùc hiÖn dßng lÖnh ®æi c¬ sè nh− 
b×nh th−êng. Tuy nhiªn, sau khi nhËn ®−îc kÕt qu¶, ®Ó tr¸nh nhÇm lÉn ta thùc hiÖn 
viÖc ®Æt t−¬ng øng c¸c sè lín h¬n 10 víi c¸c kÝ hiÖu nµo ®ã. Ta xem vÝ dô sau: 

ThÝ dô 2: §æi sè 45676 tõ c¬ sè 10 sang c¬ sè 15, trong ®ã ®Æt 10=A, 
11=B,12=C,13=D,14=E. 

Ta thùc hµnh nh− sau: 

[>L:=convert(45676,base,6): 

[>subs(10=A,11=B,12=C,13=D,14=E,L); 

 

                             [1, 0, 8, D] 

 

VËy ta ®−îc sè lµ (D801)15. 

2. §Ó thùc hµnh ®æi mét sè n tõ c¬ sè a sang c¬ sè b ta dïng dßng lÖnh sau: 

[> convert(n,base,a,b); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn mét dßng kÕt qu¶. Chó ý r»ng 
kÕt qu¶ ®−a ra trªn mµn h×nh ®−îc viÕt theo thø tù ng−îc l¹i. 

ThÝ dô: §æi sè 305420 trong c¬ sè 6 sang c¬ sè 10. 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh 
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[> convert([0,2,4,5,0,3],base,6,10); 

 

                           [4, 6, 5, 4, 2] 

VËy ta cã kÕt qu¶ lµ   (24564)10                         
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Ch−¬ng 3 
 

C¸c hµm sè häc 
 

Khi nghiªn cøu c¸c sè nguyªn, ta th−êng lµm viÖc víi c¸c ®¹i l−îng nh−: sè c¸c −íc 
cña mét sè nguyªn tè cho tr−íc, tæng c¸c −íc cña nã, tæng c¸c luü thõa bËc k cña c¸c 
−íc,... Ngoµi nh÷ng vÝ dô ®ã cßn cã rÊt nhiÒu hµm sè häc quan träng kh¸c. Trong 
ch−¬ng nµy, ta chØ xÐt s¬ qua mét vµi hµm quan träng. PhÇn lín cña ch−¬ng ®−îc 
giµnh cho hµm Euler, lµ mét trong nh÷ng hµm sè häc quan träng nhÊt. 

§1. §Þnh nghÜa.  
§Þnh nghÜa 3.1. Hµm sè häc tøc lµ hµm x¸c ®Þnh trªn tËp hîp c¸c sè nguyªn d−¬ng. 

§Þnh nghÜa 3.2. Mét hµm sè häc f ®−îc gäi lµ nh©n tÝnh nÕu víi mäi n, m nguyªn tè 
cïng nhau, ta cã  f(mn)=f(m)f(n). Trong tr−êng hîp ®¼ng thøc ®óng víi mäi m,n 
(kh«ng nhÊt thiÕt nguyªn tè cïng nhau), hµm f ®−îc gäi lµ nh©n tÝnh m¹nh. 

Nh÷ng vÝ dô ®¬n gi¶n nhÊt vÒ hµm nh©n tÝnh (m¹nh) lµ: f(n)=n vµ f(n)=1. 

DÔ chøng minh tÝnh chÊt sau ®©y: nÕu f lµ mét hµm nh©n tÝnh, n lµ sè nguyªn d−¬ng 
cã khai triÓn thµnh thõa sè nguyªn tè d¹ng n=p1

a1p2
a2...pk

ak, th× f(n) ®−îc tÝnh theo 
c«ng thøc  

f(n)=f(pa1)f(pa2)...f(pak). 

 

§2. Phi hµm Euler. 

 

Trong c¸c hµm sè häc, hµm Euler mµ ta ®Þnh nghÜa sau ®©y cã vai trß rÊt quan träng. 

§Þnh nghÜa 3.3. Phi- hµm Euler φ (n) lµ hµm sè häc cã gi¸ trÞ t¹i n b»ng sè c¸c sè 
kh«ng v−ît qu¸ n vµ nguyªn tè cïng nhau víi n. 

VÝ dô. Tõ ®Þnh nghÜa ta cã: φ (1)=1, φ (2)=1, φ (3)=2, φ (4)=2, φ (5)=4, φ (6)=2, 
φ (7)=6, φ (8)=4 , φ (9)=6, φ (10)=4. 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ®©y ta cã ngay hÖ qu¶ trùc tiÕp: Sè p lµ nguyªn tè khi vµ chØ khi 
φ (p)=p-1. 

NÕu ®Þnh lÝ Fermat bÐ cho ta c«ng cô nghiªn cøu ®ång d− modulo mét sè nguyªn tè, 
th× Phi-hµm Euler ®−îc dïng ®Ó xÐt ®ång d− modulo mét hîp sè. Tr−íc khi ®i vµo 
vÊn ®Ò ®ã,  ta cÇn mét sè ®Þnh nghÜa sau. 
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§Þnh nghÜa 3.4. HÖ thÆng d− thu gän modulo n lµ tËp hîp φ (n) sè nguyªn sao cho 
mçi phÇn tö cña tËp hîp nguyªn tè cïng nhau víi n , vµ kh«ng cã hai phÇn tö nµo 
®ång d− víi nhau modulo n. 

Nãi c¸ch kh¸c tõ hÖ thÆng d− ®Çy ®ñ modolo n, ®Ó lËp hÖ thÆng d− thu gän, ta chØ gi÷ 
l¹i nh÷ng gi¸ trÞ nµo nguyªn tè cïng nhau víi n. 

VÝ dô. C¸c sè 1,2,3,4,5,6 lËp thµnh hÖ thÆng d− thu gän modulo 7. §èi víi modulo 8, 
ta cã thÓ lÊy 1,3,5,7. 

§Þnh lÝ 3.5. NÕu r1,r2,...,r φ ( )n  lµ mét hÖ thÆng d− thu gän modulo n, vµ a lµ sè 

nguyªn d−¬ng, (a,n)=1, th× tËp hîp ar1,ar2,...,ar φ ( )n còng lµ hÖ thÆng d− thu gän 

modulo n. 

Chóng t«i dµnh chøng minh ®Þnh lÝ nµy cho ®éc gi¶. 

§Þnh lÝ trªn ®©y ®−îc dïng ®Ó chøng minh më réng cña ®Þnh lÝ Fermat bÐ. 

§Þnh lÝ Euler. NÕu m lµ sè nguyªn d−¬ng vµ a lµ sè nguyªn tè cïng nhau víi n th×            
a φ ( )m ≡ 1(mod m). 

Chøng minh. Ta lËp luËn hoµn toµn t−¬ng tù nh− trong ®Þnh lÝ Fermat bÐ. Gi¶ sö 
r1,r2,...,r φ ( )m modulo m, lËp nªn tõ c¸c sè nguyªn d−¬ng kh«ng v−ît qu¸ m  vµ nguyªn 

tè cïng nhau víi m. Theo ®Þnh lÝ 3.5, ar1,ar2,...,a r φ ( )m  còng lµ mét hÖ thÆng d− thu 

gän. Khi ®ã thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña hÖ nµy sÏ lµ tËp hîp r1,r2,..., r φ ( )m  s¾p xÕp 

theo mét thø tù nµo ®ã. Ta cã: 

ar1ar2...a r φ ( )m ≡  r1r2... r φ ( )m  (mod m). 

Nh− vËy,  

a φ ( )m  r1,r2,...,r φ ( )m ≡  r1r2... r φ ( )m  (mod m). 

Tõ ®ã suy ra ®Þnh lÝ. 

§Þnh  lÝ Euler cã thÓ dïng ®Ó t×m nghÞch ®¶o modulo m. Ch¼ng h¹n nÕu a vµ m lµ c¸c 
sè nguyªn tè cïng nhau, ta cã a.a φ ( )m −1 ≡ 1(mod m), tøc lµ a φ ( )m −1  chÝnh lµ nghÞch 
®¶o cña  a  modulo m. Tõ ®ã còng suy ra nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®ång d− tuyÕn 
tÝnh  ax ≡ b(mod m),  víi (a,m)=1  lµ x≡  a φ ( )m −1b(mod m). 

§Þnh lÝ  3.6. Phi hµm Euler lµ hµm nh©n tÝnh. 

Chøng minh. Gi¶ sö m, n lµ hai sè d−¬ng nguyªn tè cïng nhau. Ta cÇn chøng tá r»ng 
φ (mn)= φ (m)φ (n). Ta s¾p xÕp tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng kh«ng v−ît qu¸ nm 
thµnh b¶ng sau: 

1  m+1  2m+1  ... (n-1)m+1 

2 m+2  2m+2    ...  (n-1)m+2 

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
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r m+r  2m+r    ...   (n-1)m+r 

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

m           2m  3m  ...                  mn            

Gi¶ sö r lµ sè nguyªn kh«ng v−ît qu¸ m, vµ (m,n)=d>1. Khi ®ã trong hµng thø r 
kh«ng cã sè nµo nguyªn tè cïng nhau víi mn. V× thÕ ®Ó tÝnh φ (mn), ta chØ cÇn quan 
t©m c¸c sè trong hµng thø r víi (r,m)=1. C¸c sè trong hµng nµy ®Òu nguyªn tè cïng 
nhau víi m. MÆt kh¸c dÔ thÊy r»ng c¸c sè trong hµng nµy lËp thµnh mét hÖ thÆng d− 
®Çy ®ñ modulo n. Do ®ã cã ®óng φ (n) sè trong hµng nguyªn tè cïng nhau víi n, tøc 
lµ trong hµng cã φ (n) sè nguyªn tè cïng nhau víi mn. C¶ th¶y cã φ (n) hµng nh− 
vËy, ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Nhê tÝnh chÊt nµy ta cã ngay c«ng thøc Phi-hµm Euler. 

§Þnh lÝ 3.7. Gi¶ sö n=p1
a1p2

a2...pk
ak lµ ph©n tÝch cña n thµnh thõa sè nguyªn tè. Khi 

®ã ta cã: 

φ (n)=n(1-
1 1 1 1 1

1 2p p pk
)( )...( )− −  

Chøng minh. Do Phi-hµm Euler lµ hµm nh©n tÝnh nªn ta chØ cÇn chøng minh r»ng, 
víi mäi sè nguyªn tè p, φ (pk)=pk-pk-1. 

ThËt vËy, c¸c sè nguyªn d−¬ng kh«ng v−ît qu¸ pk vµ kh«ng nguyªn tè cïng nhau víi 
p ph¶i cã d¹ng sp víi s nguyªn d−¬ng nµo ®ã. Cã ®óng pk-1 sè nh− vËy. Do ®ã, sè c¸c 
sè kh«ng v−ît qu¸ pk vµ nguyªn tè cïng nhau víi pk ®óng b»ng pk-pk-1. TÝnh chÊt 
quan träng sau ®©y cña Phi-hµm th−êng d−îc sö dông vÒ sau. 

§Þnh lÝ 3.8. Gi¶ sö n lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Khi ®ã 

φ( )
|

d
d n
∑ =n 

trong ®ã tæng ®−îc lÊy theo mäi −íc cña n. 

Chøng minh. Ta ph©n c¸c sè nguyªn tõ 1 ®Õn n thµnh tõng nhãm Cd: m∈Cd khi vµ 
chØ khi (m,n)=d, tøc lµ khi vµ chØ khi (m/d, n/d)=1. Nh− vËy, sè phÇn tö cña Cd ®óng 
b»ng sè c¸c sè nguyªn kh«ng v−ît qu¸ n/d vµ nguyªn tè cïng nhau víi n/d, tøc lµ 
b»ng φ (n/d). Ta cã  

n= φ( / )
|

n d
d n
∑  

Khi d ch¹y qua mäi −íc cña n th× n/d còng ch¹y qua mäi −íc cña n: ®Þnh lÝ ®−îc 
chøng minh. 

NhËn xÐt. C¸c tÝnh chÊt cña Phi-hµm Euler ®−îc sö dông ®Ó tÝnh ®ång d− cña nh÷ng 
luü thõa rÊt lín. Ch¼ng h¹n, ta cÇn tÝnh an mod k, trong ®ã n lµ mét sè nguyªn lín. 
Gi¶ sö ta cã 
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k= p p ps s
1 2

1 2α α α... . 

Khi ®ã a pi iφ α( )
 ≡ 1(mod pi

α i ). NÕu N lµ béi chung nhá nhÊt cña c¸c φ ( pi
α i ) th× 

aN≡ 1(mod k). Do ®ã, viÕt n=Nq+r víi r<N, ta ®−îc an≡ ar(mod k). 

Ta xÐt mét vÝ dô b»ng sè. TÝnh 21000000 mod 77. Ta cã: 77=11.7, φ (7)=6, φ (11)=10. 
Béi chung nhá nhÊt cña 6 vµ 10 lµ 30. Ta cã 230≡ 1(mod 77). MÆt kh¸c, 
1000000=30.33333+10.  VËy 

21000000≡ 210≡ 23(mod 77). 

 

§3. Sè hoµn h¶o vµ sè nguyªn tè Mersenne. 
 

TiÕt nµy dµnh ®Ó m« t¶ mét d¹ng ®Æc biÖt cña sè nguyªn tè, cã vai trß quan träng 
trong lÝ thuyÕt vµ øng dông. 

Ta b¾t ®Çu b»ng mét sè hµm sè häc quan träng. 

§Þnh nghÜa 3.9. Hµm τ (n), sè c¸c −íc, cã gi¸ trÞ t¹i n b»ng sè c¸c −íc d−¬ng cña n; 
hµm σ (n), tæng c¸c −íc, cã gi¸ trÞ t¹i n b»ng tæng c¸c −íc d−¬ng cña n. Nãi c¸ch 
kh¸c, ta cã: 

τ (n)= 1
d n|
∑ , 

σ (n)= d
d n|
∑ . 

VÝ dô, nÕu p lµ mét sè nguyªn tè th× τ (p)=2, σ (p)=p+1. 

§Þnh lÝ 3.10. τ (n) vµ σ (n)  lµ c¸c hµm nh©n tÝnh. 

DÔ thÊy r»ng, ®Þnh lÝ trªn suy ra tõ bæ ®Ò sau. 

Bæ ®Ò 3.11. NÕu f  lµ hµm nh©n tÝnh, th× F(n)= f d
d n

( )
|
∑ còng lµ hµm nh©n tÝnh. 

ThËt vËy, gi¶ sö m, n lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng nguyªn tè cïng nhau. Ta cã: 

F(mn)= f d
d mn

( )
|
∑ . 

V× (m,n)=1, mçi −íc d cña mn cã thÓ viÕt duy nhÊt d−íi d¹ng d=d1d2 trong ®ã d1,d2 
t−¬ng øng lµ −íc cña m,n, vµ d1,d2 nguyªn tè cïng nhau. Do ®ã ta cã 

F(mn)= f d d
d m d n

( )
| , |

1 2
1 2

∑  

V× f lµ hµm nh©n tÝnh vµ (d1,d2)=1 nªn: 
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F(mn)= f d f d f d f d
d m d n

( ) ( ) ( ) ( )
| |

1 2 1 2
1 2

∑ ∑ ∑= =F(n)F(m) 

§Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Sö dông ®Þnh lÝ trªn, ta cã c«ng thøc sau ®©y cho c¸c hµm τ (n) vµ σ (n). 

§Þnh lÝ 3.12. Gi¶ sö n cã ph©n tÝch sau ®©y ra thõa sè nguyªn tè n=p1
a1p2

a2...pk
ak. Khi 

®ã ta cã: 

σ (n) =
p j
aj+1

j=1

k −

−∏
1
1p j

 

τ (n)=(a1+1)(a2+1)...(ak+1)= ( )a j
j

k

+
=
∏ 1
1

 

Chóng t«i dµnh chøng minh nµy cho ®éc gi¶. 

Do c¸c quan niÖm thÇn bÝ, ng−êi cæ Hy L¹p quan t©m ®Õn c¸c sè nguyªn b»ng tæng 
tÊt c¶ c¸c −íc d−¬ng thùc sù cña nã. Hä gäi c¸c sè ®ã lµ c¸c sè hoµn h¶o. 

§Þnh nghÜa 3.13. Sè nguyªn d−¬ng n d−îc gäi lµ sè hoµn h¶o nÕu σ (n)=2n. 

VÝ dô. C¸c sè 6, 28 lµ c¸c sè hoµn h¶o: σ (6)=1+2+3+6=12, 
σ (12)=1+2+4+7+14+28=56 
§Þnh lÝ sau ®©y ®−îc biÕt tõ thêi Hy l¹p. 

§Þnh lÝ 3.14. Sè nguyªn d−¬ng ch½n n lµ sè hoµn h¶o khi vµ chØ khi n=2m-1(2m-1), 
trong ®ã m  lµ mét sè nguyªn sao cho m≥2 vµ 2m-1 lµ nguyªn tè. 

Chøng minh. Tr−íc tiªn, gi¶ sö r»ng, m cã d¹ng nh− trªn. V×  σ  lµ hµm nh©n tÝnh, ta 
cã: σ (n)= σ (2m-1) σ (2m-1). Tõ c«ng thøc cña hµm σ  vµ gi¶ thiÕt 2m-1 lµ nguyªn 
tè, dÔ thÊy r»ng σ (2m-1)=2m-1, σ (2m-1)=2m, vµ do ®ã σ (n)=2n. 

Ng−îc l¹i, gi¶ sö n lµ sè hoµn h¶o ch½n. ViÕt n=2st, trong ®ã s,t lµ c¸c sè nguyªn 
d−¬ng, t lÎ, ta ®−îc: 

σ (n)= σ (2st)= σ (2s) σ (t)=(2s+1-1) σ (t) 

V× n lµ sè hoµn h¶o, σ (n)=2n=2s+1t. 

Nh− vËy, 2s+1|σ (t), gi¶ sö σ (t)=2s+1q. Ta cã ®¼ng thøc 

(2s+1-1)2s+1q=2s+1t, 

tøc lµ q|t vµ q≠ t. MÆt kh¸c ta cã: 

t+q=(2s+1-1)q+q=2s+1q=σ (t) 

Ta chøng tá r»ng, q=1. ThËt vËy, nÕu ng−îc l¹i, t cã Ýt nhÊt 3 −íc kh¸c nhau lµ 1, t, 
q, do ®ã σ (t) ≥ t+q+1, m©u thuÉn ®¼ng thøc võa chøng minh. VËy σ (t)=t+1, nghÜa 
lµ t lµ sè nguyªn tè. §Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Nh− vËy ®Ó t×m c¸c sè hoµn h¶o, ta cÇn t×m c¸c sè nguyªn tè d¹ng 2m-1. 
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§Þnh nghÜa 3.15. Gi¶ sö m lµ mét sè nguyªn d−¬ng, khi ®ã Mm=2m-1 ®−îc gäi lµ sè 
Mersenne thø m. NÕu p lµ sè nguyªn tè, vµ Mp còng nguyªn tè, th× Mp ®−îc gäi lµ sè 
nguyªn tè Mersenne.  

VÝ dô. M2,M3,M5,M7 lµ c¸c sè nguyªn tè Mersenne, trong khi M11 lµ hîp sè. Cã nhiÒu 
®Þnh lÝ kh¸c nhau dïng ®Ó x¸c ®Þnh sè nguyªn tè Mersenne. Ch¼ng h¹n nhê ®Þnh lÝ 
sau ®©y, ta cã thÓ kiÓm tra nhanh chãng dùa vµo d¹ng cña c¸c −íc sè cña sè nguyªn 
tè Mersenne. 

§Þnh lÝ 3.16. NÕu p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, th× mäi −íc cña sè nguyªn tè Mersenne 
Mp ®Òu cã d¹ng 2kp+1, trong ®ã k lµ sè nguyªn d−¬ng. 

Chøng minh. Gi¶ sö q lµ mét sè nguyªn tè cña Mp. Theo ®Þnh lÝ Fermat bÐ,        q|(2q-

1-1). Theo hÖ qu¶ 1.9, (2p-1,2q-1-1)=2(p,q-1)-1. ¦íc chung nµy lín h¬n 1, v× nã lµ mét 
béi cña q. Do ®ã, (p,q-1)=p, v× p lµ mét sè nguyªn tè. Ta cã q=mp+1, vµ v× q lÎ nªn 
m=2k, ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Sau ®©y lµ vµi vÝ dô cho thÊy øng dông cña ®Þnh lÝ trªn. 

VÝ dô 1. §Ó xÐt xem M13=213-1=8191 cã ph¶i lµ sè nguyªn tè hay kh«ng, ta cÇn xem 

c¸c phÐp chia cho nh÷ng sè nguyªn tè kh«ng v−ît qu¸ 8191=90,504... MÆt kh¸c, 
theo ®Þnh lÝ trªn, mäi −íc nguyªn tè ®Òu ph¶i cã d¹ng 26k+1. Nh− vËy chØ cÇn thö 
víi hai sè 53 vµ 79: ta thÊy M13 lµ sè nguyªn tè. 

VÝ dô 2. XÐt M23=8388607. Ta cÇn xÐt c¸c phÐp chia cña nã cho c¸c sè nguyªn tè 
d¹ng 46k+1. Sè ®Çu tiªn 47 lµ −íc cña nã: M23 lµ hîp sè. 

Cã nhiÒu thuËt to¸n ®Æc biÖt ®Ó kiÓm tra nguyªn tè c¸c sè  Mersenne. Nhê ®ã, ng−êi 
ta ph¸t hiÖn ®−îc nh÷ng sè nguyªn tè rÊt lín. Mçi lÇn cã mét sè nguyªn tè 
Mersenne, ta l¹i ®−îc mét sè hoµn h¶o. Cho ®Õn nay, ng−êi ta ®· biÕt ®−îc r»ng, víi 
p≤132049, chØ cã 30 sè nguyªn tè Mersenne, vµ tÝnh ®−îc chóng. Sè nguyªn tè 
Mersenne t×m ®−îc gÇn ®©y nhÊt lµ sè M216091, gåm 65050 ch÷ sè.  

Gi¶ thuyÕt sau ®©y vÉn cßn ch−a ®−îc chøng minh. 

Gi¶ thuyÕt 3.17. Tån t¹i v« h¹n sè nguyªn tè Mersenne. 

Ng−êi ta ®· biÕt ®−îc r»ng, trong kho¶ng tõ 1 ®Õn 10200 kh«ng cã sè hoµn h¶o lÎ. 
Tuy nhiªn c©u hái sau ®©y vÉn ch−a ®−îc tr¶ lêi. 

C©u hái 3.18. Tån t¹i hay kh«ng c¸c sè hoµn h¶o lÎ? 

 

§4. C¨n nguyªn  thuû. 
 

Khi xÐt c¸c sè phøc lµ c¨n bËc n cña ®¬n vÞ, ta th−êng chó ý nh÷ng sè nµo kh«ng 
ph¶i lµ c¨n cña ®¬n vÞ víi bËc thÊp h¬n. Nh÷ng sè ®ã gäi lµ c¨n nguyªn thuû cña ®¬n 
vÞ. §èi víi c¸c sè nguyªn, ta còng cã kh¸i niÖm hoµn toµn t−¬ng tù vÒ “c¨n” vµ “c¨n 
nguyªn thuû” cña ®¬n vÞ. 
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§Þnh nghÜa 3.19. Gi¶ sö a vµ m lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng nguyªn tè cïng nhau. Khi 
®ã sè nguyªn  nhá nhÊt x tho¶ m·n ®ång d− ax≡ 1(mod m) ®−îc gäi lµ bËc cña a 
modulo m. Ta viÕt x=  ordma . 

Ta chó ý r»ng, sè x nh− vËy tån t¹i v× theo ®Þnh lÝ Euler, aφ (m) ≡ 1(mod m). 

§Þnh lÝ 3.20. Gi¶ sö a vµ n lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau, n>0. Khi ®ã sè nguyªn x 
lµ nghiÖm cña ®ång d− ax≡ 1(mod m) khi vµ chØ khi x lµ mét béi cña bËc cña a 
modulo n.  

Chøng minh. Gi¶ sö x tho¶ m·n ®ång d− trªn. Ta viÕt x=q ordna+r, trong ®ã 0≤ r<x. 
Tõ ®ã ta cã ar≡ 1(mod m). V× ordna lµ sè d−¬ng nhá nhÊt cã tÝnh chÊt ®ã nªn r=0: x 
lµ mét béi cña bËc cña a modulo n. §iÒu ng−îc l¹i lµ râ rµng. 

HÖ qu¶ 3.21. NÕu a vµ n lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau, n>0, th× ordna |φ  (n). 

HÖ qu¶ 3.22. NÕu a vµ n lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau, n>0, th× ai≡ aj(mod n) khi 
vµ chØ khi i≡ j(mod n). 

Chøng minh c¸c hÖ qu¶ trªn ®−îc dµnh cho ®éc gi¶. 

Do hÖ qu¶ 3.21, nÕu r vµ n lµ nguyªn tè cïng nhau th× bËc cña r kh«ng v−ît qu¸       
φ  (n). C¸c sè cã bËc ®óng b»ng φ  (n) gi÷ vai trß quan träng trong nhiÒu vÊn ®Ò kh¸c 
nhau cña sè häc. Ta cã ®Þnh nghÜa sau. 

§Þnh nghÜa 3.23. NÕu r vµ n lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau, n>0, vµ nÕu             
ordnr =φ  (n) th× r ®−îc gäi lµ c¨n nguyªn thuû modulo n. 

Chó ý r»ng kh«ng ph¶i mäi sè ®Òu cã c¨n nguyªn thuû. Ch¼ng h¹n, xÐt n=8. C¸c sè 
nhá h¬n 8 vµ nguyªn tè cïng nhau víi 8 lµ 1, 3, 5, 7, ®ång thêi ta cã ord81=1, bËc 
cña c¸c sè cßn l¹i b»ng 2, trong khi φ  (8)=4. VÊn ®Ò nh÷ng sè nguyªn nµo th× cã c¨n 
nguyªn thuû sÏ ®−îc xÐt vÒ sau. 

§Þnh lÝ 3.24. NÕu r, n nguyªn tè cïng nhau, n>0, vµ nÕu r lµ c¨n nguyªn thuû 
modulo n, th× c¸c sè sau ®©y lËp thµnh hÖ thÆng d− thu gän modulo n: 

r1,r2,...,rφ (n). 

Chøng minh. V× (r,n)=1, c¸c sè trªn nguyªn tè cïng nhau víi n. Ta chØ cÇn chøng tá 
r»ng, kh«ng cã hai sè nµo ®ång d− víi nhau modulo n. Gi¶ sö ri≡ rj(mod n). Theo hÖ 
qu¶ 3.22, i≡ j(mod φ (n)). Tõ ®ã suy ra i=j, v× i, j kh«ng v−ît qu¸ φ (n). §Þnh lÝ ®−îc 
chøng minh. 

§Þnh lÝ 3.25. NÕu ordma=t vµ u lµ sè nguyªn d−¬ng, th× ordm(au)= t / (t,u). 

Chøng minh. §Æt v=(t,u), t=t1v, u=u1v, s= ordm(au). Ta cã 

(au)t 1 =(au1v)t/v=(at)u1≡ 1(mod m). 

Do ®ã, s|t1. MÆt kh¸c, (au)s=aus≡ 1(mod m) nªn t|su. Nh− vËy, t1v | u1vs, do ®ã, t1|u1s. 
V× (u1, t1)=1, ta cã t1|s. Cuèi cïng, v× s|t1, t1|s nªn s=t1=t/v=t/(t, u), chøng minh 
xong. 
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HÖ qu¶ 3.26. Gi¶ sö r lµ c¨n nguyªn thñy modulo m, trong ®ã m lµ sè nguyªn lín 
h¬n 1. Khi ®ã ru lµ c¨n nguyªn thñy modulo m nÕu vµ chØ nÕu (u,φ  (m))=1.  

ThËt vËy, ordmru=ord mr/(u, ordmr)= φ  (m)/(u, φ  (m)): hÖ qu¶ ®−îc chøng minh. 

§Þnh lÝ  3.27. NÕu sè nguyªn d−¬ng m cã c¨n nguyªn thuû, th× nã cã tÊt c¶ φ (φ (m)) 
c¨n nguyªn thuû kh«ng ®ång d− nhau. 

ThËt vËy, nÕu r lµ mét c¨n nguyªn thuû th× r, r2, ..., rφ( )m  lµ mét hÖ ®Çy ®ñ c¸c 
thÆng d− thu gän modulo m. Sè c¨n nguyªn thuû modulo m ®óng b»ng sè c¸c sè u 
tho¶ m·n  (u, φ (m))=1, vµ cã ®óng φ (φ (m)) sè u nh− thÕ. §Þnh lÝ ®−îc chøng 
minh. 

 

§5. Sù tån t¹i cña c¨n nguyªn thuû. 
 

Trong tiÕt nµy, ta sÏ x¸c ®Þnh nh÷ng sè nguyªn cã c¨n nguyªn thuû. Tr−íc tiªn ta sÏ 
chøng minh r»ng mäi sè nguyªn tè ®Òu cã c¨n nguyªn thuû. §Ó lµm viÖc ®ã, ta cÇn 
mét vµi kiÕn thøc vÒ ®ång d− ®a thøc. 

Gi¶ sö f(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè nguyªn. Sè c ®−îc gäi lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) 
modulo m nÕu f(c) ≡ 0(mod m). DÔ thÊy r»ng, nÕu c lµ mét nghiÖm th× mäi sè ®ång 
d− víi c modulo m còng lµ nghiÖm. 

§èi víi sè nghiÖm cña mét ®a thøc modulo mét sè nguyªn, ta còng cã tÝnh chÊt 
t−¬ng tù nh− sè nghiÖm cña mét ®a thøc. 

§Þnh lÝ Lagrange. Gi¶ sö f(x)=anx
n+...+a1x+a0 lµ ®a thøc víi hÖ sè nguyªn, n>o, 

®ång thêi an /≡  0(mod p). Khi ®ã f(x) cã nhiÒu nhÊt n nghiÖm modulo p kh«ng ®ång 
d− tõng cÆp. 

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng qui n¹p. Khi n=1, ®Þnh lÝ lµ râ rµng. Gi¶ sö ®Þnh lÝ 
®· chøng minh víi ®a thøc bËc n-1 cã hÖ sè cña luü thõa cao nhÊt kh«ng chia hÕt cho 
p, vµ gi¶ sö r»ng ®a thøc f(x) cã n+1 nghiÖm modulo p kh«ng ®ång d− tõng cÆp 
c0,c1,...,cn. Ta cã f(x)-f(c0)=(x-x0)g(x), trong ®ã g(x) lµ ®a thøc bËc n-1 víi hÖ sè cao 
nhÊt lµ an. V× víi mäi k, 0≤k≤n, ck-c0 /≡ 0 (mod p), trong khi ®ã  f(ck)-f(c0)=          
(ck-c0)g(ck) ≡ 0(mod p), nªn ck lµ nghiÖm cña g(x) modulo p: tr¸i víi gi¶ thiÕt quy 
n¹p. §Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

 §Þnh lÝ 3.28. Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè vµ d lµ mét −íc cña p-1. Khi ®ã ®a thøc xd-1 
cã ®óng d nghiÖm modulo p kh«ng ®ång d− tõng cÆp. 

Chøng minh. ThËt vËy, gi¶ sö p-1=de. Ta cã xp-1-1=(xd-1)g(x). Theo ®Þnh lÝ Fermat 
bÐ, xp-1-1 cã p-1 nghiÖm modulo p kh«ng ®ång d− tõng cÆp. MÆt kh¸c, mçi mét 
nghiÖm ®ã ph¶i lµ nghiÖm cña xd-1 hoÆc lµ cña g(x). Theo ®Þnh lÝ Lagrange, g(x) cã 
nhiÒu nhÊt p-d-1 nghiÖm kh«ng ®ång d− tõng cÆp, v× thÕ xd-1 ph¶i cã Ýt nhÊt            
(p-1)-(p-d-1)=d nghiÖm. L¹i theo ®Þnh lÝ Lagrange, xd-1 cã kh«ng qu¸ d nghiÖm, vËy 
nã cã ®óng d nghiÖm modulo p kh«ng ®ång d− tõng cÆp. §Þnh lÝ d−îc chøng minh. 
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§Þnh lÝ trªn ®©y sÏ ®−îc sö dông trong ch−¬ng 5 khi x©y dùng c¸c tr−êng h÷u h¹n.  

§Þnh lÝ 3.29. Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè, d lµ −íc d−¬ng cña p-1. Khi ®ã, sè c¸c sè 
nguyªn kh«ng ®ång d− bËc d modulo p lµ φ (d). 

Chøng minh. Gi¶ sö F(d) lµ sè c¸c sè nguyªn d−¬ng bËc d modulo p vµ bÐ h¬n p. Ta 
cÇn chøng tá r»ng F(d)= φ (d). V× φ (d)=p-1 nªn d|p-1, tõ ®ã ta cã 

p-1= F d
d p

( )
| −
∑

1

 

MÆt kh¸c ta cã: 

p-1= φ( )
|

d
d p−
∑

1

 

theo c«ng thøc cña Phi-hµm. Nh− vËy ®Þnh lÝ sÏ ®−îc chøng minh nÕu ta chøng tá 
®−îc r»ng F(d)≤ φ (d) nÕu d|p-1. 

Khi F(d)=0, ®iÒu nãi trªn lµ tÇm th−êng. Gi¶ sö F(d)≠ 0, tøc lµ tån t¹i sè nguyªn a 
bËc d modulo p. Khi ®ã, c¸c sè nguyªn a, a2,...,ad kh«ng ®ång d− modulo p. Râ rµng 
r»ng, mçi luü thõa cña a lµ mét nghiÖm cña xd-1≡ 0(mod p), mµ sè nghiÖm kh«ng ®ång 
d− ®óng b»ng d, nªn mçi nghiÖm modulo p ®ång d− víi mét trong c¸c luü thõa cña 
a. Do ®ã, v× phÇn tö tuú ý bËc d lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh xd-1 ≡ 0(mod p) nªn 
ph¶i ®ång d− víi mét trong c¸c luü thõa cña a. MÆt kh¸c, theo ®Þnh lÝ 3.24, luü thõa 
k cña a cã bËc d khi vµ chØ khi (k,d)=1. Cã ®óng φ (d) sè k nh− vËy, vµ do ®ã suy ra 
F(d) )≤ φ (d), ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

HÖ qu¶ 3.30. Mäi sè nguyªn tè ®Òu cã c¨n nguyªn thuû.  

ThËt vËy, gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè. Khi ®ã cã φ (p-1) sè nguyªn bËc p-1 modulo p 
(§Þnh lÝ 3.28) kh«ng ®ång d− tõng cÆp. Theo ®Þnh nghÜa, mçi sè ®ã lµ mét c¨n 
nguyªn thuû: p cã φ (p-1) c¨n nguyªn thuû.  

PhÇn cßn l¹i cña ch−¬ng ®−îc giµnh ®Ó t×m tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng cã c¨n 
nguyªn thuû. 

§Þnh lÝ 3.31. NÕu p lµ mét sè nguyªn tè lÎ víi c¨n nguyªn thuû r, th× hoÆc r, hoÆc 
r+p lµ c¨n nguyªn thuû modulo p2. 

Chøng minh. V× r lµ c¨n nguyªn thuû modulo p nªn ta cã 

ordpr=φ (d)=p-1. 

Gi¶ sö n=ord p2  r. Ta cã rn≡ 1(mod p2), vµ do ®ã rn≡ 1(mod p). Nh− vËy, bËc p-1 cña 

r lµ mét −íc cña n. MÆt kh¸c, n lµ bËc cña r modulo p2
  nªn n lµ −íc cña       

φ (p2)=p(p-1). V× n|p(p-1) vµ p-1|n nªn dÔ dµng suy ra r»ng, hoÆc n=p-1, hoÆc 
n=p(p-1). NÕu n=p(p-1) th× r lµ c¨n nguyªn thuû modulo p2, v× ord

p2
r=φ (p2). Trong 

tr−êng hîp cßn l¹i, n=p-1, ta cã   rp-1≡ 1(mod p2). §Æt s=r+p. CÇn ph¶i chøng minh 
r»ng s lµ c¨n nguyªn thuû modulo p2. V× s≡ r(mod p), s còng lµ c¨n nguyªn thuû 
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modulo p. Nh− vËy, theo chøng minh trªn ord
p2

s hoÆc b»ng p-1, hoÆc b»ng p(p-1). 

Ta sÏ chøng tá r»ng, bËc ®ã kh«ng thÓ lµ p-1. Ta cã 

sp-1=(r+p)p-1≡ rp-1+(p-1)prp-2(mod p2) ≡ 1+(p-1)prp-2≡ 1-prp-2(mod p2) 

Tõ ®ã ta cã thÓ thÊy r»ng, sp-1 /≡ 1(mod p2). ThËt vËy, nÕu ng−îc l¹i th×                    prp-

2≡ 0(mod p2), nªn rp-2≡ 0(mod p). §iÒu nµy kh«ng thÓ cã, v× p /| r do r lµ c¨n nguyªn 
thuû modulo p. Nh− vËy ord

p2
s=p(p-1)=φ (p2), tøc s=r+p lµ c¨n nguyªn thuû 

modulo p2. 

B©y giê ta xÐt luü thõa tuú ý cña sè nguyªn tè  

§Þnh lý 3.32. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, khi ®ã pk cã c¨n nguyªn thuû víi mäi 
sè nguyªn d−¬ng k. H¬n n÷a, nÕu n lµ c¨n nguyªn thuû modulo p2 th× r lµ c¨n nguyªn 
thuû modulo pk víi mäi sè ngyªn d−¬ng k. 

Chøng minh. Tõ §Þnh lÝ  3.31, p cã c¨n nguyªn thuû r sao cho ®ã còng lµ c¨n nguyªn 
thuû modulo p2, vµ do ®ã 

rp-1 /≡ 1 (mod p2). 

Ta sÏ chøng minh r còng lµ c¨n nguyªn thuû modulo pk víi mäi sè nguyªn d−¬ng k. 

B»ng quy n¹p cã thÓ thÊy r»ng 

r p pk − −1 1( ) /≡ 1 (mod pk)    (*) 

víi mäi sè nguyªn d−¬ng k. Gi¶ sö 

n=ord rpk  

Ta cã n |ϕ (pk)=pk-1(p-1). MÆt kh¸c 

rn /≡ 1 (mod pk), 

vµ  rn /≡ 1 (mod p). 

Do ®ã p-1=ϕ (p) |n (§Þnh lÝ 3.30). V× (p-1) |n vµ n|pk-1(p-1) nªn n=pt(p-1), trong 
®ã t lµ sè nguyªn d−¬ng 0≤ t≤k-1. NÕu n=pt(p-1) víi t≤k-2 th× 

r r pp p p p p kk t k t− − −− −= ≡
2 21 1 1( ) ( )( ) (mod ) , 

m©u thuÉn. VËy ord rpk =pk-1(p-1)= ϕ (pk), r còng lµ còng nguyªn thuûcña pk. 

Chøng minh (*): k=2: ®óng. Gi¶ sö (*) ®óng víi sè nguyªn d−¬ng k≥2. Khi ®ã 

r pp p kk − − /≡
2 1 1( ) (mod ) . 

V× (r,p)=1, ta thÊy (r,pk-1)=1. Do ®ã, tõ §Þnh lÝ Euler ta cã 

r rp p pk k− −− ≡
2 11( ) ( )ϕ  

VËy tån t¹i sè nguyªn d sao cho 
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r p pk − −2 1( ) =1+dpk-1, 

trong ®ã p /| d, v× theo gi¶ thiÕt r pp p kk − − /≡
2 1 1( ) (mod ) .  

Ta lÊy luü thõa bËc p cña hai vÕ ph−¬ng tr×nh trªn vµ nhËn ®−îc 

r dp p dp
p
p dp dp

dp p

p p k p k k k p

k k

k − − − − − −

+

= + = + +






 + +

≡ +

1 1 1 1 2 1 2 1

1

1 1
2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

(mod ).

 

V× p /| d nªn ta cã 

r p pk − −1 1( ) /≡ +1 1(mod )pk , 

chøng minh xong. 

VÝ dô: r=3 lµ c¨n nguyªn thuû modulo 7k víi mäi sè nguyªn d−¬ng k. 

§Þnh lÝ 3.33: NÕu sè nguyªn d−¬ng n kh«ng ph¶i lµ luü thõa cña mét sè nguyªn tè 
hoÆc hai lÇn luü thõa  mét sè nguyªn tè, th× n kh«ng cã c¨n nguyªn thuû. 

Chøng minh. Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d−¬ng víi ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè nh− sau 

n p p pt t
m
tm= 1 2

1 2 ... .  

Gi¶ sö n cã c¨n nguyªn thuû r, tøc lµ (n,r)=1 vµ ordnr=ϕ (n). V× (r,n)=1 nªn 
(r,pt)=1 trong ®ã pt lµ mét trong c¸c luü thõa nguyªn tè cã mÆt trong ph©n tÝch trªn. 
Theo §Þnh lý Euler, 

r pp ttϕ ( ) (mod ).≡ 1  

Gi¶ sö U lµ béi chung nhá nhÊt cña ϕ ϕ ϕ( ), ( ),..., ( ),p p pt t
m
tm

1 2
1 2  

U=[ϕ ϕ ϕ( ), ( ),..., ( )p p pt t
m
tm

1 2
1 2 ]. 

V× ϕ( )pi
ti | U nªn  

rU≡ 1(mod )pi
ti  

Víi I=1, 2, ..., m. Do ®ã 

ordnr=ϕ (n) ≤U. 

MÆt kh¸c, 

ϕ (n)= ϕ ( p p pt t
m
tm

1 2
1 2 ... )=ϕ ϕ ϕ( ) ( )... ( )p p pt t

m
tm

1 2
1 2 . 

Tõ ®ã ta cã 

ϕ ϕ ϕ( ) ( )... ( )p p pt t
m
tm

1 2
1 2 ≤ [ϕ ϕ ϕ( ), ( ),..., ( )p p pt t

m
tm

1 2
1 2 ], 
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Tøc lµ ϕ ϕ ϕ( ), ( ),..., ( )p p pt t
m
tm

1 2
1 2 ph¶i nguyªn tè cïng nhau tõng ®«i mét. Do 

ϕ (pt)=pt-1(p-1) nªn ϕ (pt) ch½n nÕu p lÎ, hoÆc nÕu p=2 vµ t≥2. VËy, c¸c sè  

ϕ ϕ ϕ( ), ( ),..., ( )p p pt t
m
tm

1 2
1 2  kh«ng nguyªn tè cïng nhau tõng cÆp, trõ tr−êng hîp 

m=1 (vµ do ®ã n lµ luü thõa cña sè nguyªn tè), hoÆc m=2 vµ n=2pt, trong ®ã p lµ sè 
nguyªn tè lÎ vµ t lµ sè nguyªn d−¬ng. 

§Þnh lÝ 3.34: NÕu p lµ sè nguyªn tè lÎ  vµ t lµ sè nguyªn d−¬ng, th× 2pt
  cã c¨n 

nguyªn thuû. Cô thÓ lµ, nÕu r lµ c¨n nguyªn thuû modulo pt th× r, (t−¬ng øng, r+pt), 
lµ c¨n nguyªn thuû modulo 2pt khi r lÎ, (t−¬ng øng, khi r ch½n). 

Chøng minh: Gi¶ sö r lµ c¨n nguyªn thuû modulo pt, khi ®ã 

r pp ttϕ ( ) (mod )≡ 1 , 

vµ kh«ng cã luü thõa nµo nhá h¬n ϕ (pt) tho¶ m·n ®ång d−. 

Do ϕ (2pt)= ϕ (2) ϕ (pt)= ϕ (pt) nªn 

r pp ttϕ ( ) (mod ).2 1≡  

Khi r lÎ, 

r ptϕ ( ) (mod )2 1 2≡ . 

Tõ ®ã ta cã r pp ttϕ ( ) (mod )2 1 2≡ . V× kh«ng cã luü thõa bÐ h¬n cña r tho¶ m·n ®ång 
d− nªn r chÝnh lµ c¨n nguyªn thuû cña 2pt. 

Khi r ch½n, r+pt lÎ. Do ®ã, 

( ) (mod )( )r pt pt+ ≡ϕ 2 1 2 . 

V× r+pt≡ r (mod pt) nªn 

( ) (mod )( )r p pt p tt

+ ≡ϕ 2 1 . 

Do ®ã  

( ) (mod )( )r p pt p tt

+ ≡ϕ 2 1 2 , 

vµ v× kh«ng cã luü thõa bÐ h¬n nµo cña (r+pt) tho¶ m·n ®ång d−, ta suy ra r+pt lµ 
c¨n nguyªn thuû modulo 2pt. 

 §Þnh lÝ 3.35: NÕu a lµ sè nguyªn lÎ, k≥3 lµ sè nguyªn th× 

a a
k kϕ ( ) /2 2 2 2

= ≡
−

1 (mod 2k). 

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng quy n¹p.  Gi¶ sö a lµ sè nguyªn lÎ, a=2b+1.Ta cã 
a2=4b(b+1)+1. V× b hoÆc b+1 ch½n nªn 8 | 4b(b+1)+1, tøc lµ 

a2≡ 1 (mod 8). 
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Nh− vËy, ®Þnh lÝ ®óng khi k=3. Gi¶ sö  

a
k2 2−

≡ 1 (mod 2k) 

Khi ®ã tån t¹i sè nguyªn d sao cho  

a
k2 2−

=1+d.2k. 

Tõ ®ã ta cã: 

a
k2 1−

=1+d.2k+1+d2.22k, 

tøc lµ 

a
k2 1−

≡ 1 (mod 2k+1). 

Tõ ®Þnh lÝ trªn ta suy ra r»ng, c¸c luü thõa 2k víi k≥3 kh«ng cã c¨n nguyªn thuû. 
Nh− vËy, trong c¸c luü thõa cña 2 chØ cã 2 vµ 4 lµ cã c¨n nguyªn thuû. KÕt hîp ®iÒu 
nµy víi c¸c §Þnh lÝ 3.32, 3.33, 3.34, ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y 

§Þnh lÝ 3.36: Sè nguyªn d−¬ng n cã c¨n nguyªn thuû khi vµ chØ khi 

n=2, 4, pt, 2pt, 

trong ®ã p lµ sè nguyªn tè lÎ, t lµ sè nguyªn d−¬ng. 
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Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ch−¬ng 3 

I. Bµi tËp 
3.1. Hµm Möbius ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: µ (n)=(-1)k, nÕu n kh«ng chia hÕt cho sè 
chÝnh ph−¬ng nµo kh¸c 1, vµ k lµ sè c¸c −íc nguyªn tè cña n; µ (1)=1, µ (n)=0 khi n 
cã −íc lµ sè chÝnh ph−¬ng kh¸c 1. 

Chøng minh r»ng, víi mäi n>1, µ( )
|

d
d n
∑ =0. 

3.2 (BiÕn ®æi ng−îc Möbius ). Cho f(n) lµ mét hµm sè häc. §Æt  

F(n)= f d
d n

( )
|
∑ . 

Chøng minh r»ng: 

    1)                                                   f(n)= µ( )
|

d
d n
∑ F(n/d). 

    2) NÕu f lµ hµm nh©n tÝnh th× F còng lµ hµm nh©n tÝnh. 

3.3. Dïng biÕn ®æi ng−îc Möbius vµ c«ng thøc n= φ
d n|
∑ (n/d), chøng minh r»ng 

    1)φ (pk)=pk-pk-1 víi p lµ sè nguyªn tè. 

    2) φ (n) lµ hµm nh©n tÝnh. 

3.4. Cho θ  lµ hµm nh©n tÝnh vµ µ  lµ hµm Möbius. Chøng minh r»ng, nÕu c¸c −íc 
nguyªn tè cña n lµ p1,p2,...pk th× 

µ( )
|

d
d n
∑ θ (d)=(1-θ (p1))(1-θ (p2))...(1-θ (pk)) 

(nÕu n=1, ta xem vÕ ph¶i lµ 1) 

3.5. Hµm σ k(n) (tæng luü thõa bËc k cña c¸c −íc sè cña n) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

σ k(n)= d k
d n|
∑ . 

    1) Cho c«ng thøc tÝnh σ k(p) víi p lµ sè nguyªn tè. 

    2) TÝnh σ k(p
s) khi s lµ sè nguyªn d−¬ng. 

    3) Chøng minh r»ng σ k(n) lµ hµm nh©n tÝnh.  
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    4) Tõ ®ã cho c«ng thøc tÝnh σ k(n) khi n= p p ps s
1 2

1 2α α α... . 

3.6. T×m tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn n tho¶ m·n 

σ (n)+ φ (n)=2n. 

3.7. Chøng minh r»ng n lµ mét hîp sè khi vµ chØ khi 

σ (n)>n+ ( )n . 

3.8. Chøng minh r»ng nÕu hai sè nguyªn cã tÝch c¸c −íc sè kh¸c nhau th× hai sè 
nguyªn ®ã kh¸c nhau. 

3.9.TÝnh c¸c ®ång d− sau ®©y b»ng nhiÒu ph−¬ng ph¸p kh¸c nhau (ch¼ng h¹n b»ng 
ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng liªn tiÕp hoÆc nhê nhËn xÐt cuèi §2): 

    1. 31000000mod 165. 

    2. 51234567mod 221. 

    3. 71000000000mod541. 

3.10. Chøng minh r»ng 91 lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 3 nh−ng kh«ng gi¶ nguyªn tè 
Euler c¬ së 3, vµ kh«ng lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. 

3.11. Cho f(n) lµ hµm nh©n tÝnh giíi néi. Chøng minh r»ng tæng 

f n ns( ) /∑  

héi tô tuyÖt ®èi trong nöa mÆt ph¼ng Re s>1 (trong ®ã Re lµ kÝ hiÖu phÇn thùc cña 
mét sè), vµ tæng trong miÒn héi tô b»ng tÝch v« h¹n héi tô sau ®©y 

( ( ) ... ( ) ...)1+ + + +−

∈

−∏ f p p f p ps

p P

m ms , 

(tÝch ®−îc lÊy trªn tËp hîp tÊt c¶ c¸c sè nguyªn tè). 

3.12. Chøng minh r»ng, nÕu f lµ hµm nh©n tÝnh m¹nh giíi néi th×  

f n n
f p p

s

n
s

p P
( ) /

( ) /=

∞

∈
∑ ∏= −1

1
1

. 

3.13. Chøng minh ®¼ng thøc sau ®èi víi Zeta-hµm Riemann: 

ζ ( ) /s n
p

s

n
s

p P
= =

−=

∞

−
∈

∑ ∏1 1
11

. 

3.14. Chøng minh r»ng nÕu n≠ 2,4,p α α,2p , trong ®ã p lµ sè nguyªn tè lÎ th× 

a φ ( )/ (mod )n n2 1≡ . 

3.15. Chøng minh r»ng nÕu n chia hÕt cho 24 th× σ (n) còng chia hÕt cho 24. 
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3.17. a) Chøng minh r»ng nÕu p,q lµ c¸c sè nguyªn tè lÎ kh¸c nhau th× n=pq lµ sè gi¶ 
nguyªn tè c¬ së 2 khi vµ chØ khi ordq2|p-1, ordp2|q-1. 

b) Trong c¸c sè sau ®©y, sè nµo lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2: 871, 1378, 2047, 2813. 

3.18. Chøng minh r»ng nÕu p,q lµ c¸c sè nguyªn tè lÎ kh¸c nhau th× n=pq lµ sè gi¶ 
nguyªn tè c¬ së 2 khi vµ chØ khi MpMq=(2p-1)(2q-1) lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së 2. 

3.19. a) Chøng minh r»ng nÕu ®a thøc f(x) bËc n, hÖ sè nguyªn, cã qu¸ n nghiÖm 
modulo p th× mäi hÖ sè cña f(x) ®Òu chia hÕt cho p. 

    b) Cho p lµ mét sè nguyªn tè. Chøng minh r»ng mäi hÖ sè cña ®a thøc 

f(x)=(x-1)(x-2)...(x-p+1)-xp-1-x+1 

chia hÕt cho p. 

    c) Dïng c©u b) ®Ó chøng minh ®Þnh lÝ Wilson. 

3.20. T×m tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn n sao cho: σ (n)=12, 18, 24, 48, 52, 84. 

3.21. Chøng minh r»ng víi mäi k>1, ph−¬ng tr×nh τ (n)=k cã v« sè nghiÖm. 

3.22. T×m n nhá nhÊt ®Ó τ (n)=1, 2, 3, 6, 14, 100. 

3.23. T×m c¨n nguyªn thuû modulo: 

112 , 17 2, 132, 192, 3k, 13k, 11k, 17k. 

3.24. Chøng minh r»ng nÕu m cã c¨n nguyªn thuû th× ®ång d− x2≡ 1(mod m) chØ cã 
nghiÖm x=± 1(mod m). 

3.25. Chøng minh r»ng mÆc dï kh«ng tån t¹i c¨n nguyªn thuû 2k, k≥3, mçi sè 
nguyªn lÎ ®ång d− víi ®óng mét sè nguyªn d¹ng ( )−1 5α β , trong ®ã α =0 hoÆc 1, β  

lµ sè nguyªn tho¶ m·n o≤ ≤ −−β 2 12k . 

3.26. Gi¶ sö n lµ mét sè cã c¨n nguyªn thuû. Chøng minh r»ng tÝch cña c¸c sè 
nguyªn d−¬ng nhá h¬n n vµ nguyªn tè cïng nhau víi n ®ång d− (-1) modulo n (khi n 
lµ sè nguyªn tè, ta cã ®Þnh lÝ Wilson). 

3.27. T×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ®ång d− sau: 

    a) x2+x+1≡ 0(mod 7) 

    b) x2+5x+1≡ 0(mod 7) 

    c) x2+3x+1≡ 0(mod 7). 

II. Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh 
II. 1. TÝnh Phi-hµm Euler 

§Ó tÝnh Phi-hµm Euler cña mét sè nguyªn d−¬ng n ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> phi(n); 
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Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

 

ThÝ dô: TÝnh Phi-hµm Euler cña 65. 

[> phi(65); 

48 

 

II. 2. Thùc hµnh t×m c¸c sè khi biÕt phi-hµm Euler cña nã 

§Ó t×m c¸c sè khi biÕt Phi-hµm Euler k  ta thùc hiÖn dßng lÖnh sau: 

[>invphi(k); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” mµn h×nh sÏ hiÖn ra c¸c sè cÇn t×m. 

ThÝ dô: T×m c¸c sè khi biÕt Phi-hµm Euler cña nã lµ 4. 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[> invphi(4); 

                            [5, 8, 10, 12] 

VËy c¸c sè cã Phi-hµm Euler b»ng 4 lµ 5, 8, 10, 12. 

II. 3. Thùc hµnh kiÓm tra sè nguyªn tè Mersenne 

Cho m lµ mét sè nguyªn d−¬ng, ®Æt Mm:=2m-1. §Ó kiÓm tra xem Mm cã ph¶i  lµ sè 
nguyªn tè Mersenne hay kh«ng ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> mersenne(m); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu trªn mµn h×nh xuÊt hiÖn kÕt qu¶ lµ mét sè th× Mm 
lµ sè nguyªn tè Mersenne vµ Mm chÝnh b»ng sè ®ã. NÕu kh«ng trªn mµn h×nh sÏ xuÊt 
hiÖn ch÷ “false”. 

ThÝ dô 1: M7 cã ph¶i lµ sè nguyªn tè Mersenne hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> mersenne(7); 

127 

VËy M7=127 vµ lµ sè nguyªn tè Mersenne. 

ThÝ dô 2: M125 cã ph¶i lµ sè nguyªn tè Mersenne hay kh«ng? 

[> mersenne(125); 

false 

VËy M125 kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè Mersenne. 
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ThÝ dô 3: M11 cã ph¶i lµ sè nguyªn tè Mersenne hay kh«ng?                 
[> mersenne(11); 

false 

VËy M11 kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè Mersenne. 

II. 4. TÝnh bËc cña mét sè theo mét modulo nµo ®ã 

Cho m lµ mét sè nguyªn d−¬ng, n lµ mét sè nguyªn. §Ó tÝnh bËc cña n modulo m ta 
thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[>order(n,m); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu m, n lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau th× trªn mµn 
h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶ chÝnh lµ bËc cña n theo modulo m. NÕu m, n kh«ng nguyªn 
tè cïng nhau th× trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn ch÷  “FAIL”. 

ThÝ dô 1: TÝnh bËc cña 13 theo modulo 100. 

[> order(13,100); 

                                  20 

VËy ord10013=20. 

ThÝ dô 2: TÝnh bËc cña 5 theo modulo 8 

[>order(5,8); 

                                  2 

VËy ord85 =2. 

ThÝ dô 3: TÝnh bËc cña 8 theo modulo 12. 

[> order(8,12); 

                                FAIL 

II. 5. T×m c¨n nguyªn thuû  

1. Cho n lµ mét sè nguyªn lín h¬n 1. §Ó t×m c¨n nguyªn thuû ®Çu tiªn modulo n  ta 
thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> primroot(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu trªn mµn h×nh hiÖn ra kÕt qu¶ lµ mét sè th× sè ®ã 
chÝnh lµ c¨n nguyªn thuû ®Çu tiªn modulo n. NÕu mµn h×nh hiÖn ra ch÷ “FAIL” th× n 
kh«ng cã c¨n nguyªn thuû. 

ThÝ dô 1: T×m c¨n nguyªn thuû modulo 41. 

[> primroot(41); 

6 

VËy 6 lµ c¨n nguyªn thuû modulo 41. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 57

ThÝ dô 2: T×m c¨n nguyªn thuû modulo 15. 

[> primroot(15); 

FAIL 

VËy 15 kh«ng cã c¨n nguyªn thuû. 

2. §Ó t×m c¨n nguyªn thuû modulo n lín h¬n g ta thùc hiÖn dßng lÖnh sau: 

[> primroot(g,n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu trªn mµn h×nh hiÖn ra kÕt qu¶ lµ mét sè th× sè ®ã 
chÝnh lµ c¨n nguyªn thuû lín h¬n g ®Çu tiªn modulo n. NÕu mµn h×nh hiÖn ra ch÷ 
“FAIL” th× n kh«ng cã c¨n nguyªn thuû. Chó ý, nÕu g=0 th× hai lÖnh trªn lµ nh− 
nhau. 

ThÝ dô 1: T×m c¨n nguyªn thuû ®Çu tiªn lín h¬n 7 modulo 41. 

[> primroot(7,41); 

11 

VËy 11 lµ c¨n nguyªn thuû lín h¬n 7 ®Çu tiªn modulo 41. 

ThÝ dô 2: T×m c¨n nguyªn thuû ®Çu tiªn lín h¬n 2 modulo 8. 

[> primroot(2,8); 

                                 FAIL 

VËy 8 kh«ng cã c¨n nguyªn thuû lín h¬n 2. 

II. 6. Thùc hµnh tÝnh hµm τ (n) 

§Ó tÝnh gi¸ trÞ cña hµm τ (n) t¹i n ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> tau(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

ThÝ dô 1: TÝnh τ (-9). 

[> tau(-9); 

3 

ThÝ dô 2: TÝnh τ (100). 

[> tau(100); 

9 

VËy sè c¸c −íc d−¬ng cña 100 lµ 9. 

II. 7. Thùc hµnh tÝnh hµm σ (n) 

§Ó tÝnh gi¸ trÞ cña hµm σ (n) t¹i n ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[>sigma(n); 
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Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

ThÝ dô: TÝnh σ (9). 

[>sigma(9); 

13 

VËy tæng c¸c −íc d−¬ng cña 9 lµ 13. 

 

II. 8. Thùc hµnh tÝnh ®ång d− thøc, gi¶i ph−¬ng tr×nh ®ång d−  

1. §Ó tÝnh ®ång d− cña a theo modulo n ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> a mod n; 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

ThÝ dô: TÝnh 51234567 mod 221 

[> 5&^1234567 mod 221; 

112 

2. §Ó  gi¶i ph−¬ng tr×nh ®ång d− ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[>msolve (c¸c ph−¬ng tr×nh, modulo); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”, nÕu ph−¬ng tr×nh ®ång d− cã nghiÖm mµn h×nh sÏ hiÖn 
ra kÕt qu¶. 

ThÝ dô: T×m nghiÖm cña ®ång d− sau: 

x2+x+1≡ 0 (mod 7) 

[>msolve(x^2+x+1=0,7); 

     x=4, x=2 

VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ x=2, x=4(mod 7). 
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Ch−¬ng 4. 

 

ThÆng d− b×nh ph−¬ng. 
 
Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, a lµ sè nguyªn tè cïng nhau víi p. VÊn ®Ò ®Æt ra 
lµ: khi nµo a lµ sè chÝnh ph−¬ng modulo p? VÊn ®Ò nµy kh«ng chØ cã gi¸ trÞ lÝ 
thuyÕt, mµ nh− ta sÏ thÊy vÒ sau, cã nhiÒu øng dông quan träng. §Ó nghiªn cøu vÊn 
®Ò ®Æt ra, c«ng cô quan träng lµ c¸c kÝ hiÖu Legendre vµ Jacobi mµ ta sÏ xÐt trong 
ch−¬ng nµy. 

 

§1. KÝ hiÖu Legendre. 

 

§Þnh nghÜa 4.1. Gi¶ sö m lµ sè nguyªn d−¬ng. Sè a ®−îc gäi lµ mét thÆng d− b×nh 
ph−¬ng cña m nÕu (a,m)=1 vµ ®ång d− x2≡ a(mod m) cã nghiÖm. NÕu ng−îc l¹i, ta 
nãi a lµ kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng cña m. 

Ta sÏ chøng tá r»ng, nÕu a lµ mét sè nguyªn tè lÎ, trong sè c¸c sè 1, 2, ..., p-1 cã 
®óng mét nöa lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng. 

Bæ ®Ò 4.1. Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè lÎ, a lµ sè nguyªn kh«ng chia hÕt cho p. Khi ®ã 
®ång d− sau ®©y kh«ng cã nghiÖm, hoÆc cã ®óng hai nghiÖm kh«ng ®ång d− 
modulo p: 

x2≡ a(mod p). 

Chøng minh. Gi¶ sö cã nghiÖm x=x0. Khi ®ã, dÔ chøng minh r»ng x=-x0 lµ mét 
nghiÖm kh«ng ®ång d− víi x0. Ta sÏ chØ ra r»ng, nghiÖm tuú ý kh¸c x=x1 ®ång d− 
víi x0 hoÆc -x0. 

ThËt vËy, ta cã: x0
2≡ x1

2(mod p), tøc lµ x0
2-x1

2=(x0+x1)(x0-x1) ≡ 0(mod p). Do ®ã, 
hoÆc p|x0+x1, hoÆc p|x0-x1, ®iÒu ph¶i chøng minh. 

§Þnh lÝ 4.3. NÕu p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, th× trong c¸c sè 1, 2, ..., p-1 cã ®óng     
(p-1)/2 thÆng d− b×nh ph−¬ng. 

Chøng minh. §Ó t×m tÊt c¶ c¸c thÆng d− modulo p trong c¸c sè 1,2,...,p-1, tr−íc tiªn 
ta b×nh ph−¬ng c¸c sè ®ã vµ xÐt c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt modulo p cña c¸c kÕt 
qu¶  nhËn ®−îc. C¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt nµy lµ tÊt c¶ c¸c thÆng d− b×nh ph−¬ng 
trong c¸c sè tõ 1 ®Õn p-1. Gi¶ sö a lµ mét thÆng d− nh− vËy. V× ph−¬ng tr×nh ®ång 
d− x2≡ a(mod p)  cã ®óng hai nghiÖm, nªn trong sè (p-1) b×nh ph−¬ng ®ang xÐt, 
ph¶i cã hai b×nh ph−¬ng thÆng d− a: Sè thÆng d− b×nh ph−¬ng ®óng b»ng (p-1)/2. 

§Ó xÐt c¸c thÆng d− b×nh ph−¬ng, ng−êi ta th−êng dïng c¸c kÝ hiÖu quan träng mµ 
ta sÏ nghiªn cøu trong ch−¬ng nµy. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 60

§Þnh nghÜa 4.4. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ vµ a lµ mét sè nguyªn kh«ng chia 

hÕt cho p. KÝ hiÖu Legendre 
a
p







 ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau:  

1, nÕu a lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng cña p 

-1, nÕu ng−îc l¹i. 

 

VÝ dô. DÔ tÝnh ®−îc: 

1
11

3
11

4
11

5
11

9
11

1

2
11

6
11

7
11

8
11

10
11

1









 =









 =









 =









 =









 =









 =









 =









 =









 =









 = −

.

.  

Tiªu chÈn sau ®©y th−êng ®−îc dïng ®Ó chøng minh c¸c tÝnh chÊt cña kÝ hiÖu 
Legendre. 

§Þnh lÝ (Tiªu chuÈn Euler). Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè lÎ, vµ a lµ sè nguyªn  d−¬ng 
kh«ng chia hÕt cho p. Khi ®ã: 

a
p







 ≡ a(p-1)/2(mod p). 

Chøng minh. Tr−íc tiªn, gi¶ sö r»ng 
a
p







=1. Khi ®ã, ®ång d− x2≡ a(mod p) cã 

nghiÖm x=x0. Theo ®Þnh lÝ Fermat bÐ, ta cã: 

a(p-1)/2=(x0
2)(p-1)/2=x0

p-1≡ 1(mod p) 

ChØ cßn ph¶i xÐt tr−êng hîp 
a
p







=-1. Khi ®ã , ®ång d− x2≡ a(mod p) v« nghiÖm. 

Víi mçi i sao cho 1≤ i≤p-1, tån t¹i duy nhÊt j (1≤ j≤p-1) ®Ó ij≡ a(mod p). Râ rµng 
i≠ j, nªn ta cã thÓ nhãm c¸c sè 1, ..., p-1 thµnh (p-1)/2 cÆp víi tÝch tõng cÆp ®ång 
d− a modulo p. Nh©n c¸c  cÆp nµy víi nhau ta ®−îc: 

(p-1)! ≡ a(p-1)/2(mod p). 

Tõ ®Þnh lÝ Wilson ta cã: 

-1≡ a(p-1)/2(mod p). 

§Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Nh÷ng tÝnh chÊt sau ®©y cho phÐp tÝnh ®−îc dÔ dµng kÝ hiÖu Legendre. 

a
p







 =




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§Þnh lÝ 4.5. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, a vµ b lµ c¸c sè nguyªn kh«ng chia hÕt 
cho p. Khi ®ã: 

(i) NÕu a≡ b(mod p) th× 
a
p

b
p








 =








 . 

(ii)
a
p
b
p

ab
p
















 =









.  

(iii) 
a
p

2

1








 = . 

Chøng minh. (i). NÕu a≡ b(mod p) th× x2≡ a(mod p) cã nghiÖm nÕu vµ chØ nÕu   

x2≡ b(mod p) cã nghiÖm. Do ®ã 
a
p

b
p








 =








 . 

(ii). Bëi tiªu chuÈn Euler ta cã: 

a
p







 ≡ a(p-1)/2(mod p), 

b
p







 ≡ b(p-1)/2(mod p). 

ab
p









 ≡ (ab)(p-1)/2(mod p). 

Nh− vËy,  

a
p
b
p
















 ≡ a(p-1)/2b(p-1)/2=(ab)(p-1)/2≡

ab
p









  (mod p). 

V× gi¸ trÞ cña kÝ hiÖu Legendre chØ cã thÓ lµ ± 1 nªn ta cã ®¼ng thøc cÇn chøng 
minh. 

(iii) V× 
a
p







=± 1 nªn tõ phÇn trªn ta cã 

 

a
p

a
p
a
p

2

1








 =
















 = . 

§Þnh lÝ trªn cho thÊy r»ng tÝch cña hai thÆng d− b×nh ph−¬ng hoÆc hai kh«ng thÆng 
d− b×nh ph−¬ng lµ mét thÆng d− b×nh ph−¬ng, tÝch cña mét thÆng d− b×nh ph−¬ng 
vµ mét kh«ng thÆng d−   b×nh ph−¬ng lµ mét kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng. 

Tiªu chuÈn Euler cho biÕt khi nµo th× c¸c sè nguyªn lÎ nhËn -1 lµ thÆng d− b×nh 
ph−¬ng. 
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§Þnh lÝ 4.6. NÕu p lµ sè nguyªn tè lÎ th× 

−







 =

≡
− ≡ −




1 1 1 4
1 1 4p
khi p
khi p

, (mod )
, (mod )

 

Chøng minh. Theo tiªu chuÈn Euler ta cã: 

−







 ≡ − −1

1 1 2

p
pp( ) (mod ).( )/  

NÕu p≡ 1(mod 4) th× p=4k+1 víi k nguyªn nµo ®ã. Nh− vËy,  

(-1)(p-1)/2=(-1)2k+1=-1,  

tøc lµ 
−









1
p

=-1. 

§Þnh lÝ 4.7. (Bæ ®Ò Gauss). Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè lÎ vµ (a,p)=1. NÕu s lµ sè c¸c 
thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña c¸c sè nguyªn a,2a,...((p-1)/2)a lín h¬n p/2, th×   
a
p







=(-1)s. 

Chøng minh. Trong sè c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña c¸c sè nguyªn a,2a,...,     
((p-1)/2)a, gi¶ sö u1,u2,...,us lµ c¸c thÆng d− lín h¬n p/2, vµ v1,v2,...,vt lµ c¸c thÆng 
d− nhá h¬n p/2. V× (ja,p)=1 víi mäi j, 1≤ ≤ −j p( ) /2 2 , nªn tÊt c¶ c¸c thÆng d− 
d−¬ng bÐ nhÊt nãi trªn ®Òu n»m trong tËp hîp 1,...,p-1. 

Ta sÏ chøng tá r»ng, p-u1,..., p-us, v1,...,vt chÝnh lµ tËp hîp c¸c sè 1,...(p-1)/2, xÕp 
theo thø tù nµo ®ã. Cã c¶ th¶y (p-1)/2 sè kh«ng v−ît qu¸ (p-1)/2,  nªn chØ cßn ph¶i 
chøng minh r»ng kh«ng cã hai sè nµo ®ång d− víi nhau. 

Râ rµng kh«ng cã hai sè ui nµo, còng nh− kh«ng cã hai sè vj nµo ®ång d− víi nhau 
modulo p. ThËt vËy, nÕu ng−îc l¹i, ta sÏ cã ®ång d− ma≡ na(mod p) víi m, n d−¬ng 
nµo ®ã kh«ng v−ît qu¸ (p-1)/2. V× (a,p)=1 nªn tõ ®ã  suy ra m≡ n(mod p): M©u 
thuÉn. 

T−¬ng tù nh− trªn, cã thÓ thÊy r»ng kh«ng cã p-ui nµo ®ã ®ång d− víi vj. 

VËy ta cã: 

(p-u1)...(p-us)v1...vt≡
p −









1
2

!(mod p). 

Tõ ®ã suy ra  

(-1)su1...usv1...vt≡
p −









1
2

!(mod p). 

MÆt kh¸c, v× u1,...us,v1,...vt lµ c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña a,2a,...,((p-1)/2)a nªn 
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u1...usv1...vt≡ a(p-1)/2
p −









1
2

!(mod p). 

Nh− vËy ta cã:  

(-1)s a(p-1)/2
p −









1
2

!≡
p −









1
2

!(mod p). 

V× (p,((p-1)/2)!)=1 nªn suy ra: 

(-1)sa(p-1)/2≡ 1(mod p), 

tøc lµ: 

a(p-1)/2≡ (-1)s(mod p) 

§Þnh lÝ suy ra tõ tiªu chuÈn Euler. 

§Þnh lÝ 4.8. NÕu p lµ mét sè nguyªn tè lÎ th× 

2
p







=(-1)(p

2
-1)/8 

Nh− vËy, 2 lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng cña mäi sè nguyªn tè d¹ng p≡ ± 1(mod 8)vµ 
lµ kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng cña mäi sè nguyªn tè d¹ng p≡ ± 3(mod 8). 

Chøng minh. ¸p dông tiªu chuÈn Gauss, ta cÇn tÝnh sè thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt lín 
h¬n p/2 cña d·y sè  

1.2,2.2,...,((p-1)/2).2 

V× c¸c sè ®Òu nhá h¬n p nªn c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña mçi sè trïng víi 
chÝnh nã. Nh− vËy, ta chØ cÇn tÝnh sè c¸c sè cña d·y lín h¬n p/2. Sè c¸c sè ®ã lµ              
s=(p-1)/2-[p/4] (trong ®ã [  ] chØ phÇn nguyªn). Nh− vËy ta cã: 

2
p







=(-1)(p-1)/2-[p/4]. 

DÔ kiÓm tra ®ång d− thøc sau ®©y b»ng c¸ch ph©n ra c¸c tr−êng hîp         
p≡ 1,3,5,7(mod 8): 

(p-1)/2-[p/4] ≡ (p2-1)/8(mod 2) 

Tõ ®ã ta cã: 

2
p







 ≡  (-1)(p

2
-1)/8(mod 2). 

TÝnh to¸n trùc tiÕp cho ®¼ng thøc cÇn chøng minh. 
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§2. LuËt  thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng. 

§Þnh lÝ sau ®©y cho ta mèi liªn hÖ gi÷a c¸c kÝ hiÖu Legendre 
p
q







  vµ 

q
p







 . §Þnh lÝ 

nµy th−êng ®−îc sö dông khi tÝnh to¸n víi c¸c kÝ hiÖu Legendre. 

§Þnh lÝ 4.9. (LuËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng). Gi¶ sö p vµ q lµ c¸c sè nguyªn tè lÎ, 
khi ®ã ta cã: 

p
q








q
p







=(-1)((p-1)/2).((q-1)/2). 

Tr−íc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò sau. 

Bæ ®Ò 4.10. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, a lµ mét sè lÎ kh«ng chia hÕt cho p. 
Khi ®ã 

a
p







=(-1)T(a,p), 

trong ®ã 

T(a,p)= [ / ]
( )/

ja p
j

p

=

−

∑
1

1 2

. 

Chøng minh. XÐt c¸c thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña c¸c sè nguyªn a,2a,...,((p-1)/2)a. 
Gi¶ sö u1,...us,v1,...vt t−¬ng øng lµ c¸c thÆng d− lín h¬n vµ bÐ h¬n p/2. Ta cã: 

ja=p[ja/p]+ phÇn d− 

trong ®ã phÇn d− lµ mét trong c¸c sè ui hoÆc vj. Céng tõng vÕ (p-1)/2 ph−¬ng tr×nh, 
ta ®−îc: 

ja p ja p u v
j

p

j
j

s

j

p

j
j

t

=

−

==

−

=
∑ ∑∑ ∑= + +

1

1 2

11

1 2

1

( )/ ( )/

[ / ]  

Nh− ®· chøng tá trong chøng minh bæ ®Ò Gauss, c¸c sè nguyªn p-u1,..., p-us, v1,...,vt 
chÝnh lµ tËp hîp c¸c sè 1,...(p-1)/2, xÕp theo thø tù nµo ®ã.VËy ta cã: 

j p u v ps u v
j

p

j
j

s

j
j

t

j
j

s

j
j

t

=

−

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑ ∑= − + = − +

1

1 2

1 1 1 1

( )/

( )  

Tõ ®ã suy ra 

ja j p ja p ps u
j

p

j

p

j

p

j
j

s

=

−

=

−

=

−

=
∑ ∑ ∑ ∑− = − +

1

1 2

1

1 2

1

1 2

1

2
( )/ ( )/ ( )/

[ / ]  
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Tõ c«ng thøc cña T(a,p), ta nhËn ®−îc: 

( ) ( , )
( )/

a j pT a p ps u
j

p

j
j

s

− = − +
=

−

=
∑ ∑1 2

1

1 2

1

. 

V× a, p lÎ nªn  

T(a,p)≡ s(mod 2) 

Bæ ®Ò ®−îc chøng minh b»ng c¸ch ¸p dông bæ ®Ò Gauss. 

B©y giê ta chøng minh LuËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng. 

XÐt c¸c cÆp sè nguyªn (x,y) víi 1≤ x ≤ (p-1) /2 vµ 1≤ y ≤ (q-1)/2. Cã tÊt c¶           
((p-1)/2)((q-1)/2) cÆp nh− vËy. Ta sÏ chia c¸c cÆp ®ã thµnh hai nhãm tuú thuéc ®é 
lín cña qx vµ py.  

Tr−íc tiªn, dÔ thÊy r»ng qx ≠ py ®èi víi mäi cÆp.  

§Ó ®¸nh sè c¸c cÆp sè nguyªn (x,y) víi 1 ≤  x ≤  (p-1)/2, 1≤  y ≤  (q-1)/2 vµ          
qx > py, ta chó ý r»ng chóng chÝnh lµ c¸c cÆp víi 1 ≤  x ≤  (p-1)/2, 1≤  y ≤  qx/p. 
Víi mçi gi¸ trÞ cè ®Þnh cña x, 1 ≤  x ≤  (p-1)/2, tån t¹i [qx/p] sè nguyªn tho¶ m·n      

1≤ y≤qx/p. Nh− vËy sè c¸c cÆp tho¶ m·n tÝnh chÊt ®ang xÐt lµ [ / ]
( )/

qj p
j

p

=

−

∑
1

1 2

. 

TiÕp theo, ta xÐt c¸c cÆp tho¶ m·n  1 ≤  x ≤  (p-1)/2, 1≤  y ≤  (q-1)/2 vµ qx < py. Lý 

luËn t−¬ng tù nh− trªn cho thÊy, sè c¸c cÆp lµ  [ / ]
( )/

pj q
j

q

=

−

∑
1

1 2

.  

V× cã tÊt c¶ lµ ((p-1)/2)((q-1)/2) cÆp, ta nhËn ®−îc ®¼ng thøc sau 

[ / ]
( )/

qj p
j

p

=

−

∑
1

1 2

 +  [ / ]
( )/

pj q
j

q

=

−

∑
1

1 2

 =  ((p-1)/2)((q-1)/2).  

Tõ ®Þnh nghÜa cña hµm T, ta cã: 

(-1)T(p,q)+T(q,p)=(-1)((p-1)/2)((q-1)/2)  

§Þnh lý ®−îc suy ra tõ bæ ®Ò 4.10 

NhËn xÐt. §Þnh lý trªn ®©y (LuËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng) th−êng ®−îc dïng ®Ó 

tÝnh ký hiÖu Legendre. Ch¼ng h¹n, tõ ®Þnh lÝ cã thÓ suy ra r»ng, 
p
q








q
p







=-1 nÕu 

p≡ q≡ 3 (mod 4), vµ b»ng 1 trong c¸c tr−êng hîp cßn l¹i, tøc lµ  
p
q







=

−








q
p

 nÕu 

p≡ q≡ 3 (mod 4), vµ 
p
q







=

q
p







 trong c¸c tr−êng hîp cã Ýt nhÊt mét trong hai sè p 

hoÆc q ®ång d− víi 1 modulo 4. 
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Ta xÐt mét vÝ dô b»ng sè: tÝnh 
713

1009








 . 

713
1009

23 31
1009

23
1009

31
1009









 =









 =




















.
 

V× 1009≡ 1(mod 4) nªn ta cã: 

23
1009

1009
23

31
1009

1009
31









 =



























,  

MÆt kh¸c,  

1009
23

20
23

2 5
23

2
23

5
23

5
23

23
5

3
5

5
3

2
3

1

1009
31

17
31

31
17

14
17

2
17

7
17

7
17

17
7

3
7

7
3

2 2







 =









 =









 =


















 =









 =









 =








 =








 =








 = −









 =









 =









 =









 =


















 =









 =









 =








 = −








 = −










= −








 = −

4
3

2
3

1
2

 

VËy, 
713

1009








 =1. 

LuËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng cßn ®−îc dïng trong kiÓm tra nguyªn tè. Ta cã 
®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 4.11. (KiÓm tra Pepin). Sè Fermat Fm lµ sè nguyªn tè khi vµ chØ khi 

3(F m−1 2) / ≡ -1 (mod Fm) 

Chøng minh. Ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa sè Fermat: Fm=2 2m +1. 

Gi¶ sö ®ång d− ph¸t biÓu trong ®Þnh lÝ ®−îc tho¶ m·n. Khi ®ã ta cã 

3F m -1≡ 1 (mod Fm) 

Nh− vËy, nÕu Fm cã −íc nguyªn tè p th× 

3F m -1≡ 1 (mod p) 

Do ®ã, ordp3 ph¶i lµ mét −íc cña Fm-1, tøc ph¶i lµ mét luü thõa cña 2. Tõ gi¶ thiÕt 
suy ra ordp3 /| (Fm-1)/2=2 2 1m−

. VËy ta cã: ordp3=Fm-1. Tõ ®ã suy ra Fm-1≤p-1, 
nh−ng v× p lµ −íc cña Fm, nªn cã nghÜa lµ Fm=p: Fm lµ sè nguyªn tè. 

Ng−îc l¹i, gi¶ sö Fm nguyªn tè. Theo luËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng, ta cã: 
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3
3

2
3

1
F

F

m

m







 =









 =








 = −  

MÆt kh¸c, theo tiªu chuÈn Euler ta cã: 

3
3 1 2

Fm
Fm







 ≡

−( )/ (mod Fm) 

§Þnh lÝ ®· ®−îc chøng minh. 

NhËn xÐt. Dïng tiªu chuÈn Pepin, dÔ kiÓm tra ®−îc r»ng F1,F2,F3,F4 lµ c¸c sè 
nguyªn tè, F5 lµ hîp sè. 

 

§3. KÝ hiÖu Jacobi. 
 

KÝ hiÖu Jacobi lµ mét më réng cña kÝ hiÖu Legendre, vµ ®−îc sö dông ®Ó tÝnh kÝ 
hiÖu Legendre, còng nh− trong nhiÒu vÊn ®Ò nghiªn cøu c¸c sè gi¶ nguyªn tè. 

§Þnh nghÜa 4.12. Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ, a nguyªn tè cïng nhau víi n. 
NÕu n cã ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè lµ p1

t 1 p2
t 2 ...pm

t m , ta ®Þnh nghÜa kÝ hiÖu 
Jacobi nh− sau: 

a
n

a
p

a
p

a
p

t t

m

tm






 =






























1 2

1 2

, 

trong ®ã ë vÕ ph¶i lµ c¸c kÝ hiÖu Legendre. 

Nh− vËy, trong tr−êng hîp n lµ sè nguyªn tè th× kÝ hiÖu Jacobi trïng víi kÝ hiÖu 
Legendre. Tuy nhiªn cÇn chó ý r»ng, kh¸c víi kÝ hiÖu Legendre, khi n lµ hîp sè, kÝ 
hiÖu Jacobi kh«ng cho ta biÕt ph−¬ng tr×nh ®ång d− x2≡ a(mod p) cã nghiÖm hay 
kh«ng. MÆc dÇu vËy, kÝ hiÖu Jacobi cã nhiÒu tÝnh chÊt t−¬ng tù víi kÝ hiÖu 
Legendre. 

§Þnh lÝ 4.13. Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ, a vµ b lµ c¸c sè nguyªn tè cïng nhau 
víi n. Khi ®ã: 

(i) NÕu a≡ b(mod n) th× 
a
n

b
n








 =








 . 

(ii) 
ab
n

a
n
b
n









 =
















  

 

(iii)
−









1
n

=(-1)(n-1)/2 
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(iv)
2
n







 =(-1)(n

2
-1)/8 

Chøng minh. Hai ®¼ng thøc ®Çu tiªn dÔ suy ra tõ ®Þnh nghÜa kÝ hiÖu Jacobi vµ tÝnh 
chÊt cña kÝ hiÖu Legendre. 

§Ó chøng minh tÝnh chÊt thø 3, ta nhËn xÐt r»ng, do (pi-1) ch½n nªn 

(1+(pi-1))t1≡ 1+ti(pi-1)(mod 4), 

(1+ti(pi-1))(1+tj(pj-1)) ≡ 1+ti(pi-1)+ tj(pj-1)(mod 4). 

Tõ ®ã suy ra: 

n≡ 1+t1(p1-1)+t2(p2-1)+...+ tm(pm-1)(mod 4), 

tøc lµ,  

(n-1)/2≡ t1(p1-1)/2+t2(p2-1)/2+...+ tm(pm-1)/2(mod 2) 

HÖ thøc nµy cïng víi ®Þnh nghÜa cho ta ®¼ng thøc (iii). 

Chøng minh (iv). Ta cã: 

2 2 2 2
1

1 2

1 8 1 8 1 8
1 2

1 1
2

2 2
2 2

n p p p

t t

m

t
t p t p t p

m

m m







 =




























 = − − + − + + −... ( ) ( )/ ( ) / ... ( ) /  

LËp luËn t−¬ng tù nh− trong chøng minh phÇn trªn,ta cã: 

n2≡ 1+t1(p1
2-1)+t2(p2

2-1)+...+ tm(pm
2-1)(mod 64),  

vµ khi ®ã (iv) suy ra tõ ®Þnh nghÜa. 

§Þnh lÝ 4.14. (LuËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng ®èi víi kÝ hiÖu Jacobi). Gi¶ sö m, 
n lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng lÎ, nguyªn tè cïng nhau. Khi ®ã: 

n
m
m
n

m n
















 = −

− −

( )1
1

2
1

2 . 

Chøng minh. Gi¶ sö m, n cã ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè d¹ng: 
m=p1

a 1 p2
a 2 ...ps

a s , n=q1
b 1 q2

b 2 ...qr
b r . Dïng ®Þnh nghÜa vµ luËt thuËn nghÞch b×nh 

ph−¬ng cña kÝ hiÖu Legendre, ta ®−îc: 

 

n
m
m
n j

s

i

r a
p

b
q

j
j

i
i

a j
p j

bi
qi

j

s

i

r


















 = − = −

∑∑

==

− −

∏∏
− −

==

11

1
2

1
21 1

1

2
1

2

11( ) ( ) . 

Nh− trong chøng minh ®Þnh lÝ 4.13, (iii), ta cã: 
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a
p m

b
q n

j
j

j

s

i
i

i

r

−
≡

−

−
≡

−
=

=

∑

∑

1
2

1
2

2

1
2

1
2

2

1

1

(mod ),

(mod ).
 

Tõ ®ã suy ra ®Þnh lÝ. 

 

§4. ThuËt to¸n tÝnh kÝ hiÖu Jacobi. 

 
Gi¶ sö a, b lµ hai sè nguyªn d−¬ng nguyªn tè cïng nhau, a>b. §Æt R1=a, R2=b. 
Dïng thuËt chia Eulid vµ t¸ch luü thõa cao nhÊt cña 2 trong phÇn d−, ta ®−îc: 

                                             R0 = R1q1 + 2s 1 R2           
 

R = R q + 2  R

R = R q + 2  R
R = R q + 2 .1

1 2 2
s

3

n-3 n-2 n-2
s

n-1

n-2 n-1 n-1
s

2

n-2

n-1

................................
 

trong ®ã sj lµ c¸c sè nguyªn kh«ng ©m, Rj lµ sè nguyªn lÎ bÐ h¬n Rj-1. 

Ta chó ý r»ng, sè c¸c phÐp chia ®ßi hái trong thuËt to¸n trªn lµ kh«ng v−ît qu¸ sè 
phÐp chia cÇn thiÕt khi dïng thuËt to¸n Euclid ®Ó t×m −íc chung lín nhÊt cña hai sè 
a vµ b. 

§Æt: 

R a b s
R

s
R

s
R R R R R

n
n n n( , ) ... . ... . .=

−
+

−
+ +

−
+

− −
+ +

− −
−

− − −
1

1
2

2
2

2

1
1

2
1 2 2 11

8
1

8
1

8
1

2
1

2
1

2
1

2
 

Ta cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 4.15. Gi¶ sö a,b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng vµ a>b. Khi ®ã ta cã:  

a
b







=(-1)R(a,b) 

Chøng minh. Theo c¸c phÇn (i), (ii), vµ (iv) cña ®Þnh lÝ 4.13 ta cã: 

a
b

R
R

R
R R

R
R

R
R

s s
s
R






 =









 =









 =


















 = −











−
0

1

2

1 1

2

1

1
8 2

1

2 2
1

1 1
1

1
2

( ) .  

Dïng luËt thuËn nghÞch b×nh ph−¬ng cña kÝ hiÖu Jacobita ®−îc: 
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R
R

R
R

R R
2

1

1
2

1
2 1

2

1
1 2







 = −











− −

( ) . 

Nh− vËy,  

a
b

R
R

R R
s
R






 = −











− −
+

−

( )1
1 2

1
1
21

2
1

2
1

8 1

2

 

TiÕp tôc qu¸ tr×nh ®ã, ta ®i ®Õn c«ng thøc cÇn chøng minh. 

HÖ qu¶ 4.16. Gi¶ sö a vµ b lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng nguyªn tè cïng nhau, a>b. Khi 

®ã, kÝ hiÖu Jacobi 
a
b







  cã thÓ tÝnh ®−îc víi O((log2b)3) phÐp tÝnh bit. 

Chøng minh. Nh− ta ®· nhËn xÐt, sè c¸c phÐp chia trong thuËt to¸n x¸c ®Þnh R(a,b) 
kh«ng v−ît qu¸ sè phÐp chia trong thuËt to¸n Euclid ®Ó tÝnh −íc chung lín nhÊt cña 
a vµ b. Theo ®Þnh lÝ LamÐ, cÇn cã O(log2b) phÐp chia. Mçi phÐp chia cÇn kh«ng 
qu¸ O((log2b)2) phÐp tÝnh bit. Sau mçi phÐp chia, cÆp sè Rj, sj t×m ®−îc bëi O(log2b) 
phÐp tÝnh bit (chØ cÇn lµ c¸c phÐp dÞch chuyÓn). Nh− vËy, khi biÕt a, b, chØ cÇn 
O((log2b)3) phÐp tÝnh bit ®Ó x¸c ®Þnh c¸c sè Rj, sj. §Ó n©ng (-1) lªn luü thõa R(a,b) 
nh− trong ®Þnh lÝ, ta chØ cÇn sö dông 3 ch÷ sè nhÞ ph©n cuèi cïng cña Rj vµ ch÷ sè 
nhÞ ph©n cuèi cïng cña sj, v× gi¸ trÞ luü thõa cña (-1) chØ phô thuéc vµo tÝnh ch½n lÎ 

cña sè mò. Nh− vËy, khi ®· cã Rj, sj, ta chØ cÇn O(log2b) ®Ó x¸c ®Þnh 
a
b







 . HÖ qu¶ 

®−îc chøng minh. 

Ta cã thuËt to¸n sau ®©y ®Ó tÝnh kÝ hiÖu Jacobi dùa vµo c¸c ®Þnh lÝ võa chøng minh. 

ThuËt to¸n tÝnh kÝ hiÖu Jacobi 
a
b







  (vµ do ®ã, tÝnh kÝ hiÖu Legendre khi b lµ 

sè nguyªn tè). 

J1. (KiÓm tra b≠ 0). NÕu b=0, in ra 0 nÕu |a|≠ 1, in ra 1 
nÕu |a|=1 vµ kÕt thóc thuËt to¸n. 

J2. (T¸ch c¸c luü thõa cña 2 khái b). NÕu a vµ b ®Òu 
ch½n, in ra 0 vµ kÕt thóc thuËt to¸n. Ng−îc l¹i, ®Æt 
v←0, vµ khi b ch½n, ®Æt v←v+1, b←b/2. Sau ®ã, nÕu v 
ch½n, ®Æt k←1, ng−îc l¹i, ®Æt k←(-1)(a

2
-1)/8. Cuèi cïng, 

nÕu b<0, ®Æt b←-b, vµ nÕu h¬n n÷a, a<0, ®Æt k←-k. 

J3. (KÕt thóc?). (ë b−íc nµy, ta cã b lÎ vµ b>0). NÕu 
a=0, in ra 0 nÕu b>1, in ra k nÕu b=1 vµ kÕt thuËt 
to¸n. Ng−îc l¹i, ®Æt v←0 vµ nÕu a ch½n, ®Æt v←v+1, 

a←a/2. NÕu v lÎ, ®Æt k←  (-1) (b2 −1 8)/ k . 

J4. (Sö dông luËt thuËn nghÞch). §Æt k←(-1)(a-1)(b-1)/4k. 
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NhËn xÐt. ë ®©y, ta cÇn l−u ý mét ®iÒu. MÆc dï trong thuËt to¸n cã xuÊt hiÖn c¸c 
phÐp chia (a2-1)/8, (b2-1)/8, (a-1)(b-1)/4, vµ phÐp n©ng (-1) lªn luü thõa ®ã, ta 
kh«ng cÇn lµm c¸c phÐp chia còng nh− n©ng lªn luü thõa, v× ®ßi hái qu¸ nhiÒu phÐp 
tÝnh bit. V× gi¸ trÞ luü thõa cña (-1) chØ phô thuéc vµo tÝnh ch½n lÎ cña c¸c ®¹i l−îng 
trªn, nªn ch¼ng h¹n ®èi víi (-1)(a

2
-1)/8, gi¸ trÞ ®ã chØ phô thuéc a mod 8 vµ b»ng 

mét trong nh÷ng sè cña d·y sau ®©y: 

{0,1,0,-1,0,-1,0,1}. 

 

ThuËt to¸n tÝnh c¨n bËc 2 modulo p. 

Trong nhiÒu øng dông (ch¼ng h¹n, xem Ch−¬ng 7), ta cÇn ph¶i tÝnh c¨n bËc 2 
modulo p, khi biÕt nã tån t¹i. TÊt nhiªn, mét trong c¸c ph−¬ng ph¸p ®Ó gi¶i ph−¬ng 
tr×nh ®ång d− x2≡ a(mod p), (a,p)=1 lµ kiÓm tra tÊt c¶ c¸c sè tõ 1 ®Õn p-1. Tuy 
nhiªn, khi lµm viÖc víi p lín, ph−¬ng ph¸p nµy kh«ng thÓ ¸p dông ®−îc (thêi gian 
®ßi hái lµ O(p)). 

Víi nh÷ng sè nguyªn tè d¹ng p≡ 3(mod 4), bµi to¸n kh¸ ®¬n gi¶n. Ta cã: 

x≡ a(p+1)/4(mod p). 

ThËt vËy,  

x≡ a(p+1)/2≡ a.a(p-1)/2 ≡ a(mod p) . 

Khi p /≡ 3(mod 4), ta cã p≡ 1(mod 8) hoÆc p≡ 5(mod 8). Trong tr−êng hîp 
p≡ 5(mod 8), lêi gi¶i còng cã thÓ t×m ®−îc kh«ng khã kh¨n. ThËt vËy, ta cã: 

a(p-1)/2≡ 1(mod p), 

do ®ã 

a(p-1)/4≡ ± 1(mod p). 

DÔ kiÓm tra ®−îc r»ng, trong tr−êng hîp ®ång d− tho¶ m·n víi dÊu céng, nghiÖm 
ph¶i t×m lµ 

x=a(p+3)/8(mod p). 

NÕu ®ång d− tho¶ m·n víi dÊu trõ, dïng ®Þnh lÝ 4.8 ta cã: 

a(p-1)/2≡ -1(mod p). 

Tõ ®ã nghiÖm ph¶i t×m lµ: 

x=2a.(4a)(p-5)/8(mod p). 

Nh− vËy chØ cßn ph¶i xÐt tr−êng hîp p≡ 1(mod 8). Cho ®Õn nay, míi chØ cã mét 
thuËt to¸n (thuËt to¸n Shoof sö dông ®−êng cong elliptic) víi thêi gian ®a thøc. Tuy 
nhiªn, trong thùc tÕ, thuËt to¸n ®ã rÊt khã sö dông. Sau ®©y chóng ta t×m hiÓu thuËt 
to¸n x¸c suÊt cña Tonelli vµ Shanks. 

ThuËt to¸n Tonelli-Shanks chÝnh lµ mét më réng tù nhiªn cña c¸c tr−êng hîp riªng 
®· xÐt trªn ®©y. 
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Ta lu«n lu«n viÕt p-1=2e.q, víi q lÎ. 

NÕu ta t×m ®−îc phÇn tö z vµ sè nguyªn ch½n k sao cho 

aqzk ≡ 1(mod p) 

th× nghiÖm cÇn t×m sÏ ®−îc cho bëi 

x=a(q+1)/2zk/2. 

Ta sÏ t×m phÇn tö z d−íi d¹ng z=nq. 

Ta chØ ra r»ng, phÇn tö z nh− vËy tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Æt ra khi vµ chØ khi n  lµ mét 
kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng modulo p. Ta cã: 

(aq)2
e

=a pφ ( )−1  ≡ 1(mod p), 

do ®ã aq thuéc vµo nhãm G c¸c phÇn tö cÊp lµ mét −íc sè cña 2e. Nh− vËy, ®Ó tån 
t¹i k, chØ cÇn chän n  lµ phÇn tö sinh cña nhãm G (khi ®ã, do a lµ mét kh«ng thÆng 
d− b×nh ph−¬ng nªn sè mò k ph¶i lµ ch½n). Sè nguyªn n  sÏ lµ mét phÇn tö sinh cña 
G khi vµ chØ khi n, n2, n4,...,n2

e
(≡ 1(mod p)) kh«ng ®ång d− víi nhau modulo p. DÔ 

thÊy r»ng, ®iÒu ®ã x¶y ra khi vµ chØ khi n  lµ mét kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng 
modulo p. 

§Ó x©y dùng thuËt to¸n, ta cÇn gi¶i quyÕt hai vÊn ®Ò: T×m phÇn tö z, vµ t×m sè mò k. 

PhÇn thø nhÊt ®−îc gi¶i quyÕt b»ng thuËt to¸n x¸c suÊt. Ta chän ngÉu nhiªn mét sè 

n, vµ tÝnh kÝ hiÖu Legendre 
n
p







 . Khi ®ã, nÕu 

n
p







=-1, ta ®Æt z=nq. Trong tr−êng 

hîp ng−îc l¹i, ta tiÕp tôc lµm nh− trªn víi mét sè ngÉu nhiªn kh¸c cho ®Õn khi t×m 
®−îc mét sè n  thÝch hîp. V× sè c¸c thÆng d− b×nh ph−¬ng b»ng (p-1)/2 nªn mçi lÇn 

chän ngÉu nhiªn mét sè n, x¸c suÊt ®Ó cã 
n
p







=-1 lµ 1/2.  

Trong thùc tÕ, ta cã thÓ t×m ra mét kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng rÊt nhanh. Ch¼ng 
h¹n, x¸c suÊt hai m−¬i lÇn thÊt b¹i liªn tiÕp nhá h¬n 10-6. 

Sè mò k khã t×m h¬n. ThËt ra, ta kh«ng cÇn biÕt sè mò k, mµ cÇn biÕt a(q+1)/2zk/2. 

ThuËt to¸n. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, n∈Z. Ta viÕt 
p-1=2e.q víi q lÎ. 

1. (T×m phÇn tö sinh). Chän ngÉu nhiªn sè n  cho ®Õn 

khi tho¶ m·n
n
p







=-1. Sau ®ã ®Æt z←nq(mod p). 

2. (XuÊt ph¸t). §Æt y←z, r←e, x←a(p-1)/2(mod p), 
b←ax2(mod p ),         x←ax(mod p). 

3. (T×m sè mò). NÕu b≡ 1(mod p) in ra x vµ kÕt thóc 
thuËt to¸n, Trong tr−êng hîp ng−îc l¹i, t×m sè m nhá 

nhÊt sao cho m≥1, b
m2 ≡ 1(mod p). NÕu m=r, in ra th«ng 
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b¸o nãi r»ng a kh«ng ph¶i lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng 
modulo p. 

4. (Thu hÑp sè mò). §Æt t← y
r m2 1− −

, y←t2, r←m, x←xt, 
b←by (mäi phÐp tÝnh ®Òu modulo p)vµ chuyÓn sang b−íc 
3. 

Chó ý r»ng tõ khi b¾t ®Çu b−íc 3, ta lu«n lu«n cã c¸c ®ång d− modulo p: 

ax≡ x2, y
r2 1−

≡ -1, b
r2 1−

≡ 1. 

Tõ ®ã suy ra r»ng, nÕu nhãm con Gr c¸c phÇn tö cÊp lµ mét −íc cña 2r, th× y lµ phÇn 
tö sinh cña nhãm Gr, b ∈ Gr-1, tøc lµ b chÝnh ph−¬ng trong Gr. V× r thùc sù gi¶m t¹i 
mçi b−íc lÆp cña thuËt to¸n, nªn sè b−íc lÆp nhiÒu nhÊt b»ng e. Khi r ≤1, ta cã 
b=1, thuËt to¸n kÕt thóc, vµ x lµ mét c¨n bËc 2 cña a mod p. 

Cã thÓ thÊy r»ng, trung b×nh, b−íc 3 vµ b−íc 4 ®ßi hái e2/4 phÐp nh©n modulo p, vµ 
nhiÒu nhÊt lµ e2 phÐp nh©n. Nh− vËy, thêi gian ch¹y thuËt to¸n lµ O(log4p).  

 

§5. Sè gi¶ nguyªn tè Euler. 

 

Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè lÎ vµ b lµ sè nguyªn kh«ng chia hÕt cho p. Khi ®ã theo tiªu 
chuÈn Euler ta cã: 

b(p-1)/2≡








b
p

(mod p). 

Nh− vËy, ®Ó kiÓm tra mét sè n  cã ph¶i lµ nguyªn tè hay kh«ng, ta cã thÓ lÊy mét 
sè b nguyªn tè cïng nhau víi n, vµ kiÓm tra xem ®ång d− sau ®©y cã ®óng hay 
kh«ng: 

b(n-1)/2≡








b
n

(mod n), 

trong ®ã, vÕ bªn ph¶i lµ kÝ hiÖu Jacobi. NÕu ®ång d− thøc ®ã kh«ng ®óng th× n  ph¶i 
lµ hîp sè. NÕu ®ång d− thøc trªn ®©y nghiÖm ®óng, vÉn ch−a kÕt luËn ®−îc n  cã 
ph¶i lµ nguyªn tè hay kh«ng, nh−ng “cã nhiÒu kh¶ n¨ng” n  lµ sè nguyªn tè. 

§Þnh nghÜa 4.18. Sè nguyªn d−¬ng n  ®−îc gäi lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b 
nÕu nã lµ mét hîp sè vµ  ®ång d− thøc sau ®©y nghiÖm ®óng: 

b(n-1)/2≡








b
n

(mod n) 

Ta cã mèi liªn hÖ gi÷a sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b vµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b 
®· xÐt trong ch−¬ng 2. 
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§Þnh lÝ 4.19. Mäi sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b ®Òu lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b. 

Chøng minh. ChØ cÇn b×nh ph−¬ng hai vÕ cña ®ång d− thøc tho¶ m·n bëi c¸c sè gi¶ 
nguyªn tè Euler. 

§iÒu ng−îc l¹i kh«ng ®óng. Ch¼ng h¹n, cã thÓ thÊy r»ng sè 431 lµ sè gi¶ nguyªn tè 
c¬ së 2, nh−ng kh«ng lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 2. 

§Þnh lÝ 4.20. Mäi sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b ®Òu lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ 
së b. 

Chøng minh. Cho n  lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b. Khi ®ã, nÕu n-1=2st, trong 

®ã t lÎ, th×, hoÆc bt≡ 1(mod n), hoÆc b
r t2 ≡ -1(mod n), víi r nµo ®ã 0≤ r≤ s-1. Gi¶ 

sö p j
a

j

m
j

=
∏

1

lµ ph©n tÝch cña n  thµnh thõa sè nguyªn tè. Ta xÐt riªng hai tr−êng hîp. 

Thø nhÊt, bt≡ 1(mod n). Gi¶ sö p lµ mét −íc nguyªn tè cña n. Khi ®ã ordpb|t, vµ do 
®ã ordpb lµ sè lÎ. MÆt kh¸c, ordpb lµ −íc cña φ (p)=p-1, nªn nã ph¶i lµ −íc cña      
(p-1)/2. VËy ta cã 

b(p-1)/2≡ 1(mod p) 

Theo tiªu chuÈn Euler, 
b
p







=1, vµ do ®ã, 

b
n







 =1. MÆt kh¸c ta cã:                               

b(n-1)/2=(bt) 2 1s −  ≡ 1(mod p). VËy n  lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b.  

Tr−êng hîp thø hai: b
r t2 ≡ -1(mod n). NÕu p lµ mét −íc nguyªn tè cña n  th×          

b
r t2 ≡ -1(mod n). 

 B×nh ph−¬ng c¶ hai vÕ cña dång d− thøc nµy ta ®−îc  

b
r t2 1+

≡ 1(mod p). 

Tõ ®ã suy ra ordpb|2r+1t, nh−ng ordpb kh«ng lµ −íc cña 2rt. Nh− vËy, ordpb=2r+1c, 
trong ®ã c lµ mét sè nguyªn lÎ. MÆt kh¸c, v× ordpb|(p-1), 2r+1|ordpb, nªn       2r+1|(p-
1). 

Nh− vËy, ta cã: p=2r+1d+1, trong ®ã d lµ sè nguyªn. V×  

b ord bp( )/2 ≡ -1(mod p) 

nªn ta cã: 

b
p







 ≡ b(p-1)/2=b ord b p ord bp p( / )(( )/ )2 1− ≡ ( ) ( )( )/ ( )/− = −− − +

1 11 1 2 1p ord b p cp
r

(mod p) 

V× c lÎ nªn tõ ®ã suy ra 
b
p







=(-1)d. 

B©y giê gi¶ sö n  cã ph©n tÝch thµnh thõa sè nguyªn tè d¹ng: 
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n= p j
a

j

m
j

=
∏

1

. 

Theo chøng minh phÇn trªn, c¸c −íc nguyªn tè pi cã d¹ng pi=2r+1di+1, vµ ta cã: 

b
n

b
p

a d
ii

m

i

a

i i
i

m






 =









 = −

= =
∏ ∑

1 1

1( ) . 

MÆt kh¸c, dÔ thÊy r»ng,  

n≡ 1+2r+1 a di i
i

m

=
∑

1

(mod 22r+2). 

Do ®ã 

t2s-1=(n-1)/2≡ 2r a di i
i

m

=
∑

1

(mod 2r+1), 

tøc lµ 

t2s-1-r≡ a di i
i

m

=
∑

1

(mod 2) 

vµ 

b(n-1)/2= ( ) ( ) ( )b a d
r s r s rt

i i
i

m
2 2 2

1

1 1

1 1
− − − −

≡ − = −
=
∑ (mod n) 

Nh− vËy,  

b(n-1)/2≡
b
n







 (mod n), 

vµ n  lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b. 

Chó ý r»ng, ®iÒu ng−îc l¹i kh«ng ph¶i lu«n lu«n ®óng: tån t¹i nh÷ng sè gi¶ nguyªn 
tè Euler c¬ së b kh«ng lµ gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së ®ã. VÝ dô n=1105, b=2. 

Tuy nhiªn, víi nh÷ng ®iÒu kiÖn bæ sung, mét sè gi¶ nguyªn tè Euler sÏ lµ gi¶ 
nguyªn tè m¹nh cïng c¬ së. Ta cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 4. 21. Sè n  gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b 

nÕu n≡ 3(mod 4), hoÆc 
b
n







 =-1. 

Chøng minh. Tr−êng hîp thø nhÊt: n≡ 3(mod 4). Khi ®ã n-1=2.t vµ t lÎ. V× n  lµ sè 
gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b nªn 
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bt=b(n-1)/2≡
b
n







 (mod n). 

Nh− vËy, n  lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b. 

Trong tr−êng hîp thø hai, ta viÕt n-1=2st, trong ®ã t lÎ, s lµ sè nguyªn d−¬ng. V× n  
lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b nªn 

b b
s t n2 1 21−

= ≡









−( )/ b
n

  (mod n).  

Theo gi¶ thiÕt ta cã:  

bt
s2 1−

≡ -1(mod n). 

Nh− vËy n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b.  

Dïng sè gi¶ nguyªn tè Euler, ta cã thÓ x©y dùng thuËt to¸n x¸c suÊt ®Ó kiÓm tra 
mét sè lµ nguyªn tè hay kh«ng. ThuËt to¸n nµy ®−îc Solovay vµ Strassen t×m ra 
®Çu tiªn n¨m 1977 ([S-S]). 

Ta b¾t ®Çu b»ng bæ ®Ò sau. 

Bæ ®Ò 4.22. Gi¶ sö n lµ mét sè nguyªn d−¬ng lÎ kh«ng chÝnh ph−¬ng. Khi ®ã tån t¹i 

Ýt nhÊt mét sè b víi 1<b<n, (b,n)=1, sao cho 
b
n







 =-1. 

Chøng minh. NÕu n lµ nguyªn tè, sè b tån t¹i theo ®Þnh lÝ 4.3. Khi n lµ hîp sè 
kh«ng chÝnh ph−¬ng, ta viÕt n=rs, trong ®ã (r,s)=1 vµ r=pe, víi p lµ mét sè nguyªn 
tè lÎ vµ e sè nguyªn d−¬ng lÎ. B©y giê gi¶ sö t lµ mét kh«ng thÆng d− b×nh ph−¬ng 
cña sè nguyªn tè p. Ta dïng ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d− ®Ó t×m sè nguyªn b sao 
cho 1<b<n, (b,n)=1 vµ  

b≡ t(mod r) 

b≡ 1(mod s) 

Khi ®ã ta cã 
b
r

b
p

b
se

e






 =









 = − = −








 =( ) ,1 1 1 , tøc lµ 

b
n







 =-1. 

Bæ ®Ò 4.23. Víi mçi hîp sè lÎ n, tån t¹i Ýt nhÊt mét sè b sao cho 1<b<n, (b,n)=1 
vµ 

b(n-1)/2 /≡
b
n







 (mod n).             (3.1) 

Gi¶ sö ng−îc l¹i, víi mäi sè nguyªn kh«ng v−ît qu¸ n vµ nguyªn tè cïng nhau víi 
n, ta cã  
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b(n-1)/2≡
b
n







 (mod n). 

Tõ ®ã suy ra, nÕu (b,n)=1 th× 

b(n-1) ≡ 1(mod n). 

Nh− vËy, n ph¶i lµ sè Carmicheal, vµ do ®ã, n=q1q2...qr lµ tÝch cña c¸c sè nguyªn tè 
lÎ kh¸c nhau. Ta sÏ chØ ra r»ng 

b(n-1)/2 ≡ 1(mod n). 

®èi víi mäi sè nguyªn b kh«ng v−ît qu¸ n vµ nguyªn tè cïng nhau víi n. 

Gi¶ sö ng−îc l¹i, tån t¹i b tho¶ m·n 

b(n-1)/2 ≡ -1(mod n). 

Dïng ®Þnh lÝ Trung Quèc vÒ phÇn d−, ta t×m ®−îc sè a, 1<a<n, (a,n)=1 sao cho  

a≡ b(mod q1) 

a ≡ 1(mod q2q3...qr) 

Nh− vËy 

a(n-1)/2 ≡  b(n-1)/2 ≡ -1(mod q1) 

a(n-1)/2 ≡ 1(mod q2q3...qr) 

Do ®ã  

a(n-1)/2 /≡ ± 1(mod n), 

tr¸i víi gi¶ thiÕt ph¶n chøng (3.1). 

Nh− vËy, víi mäi b, 1<b<n, (b,n)=1 ta cã: 

b(n-1)/2 ≡ 1(mod n). 

Tõ ®ång d− trªn vµ (3.1) ta cã: 

 

b(n-1)/2≡
b
n







 ≡  1(mod n), 

m©u thuÉn víi bæ ®Ò 4.22. Bæ ®Ò 4.23 ®−îc chøng minh. 

§Þnh lÝ trªn ®©y ®−îc dïng lµm c¬ së cho mét thuËt to¸n kiÓm tra nguyªn tè x¸c 
suÊt. Ta cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 4.24. §èi víi mçi hîp sè lÎ n, tån t¹i kh«ng qu¸ φ (n)/2 sè nguyªn d−¬ng b 
nhá h¬n n, nguyªn tè cïng nhau víi n, sao cho n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh Euler c¬ 
së b. 

Chøng minh. Theo bæ ®Ò 4.23., tån t¹i sè b, 1<b<n, (b,n)=1 sao cho 
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b(n-1)/2 /≡
b
n







 (mod n). 

Gi¶ sö a1,a2,...,am lµ c¸c sè tho¶ m·n 1≤  aj<n, (aj,n)=1 vµ 

aj
(n-1)/2≡

a
n
j







=1(mod n) 

Gi¶ sö r1,r2,...,rm lµ thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt cña c¸c sè ba1,ba2,...,bam. C¸c sè rj kh¸c 
nhau vµ nguyªn tè cïng nhau víi n. Ta sÏ chøng tá r»ng chóng kh«ng tho¶ m·n 
®ång d− thøc nh− ®èi víi c¸c sè aj. ThËt vËy, nÕu ng−îc l¹i 

rj
(n-1)/2 ≡









 =

r
n

nj 1(mod )  

th× ta cã: 

ba j
(n-1)/2 ≡









 =

ba
n

nj 1(mod )  

 

vµ nh− vËy: 

 

b a(n-1)/2
j
(n-1)/2 ≡



















b
n
a
n
j  

Tõ ®ã suy ra: 

b(n-1)/2≡








b
n

(mod n), 

m©u thuÉn víi tÝnh chÊt cña b. 

Nh− vËy, tËp hîp c¸c sè aj vµ rj kh«ng giao nhau. Gép c¶ hai tËp hîp nµy, ta ®−îc 
2m sè kh¸c nhau, bÐ h¬n n vµ nguyªn tè cïng nhau víi n. Tõ ®ã suy ra m<φ (n)/2, 
®Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh lÝ trªn, ta thÊy r»ng, nÕu n lµ mét hîp sè lÎ, b lµ sè chän ngÉu 
nhiªn trong c¸c sè 1,2,...,n-1, th× x¸c suÊt ®Ó n lµ gi¶ nguyªn tè Euler cã së b sÏ bÐ 
h¬n 1/2. Ta cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 4.25. (ThuËt to¸n kiÓm tra nguyªn tè x¸c suÊt Solovay-Strassen). Cho n 
lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Ta chän ngÉu nhiªn k sè b1,b2,...,bk tõ c¸c sè 1,2,...,n-1. 
§èi víi mçi sè nguyªn bj, xÐt ®ång d− thøc 
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b j
(n-1)/2 ≡











b
n

nj (mod )  

-NÕu mét trong c¸c ®ång d− thøc ®ã kh«ng nghiÖm ®óng th× n lµ hîp sè. 

-NÕu n lµ nguyªn tè th× mäi ®ång d− thøc ®Òu nghiÖm ®óng. 

-NÕu n lµ hîp sè, th× x¸c suÊt ®Ó mäi ®ång d− thøc nghiÖm ®óng lµ bÐ h¬n 1/2k. 

Nh− vËy, nÕu k ®ñ lín, vµ n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra x¸c suÊt trªn ®©y, th× “hÇu nh− 
ch¾c ch¾n” n lµ sè nguyªn tè. 

NhËn xÐt. 1) V× mäi sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së b ®Òu lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler 
c¬ së b, nªn sè c¸c hîp sè n tr¶i qua ®−îc kiÓm tra x¸c suÊt Solovay-Strassen lín 
h¬n sè c¸c hîp sè tr¶i qua ®−îc kiÓm tra Rabin. C¶ hai thuËt to¸n kiÓm tra nµy ®Òu 
cÇn O(k(log2n)3) phÐp tÝnh bit. 

2) Ch¼ng h¹n, nÕu n lµ sè tr¶i qua kiÓm tra x¸c suÊt Solovay-Strassen víi k=40. Khi 
®ã n lµ hîp sè víi x¸c suÊt nhá h¬n 2-40 t−¬ng ®−¬ng 10-12, bÐ h¬n x¸c suÊt ®Ó phÇn 
cøng m¸y tÝnh m¾c mét sai lÇm! 
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Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ch−¬ng 4 

I. Bµi tËp 
4.1. T×m tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn b sao cho 15 vµ 21 lµ c¸c sè gi¶ nguyªn tè c¬ së b. 

4.2. Chøng minh r»ng tån t¹i 36 c¬ së b (modulo 91) ®Ó 91 lµ sè gi¶ nguyªn tè c¬ 
së b. 

4.3. Gi¶ sö p vµ 2p-1 ®Òu lµ sè nguyªn tè. Chøng minh r»ng n=p(2p-1) lµ sè gi¶ 
nguyªn tè ®èi víi mét nöa sè c¬ së b. 

4.4. Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n sè nguyªn tè d¹ng 4k+1. 

4.5. Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n sè nguyªn tè cã c¸c d¹ng sau ®©y: a) 8k+3, 
b)8k+5, c) 8k+7. 

4.6. Chøng minh r»ng nÕu p lµ mét sè nguyªn tè d¹ng 4k+3 vµ q=2p+1 còng lµ sè 
nguyªn tè, th× q|Mp=2p-1. 

4.7. Chøng minh r»ng 23|M11, 47|M23,503|M251. 

4.8. Chøng minh r»ng 1105 lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 2 vµ kh«ng gi¶ nguyªn 
tè m¹nh c¬ së 2. 

4.9. Chøng minh r»ng 15841 lµ: a) sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2; b) sè gi¶ nguyªn 
tè Euler c¬ së 2; c) sè Carmichael. 

4.10. Chøng minh r»ng nÕu n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh Euler c¬ së a vµ b th× n 
còng lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh Euler c¬ së ab. 

4.11. Chøng minh r»ng nÕu n lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 2, vµ nÕu n≡ 5(mod 8) 
th× n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 2. 

4.12. Chøng minh r»ng nÕu n lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b th× n còng lµ sè gi¶ 
nguyªn tè Euler c¬ së n-b. 

4.13. Chøng minh r»ng nÕu n lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 3 vµ n≡ 5(mod 12) th× 
n lµ sè gi¶ nguyªn tè m¹nh c¬ së 3. 

II. Thùc hµnh trªn m¸y tÝnh 
II. 1. Thùc hµnh kiÓm tra mét sè lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng 

Cho a, b lµ c¸c sè nguyªn. ®Ó kiÓm tra xem a cã ph¶i lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng cña 
b hay kh«ng ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[>quadres(a, b); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm  “Enter”.  NÕu trªn mµn h×nh hiÖn lªn sè 1 th× a lµ thÆng d− 
b×nh ph−¬ng cña b, nÕu trªn mµn h×nh hiÖn lªn sè -1 th× kh«ng ph¶i. 
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ThÝ dô: 74 cã ph¶i lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng cña 101 hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn lÖnh 

[>quadres(74,101); 

-1 

74 kh«ng ph¶i lµ thÆng d− b×nh ph−¬ng cña 101 

II. 2. Thùc hµnh tÝnh ký hiÖu Legendre 

Cho a lµ sè nguyªn, p lµ sè nguyªn tè. §Ó tÝnh kÝ hiÖu Legendre cña a vµ p ta thùc 
hiÖn lÖnh nh− sau: 

[legendre(a,p);  

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: TÝnh 
9
11








 . 

Ta thùc hiÖn lÖnh 

[legendre(9,11);  

1 

Chó ý: Khi thùc hiÖn lÖnh tÝnh lÝ hiÖu Legendre, m¸y tÝnh sÏ cho kÕt qu¶ lµ 0, 1, 
hoÆc -1. NÕu kÕt qu¶ lµ 0 th× a chia hÕt cho p. NÕu kÕt qu¶ lµ 1 th× a lµ thÆng d− 
b×nh ph−¬ng cña p. NÕu kÕt qu¶ lµ -1 th× a kh«ng lµ thÆng d− cña p. Do ®ã ta còng 
cã thÓ dïng dßng lÖnh trªn ®Ó kiÓm tra thÆng d− b×nh ph−¬ng. 

II. 3. TÝnh kÝ hiÖu Jacobi 

Cho b lµ sè nguyªn d−¬ng lÎ, a nguyªn tè cïng  nhau víi b. §Ó tÝnh kÝ hiÖu Jacobi 
cña a vµ b ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[jacobi(a, b); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. 

ThÝ dô: TÝnh 
26
35








  

Ta thùc hiÖn lÖnh: 

[> jacobi(26,35); 

                                  -1 

ThÝ dô: TÝnh 
28
21








  

Ta thùc hiÖn lÖnh: 
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[> jacobi(28,21); 

                                  0 

NÕu kÕt qu¶ lµ 0 th× a vµ b kh«ng nguyªn tè cïng nhau. 

II. 4. T×m c¨n bËc 2 modulo mét sè  

Cho x, n lµ c¸c sè nguyªn. §Ó t×m c¨n bËc 2 cña  x modulo n  ta thùc hiÖn dßng 
lÖnh nh− sau: 

[>msqrt(x,n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶. NÕu c¨n kh«ng tån 
t¹i trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn ch÷ “FAIL”. 

ThÝ dô: TÝnh c¨n bËc 2 cña 3 modulo 11. 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>msqrt(3,11); 

5 

ThÝ dô: TÝnh c¨n bËc 2 cña 3 modulo 7. 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>msqrt(3,7); 

FAIl 

II. 5. Thùc hµnh kiÓm tra sè gi¶ nguyªn tè Euler 

§Ó kiÓm tra sè nguyªn d−¬ng n cho tr−íc cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b 
hay kh«ng ta thùc hiÖn theo c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: KiÓm tra tÝnh nguyªn tè cña n, ta thùc hiÖn b»ng dßnglÖnh 

[>isprime(n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu trªn mµn h×nh xuÊt hiÖn ch÷ “true” th× n lµ sè 
nguyªn tè, khi ®ã ta kh¼ng ®Þnh n kh«ng ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së b. 
NÕu trªn mµn h×nh xuÊt hiÖn ch÷ “false” ta tiÕp tôc thùc hiÖn b−íc 2. 

B−íc 2: TÝnh kÝ hiÖu Jacobi J:=
b
n







  cña n vµ b, thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh 

[> J:= jacobi(b,n); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. 

B−íc 3: KiÓm tra ®ång d− thøc b J nn( )/ (mod )− ≡1 2 , thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh 

[>b^((n-1)/2)-J mod n; 
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Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter”. NÕu trªn mµn h×nh xuÊt hiÖn sè 0 th× n lµ sè gi¶ 
nguyªn tè Euler c¬ së b.  

ThÝ dô: Sè 1105 cã ph¶i lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 2 hay kh«ng? 

Ta thùc hiÖn lÖnh nh− sau: 

[> isprime(1105); 

                                false 

[> J:=J(1105,2); 

                                  1 

[> 2^((1105-1)/2)-J mod 1105; 

                                  0 

VËy 1105 lµ sè gi¶ nguyªn tè Euler c¬ së 2. 
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Ch−¬ng 5 

 

Tr−êng vµ ®a thøc 
 

§1. §Þnh nghÜa. 

 

Mét trong nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n cña ®¹I sè vµ sè häc lµ c¸c tr−êng h÷u h¹n, Trong 
ch−¬ng nµy, Chóng t«i sÏ tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n nhÊt vÒ c¸c tr−êng h÷u 
h¹n, cÇn thiÕt khi t×m hiÓu nh÷ng øng dông míi cña sè häc. Ngoµi ra, chóng t«i cè 
g¾ng minh ho¹ mét trong nh÷ng “®éng lùc” cña sù ph¸t triÓn sè häc hiÖn ®¹i: sù 
t−¬ng tù gi÷a sè vµ ®a thøc. Mét vµi kÕt qu¶ gÇn ®©y vÒ sù t−¬ng tù ®ã sÏ ®−îc ®Ò 
cËp tíi. 

§Ó tiÖn lîi cho b¹n ®äc khi sö dông, chóng t«i nh¾c l¹i ë ®©y nh÷ng kh¸i niÖm cÇn 
thiÕt. 

Tr−êng lµ mét tËp hîp K cã qu¸ mét phÇn tö, ®−îc trang bÞ hai phÐp tÝnh céng vµ 
nh©n tho¶ m·n c¸c quy t¾c sau ®©y (c¸c ch÷ c¸i la tinh chØ c¸c phÇn tö tuú ý cña 
tr−êng) 

 1. (tÝnh chÊt giao ho¸n cña phÐp céng): a+b=b+a 

 2. (tÝnh chÊt kÕt hîp cña phÐp céng): a+(b+c)=(a+b)+c 

 3. (tån t¹i phÇn tö 0): Tån t¹i 0∈K sao cho 0+a=a+0=a 

 4. (tån t¹i -a): Tån t¹i -a∈K sao cho a+(-a)=0 

 5. (tÝnh chÊt giao ho¸n cña phÐp nh©n): ab=ba 

 6. (tÝnh chÊt kÕt hîp cña phÐp nh©n): a(bc)=(ab)c 

 7. (tån t¹i ®¬n vÞ): Tån t¹i 1∈K sao cho 1a=a 

 8. (tån t¹i a-1): Tån t¹i a-1∈K sao cho aa-1=1 

 9. (luËt ph©n bè cña phÐp nh©n ®èi víi phÐp céng): a(b+c)=ab+ac 

Nh÷ng vÝ dô th−êng gÆp nhÊt lµ: tr−êng Q c¸c sè h÷u tû, tr−êng R c¸c sè thùc, tr−êng 
C c¸c sè phøc. C¸c tr−êng ®ã ®Òu cã v« h¹n phÇn tö. 

Trong nhiÒu vÊn ®Ò lÝ thuyÕt còng nh− øng dông, ta th−êng lµm viÖc víi c¸c tr−êng 
chØ cã h÷u h¹n phÇn tö. Ch¼ng h¹n, cã thÓ thÊy r»ng, c¸c thÆng d− kh«ng ©m bÐ nhÊt 
modulo p, lËp thµnh mét tr−êng cã p phÇn tö. Sau ®©y, ta sÏ thÊy r»ng, ®ã chÝnh lµ 
tr−êng c¬ b¶n ®Ó x©y dùng nªn tÊt c¶ c¸c tr−êng h÷u h¹n. 

Gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè. KÝ hiÖu qua Fp tr−êng cã p phÇn tö. Râ rµng khi céng p lÇn 
phÇn tö 1 cña tr−êng, ta ®−îc 0. Do ®ã, pa=0 víi mäi phÇn tö a∈ Fp. Víi mét tr−êng 
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K tuú ý, sè p kh«ng ©m bÐ nhÊt sao cho p1=0 ®−îc gäi lµ ®Æc tr−ng cña tr−êng K. 
Ch¼ng h¹n, Q, R, C lµ c¸c tr−êng cã ®Æc tr−ng 0, Fp lµ tr−êng cã ®Æc tr−ng b»ng p. 
DÔ thÊy r»ng, mäi tr−êng h÷u h¹n ®Òu cã ®Æc tr−ng kh¸c kh«ng, vµ ®Æc tr−ng cña nã 
lµ mét sè nguyªn tè. 

 

§2. Më réng tr−êng.  

 

Gi¶ sö k⊂K lµ c¸c tr−êng, ®ång thêi c¸c phÐp céng vµ nh©n trong k chÝnh lµ c¶m 
sinh bëi c¸c phÐp tÝnh t−¬ng øng trong K. Khi ®ã, K ®−îc gäi lµ më réng cña tr−êng 
k. 

VÝ dô. C lµ më réng cña R, R lµ më réng cña Q. 

NÕu tån t¹i c¸c phÇn tö α 1, α 2,..., α n
∈K sao cho mäi phÇn tö cña a∈K ®Òu cã thÓ 

biÓu diÔn d−íi d¹ng 

a=k1
α

1+k2
α

2+...+ kn
α

n 

trong ®ã k1,k2,...,kn lµ c¸c phÇn tö cña tr−êng k, th× K ®−îc gäi lµ më réng h÷u h¹n 
cña k. Trong tr−êng hîp nµy, K lµ mét kh«ng gian vect¬ h÷u h¹n chiÒu trªn k. Ta nãi 
K lµ më réng h÷u h¹n cña k sinh bëi α 1, α 2,..., α n. 

VÝ dô. C lµ më réng cña tr−êng R, sinh bëi phÇn tö i, nãi c¸ch kh¸c, sinh bëi nghiÖm 
cu¶ ph−¬ng tr×nh x2+1=0. 

Ta nãi C lµ tr−êng n©ng cña R bëi ®a thøc P(x)=x2+1. Sau ®©y, ta sÏ thÊy r»ng, mäi 
më réng h÷u h¹n cña c¸c tr−êng ®Òu ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch t−¬ng tù nh− trªn. 

§Þnh nghÜa 5.1. Gi¶ sö K lµ mét më réng cña k. PhÇn tö a∈K ®−îc gäi lµ ®¹i sè trªn  
tr−êng k nÕu nã lµ nghiÖm cña mét ®a thøc víi hÖ sè trªn tr−êng k. 

NÕu thªm ®iÒu kiÖn hÖ sè cña luü thõa cao nhÊt b»ng 1 th× ®a thøc x¸c ®Þnh duy nhÊt 
®èi víi mçi phÇn tö ®¹i sè trªn k. K ®−îc gäi lµ tr−êng n©ng cña k bëi ®a thøc P(x) 
nÕu nã lµ më réng cña k bëi c¸c nghiÖm cña ®a thøc P(x). 

§èi víi c¸c ®a thøc, ta còng cã c¸c tÝnh chÊt hoµn toµn t−¬ng tù nh− ®èi víi c¸c sè 
nguyªn. 

§èi víi mét tr−êng k tuú ý, ta kÝ hiÖu qua k[x] vµnh c¸c ®a thøc víi hÖ sè trong k. §a 
thøc P ®−îc gäi lµ chia hÕt cho ®a thøc Q nÕu tån t¹i ®a thøc R sao cho P=QR. Mét 
®a thøc kh«ng chia hÕt cho ®a thøc nµo bËc nhá h¬n, kh¸c h»ng sè ®−îc gäi lµ ®a 
thøc bÊt kh¶ quy. Hai ®a thøc kh«ng cã −íc chung nµo kh¸c h»ng ®−îc gäi lµ nguyªn 
tè cïng nhau. Mét ®a thøc trong k[x] lu«n lu«n ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch cña c¸c ®a 
thøc bÊt kh¶ quy. Ph©n tÝch ®ã lµ duy nhÊt, nÕu ®ßi hái c¸c ®a thøc ban ®Çu còng nh− 
®a thøc trong khai triÓn ®Òu cã hÖ sè cña luü thõa cao nhÊt b»ng 1. 

§èi víi mçi ®a thøc P(x) trªn tr−êng k, bao giê còng tån t¹i mét tr−êng K më réng 
cña k sao cho P(x) ph©n tÝch ®−îc thµnh c¸c ®a thøc bËc nhÊt trªn K. Nh− vËy, nÕu 
hÖ sè cña luü thõa cao nhÊt trong P(x) lµ 1 th× P(x) ®−îc ph©n tÝch d−íi d¹ng: 
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P(x)=(x-α 1)(x- α 2)...(x- α n),   víi α i
∈K, i=1,...,n. 

NÕu ®èi víi ®a thøc hÖ sè trong k, ph©n tÝch trªn ®©y cã ®−îc víi α i
∈k, tr−êng k 

®−îc gäi lµ ®ãng ®¹i sè. Nãi c¸ch kh¸c, tr−êng ®ãng ®¹i sè lµ tr−êng chøa mäi 
nghiÖm cña c¸c ®a thøc víi hÖ sè trong tr−êng ®ã. Nh− vËy, trong tr−êng ®ãng ®¹i 
sè, c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy chØ cã thÓ lµ ®a thøc bËc nhÊt. Ch¼ng h¹n tr−êng sè phøc 
C lµ tr−êng ®ãng ®¹i sè, tr−êng c¸c sè thùc R kh«ng ®ãng ®¹i sè. Th−¬ng cña hai ®a 
thøc víi hÖ sè trong k ®−îc gäi lµ hµm h÷u tû trªn k. 

 

§3. Tr−êng h÷u h¹n.  
 

Nh− ®· nãi, tr−êng gåm h÷u h¹n phÇn tö cã ®Æc tr−ng kh¸c kh«ng, vµ ®Æc tr−ng ®ã lµ 
mét sè nguyªn tè p. 

Gi¶ sö Fq lµ mét tr−êng h÷u h¹n gåm q phÇn tö, ®Æc tr−ng p. V× Fq chøa phÇn tö 1 
nªn nã sÏ chøa tr−êng Fp nh− mét tr−êng con. Do Fq lµ tr−êng h÷u h¹n nªn nã lµ më 
réng h÷u h¹n cña Fp, nghÜa lµ mét kh«ng gian vect¬ r chiÒu trªn Fp. Tõ ®ã suy ra 
r»ng Fq gåm pr phÇn tö, tøc lµ q=pr. 

Ng−îc l¹i, ta sÏ chøng tá r»ng, víi p, r cho tr−íc (p lµ sè nguyªn tè vµ r lµ sè nguyªn 
d−¬ng), tån t¹i tr−êng víi pr phÇn tö. H¬n n÷a, c¸c tr−êng h÷u h¹n víi sè phÇn tö 
nh− nhau sÏ ®¼ng cÊu víi nhau, nghÜa lµ cã t−¬ng øng 1-1 gi÷a chóng, vµ t−¬ng øng 
nµy b¶o toµn c¸c phÐp tÝnh céng vµ nh©n, phÇn tö 0 vµ phÇn tö nghÞch ®¶o cña 
tr−êng. 

Ta cã ®Þnh lÝ sau. 

§Þnh lÝ 5.2. Gi¶ sö Fq lµ tr−êng h÷u h¹n víi q=pr phÇn tö. Khi ®ã, mäi phÇn tö cña 
Fq ®Òu tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

Xq-X=0, 

vµ Fq chÝnh lµ tËp hîp c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®ã. Ng−îc l¹i, tr−êng n©ng cña 
Fp bëi ®a thøc Xq-X lµ tr−êng h÷u h¹n cã q phÇn tö. 

Chøng minh ®Þnh lÝ nµy hoµn toµn t−¬ng tù nh− chøng minh ®Þnh lÝ 3.27 Ch−¬ng 3, 
vµ ®−îc dµnh cho ®éc gi¶ . 

Gi¶ sö Fq lµ tr−êng cã q phÇn tö. Ta kÝ hiÖu qua Fq* tËp hîp c¸c phÇn tö kh¸c kh«ng 
cña tr−êng Fq. Khi ®ã, mäi phÇn tö cña Fq* ®Òu cã nghÞch ®¶o, vµ Fq* lËp thµnh mét 
nhãm Aben. V× Fq* cã h÷u h¹n phÇn tö, nªn ®èi víi mét phÇn tö tuú ý a∈ Fq

*, tån 
t¹i sè nguyªn kh«ng ©m k sao cho ak=1. Sè k bÐ nhÊt tho¶ m·n tÝnh chÊt ®ã ®−îc gäi 
lµ bËc cña phÇn tö a. 

§èi víi mäi phÇn tö a  tuú ý, bËc cña a  lu«n lµ mét −íc cña q-1. Chøng minh ®iÒu 
nµy còng hoµn toµn t−¬ng tù nh− khi chøng minh bËc cña mét sè modulo n lµ −íc 
cña φ (n) (xem hÖ qu¶ 3.20 Ch−¬ng 3). 
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Gi¶ sö g lµ mét phÇn tö cña Fq
*, vµ bËc cña g ®óng b»ng q-1. Khi ®ã, tËp hîp     

{g,g2,...,gq-1} chÝnh lµ tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña Fq
*. Ta nãi g lµ phÇn tö sinh cña nhãm 

Fq
*. 

§Þnh lÝ sau ®©y lµ mét t−¬ng tù cña ®Þnh lÝ 3.26 trong ch−¬ng 3. 

§Þnh lÝ 5.3. Mäi tr−êng h÷u h¹n ®Òu cã phÇn tö sinh. NÕu g lµ mét phÇn tö sinh cña 
Fq

* th× gs lµ phÇn tö sinh cña Fq
* khi vµ chØ khi (s,q-1)=1. Nh− vËy, tån t¹i tÊt c¶  

φ (q-1) phÇn tö sinh cña Fq
*. 

B©y giê ta sÏ m« t¶ cô thÓ c¸ch x©y dùng tr−êng Fq tõ tr−êng Fp. 

§Ó dÔ h×nh dung, tr−íc tiªn ta xÐt viÖc x©y dùng tr−êng sè phøc C nh− lµ mét tr−êng 
n©ng cña sè thùc R bëi ®a thøc P(x)=x2+1. Nh− ta ®· biÕt, cã thÓ xem mçi sè phøc 
nh− mét cÆp sè thùc (a,b), vµ do ®ã, cã thÓ ®ång nhÊt mçi sè phøc víi mét ®a thøc 
ax+b hÖ sè thùc. Víi c¸ch t−¬ng øng nh− vËy, khi nh©n hai sè phøc (biÓu diÔn bëi 
hai ®a thøc), ta chØ viÖc nh©n theo quy t¾c nh©n c¸c ®a thøc, vµ thay x2 bëi (-1). Nãi 
c¸ch kh¸c, tËp hîp c¸c sè phøc chÝnh lµ tËp hîp c¸c ®a thøc víi hÖ sè thùc, trong ®ã 
hai ®a thøc ®−îc ®ång nhÊt khi vµ chØ khi hiÖu cña chóng b»ng ®a thøc P(x)=x2+1. 
Ta viÕt C=R[x]/P(x). 

Tr−êng Fq, q=pr, ®−îc x©y dùng tõ tr−êng Fp theo c¸ch hoµn toµn t−¬ng tù. Ta xuÊt 
ph¸t tõ mét ®a thøc bÊt kh¶ quy P(x) bËc r víi hÖ sè trong Fp, trong ®ã hÖ sè cña xr 
b»ng 1. Khi ®ã ta cã: 

Fq=Fp[x]/P(x). 

Nh− vËy, c¸c phÇn tö cña Fq lµ c¸c ®a thøc víi hÖ sè trong Fp, bËc bÐ h¬n r (v× gi¶ sö 
P(x)=xr+ar-1x

r-1+...+a0, khi ®ã xr sÏ ®−îc thay bëi -( ar-1x
r-1+...+a0)). 

Ta cã thÓ xuÊt ph¸t tõ ®a thøc bÊt kh¶ quy tuú ý. C¸c tr−êng nhËn ®−îc cã sè phÇn tö 
nh− nhau , vµ ®¼ng cÊu víi nhau. 

Ta minh ho¹ nh÷ng ®iÒu nãi trªn qua vÝ dô cô thÓ. 

VÝ dô. X©y dùng tr−êng F16 tõ tr−êng F2 bëi ®a thøc  

P(x)=x4+x3+x2+x+1. 

§a thøc ®ang xÐt lµ mét ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn tr−êng F2. ThËt vËy, nÕu nã cã −íc 
kh¸c h»ng sè  th× ph¶i cã −íc lµ ®a thøc bËc 1 hoÆc bËc 2. NÕu −íc lµ ®a thøc bËc 1, 
P(x) cã nghiÖm trong F2: ®iÒu nµy kh«ng x¶y ra v× P(0)=P(1)=1. Cã bèn ®a thøc bËc 
2 trªn F2 ®ã lµ  c¸c ®a thøc x2, x2+1, x2+x, x2+x+1. Thö trùc tiÕp cho thÊy r»ng 
kh«ng cã cÆp ®a thøc nµo cã tÝch b»ng P(x). 

C¸c phÇn tö cña F16 lµ c¸c ®a thøc bËc bÐ h¬n hoÆc b»ng 3, víi hÖ sè 0 hoÆc 1: 

-BËc 0: 0,1. 

-BËc 1: x, x+1. 

-BËc 2: x2, x2+1, x2+x, x2+x+1. 

-BËc 3: x3, x3+1, x3+x, x3+x2, x3+x+1, x3+x2+x+1, x3+x2+x, x3+x2+x+1. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 88

Quy t¾c céng vµ nh©n lµ quy t¾c céng vµ nh©n th«ng th−êng cña c¸c ®a thøc, víi chó 
ý 1+1=0 vµ x4=-(x3+x2+x+1). 

Trong nhiÒu øng dông, ch¼ng h¹n trong lÝ thuyÕt th«ng tin, ng−êi ta th−êng viÕt c¸c 
phÇn tö cña tr−êng Fq theo c¸c hÖ sè cña chóng. Nh− trong vÝ dô trªn ®©y, c¸c phÇn 
tö cña tr−êng sÏ lµ: 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 
1010, 1100, 1001, 1101, 1110, 1111, cïng víi mét b¶ng ®Ó cho quy t¾c céng vµ 
nh©n cña chóng. Chó ý r»ng, c¸c quy t¾c nµy kh¸c víi c¸c quy t¾c sè häc ®ång d−   
modulo q. 

Khi biÕt mét phÇn tö sinh cña tr−êng Fq, ta cã thÓ t×m c¸c phÇn tö kh¸c b»ng c¸ch 
n©ng lªn luü thõa. Sau ®©y, ta sÏ t×m hiÓu mét thuËt to¸n thêi gian ®a thøc ®Ó lµm 
viÖc ®ã. ThuËt to¸n nµy sÏ ®−îc ¸p dông trong nh÷ng ch−¬ng sau. 

Tr−íc khi ®i vµo m« t¶ thuËt to¸n, ®Ó dÔ h×nh dung, ta xÐt vÝ dô sau ®©y. Gi¶ sö ta 
cÇn tÝnh (1994)23(mod 4611). NÕu dïng c¸ch th«ng th−êng (tÝnh lÇn l−ît c¸c luü thõa 
cña 1994), ta ph¶i lµm 22 phÐp nh©n vµ 22 phÐp chia. §Ó gi¶m bít sè phÐp tÝnh ph¶i 
lµm, ta dïng ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng liªn tiÕp nh− sau. Ta cã: 

(1994)23=(1994)16+4+2+1 

Nh− vËy, ta chØ cÇn tÝnh modulo cña c¸c luü thõa 1,2,4,8,16 cña 1994. Nãi c¸ch 
kh¸c, ta chØ cÇn lµm phÐp b×nh ph−¬ng liªn tiÕp 4 lÇn, sau ®ã nh©n c¸c kÕt qu¶ ë 
nh÷ng luü thõa nµo t−¬ng øng víi sè 1 trong biÓu diÔn sè 23 d−íi d¹ng c¬ sè 2. Ta 
cã 23=(10111)2, nªn ta nh©n kÕt qu¶ cña nh÷ng luü thõa 16,4,2,1. 

C¸ch lµm nh− trªn ¸p dông ®−îc cho mäi nhãm nh©n. Gi¶ sö g∈G lµ phÇn tö cña 
nhãm nh©n G nµo ®ã, ta cÇn tÝnh gn, víi n lµ sè tù nhiªn. Ta viÕt n d−íi d¹ng c¬ sè 2: 
n= ε∑ i2

i, trong ®ã ε = ± 1. Khi ®ã ta tÝnh 

gn= ( )gi
iε =
∏

1

. 

ThuËt to¸n. 

S1. (XuÊt ph¸t) ®Æt y←1. NÕu n=0, thuËt to¸n kÕt thóc. 
NÕu ng−îc l¹i, ®Æt N←n, z←g. 

S2. (Nh©n). NÕu N lÎ, ®Æt y←z.y. 

S3. (Chia ®«i N). §Æt N←[N/2]. NÕu N=0, in ra y vµ kÕt 
thóc thuËt to¸n. Ng−îc l¹i, ®Æt z←z.z vµ quay vÒ S2. 

Cã thÓ chøng minh tÝnh ®óng ®¾n cña thuËt to¸n víi nhËn xÐt r»ng, tõ b−íc thø hai 
trë ®i, ta lu«n lu«n cã gn=y.zN. 

 Ta sÏ ®¸nh gi¸ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n nãi trªn. 

Sè phÐp nh©n ph¶i lµm b»ng sè ch÷ sè cña n, céng thªm sè ch÷ sè 1 trong c¸ch viÕt 
nhÞ ph©n cña n, vµ trõ ®i 1. Nh− vËy, sè phÐp nh©n kh«ng v−ît qu¸ 2[log n]+1, tøc lµ 
O(log n). NÕu ta tÝnh trong líp ®ång d− modulo m nµo ®ã, mçi phÐp nh©n ®ßi hái 
O(log2 m) phÐp tÝnh bit, vµ toµn bé sè phÐp tÝnh bit cÇn thiÕt sÏ lµ O(log nlog2 m). 
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Nh− ta ®· thÊy ë trªn, ®Ó thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh trªn tr−êng Fq, ta ph¶i lµm c¸c phÐp 
tÝnh ®èi víi c¸c ®a thøc. Sau ®©y lµ vµi thuËt to¸n ®Ó thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh ®ã. 

ThuËt to¸n chia 

 XÐt c¸c ®a thøc víi hÖ sè trong tr−êng K tuú ý. Víi mçi ®a thøc P, kÝ hiÖu  qua l(P) 
hÖ sè cña luü thõa cao nhÊt. Ta cã thuËt to¸n ®Ó, víi ®a thøc  ®· cho A, B, B≠ 0, t×m 
c¸c ®a thøc Q, R sao cho A=BQ+R, vµ deg R<deg B: 

C1. (XuÊt ph¸t). §Æt R←A, Q←0. 

C2. (KÕt thóc?). NÕu deg R<deg B, kÕt thóc thuËt to¸n. 

C3.(T×m hÖ sè). §Æt S←
l R
l B
( )
( )

xdeg R-deg B. Sau ®ã, ®Æt Q←Q+S, 

R←R-S.B, vµ chuyÓn sang b−íc C2. 

Ta cÇn l−u ý ngay mét ®iÒu. VÒ mÆt lÝ thuyÕt, sau b−íc S3, bËc cña R ph¶i gi¶m (v× 
hÖ sè cña xdeg R sÏ b»ng 0 do ®Þnh nghÜa cña S). Tuy nhiªn, khi lµm viÖc trªn m¸y, 
thùc tÕ lµ ta chØ cã c¸c sè gÇn ®óng, nªn cã thÓ x¶y ra tr−êng hîp hÖ sè cña xdeg R tuy 
rÊt nhá, nh−ng kh¸c kh«ng, nghÜa lµ bËc kh«ng gi¶m, vµ do ®ã kh«ng b¶o ®¶m lµ 
thuËt to¸n kÕt thóc! V× thÕ, khi viÕt ch−¬ng tr×nh, nhÊt thiÕt ph¶i ®Ó hÖ sè ®ã b»ng 0 
sau phÐp tÝnh R←R-S.B. 

§Ó t×m −íc chung lín nhÊt cña c¸c ®a thøc, ta cã thuËt to¸n Euclid sau ®©y. 

ThuËt to¸n 

 Cho c¸c ®a thøc A,B, t×m ¦CLN cña A,B. 

EP1. (KÕt thóc?) NÕu B=0, in ra A vµ kÕt thóc thuËt 
to¸n. 

EP2. (B−íc Euclid). Gi¶ sö A=BQ+R, víi deg R<deg B (tÝnh 
b»ng thuËt to¸n C tr×nh bµy ë trªn). §Æt A←B, B←R, vµ 
quay vÒ b−íc EP1. 

§Þnh lÝ 5.4. Cã thÓ nh©n hoÆc chia hai phÇn tö cña tr−êng Fq víi O(log3 q) phÐp tÝnh 
bit. NÕu k lµ sè nguyªn d−¬ng th× mét phÇn tö cña Fq cã thÓ n©ng lªn luü thõa k víi         
O(log klog3 q) phÐp tÝnh bit. 

Chøng minh. Gi¶ sö Fq ®−îc x©y dùng b»ng c¸ch n©ng tr−êng Fp bëi ®a thøc bÊt kh¶ 
quy P(x) bËc r. Khi ®ã, c¸c phÇn tö cña tr−êng Fq chÝnh lµ c¸c ®a thøc víi hÖ sè 
trong tr−êng Fp modulo ®a thøc P(x). §Ó nh©n hai phÇn tö cña tr−êng Fq, ta ph¶i 
nh©n hai ®a thøc nh− vËy. §Ó lµm viÖc ®ã, ta  ph¶i thùc hiÖn O(r2) phÐp nh©n modulo 
p (v× c¸c ®a thøc cã bËc nhá h¬n r), cïng víi mét sè phÐp tÝnh céng. C¸c phÐp nµy 
®ßi hái thêi gian Ýt h¬n. Sau khi cã kÕt qu¶ cña phÐp nh©n, ta l¹i ph¶i tÝnh “modulo 
®a thøc P(x)”, nghÜa lµ lµm phÐp chia cho ®a thøc P(x) ®Ó biÕt ®−îc phÇn d−. PhÐp 
chia ®a thøc nµy ®ßi hái O(r) phÐp chia c¸c sè nguyªn modulo p vµ O(r2) phÐp nh©n 
c¸c sè nguyªn modulo p Nh− ta ®· biÕt, mçi phÐp nh©n sè nguyªn modulo p cã thÓ 
thùc hiÖn b»ng O(log2 p) phÐp tÝnh bit , cßn mçi phÐp chia modulo p cã thÓ lµm 
(ch¼ng h¹n, dïng thuËt to¸n Euclid) víi O(log3 p) phÐp tÝnh bit. Nh− vËy, toµn bé sè 
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phÐp tÝnh bit ®−îc thùc hiÖn khi nh©n hai phÇn tö cña tr−êng Fq lµ:                            
O(r2log2 p+rlog3 p)=O((rlogp)3)=O(log3 q). Kh¼ng ®Þnh cña ®Þnh lÝ ®−îc chøng 
minh ®èi víi phÐp nh©n. 

XÐt phÐp chia c¸c phÇn tö cña Fq. §Ó chøng minh r»ng cã thÓ hiÖn phÐp chia sau 
O(log3 q) phÐp tÝnh bit, ta chØ cÇn chøng tá r»ng, nghÞch ®¶o cña mét phÇn tö t×m 
®−îc bëi O(log3 q) phÐp tÝnh bit, råi ¸p dông kÕt qu¶ ®· chøng minh ®èi víi phÐp 
nh©n. 

Gi¶ sö ta cÇn t×m nghÞch ®¶o cña phÇn tö Q∈Fq (lµ mét ®a thøc bËc nhá h¬n r, hÖ sè 
trong Fp). Dïng thuËt chia Euclid cho c¸c ®a thøc trªn tr−êng Fq, ta cÇn biÓu diÔn 1 
nh− lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña ®a thøc P(x) vµ Q(x). §iÒu nµy lµm ®−îc bëi O(r) phÐp 
chia c¸c ®a thøc bËc nhá h¬n r. Mçi phÐp chia nh− vËy cÇn                             
O(r2log2 p+rlog3 p)=O(r2log3 p) phÐp tÝnh bit. Nh− vËy, ta cÇn tÊt c¶ lµ             
O(r3log3 p)=O(log3 q) phÐp tÝnh bit, ®iÒu ph¶i chøng minh. 

Cßn ph¶i xÐt phÐp tÝnh n©ng lªn luü thõa bËc k. Ta cã thÓ dïng ph−¬ng ph¸p b×nh 
ph−¬ng liªn tiÕp, vµ nh− vËy, sè phÐp nh©n vµ b×nh ph−¬ng cÇn thùc hiÖn lµ O(log k). 
Sè phÐp tÝnh bit cÇn thiÕt trong tr−êng hîp nµy lµ O(log klog3 q). §Þnh lÝ ®−îc chøng 
minh. 

 

§4. Sù t−¬ng tù gi÷a sè nguyªn vµ ®a thøc. 

 

Sù ph¸t triÓn cña sè häc, ®Æc biÖt lµ trong nh÷ng thËp kØ gÇn ®©y, chÞu ¶nh h−ëng rÊt 
lín cña sù t−¬ng tù gi÷a sè nguyªn vµ ®a thøc. Nãi c¸ch kh¸c, khi cã gi¶ thuyÕt nµo 
®ã ch−a chøng minh ®−îc ®èi víi c¸c sè nguyªn, ng−êi ta cè g¾ng chøng minh sù 
kiÖn t−¬ng tù cho c¸c ®a thøc. §iÒu ®ã th−êng dÔ lµm h¬n, cã lÏ nguyªn nh©n  chñ 
yÕu lµ v×, ®èi víi c¸c ®a thøc, ta cã phÐp tÝnh ®¹o hµm, trong khi mét kh¸i niÖm 
t−¬ng tù ch−a cã ®èi víi c¸c sè nguyªn. 

Trong tiÕt nµy, chóng t«i cè g¾ng th«ng qua mét vµi vÝ dô ®¬n gi¶n, minh häa vai trß 
quan träng cña sù t−¬ng tù nãi trªn trong c¸c nghiªn cøu vÒ sè häc. 

Tr−íc hÕt, chóng ta thÊy râ, gi÷a tËp hîp c¸c sè nguyªn vµ tËp hîp c¸c ®a thøc cã 
nh÷ng tÝnh chÊt rÊt gièng nhau sau ®©y: 

1) C¸c qui t¾c céng, trõ,  nh©n,  chia hoµn toµn nh− nhau cho c¶ hai tËp hîp.  

2) NÕu ®èi víi c¸c sè nguyªn, ta cã c¸c sè nguyªn tè, th× víi c¸c ®a thøc, ta cã c¸c 
®a thøc bÊt kh¶ quy. 

3) §èi víi hai sè nguyªn, còng nh− ®èi víi hai ®a thøc, cã thÓ ®Þnh nghÜa −íc chung 
lín nhÊt. H¬n n÷a, trong c¶ hai tr−êng hîp, −íc chung lín nhÊt nµy t×m ®−îc b»ng 
thuËt to¸n Euclid. 

4) Mçi sè nguyªn cã ph©n tÝch thµnh c¸c thõa sè nguyªn tè, mçi ®a thøc cã ph©n tÝch 
thµnh c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy. 

5) C¸c sè h÷u tû t−¬ng øng víi c¸c hµm h÷u tû. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 91

Chóng t«i dµnh cho ®éc gi¶ viÖc kÐo dµi b¶ng danh s¸ch nµy. ë ®©y, chóng t«i sÏ ®i 
vµo mét vµi t−¬ng tù khã nh×n thÊy h¬n. 

Ta ®Ó ý ®Õn sù t−¬ng tù gi÷a ph©n tÝch ra thõa sè nguyªn tè vµ ph©n tÝch bÊt kh¶ quy. 
NÕu gi¶ thiÕt r»ng tr−êng k lµ ®ãng ®¹i sè, th× mçi ®a thøc Q(x) ∈ k[x] cã thÓ ph©n 
tÝch ®−îc d−íi d¹ng sau: 

Q(x)= P a
1
1 P Pa

n
an

2
2 ... , 

trong ®ã Pi(x)=(x-α i), α i ∈k. 

Nh− vËy, cã thÓ thÊy r»ng, trong sù t−¬ng tù gi÷a ph©n tÝch bÊt kh¶ quy vµ ph©n tÝch 
ra thõa sè nguyªn tè c¸c nghiÖm cña ®a thøc t−¬ng øng víi c¸c −íc nguyªn tè cña sè 
nguyªn. Do ®ã, sè c¸c nghiÖm ph©n biÖt cña mét ®a thøc cã vai trß t−¬ng tù nh− sè 
c¸c −íc nguyªn tè cña mét sè nguyªn. Tõ nhËn xÐt ®ã, ta ®i ®Õn ®Þnh nghÜa sau ®©y. 

§Þnh nghÜa 5.5. Cho a  lµ mét sè nguyªn. Ta ®Þnh nghÜa c¨n cña a, kÝ hiÖu qua 
N0(a), lµ tÝch c¸c −íc nguyªn tè cña a: 

N0(a)= p
p a|
∏ . 

Ta sÏ thÊy r»ng, sù t−¬ng tù trªn ®©y cïng víi c¸c tÝnh chÊt cña ®a thøc gîi më mét 
con ®−êng nhiÒu hy väng ®Ó ®i ®Õn chøng minh ®Þnh lÝ Fermat.  

N¨m 1983, R. C. Mason chøng minh ®Þnh lÝ rÊt ®Ñp sau ®©y vÒ c¸c ®a thøc.  

§Þnh lÝ 5.6. Gi¶ sö a(t), b(t), c(t) lµ c¸c ®a thøc víi hÖ sè phøc, nguyªn tè cïng nhau 
tõng cÆp vµ tho¶ m·n hÖ thøc  

a(t)+ b(t)= c(t) 

Khi ®ã, nÕu kÝ hiÖu qua n0(f) sè nghiÖm ph©n biÖt cña mét ®a thøc f, th× ta cã  

max{ deg a, deg b, deg c}≤n0(abc)-1. 

Tr−íc khi ®i vµo chøng minh ®Þnh lÝ, ta chøng minh hÖ qu¶ sau ®©y cña ®Þnh lÝ 
Mason. 

HÖ qu¶ 5.7. Kh«ng tån t¹i c¸c ®a thøc a, b, c, kh¸c h»ng sè, nguyªn tè cïng nhau, 
tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

an + bn = cn 

víi n≥3. 

Chøng minh. GØa sö c¸c ®a thøc a, b, c tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh nãi trªn. Râ rµng sè 
nghiÖm ph©n biÖt cña ®a thøc anbncn kh«ng v−ît qu¸ deg a  + deg b  + deg c. ¸p 
dông ®Þnh lÝ Mason ta cã  

n deg a  ≤  deg a  + deg b  + deg c - 1 

ViÕt ®¼ng thøc trªn víi b, c, råi céng tõng vÕ ba bÊt ®¼ng thøc ta ®−îc : 

n(deg a  + deg b  + deg c) ≤  3 (deg a  + deg b  + deg c) - 3 
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Ta cã m©u thuÉn nÕu n≥3. 

Nh− vËy, ®Þnh lÝ Mason cho ta mét chøng minh ®¬n gi¶n cña ®Þnh lÝ Fermat cho c¸c 
®a thøc. Sau ®©y, ta chøng minh ®Þnh lÝ Mason. 

Chøng minh ®Þnh lÝ Mason. §Æt f = a/b, g= a/c, ta cã: f+g=1. LÊy ®¹o hµm hai vÕ 
cña ph−¬ng tr×nh nµy, ta ®−îc: f’+g’=0. Nh»m môc ®Ých xÐt sè c¸c nghiÖm cña ®a 
thøc, ta xÐt c¸c th−¬ng cña ®¹o hµm vµ hµm sè. Ta cã: 

(f’/f)f+(g’/g)g=0, 
b
a

f f
g g

=−
' /
' /

. 

MÆt kh¸c, gi¶ sö R(t) lµ mét hµm h÷u tû cã ph©n tÝch sau ®©y 

R(t)= ( ) ,t q Zi
q

i
i− ∈∏ ϑ . 

TÝnh to¸n ®¬n gi¶n cho ta: 

R’/R= 
q
t

i

i−∑ ϑ
. 

B©y giê gi¶ sö a, b, c t−¬ng øng cã c¸c nghiÖm ph©n biÖt lµ α β γi j k, , . Ta cã:  

a(t)= ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) .t b t t c t ti
m

j
n

k
ri j k− = − = −∏∏∏ α β γ  

Nh− vËy, 

b
a

f f
g g

m
t

r
t

n
t

r
t

i

i

k

k

j

j

k

k

= − = −
−

−
−

−
−

−

∑ ∑

∑∑

' /
' /

α γ

β γ

 

MÉu sè chung cña c¸c ph©n sè trong phÇn tö sè vµ mÉu sè cña th−¬ng sau cïng  lµ  

N0= ( ) ( ) (t t ti j k− − −∏ ∏∏α β γ ). 

§ã lµ mét ®a thøc cã bËc lµ n0(abc). Nh− vËy, N0f’/f vµ N0g’/g lµ c¸c ®a thøc cã bËc 
kh«ng qu¸ n0(abc)-1. MÆt kh¸c ta cã:  

b
a

N f f
N g g

= − 0

0

' /
' /

 

V× a, b  nguyªn tè cïng nhau nªn tõ ®¼ng thøc nµy suy ra bËc cña a  vµ bËc cña b  
®Òu kh«ng v−ît qu¸ n0(abc)-1. §iÒu t−¬ng tù còng ®óng ®èi víi c do vai trß ®èi xøng 
cña a, b, c trong ph−¬ng tr×nh xuÊt ph¸t. §Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Tõ ®Þnh lÝ Mason, ta cã thÓ suy ra nhiÒu hÖ thøc gi÷a c¸c ®a thøc. Ch¼ng h¹n, mét 
trong nh÷ng hÖ qu¶ lµ ®Þnh lÝ sau ®©y: 

§Þnh lÝ Davenport. Gi¶ sö f(t), g(t) lµ c¸c ®a thøc, sao cho f 3≠ g2. Khi ®ã ta cã         
deg(f 3-g2) ≥1/2 deg f+1 
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Chóng t«i dµnh chøng minh ®Þnh lÝ nµy cho ®éc gi¶. Kh¼ng ®Þnh t−¬ng tù ®èi víi c¸c 
sè nguyªn vÉn cßn ch−a ®−îc chøng minh. Ta cã: 

Gi¶ thuyÕt Hall. Gi¶ sö x, y lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho x3≠ y2. Khi ®ã, víi mäi 
ε >0, tån t¹i C>0 chØ phô thuéc ε  sao cho 

| y2-x3|>Cx1/2-ε  

Cã thÓ nãi thªm r»ng, bÊt ®¼ng thøc trong ®Þnh lÝ Davenport lµ tèt nhÊt cã thÓ: ®èi 
víi c¸c ®a thøc f(t)=t6+4t4+10t2+6, g(t)=t9+6t7+21t5+35t3+63/2t ta cã:                 
deg(f3-g2)=1/2degf+1. N¨m 1982, L. V. Danilov còng ®· chøng minh r»ng, sè mò 
1/2 trong gi¶ thuyÕt Hall lµ tèt nhÊt cã thÓ. 

§Þnh lÝ Mason vµ t−¬ng tù gi÷a c¸c sè nguyªn vµ ®a thøc ®· gîi ý cho gi¶ thuyÕt sau 
®©y: 

Gi¶ thuyÕt abc (OesterlÐ, 1986). Gi¶ sö a, b, c lµ c¸c sè nguyªn, nguyªn tè cïng 
nhau vµ tho¶ m·n hÖ thøc a+b=c. Khi ®ã, víi mäi ε >0, tån t¹i sè C sao cho 

max(|a|, |b|, |c|)<CN1+ε ,  

trong ®ã N= p
p abc|
∏ lµ c¨n cña abc. 

Hoµn toµn t−¬ng tù nh− trªn, tõ gi¶ thuyÕt “abc” cã thÓ suy ra §Þnh lÝ Fermat tiÖm 
cËn: víi n ®ñ lín, ph−¬ng tr×nh Fermat kh«ng cã nghiÖm nguyªn. 

NhËn xÐt. Gi¶ sö p lµ mét −íc nguyªn tè nµo ®ã cña mét trong c¸c sè a, b, c, ch¼ng 
h¹n p|a. Khi ®ã, nÕu p lín th× trong ph©n tÝch cña a   ra thõa sè nguyªn tè, p ph¶i cã 
sè mò t−¬ng ®èi nhá (®Ó |a| kh«ng v−ît qu¸ xa c¨n cña abc theo gi¶ thuyÕt). §iÒu 
nµy còng gi¶i thÝch t¹i sao ph−¬ng tr×nh Fermat kh«ng cã nghiÖm víi bËc ®ñ lín: khi 
®ã, mäi −íc nguyªn tè cña an, bn,cn sÏ tham gia víi bËc qu¸ lín. 

Trªn ®©y lµ mét vÝ dô vÒ sù t−¬ng tù gi÷a c¸c gi¶ thuyÕt ®èi víi c¸c sè vµ c¸c ®a 
thøc. Khi nghiªn cøu mét vÊn ®Ò nµo ®ã ®Æt ra ®èi víi c¸c sè, ng−êi ta th−êng nghiªn 
cøu ®ång thêi t−¬ng tù cña nã trªn tr−êng hµm. PhÇn lín c¸c gi¶ thuyÕt cña sè häc 
®−îc chøng minh tr−íc hÕt trªn tr−êng hµm. Nh− ta ®· thÊy trong chøng minh ®Þnh lÝ 
Mason, ®iÒu quan träng ë ®©y lµ cã phÐp tÝnh ®¹o hµm.   

GÇn ®©y, Manin (1992) ®Æt ra vÊn ®Ò: nÕu nh− c¸c sè nguyªn t−¬ng øng víi c¸c ®a 
thøc mét biÕn, th× c¸c ®a thøc nhiÒu biÕn t−¬ng øng víi ®èi t−îng nµo? C©u hái ®ã 
dÉn ®Õn viÖc x©y dùng nh÷ng “tÝch” míi cña c¸c “l−îc ®å” Spec Z. §©y lµ mét 
h−íng nghiªn cøu ®ang ph¸t triÓn m¹nh, vµ néi dung cña nã v−ît ngoµi khu«n khæ 
cña cuèn s¸ch nµy. 
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Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ch−¬ng 5 

I. Bµi tËp 
5.1. Gi¶ sö K lµ tr−êng ®Æc tr−ng p. Chøng minh r»ng, ®èi víi c¸c phÇn tö cña tr−êng 
K, ta cã: 

(a+b)p=ap+bp. 

5.2. X©y dùng tr−êng F9 tõ tr−êng F3 bëi c¸c ®a thøc sau: 

1) x2+1 

2)x2-x-1. 

5.3. Dïng thuËt to¸n EP ®Ó t×m ¦CLN cña c¸c ®a thøc P,Q trong tr−êng Fp, vµ biÓu 
diÔn d¹ng d=uP+vQ: 

1) P=x3+x+1, Q=x2+x+1, p=2. 

2) P=x6+x5+x4+x3+x2+x+1, Q=x4+x2+x+1, p=2. 

3) P=x3-x+1, Q=x2+1, p=3. 

4) x5+x4+x3-x2-x+1, Q=x3+x2+x+1, p=3. 

5) x5+88x4+73x3+83x2+51x+67, Q=x3+97x2+40x+38, p=101. 

5.4. Víi mçi d≤6, t×m tÊt c¶ c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy bËc d trªn tr−êng F2. 

5.5. Nh÷ng ®a thøc nµo trong Fp[x] cã ®¹o hµm ®ång nhÊt b»ng 0? 

5.6. Chøng minh r»ng tõ gi¶ thuyªt “abc” suy ra ®Þnh lÝ Fermat tiÖm cËn. 

5.7. Chøng minh ®Þnh lÝ Davenport. 

5.8. Cho f, g lµ c¸c ®a thøc víi hÖ sè nguyªn, sao cho f 3-g4 kh«ng ®ång nhÊt b»ng 0. 
Chøng minh r»ng 

deg(f3-g4)≥5/3deg g+1. 

Ph¸t biÓu kÕt luËn t−¬ng tù cho c¸c sè nguyªn. 

5.9. Dùa vµo ®Þnh lÝ Mason, t×m nh÷ng hÖ thøc míi liªn quan ®Õn bËc cña c¸c ®a 
thøc hÖ sè nguyªn (t−¬ng tù bµi tËp trªn ®©y). Thö ph¸t biÓu vµ chøng minh kÕt luËn 
t−¬ng tù dèi víi c¸c sè nguyªn. 

5.10. Thö ®−a ra mét ®Þnh nghÜa vÒ ®¹o hµm cña mét sè nguyªn. 

II. Thùc hµnh trªn m¸y tÝnh 
II. 1. Thùc hµnh tÝnh sè ®a thøc bÊt kh¶ quy bËc d trªn tr−êng h÷u 
h¹n 
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§Ó tÝnh sè ®a thøc bÊt kh¶ quy bËc n trªn tr−êng h÷u h¹n cã ®Æc sè p ta thùc hiÖn 
dßng lÖnh nh− sau; 

[>mipolys(n, p); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn sè ®a thøc cÇn t×m. 

ThÝ dô: TÝnh sè c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy bËc 6 trªn tr−êng cã ®Æc sè 2. 

Ta thùc hiÖn lÖnh sau: 

[>mipolys(6, 2); 

9 

Nh− vËy cã 9 ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn tr−êng F2. 

II. 2. Thùc hµnh t×m −íc chung lín nhÊt cña c¸c ®a thøc trªn tr−êng 
h÷u h¹n 

Cho P, Q lµ c¸c ®a thøc biÕn x víi hÖ sè trªn tr−êng h÷u h¹n cã ®Æc sè p. §Ó t×m −íc 
chung lín nhÊt D cña P vµ Q vµ biÓu diÔn d−íi d¹ng D=sP+tQ ta thùc hiÖn dßng 
lÖnh sau: 

[> Gcdex(P,Q,x,’s’,’t’) mod p; 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn mét ®a thøc, ®ã chÝnh lµ −íc 
chung lín nhÊt cña P, Q. TiÕp tôc thùc hiÖn lÖnh: 

[>s,t; 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn hai ®a thøc s, t cÇn t×m. 

Chó ý lÖnh “Gcdex” ch÷ “G” lµ ch÷ viÕt hoa. 

ThÝ dô1: T×m −íc chung lín nhÊt D cña c¸c ®a thøc P, Q trªn tr−êng F2 vµ biÓu diÔn 
d−íi d¹ng D=sP+tQ, trong ®ã P=x3+x+1, Q=x2+x+1. 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[> Gcdex(x^3+x+1,x^2+x+1,x,’s’,’t’) mod 2; 

1 

[>s,t; 

1+x,x2 

VËy 1=(1+x)P+x2Q. 

ThÝ dô2: T×m −íc chung lín nhÊt D cña c¸c ®a thøc P, Q trªn tr−êng F101 vµ biÓu 
diÔn d−íi d¹ng D = sP + tQ, trong ®ã x5 + 88x4 + 73x3 + 83x2 + 51x + 67,    
Q=x3+97x2+40x+38 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[>Gcdex(x^5+88*x^4+73*x^3+83*x^2+51*x+67,x^3+97*x^2+40*x
+38,x,'s','t') mod 101; 
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                                x + 78 

[> s,t; 

                 50x + 20, 51x3 + 26x2 + 27x + 4 

VËy x+78=(50x+20)P+(51x3+26x2+27x+4)Q. 

II. 3. Thùc hµnh t×m −íc chung lín nhÊt, béi chung nhá nhÊt cña c¸c 
®a thøc trªn tr−êng h÷u tû  

Cho P, Q lµ c¸c ®a thøc biÕn x víi hÖ sè trªn tr−êng h÷u tû.  

1. §Ó t×m −íc chung lín nhÊt D cña P vµ Q ta thùc hiÖn dßng lÖnh sau: 

[> gcd(P,Q); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶, ®ã chÝnh lµ −íc 
chung lín nhÊt cña P, Q. 

ThÝ dô1: T×m −íc chung lín nhÊt D cña c¸c ®a thøc P, Q trªn tr−êng h÷u tû trong ®ã 
P=x2-y2, Q=x3-y3. 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[> gcd(x^2-y^2,x^3-y^3); 

      -y+x 

VËy −íc chug lín nhÊt cña P vµ Q lµ -y+x 

2. §Ó t×m béi chung nhá nhÊt cña P, Q ta thùc hiÖn dßng lÖnh nh− sau: 

[> lcm(P,Q); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn kÕt qu¶, ®ã chÝnh lµ béi 
chung nhá nhÊt cña P,Q. 

ThÝ dô 2: T×m béi chung nhá nhÊt cña c¸c ®a thøc P, Q trªn tr−êng h÷u tû trong ®ã 
P=x2-y2, Q=x3-y3. 

Ta thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[> lcm(x^2-y^2,x^3-y^3); 

     -yx3+y4-x4+xy3 

VËy béi chung nhá nhÊt cña P vµ Q lµ -yx3+y4-x4+xy3 
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Ch−¬ng 6 

 

Vµi øng dông vµo lÝ thuyÕt mËt m· 

 
Cho ®Õn kho¶ng cuèi nh÷ng n¨m 70, sè häc vÉn ®−îc xem lµ mét trong nh÷ng ngµnh 
lÝ thuyÕt thuÇn tuý nhÊt cña to¸n häc, v× hÇu nh− kh«ng cã øng dông thùc tÕ. Quan 
niÖm ®ã thay ®æi h¼n sau khi sè häc ®−îc ¸p dông ®Ó x©y dùng nh÷ng hÖ mËt m· 
kho¸ c«ng khai. C¸c lÝ thuyÕt míi cña sè häc, ®Æc biÖt lµ sè häc thuËt to¸n, t×m thÊy 
nh÷ng øng dông trùc tiÕp vµo thùc tiÔn. V× thÕ chóng t«i dµnh mét ch−¬ng tr×nh bµy 
nh÷ng ®iÓm c¬ b¶n cña lÝ thuyÕt mËt m·, ®Ó qua ®ã, ®éc gi¶ cã thÓ thÊy ®−îc vai trß 
quan träng cña nh÷ng vÊn ®Ò xÐt ®Õn trong lÝ thuyÕt sè thuËt to¸n, nh− vÊn ®Ò ®é 
phøc t¹p cña c¸c thuËt to¸n ph©n tÝch mét sè nguyªn d−¬ng ra thõa sè, hay vÊn ®Ò 
kiÓm tra nguyªn tè. 

 

§1. M· Ceasar. 
 

Cã thÓ nãi, mËt m· ®· cã tõ thêi cæ ®¹i. Ng−êi ta cho r»ng, ng−êi ®Çu tiªn ¸p dông 
mËt m· mét c¸ch cã hÖ thèng ®Ó ®¶m b¶o bÝ mËt th«ng tin qu©n sù lµ nhµ qu©n sù 
thiªn tµi cña La M· cæ ®¹i, Julius Ceasar. Sù ph¸t triÓn cña x· héi dÉn ®Õn viÖc ngµy 
nay mËt m· kh«ng nh÷ng chØ ®−îc dïng trong bÝ mËt qu©n sù vµ ngo¹i giao, mµ cßn 
dïng, vµ cã thÓ chñ yÕu lµ dïng trong bÝ mËt kinh tÕ, th−¬ng m¹i. V× thÕ xuÊt hiÖn 
nh÷ng ®ßi hái míi ®èi víi c¸c hÖ mËt m· hiÖn ®¹i, kh¸c vÒ  nguyªn t¾c so víi mËt 
m· th−êng dïng tr−íc ®©y. Kh¸c víi ho¹t ®éng qu©n sù hoÆc ngo¹i giao, trong ho¹t 
®éng kinh doanh, sè l−îng ®¬n vÞ ph¶i cïng trao ®æi th«ng tin th−êng lµ rÊt lín. 
ThËm chÝ, nh÷ng ng−êi ch−a hÒ quen biÕt nhau còng cã nhu cÇu trao ®æi nh÷ng 
th«ng tin mËt víi nhau. Bëi thÕ, nh÷ng hÖ thèng mËt m· x©y dùng theo nguyªn t¾c 
cò khã cã thÓ thÝch hîp: trong c¸c hÖ m· ®ã, khi ®· biÕt kho¸ lËp m·, ta dÔ dµng t×m 
ra kho¸ gi¶i m·. HiÓn nhiªn, muèn göi mét th«ng b¸o mËt cho mét ®èi t−îng nµo ®ã, 
ta cÇn ph¶i biÕt kho¸ lËp m· cña hä, v× thÕ, nh÷ng ng−êi cïng dïng mét hÖ m· ®Òu 
biÕt hÕt bÝ mËt cña nhau. Khi mét bÝ mËt cã qu¸ nhiÒu ng−êi biÕt th× kh«ng cßn lµ bÝ 
mËt n÷a. C¸c hÖ thèng mËt m· hiÖn ®¹i, mËt m· kho¸ c«ng khai, kh¾c phôc ®−îc 
nh÷ng nh−îc ®iÓm ®ã: mçi ng−êi tham gia trong hÖ thèng chØ cÇn gi÷ bÝ mËt kho¸ 
gi¶i m· cña m×nh, trong khi kho¸ lËp m· ®−îc th«ng b¸o c«ng khai. ViÖc biÕt kho¸ 
lËp m· kh«ng cho phÐp t×m ra kho¸ gi¶ m· trong mét thêi gian chÊp nhËn ®−îc, ngay 
c¶ khi sö dông nh÷ng m¸y tÝnh hiÖn ®¹i nhÊt. Nh÷ng mËt m· kho¸ c«ng khai t×m 
thÊy ®Çu tiªn lµ nh÷ng mËt m· dïng hµm sè häc. 

Cã mét ®iÌu hÕt søc thó vÞ lµ, nãi cho cïng, nh÷ng hÖ mËt m· hiÖn ®¹i còng chØ lµ sù 
c¶i tiÕn mËt m· cña Ceasar! V× thÕ chóng t«i b¾t ®Çu viÖc tr×nh bµy mËt m· Ceasar. 

Tr−íc hÕt chóng ta cÇn thèng nhÊt mét sè danh tõ. 
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V¨n b¶n tøc lµ th«ng b¸o cÇn chuyÓn, ®−îc viÕt b»ng ng«n ng÷ th«ng th−êng. ë ®©y, 
ta sÏ xem c¸c v¨n b¶n ®Òu ®−îc viÕt b»ng tiÕng ViÖt. 

ViÖc chuyÓn th«ng b¸o ®ã thµnh d¹ng mËt m· ®−îc gäi lµ m· hãa. 

B¶n ®· m· ho¸ cña v¨n b¶n ®−îc gäi lµ v¨n b¶n mËt. 

Gi¶i m· tøc lµ chuyÓn mét v¨n b¶n mËt thµnh v¨n b¶n ban ®Çu. 

Ceasar chuyÓn th«ng b¸o mËt b»ng c¸ch sau ®©y. Tr−íc tiªn, lËp t−¬ng øng mçi ch÷ 
c¸i víi mét sè. Nhê b¶ng t−¬ng øng ®ã, ta cã thÓ chuyÓn mét v¨n b¶n  thµnh d¹ng 
ch÷ sè. Sau ®ã ta céng thªm 3 vµo mçi ch÷ sè nhËn ®−îc. L¹i nhê b¶ng t−¬ng øng 
gi÷a ch÷ vµ sè, ta biÕn b¶ng ch÷ sè míi nµy  vÒ d¹ng ch÷ viÕt. Nh− vËy ta nhËn ®−îc 
mét v¨n b¶n mËt cÇn chuyÓn ®i. §©y lµ qu¸ tr×nh m· ho¸. 

Khi nhËn ®−îc v¨n b¶n mËt, ta gi¶i m· b»ng c¸ch biÕn nã thµnh d¹ng ch÷ sè nhê 
b¶ng t−¬ng øng gi÷a ch÷ vµ sè, sau ®ã trõ ®i 3 ë mçi ch÷ sè vµ l¹i chuyÓn nã vÒ d¹ng 
ch÷ ®Ó l¹i cã v¨n b¶n ban ®Çu. 

Chó ý r»ng khi phÐp céng hoÆc trõ ®i 3 ®−a ta v−ît khái giíi h¹n cña b¶ng t−¬ng 
øng, ta thay sè ®ã b»ng thÆng d− d−¬ng bÐ nhÊt modulo sè c¸c phÇn tö cña b¶ng 
t−¬ng øng gi÷a ch÷ vµ sè. 

Sau ®©y ta sÏ xÐt trªn mét vÝ dô cô thÓ. 

Tr−íc hÕt ta lËp t−¬ng øng c¸c ch÷ c¸i víi c¸c sè theo b¶ng sau: 

a ¨ © b c d ® e ª g h  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 

i k l m n o « ¬ p q  

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

 

r s t u − v x y 

22 23 24 25 26 27 28 29  

B¶ng 1 

 

DÜ nhiªn ta cã thÓ thªm c¸c sè ®Ó chØ dÊu, nh−ng ®Ó ®¬n gi¶n , ë ®©y ta t¹m thêi viÕt 
c¸c v¨n b¶n kh«ng dÊu. 

Nh− vËy m· Ceasar ®−îc thµnh lËp theo c«ng thøc sau: 

C≡ P+3(mod 29)           (6.1) 

trong ®ã P lµ ch÷ sè trong v¨n b¶n, cßn C lµ ch÷ sè t−¬ng øng trong v¨n b¶n mËt. 
Ch¼ng h¹n ta muèn m· ho¸ th«ng b¸o sau ®©y: 
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LY THUY£T M¢T MA KH¤NG CO GI KHO 

Tr−íc hÕt nh»m n©ng cao tÝnh b¶o mËt, ta t¸ch th«ng b¸o thµnh tõng nhãm 5 ch÷ c¸i, 
®Ó tr¸nh viÖc mét sè tõ cña th«ng b¸o dÔ bÞ ph¸t hiÖn c¨n cø vµo sè ch÷ c¸i. Nh− vËy 
th«ng b¸o cÇn m· ho¸ lµ: 

LYTHU Y£TM¢ TMAKH ¤NGCO GIKHO 

Nhê b¶ng 1, ta chuyÓn th«ng b¸o thµnh d¹ng ch÷ sè: 

14 29 24 11 25   29 8 24 15 1   24 15 1 13 11   18 16 10 5 18   10 12 13 11 18 

Ap dung c«ng thøc (6.1), b¶ng ch÷ sè trªn ®−îc chuyÓn thµnh: 

17 3 27 14 28   3 11 27 18 3   27 18 4 16 14   21 19 13 8 21   13 15 16 14 21 

§Ó cã v¨n b¶n mËt, ta chØ cÇn chuyÓn l¹i thµnh d¹ng ch÷ c¸i theo B¶ng 1: 

O¢VLU  ¢HV¤¢  V¤BNL  Q¥KEQ  KMNLQ 

Sè 3 trong c«ng thøc (6.1) ®−îc gäi lµ kho¸ cña m· Ceasar, v× nã ®−îc dïng ®Ó m· 
ho¸ còng nh− gi¶i m·. 

Ta còng cã thÓ lËp mét hÖ mËt m· míi b»ng c¸ch thay sè 3 trong c«ng thøc (6.1) 
b»ng mét sè k tuú ý kh¸c gi÷a 1 vµ 29: 

C≡ P+k (mod 29)                                                 (6.2) 

Trong tr−êng hîp nµy, kho¸ cña m· lµ k. ViÖc m· ho¸ vµ gi¶i m· ®−îc tiÕn hµnh 
hoµn toµn t−¬ng tù nh− trªn. 

Ta cã thÓ lËp m· tæng qu¸t h¬n chót Ýt b»ng c¸ch thay c«ng thøc (6.2) bëi c«ng thøc 
sau ®©y: 

C≡ aP+b(mod 29), 

trong ®ã a, b lµ c¸c sè nguyªn, vµ (a, 29)=1. Nh÷ng m· nh− vËy ®−îc gäi lµ m· biÕn 
®æi aphin. ViÖc gi¶i m· ®−îc tiÕn hµnh b»ng c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh ®ång d− (6.2), 
khi ®· biÕt c, a, b. 

Ph©n tÝch sau ®©y cho thÊy tÝnh b¶o mËt cña m· Ceasar lµ kh«ng cao. Khi b¾t ®−îc 
mét v¨n b¶n mËt, ng−êi ta cã thÓ dùa vµo tÇn suÊt xuÊt hiÖn cña c¸c ch÷ c¸i ®Ó ®o¸n 
ra kho¸ cña m·. Ch¼ng h¹n nÕu ch÷ a nãi chung xuÊt hiÖn nhiÒu nhÊt trong c¸c v¨n 
b¶n th×  ch÷ c¸i nµo cã mÆt nhiÒu nhÊt trong v¨n b¶n mËt cã nhiÒu kh¶ n¨ng lµ ch÷ a, 
tõ ®ã ®o¸n ra kho¸. H¬n n÷a, chØ cã 29 c¸ch kh¸c nhau ®Ó chän kho¸ cho lo¹i m· nãi 
trªn, nªn ®Ó dµng t×m ra kho¸ cña m·, nhÊt lµ khi ¸p dông m¸y tÝnh. §èi víi m· biÕn 
®æi aphin, chØ cÇn dùa vµo tÇn suÊt xuÊt hiÖn tõ ®Ó t×m ra hai ch÷ c¸i t−¬ng øng víi 2 
ch÷ nµo ®ã trong v¨n b¶n mËt, ta cã thÓ t×m ra a, b b»ng c¸ch gi¶i hÖ hai ph−¬ng 
tr×nh ®ång d−. Ngoµi ra, viÖc gi¶i nh÷ng hÖ m· biÕn ®æi aphin còng qu¸ dÔ dµng ®èi 
víi m¸y tÝnh. 

Nh− vËy, víi nh÷ng yªu cÇu vÒ b¶o mËt cao h¬n, ng−êi ta ph¶i dïng nh÷ng hÖ mËt 
m· phøc t¹p h¬n. Sau ®©y lµ mét vµi hÖ m· th−êng dïng, tõ ®¬n gi¶n ®Õn phøc t¹p. 
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§2. M· khèi.  
M· khèi xuÊt hiÖn nh»m chèng l¹i viÖc sö dông tÇn suÊt xuÊt hiÖn cña c¸c ch÷ c¸i 
trong v¨n b¶n ®Ó dß ra kho¸ gi¶i m·. Kh¸c víi c¸c hÖ m· tr×nh bµy ë môc trªn, ta 
kh«ng m· ho¸ tõng ch÷ c¸i cña v¨n b¶n, mµ m· ho¸ tõng khèi ch÷ c¸i. Tr−íc tiªn ta 
xÐt tr−êng hîp m· khèi 2 ch÷. §Ó dÔ hiÓu ta xÐt vÝ dô sau ®©y. 

Gi¶ sö th«ng b¸o cÇn m· ho¸ lµ 

KH¤NG CO §I£U BI M¢T NAO GI¦ §¦¥C L¢U  

Tr−íc hÕt ta t¸ch th«ng b¸o trªn thµnh khèi hai ch÷: 

KH ¤N GC O§ £U BI M¢ TN AO GI ¦§ ¦¥ CL ¢U 

Sau ®ã c¸c ch÷ c¸i ®−îc chuyÓn thµnh c¸c ch÷ sè t−¬ng øng: 

13 11   18 15   10 5   17 7    9 25    4 12   16 3     24 15    1 17    1012    26 19   5 14    
3 25 

Víi mçi m· khèi hai ch÷, ta chän mét ma trËn cÊp hai lµm kho¸ cña m·. Ch¼ng h¹n 
ma trËn 

A=
23
9

11
12







  

Khi ®ã c¸c khèi hai ch÷ sè P1P2 trong v¨n b¶n ®−îc chuyÓn thµnh c¸c khèi hai ch÷ 
sè C1C2 trong  v¨n b¶n mËt theo c«ng thøc sau ®©y: 

C1≡ 23P1+11P2(mod 29) 

C2≡ 9P1+12P2(mod 29)           (6.3) 

Nh− vËy th«ng b¸o trªn ®©y ®· ®−îc chuyÓn thµnh: 

14 17  28 23  24 5  4 5  18 4  21 6  21 19  7 10   14 2   24 27   8 10   25 8 

Trë l¹i c¸c ch÷ c¸i t−¬ng øng, ta ®−îc v¨n b¶n mËt: 

LO  XS  TC  BC  ¤B  QD TD  Q¥  §G  LI  TV  EG  UE 

§Ó gi¶i m·, ta cÇn gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh ®ång d− (6.3) ®Ó t×m P1,P2. §iÒu ®ã thùc hiÖn 
®−îc nhê ®Þnh lÝ sau ®©y: 

§Þnh lÝ 6.1. Cho hÖ ph−¬ng tr×nh ®ång d− 

ax+by≡ r(mod m) 

cx+dy≡ s(mod m) 

§Æt ∆ =ad-bc (mod m). Khi ®ã, nÕu (∆ ,m)=1 th× hÖ ph−¬ng tr×nh ®ang xÐt tån t¹i 
nghiÖm duy nhÊt modulo m, cho bëi c«ng thøc sau: 

x≡ ∆ -1(dr-bs) (mod m), 

y≡ ∆ -1(as-cr) (mod m), 
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trong ®ã ∆ -1 lµ nghÞch ®¶o cña ∆  modulo m. 

§Þnh lÝ trªn ®©y ®−îc chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù nh− trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh 
(chØ cÇn thay ®iªï kiÖn (∆ ,m)=1 bëi ®iÒu kiÖn ∆ ≠ 0). 

Trong vÝ dô trªn ®©y, ∆ ≡ 3(mod 29), ∆ -1≡ 10(mod 29). Nh− vËy, khi cã khèi C1C2 
trong v¨n b¶n mËt vµ ®· biÕt m· kho¸ lµ ma trËn A, ta t×m ®−îc khèi ch÷ t−¬ng øng 
trong v¨n b¶n lµ P1P2 theo c«ng thøc sau: 

P1=10(12C1-11C2)≡ 4C1+6C2(mod 29) 

P2=10(23C2-9C1)≡ 26C1+27C2(mod 29). 

Tãm l¹i, viÖc m· ho¸ vµ gi¶i m· ®−îc tiÕn hµnh nhê c¸c c«ng thøc: 

C
C

P
P

P
P

C
C

1

2

1

2

1

2

1

2

23 11
9 12

4 6
26 27







 =






















 =














;  

Nh− vËy, viÖc sö dông m· khèi ®· n©ng cao rÊt nhiÒu tÝnh b¶o mËt. Tuy vËy, kho¸ 
cña m· vÉn cã thÓ bÞ kh¸m ph¸ nhê viÖc nghiªn cøu tÇn suÊt xuÊt hiÖn cña c¸c khèi 
ch÷ c¸i. Ch¼ng h¹n nÕu ta dïng m· khèi hai ch÷, th× cã c¶ th¶y 292=641 khèi trong 
tiÕng ViÖt, vµ nh− vËy vÉn cßn kh¶ n¨ng kh¸m ph¸ ra kho¸ cña m· nhê c¸c m¸y tÝnh 
hiÖn ®¹i. Trong tr−êng hîp ta sö dông m· khèi víi nh÷ng khèi nhiÒu ch÷ c¸i, viÖc 
t×m ra kho¸ b»ng tÇn suÊt c¸c khèi ch÷ trªn thùc tÕ lµ kh«ng sö dông ®−îc: Ch¼ng 
h¹n khi dïng m· khèi 10 ch÷ c¸i, sè khèi ch÷ sÏ lµ 2910, v−ît qu¸ kh¶ n¨ng th¨m dß 
tÇn suÊt xuÊt hiÖn c¸c khèi ch÷ ®ã trong ng«n ng÷. 

C¸c m· khèi n ch÷ c¸i ®−îc lËp vµ gi¶i hoµn toµn t−¬ng tù nh− trªn, trong ®ã c¸c ma 
trËn C,P lµ c¸c ma trËn n cét, A lµ ma trËn vu«ng cÊp n. Ma trËn nghÞch ®¶o cña A 
tån t¹i khi ®Þnh thøc cña A nguyªn tè cïng nhau víi 29, vµ ma trËn P sÏ ®−îc tÝnh 
b»ng quy t¾c Kramer nh− trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh (chØ cÇn thay dÊu = bëi ≡ (mod 
29)). 

Sau ®©y ta tr×nh bµy mét lo¹i hÖ m· míi, mét mÆt nã cã tÝnh b¶o mËt rÊt cao, MÆt 
kh¸c  lµ c¬ së cho nh÷ng hÖ m· hoµn toµn míi: c¸c hÖ m· kho¸ c«ng khai. 

§3. M· mò.  
HÖ m· nµy ®−îc Pohlig vµ Hellman ®−a ra n¨m 1978. 

Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lÎ, vµ gi¶ sö kho¸ lËp m· e lµ mét sè nguyªn d−¬ng sao 
cho (e,p-1)=1. Còng nh− tr−íc ®©y, ®Ó m· ho¸ mét th«ng b¸o, tr−íc tiªn ta chuyÓn 
c¸c ch÷ c¸i thµnh d¹ng c¸c ch÷ sè t−¬ng øng (thªm sè 0 vµo tr−íc nh÷ng sè cã mét 
ch÷ sè). Ta dïng b¶ng sau ®©y: 

a ¨ © b c d ® e ª g h  

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 

 

i k l m n o « ¬ p q  

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
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r s t u − v x y  

22 23 24 25 26 27 28 29 

Sau ®ã ta nhãm c¸c sè nhËn ®−îc thµnh tõng nhãm 2m ch÷ sè theo nguyªn t¾c sau: 
2m lµ sè nguyªn ch½n lín nhÊt sao cho mäi sè t−¬ng øng víi m ch÷ c¸i (xÐt nh− lµ 
mét sè nguyªn cã 2m ch÷ sè) ®Òu nhá h¬n p. §Ó dÔ hiÓu, ta gi¶ sö p lµ sè nguyªn tè 
trong kho¶ng 2929<p<292929. Mçi ch÷ c¸i ®−îc biÓu diÔn b»ng mét sè kh«ng qu¸ 
29. Mét sè cã m ch÷ c¸i sÏ ®−îc biÓu diÔn b»ng mét sè kh«ng v−ît qu¸ m lÇn sè 29 
viÕt liªn tiÕp. Nh− vËy, ®Ó ®¶m b¶o sè ®ã lu«n lu«n nhá h¬n p, m chØ cã thÓ lµ 1 hoÆc 
2. Ta lÊy m=2. 

§èi víi mét khèi P trong v¨n b¶n (lµ mét sè 2m ch÷ sè), ta lËp khèi C t−¬ng øng 
trong v¨n b¶n mËt theo c«ng thøc sau: 

C≡ Pe (mod p),  0≤P<p 

V¨n b¶n mËt sÏ chøa nh÷ng khèi ch÷ sè lµ c¸c sè nguyªn nhá h¬n p. 

VÝ dô. Gi¶ sö sè nguyªn tè sö dông ®Ó tiÕn hµnh lËp m· lµ p=2939 vµ kho¸ lËp m· 
e=31, nh− vËy (e,p-1)=(31,2938)=1. 

Ta cÇn m· ho¸ th«ng b¸o sau: 

§I HA N¤I NGAY 

Trong tr−êng hîp nµy, m=2, vµ ta nhãm v¨n b¶n nhËn ®−îc khi chuyÓn sang ch÷ sè 
thµnh nhãm bèn ch÷ sè: 

0712  1101  1618  1216  1001  2928 

Chó ý r»ng, ®Ó khèi cuèi cïng ®ñ bèn ch÷ sè, ta thªm ch÷ X trong v¨n b¶n, ®iÒu nµy 
kh«ng g©y nhÇm lÉn khi ®äc th«ng b¸o (dÜ nhiªn cã thÓ thay ch÷ X b»ng bÊt cø ch÷ 
c¸i naß kh«ng g©y hiÓu nhÇm). 

TiÕp theo, ta chuyÓn c¸c khèi P trong v¨n b¶n thµnh c¸c khèi C trong v¨n b¶n mËt 
theo c«ng thøc sau: 

C≡ P31 (mod 2939),  0<C<2633 

Ch¼ng h¹n, ®Ó m· ho¸ khèi ®Çu tiªn, ta tÝnh: 

C≡ 071231 (mod 2939) 

§Ó tÝnh ®−îc C mét c¸ch nhanh chãng, ta dïng thuËt to¸n b×nh ph−¬ng liªn tiÕp ®· 
xÐt trong ch−¬ng 5. 

Tr−íc tiªn, ta viÕt 31 d−íi d¹ng c¬ sè 2: 31=(11111)2. TÝnh to¸n ®¬n gi¶n cho ta: 

7212≡ 1436, 7124≡ 1857, 7128≡ 1002, 71216≡ 1805(mod 2939). 

Tõ biÓu diÔn cña 31 d−íi d¹ng c¬ sè 2, ta ®−îc: 

71231≡ (712.1436.1857.1805) ≡ 898(mod 2939). 
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Sau khi m· ho¸ toµn bé v¨n b¶n, ta nhËn ®−îc v¨n b¶n mËt cÇn chuyÓn lµ: 

898   2674   1003   746   1786   2614 

§Ó gi¶i m· mét khèi C trong v¨n b¶n mËt, ta cÇn biÕt kho¸ gi¶i m· d. §ã lµ sè d tho¶ 
m·n de≡ 1(mod p-1), cã nghÜa lµ d lµ mét nghÞch ®¶o cña e modulo p-1. NghÞch ®¶o 
®ã tån t¹i do gi¶ thiÕt (e,p-1)=1. §Ó t×m l¹i ®−îc khèi C trong v¨n b¶n, ta chØ viÖc 
n©ng khèi C lªn luü thõa d modulo p. ThËt vËy,  

Cd≡ (Pe)d≡ Pde≡ Pk(p-1)+1≡ P(mod p) 

trong ®ã de=k(p-1)+1 ®èi víi sè nguyªn k nµo ®ã, bëi v× de≡ 1(mod p-1). 

VÝ dô. §Ó gi¶i m· mét khèi trong v¨n b¶n mËt ®−îc m· ho¸ b»ng c¸ch sö dông 
modulo p=2938 vµ kho¸ lËp m· e=31, ta cÇn t×m sè nghÞch ®¶o cña e=31 modulo    
p-1=2938. ThôËt to¸n Euclid më réng gióp ta dÔ dµng t×m ®−îc d. ThËt vËy, theo c¸c 
kÝ hiÖu cña thuËt to¸n Euclid më réng, ta ®Æt: u=2938, v=31. TÝnh to¸n theo thuËt 
to¸n ®ã, ta ®−îc kÕt qu¶ sau ®©y: 

q u1 u2 u3 v1 v2 v3 

- 1 0 2938 0 1 31 

94 0 1 31 1 -94 24 

1 1 -94 24 -1 95 7  

3 -1 95 7 4 -379 3 

2 4 -379 3 -9 853 1 

3 -9 853 1 31 -2938 0 

 

Nh− vËy, ta cã: 31.853-9.2938=1, vµ d=853 

§Ó gi¶i m· khèi C ta dïng c«ng thøc 

P≡ C853(mod 2938). 

  

§é phøc t¹p cña thuËt to¸n lËp m· vµ gi¶i m· ®èi víi m· mò. 

 

Víi mét khèi P trong v¨n b¶n, ta m· ho¸ b»ng c¸ch tÝnh Pe(mod p), sè c¸c phÐp tÝnh 
bit cÇn thiÕt lµ O((log2 p)3). §Ó gi¶i m· tr−íc hÕt ta ph¶i t×m nghÞch ®¶o d cña e 
modulo p-1. §iÒu nµy thùc hiÖn ®−îc víi O(log3 p) phÐp tÝnh bit, vµ chØ cÇn lµm mét 
lÇn. TiÕp theo ®ã, ®Ó t×m l¹i ®−îc khèi P cña v¨n b¶n tõ khèi C cña v¨n b¶n mËt, ta 
chØ cÇn tÝnh thÆng d− nguyªn d−¬ng bÐ nhÊt cña Cd modulo p: sè c¸c phÐp tÝnh bit 
®ßi hái lµ O((log2 p)3). 

Nh− vËy, thuËt to¸n lËp m· vµ gi¶i m· ®−îc thùc hiÖn t−¬ng ®èi nhanh b»ng m¸y 
tÝnh. 
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Tuy nhiªn ta sÏ chøng tá r»ng, viÖc gi¶i m· mét v¨n b¶n mËt ®−îc m· ho¸ b»ng mò 
nãi chung kh«ng thÓ lµm ®−îc nÕu nh− kh«ng biÕt kho¸ e. ThËt vËy, gi¶ sö ta ®· biÕt 
sè nguyªn tè p dïng lµm modun khi lËp m·, vµ h¬n n÷a, gi¶ sö ®· biÕt khèi C nµo ®ã 
trong v¨n b¶n mËt t−¬ng øng víi khèi P trong v¨n b¶n, tøc lµ ta ®· biÕt mét ®ång d− 
thøc 

C≡  Pe(mod p) 

VÊn ®Ò cßn l¹i lµ x¸c ®Þnh e tõ c«ng thøc trªn. Sè e tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®ã ®−îc gäi 
lµ l«garÝt c¬ sè P cña C modulo p. Cã nhiÒu thuËt to¸n kh¸c nhau ®Ó t×m l«garit c¬ 
sè ®· cho modulo mét sè nguyªn tè. ThuËt to¸n nhanh nhÊt ®−îc biÕt hiÖn nay ®ßi 
hái kho¶ng exp( log log log )p p  phÐp tÝnh bit. §Ó t×m logarit modulo mét sè 

nguyªn tè cã n ch÷ sè thËp ph©n, c¸c thuËt to¸n nhanh nhÊt còng ®ßi hái sè phÐp tÝnh 
bit xÊp xØ sè phÐp tÝnh bit cÇn dïng khi ph©n tÝch mét sè nguyªn n ch÷ sè thµnh thõa 
sè. Nh− vËy, nÕu lµm viÖc víi c¸c m¸y tÝnh cã tèc ®é 1 triÖu phÐp tÝnh trong mét 
gi©y, khi p cã kho¶ng 100 ch÷ sè thËp ph©n, viÖc t×m logarit modulo p cÇn kho¶ng 
74 n¨m, cßn trong tr−êng hîp p cã kho¶ng 200 ch÷ sè, thêi gian cÇn thiÕt lµ 3,8 tû 
n¨m! 

CÇn ph¶i l−u ý r»ng, cã nh÷ng tr−êng hîp viÖc t×m ra logarit modulo p ®−îc thùc 
hiÖn b»ng nh÷ng thuËt to¸n nhanh h¬n rÊt nhiÒu. Ch¼ng h¹n khi p-1 chØ cã nh÷ng 
−íc nguyªn tè nhá, tån t¹i nh÷ng thuËt to¸n ®Æc biÖt cho phÐp tÝnh logarit modulo p 
víi O(log2 p) phÐp tÝnh bit. Râ rµng nh÷ng sè nguyªn tè nh− vËy kh«ng thÓ dïng ®Ó 
lËp m·. Trong tr−êng hîp ®ã, ta cã thÓ lÊy q víi p=2q+1, nÕu sè q còng lµ sè nguyªn 
tè (khi ®ã q-1 kh«ng thÓ cã c¸c −íc nguyªn tè nhá). 

M· mò vµ hÖ thèng cã nhiÒu c¸ thÓ tham gia. 

Mét trong nh÷ng −u ®iÓm cña hÖ m· mò lµ trong mét hÖ thèng cã nhiÒu c¸ thÓ cïng 
tham gia trao ®æi th«ng tin, tõng cÆp c¸ thÓ hoÆc tõng nhãm nhá c¸ thÓ vÉn cã kh¶ 
n¨ng sö dông kho¸ mËt m· ®ang dïng ®Ó t¹o nh÷ng kho¸ mËt m· chung, bÝ mËt ®èi 
víi c¸c c¸ thÓ cßn l¹i cña hÖ thèng. 

Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn tè lín vµ a lµ mét sè nguyªn, nguyªn tè cïng nhau víi p. 
Mçi c¸ thÓ trong hÖ thèng chän mét sè k nguyªn tè cïng nhau víi p-1 lµm kho¸ cho 
m×nh. Khi hai c¸ thÓ víi c¸c kho¸ k1, k2 muèn lËp mét kho¸ chung ®Ó trao ®æi th«ng 
tin, c¸ thÓ thø nhÊt göi cho c¸ thÓ thø hai sè nguyªn y1 tÝnh theo c«ng thøc: 

y a p y pk
1 1

1 0≡ < <(mod ),  

C¸ thÓ thø hai sÏ t×m ra kho¸ chung k b»ng c¸ch tÝnh 

 k y1≡ ≡ < <k k ka p k p2 1 2 0(mod ),  

T−¬ng tù c¸ thÓ thø hai göi cho c¸ thÓ thø nhÊt sè nguyªn y2 

y a p y pk
2 2

2 0≡ < <(mod ),  

vµ c¸ thÓ thø nhÊt t×m ra kho¸ chung k theo c«ng thøc 

 k y2≡ ≡k k ka p2 1 2 (mod )  
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Ta l−u ý r»ng, trong c¸ch lËp kho¸ chung trªn ®©y, c¸c c¸ thÓ thø nhÊt vµ thø hai 
kh«ng cÇn biÕt kho¸ mËt m· cña nhau, mµ chØ sö dông kho¸ mËt riªng cña m×nh. 
MÆt kh¸c, c¸c c¸ thÓ cßn l¹i cña mét hÖ thèng còng kh«ng thÓ t×m ra kho¸ chung k 
®ã trong mét thêi gian chÊp nhËn ®−îc, v× ®Ó lµm viÖc ®ã, hä ph¶i tÝnh logarit 
modulo p. 

Trªn ®©y lµ c¸ch lËp kho¸ chung cña hai c¸ thÓ. Hoµn toµn t−¬ng tù nh− vËy, tõng 
nhãm c¸c thÓ cã thÓ lËp kho¸ chung. 

 

§4. C¸c hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai. 

 

Trong tÊt c¶ c¸c hÖ mËt m· tr×nh bµy trªn ®©y, c¸c kho¸ lËp m· ®Òu ph¶i ®−îc gi÷ bÝ 
mËt, v× nÕu kho¸ lËp m· bÞ lé th× ng−êi ta cã thÓ t×m ra kho¸ gi¶i m· trong mét thêi 
gian t−¬ng ®èi ng¾n. Nh− vËy nÕu trong mét hÖ thèng cã nhiÒu cÆp c¸ thÓ hoÆc nhiÒu 
nhãm c¸ thÓ cÇn trao ®æi th«ng tin mËt víi nhau, sè kho¸ mËt m· chung cÇn gi÷ bÝ 
mËt lµ rÊt lín, vµ nh− vËy, khã cã thÓ b¶o ®¶m ®−îc. HÖ m· mµ chóng ta nghiªn cøu 
d−íi ®©y ®−îc lËp theo mét nguyªn t¾c hoµn toµn míi, trong ®ã viÖc biÕt kho¸ lËp 
m· kh«ng cho phÐp t×m ra kho¸ gi¶i m· trong mét thêi gian chÊp nhËn ®−îc. V× thÕ, 
mçi c¸ thÓ chØ cÇn gi÷ bÝ mËt kho¸ gi¶i m· cña riªng m×nh, trong khi kho¸ lËp m· 
®−îc th«ng b¸o c«ng khai. Trong tr−êng hîp mét trong c¸c c¸ thÓ bÞ lé kho¸ gi¶i m· 
cña m×nh, bÝ mËt cña c¸c c¸ thÓ cßn l¹i kh«ng hÒ bÞ ¶nh h−ëng. LÝ do cña viÖc cã thÓ 
x©y dùng nh÷ng hÖ m· nh− vËy chÝnh lµ ®iÒu ta ®· nãi ®Õn khi xÐt c¸c hÖ m· mò: ®é 
phøc t¹p cña thuËt to¸n t×m logarit modulo p lµ qu¸ lín. 

Tr−íc hÕt, ta nãi s¬ qua vÒ nguyªn t¾c cña c¸c hÖ m· kho¸ c«ng khai. Gi¶ sö trong 
hÖ thèng ®ang xÐt cã n c¸ thÓ cïng trao ®æi c¸c th«ng tin mËt. Mçi c¸c thÓ chän cho 
m×nh mét kho¸ lËp m· k vµ mét c«ng thøc m· ho¸ E(k), ®−îc th«ng b¸o c«ng khai. 
Nh− vËy cã n kho¸ lËp m· c«ng khai k1, k2,...,kn. Khi c¸ thÓ thø i muèn göi th«ng b¸o 
cho c¸ thÓ thø j, còng nh− tr−íc ®©y, mçi ch÷ trong th«ng b¸o ®−îc chuyÓn thµnh sè, 
nhãm thµnh tõng khèi víi ®é dµi nµo ®ã. Sau ®ã, mçi khèi P trong v¨n b¶n ®−îc m· 
ho¸ b»ng kho¸ lËp m· E(kj) cña c¸ thÓ thø j (®· th«ng b¸o c«ng khai), vµ göi ®i d−íi 
d¹ng C=E(kj)(P). §Ó gi¶i m· th«ng b¸o nµy, c¸ thÓ thø j chØ cÇn dïng kho¸ gi¶i m· 
(bÝ mËt riªng cho m×nh) Dk j  

Dk j (C)= Dk j E P Pk j
( ) = , 

bëi v× Dk j vµ  Ek j lµ c¸c kho¸ gi¶i m· vµ lËp m· cña cïng c¸ thÓ thø j. C¸c c¸ thÓ 

trong hÖ thèng, nÕu nhËn ®−îc v¨n b¶n mËt, còng kh«ng thÓ nµo gi¶i m·, v× viÖc biÕt 
kho¸ lËp m· Ek j kh«ng cho phÐp t×m ra kho¸ gi¶i m·  Dk j .  

§Ó cô thÓ ho¸ nguyªn t¾c võa tr×nh bµy, ta xÐt vÝ dô trªn hÖ m· kho¸ c«ng khai ®−îc 
t×m thÊy ®Çu tiªn n¨m 1978 bëi Rivest, Shamir vµ Adleman (xem[ RSA]) (th−êng 
®−îc gäi lµ hÖ m· RSA). 

HÖ RSA ®−îc x©y dùng trªn c¬ së m· mò, trong ®ã kho¸ lµ cÆp (e,n), gåm sè mò e 
vµ modun n. Sè n ®−îc dïng ë ®©y lµ tÝch cña hai sè nguyªn tè rÊt lín nµo ®ã, n=pq, 
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sao cho (e,φ (n))=1, trong ®ã φ (n) lµ hµm Euler. §Ó m· ho¸ mét th«ng b¸o, tr−íc 
tiªn ta chuyÓn c¸c ch÷ c¸i thµnh c¸c sè t−¬ng øng vµ nhãm thµnh c¸c khèi víi ®é dµi 
lín nhÊt cã thÓ (tuú thuéc kh¶ n¨ng tÝnh to¸n) víi mét sè ch½n ch÷ sè. §Ó m· ho¸ 
mét khèi P trong v¨n b¶n, ta lËp khèi C trong v¨n b¶n mËt b»ng c«ng thøc: 

E(P) ≡ C≡ Pe(mod n), 0<C<n. 

Qu¸ tr×nh gi¶i m· ®ßi hái ph¶i biÕt ®−îc mét nghÞch ®¶o d cña e modulo φ (n). 
NghÞch ®¶o nµy tån t¹i theo ®iÒu kiÖn (e, φ (n) )=1. 

Muèn gi¶i m· mét khèi C trong v¨n b¶n mËt, ta tÝnh 

D(C) ≡ Cd≡ (Pe)d≡ Ped≡ P k nφ( ) +1 ≡ ( )( )P Pn kφ ≡ P(mod n). 

trong ®ã ed=kφ (n)+1 ®èi víi sè nguyªn k nµo ®ã, v× ed≡ 1(mod φ (n)), vµ do ®Þnh lÝ 

Euler ta cã: P pnφ ( ) (mod )≡ 1 , khi (P,n)=1 (chó ý r»ng, x¸c suÊt ®Ó P vµ n kh«ng 
nguyªn tè cïng nhau lµ hÕt søc nhá, xem bµi tËp 6.7). CÆp (d,n) nh− vËy ®−îc gäi lµ 
kho¸ gi¶i m·. 

§Ó minh ho¹, ta xÐt mét vÝ dô ®¬n gi¶n, lÊy n=53.61=3233 vµ e=17. Trong tr−êng 
hîp ®ã ta cã (e, φ (n))=(17,52.63)=1. Gi¶ sö ta cÇn m· ho¸ th«ng b¸o sau: 

§A G¦I TI£N 

Tr−íc tiªn ta chuyÓn c¸c ch÷ c¸i trong v¨n b¶n thµnh c¸c sè t−¬ng øng vµ nhãm 
chóng thµnh tõng khèi 4 ch÷ sè. Ta cã: 

0701 1026 1224 1209 1628 

Ta m· ho¸ c¸c khèi nhê c«ng thøc 

C≡ P17(mod 3233) 

Ta l¹i dïng ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng liªn tiÕp. Ch¼ng h¹n, ®èi víi khèi ®Çu tiªn, ta 
nhËn ®−îc: 

(701)17 ≡ 140(mod 3233) 

M· ho¸ toµn bé v¨n b¶n, ta ®−îc v¨n b¶n mËt sau ®©y: 

140 721 1814 1819 361 

Khi nhËn ®−îc v¨n b¶n mËt nµy, ®Ó gi¶i m·, ta ph¶i t×m mét nghÞch ®¶o d cña e 
modulo φ (3233). Ta cã φ (53.61)=52.60=3120. Dïng thuËt to¸n Euclid më réng, ta 
tÝnh ®−îc d=2753. Nh− vËy, ®Ó gi¶i m· khèi C ta dïng c«ng thøc 

P≡ C2753(mod 3233), 0≤P ≤3233 

Cã thÓ thö l¹i: 

C2753≡ (P17)2753≡ P(P3120)15≡ P(mod 3233) 

ë ®©y ta dïng ®Þnh lÝ Euler ®Ó nhËn ®−îc Pφ ( )3253 ≡ P3120≡ 1(mod 3233), khi 
(P,3233)=1 (®iÒu nµy ®óng víi mäi khèi trong th«ng b¸o cña chóng ta) 
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B©y giê ta chØ ra r»ng, hÖ m· RSA tho¶ m·n c¸c nguyªn t¾c cña hÖ m· kho¸ c«ng 
khai nãi ë ®Çu tiÕt nµy. Tr−íc tiªn, ta chó ý r»ng, mçi c¸ thÓ ph¶i chän hai sè nguyªn 
tè lín p vµ q, cì chõng 100 ch÷ sè thËp ph©n. §iÒu nµy cã thÓ lµ trong Ýt phót nhê 
mét m¸y tÝnh. Khi c¸c sè nguyªn tè p vµ q ®· ®−îc chän, sè mò dïng ®Ó m· ho¸ e sÏ 
®−îc lÊy sao cho (e, φ (qp))=1. Nãi chung nªn chän e lµ sè nguyªn tè tuú ý lín h¬n 
q vµ p. Sè e ®−îc chän nhÊt thiÕt ph¶i tho¶ m·n 2e>n=pq. NÕu ®iÒu kiÖn nµy kh«ng 
®−îc tho¶ m·n, ta cã C=Pe<n, vµ nh− vËy ®Ó t×m ra P, ta chØ viÖc tÝnh c¨n bËc e cña 
C. Khi ®iÒu kiÖn 2e>n ®−îc tho¶ m·n, mäi khèi P kh¸c 0 vµ 1 ®Òu ®−îc m· ho¸ b»ng 
c¸ch n©ng lªn luü thõa vµ lÊy ®ång d− theo modulo n. 

Ta cÇn ph¶i chøng tá r»ng, viÖc biÕt kho¸ lËp m· (c«ng khai) (e,n) kh«ng ®Én ®Õn 
viÖc t×m ®−îc kho¸ gi¶i m· (d,n). 

Chó ý r»ng, ®Ó t×m nghÞch ®¶o d cña e modulo φ  (n), tr−íc tiªn ph¶i t×m ®−îc φ  (n). 
ViÖc t×m φ  (n) kh«ng dÔ h¬n so víi ph©n tÝch n, bëi v×, mét khi biÕt φ  (n) vµ n, ta sÏ 
ph©n tÝch ®−îc n=pq. 

ThËt vËy, ta cã: 

p+q=n-φ  (n)+1 

p-q= ( ) ( )p q qp p q n+ − = + −2 24 4  

Tõ c¸c c«ng thøc ®ã t×m ®−îc q vµ p. 

NÕu ta chän c¸c sè p vµ q kho¶ng 100 ch÷ sè thËp ph©n, th× n sÏ cã kho¶ng 200 ch÷ 
sè thËp ph©n. §Ó ph©n tÝch mét sè nguyªn cì lín nh− thÕ, víi c¸c thuËt to¸n nhanh 
nhÊt hiÖn nay vµ víi nh÷ng m¸y tÝnh hiÖn ®¹i nhÊt, ta mÊt kho¶ng 3,8 tû n¨m! 

Cã mét vµi ®iÒu cÇn l−u ý khi chän c¸c sè p vµ q ®Ó  tr¸nh r¬i vµo tr−êng hîp tÝch pq 
bÞ ph©n tÝch nhanh nhê nh÷ng thuËt to¸n ®Æc biÖt: q vµ p cÇn chän sao cho p-1 vµ q-1 
chØ cã c¸c thõa sè nguyªn tè lín, (p-1,q-1) ph¶i nhá, q vµ p ph¶i cã sè ch÷ sè trong 
khai triÓn thËp ph©n kh¸c nhau kh«ng nhiÒu. 

Cã thÓ n¶y ra c©u hái: trong mét hÖ thèng nhiÒu c¸ thÓ tham gia, c¸c kho¸ lËp m· ®· 
l¹i ®−îc c«ng khai, lµm sao cã thÓ tr¸nh ®−îc tr−êng hîp mét c¸ thÓ nµy “m¹o danh” 
mét c¸ thÓ kh¸c ®Ó göi th«ng b¸o cho mét c¸ thÓ thø ba? Nãi c¸ch kh¸c lµm sao cã 
thÓ “kÝ tªn” d−íi c¸c th«ng b¸o mËt? VÊn ®Ò nµy ®−îc gi¶i quyÕt ®¬n gi¶n nh− sau: 
Gi¶ sö “«ng I” cÇn kÝ tªn d−íi th«ng b¸o göi “«ng J”. Khi ®ã, tr−íc tiªn, «ng I tÝnh 

S≡ Dki (I) ≡ Idi (mod ni). 

Chó ý r»ng chØ cã «ng I lµm ®−îc viÖc nµy, v× trong c«ng thøc sö dông kho¸ gi¶i m· 
cña «ng I. Sau ®ã, I sÏ göi cho J th«ng b¸o 

C≡ E S S nk
e

jj

j( ) (mod )= ,  

trong ®ã (ej,nj) lµ kho¸ lËp m· cña J. 

Khi nhËn ®−îc, ®Ó gi¶ m·, J tr−íc tiªn dïng kho¸ gi¶i m· riªng cña m×nh ®Ó nhËn ra 
S: 
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D Ck j
( ) ≡ D E Sk kj j

( ( )) ≡ S 

§Ó x¸c minh S ®Ých thùc lµ ch÷ kÝ cña I, J chØ cßn viÖc ¸p dông vµo S kho¸ lËp m· 
c«ng khai cña I: 

E S E D I Ik k ki i i
( ) ( )≡ ≡  

Chó ý c¸ch lµ nh− trªn thÝch hîp khi nj>ni, v× khi ®ã ta lu«n cã S<nj. NÕu ng−îc l¹i, I 
ph¶i t¸ch S thµnh tõng khèi cã ®é dµi bÐ h¬n nj vµ m· ho¸ tõng khèi råi míi chuyÓn. 

Nh− vËy, mét mÆt  J x¸c ®Þnh  ®−îc ®ã ®óng lµ th«ng b¸o do I göi ®Õn, mÆt kh¸c I 
còng kh«ng thÓ tõ chèi viÖc m×nh lµ chñ nh©n cña th«ng b¸o ®ã, v× ngoµi I ra, kh«ng 
ai cã kho¸ m· Dki ®Ó m¹o “ch÷ kÝ” cña I. 

Trªn ®©y lµ hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai xuÊt hiÖn ®Çu tiªn. Tõ ®ã ®Õn nay, cã nhiÒu 
hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai míi ra ®êi. Tuy vËy, nguyªn t¾c chung cña cac hÖ m· ®ã 
lµ sö dông nh÷ng “thuËt to¸n mét chiÒu”, tøc lµ nh÷ng thuËt to¸n cho phÐp t×m ra 
mét ®¹i l−îng nµo dã t−¬ng ®èi nhanh, nh−ng viÖc t×m “nghÞch ®¶o” (theo mét nghÜa 
nµo ®ã) cña nã ®ßi hái thêi gian qu¸ lín. §éc gi¶ nµo quan t©m ®Õn vÊn ®Ò nµy cã 
thÓ t×m ®äc trong nh÷ng tµi liÖu chuyªn vÒ lÝ thuyÕt mËt m·. Trong ch−¬ng tiÕp theo, 
ta sÏ quay vÒ víi lÝ thuyÕt mËt m· kho¸ c«ng khai khi nghiªn cøu c¸c ®−êng cong 
elliptic. 

Cïng víi sù ph¸t triÓn cña mËt m· kho¸ c«ng khai, cã lÏ sÏ ®Õn lóc bªn c¹nh ®Þa chØ 
vµ ®iÖn tho¹i cña mçi c¬ quan, c«ng ty, cßn ghi thªm kho¸ lËp m· cña hä! 
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Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ch−¬ng 6. 

I. Bµi tËp 
6.1. BiÕt r»ng th«ng b¸o sau ®©y ®· ®−îc m· ho¸ b»ng m· Ceasar (víi kho¸ k nµo ®ã 
trong kho¶ng 1-29), h·y t×m kho¸ vµ gi¶i m·: 

S¤EMR IEIEH USSOT SLU¥I EI¤HE  ITSA¢ U¥IEI ¤LU¥I ES¤YB SOS¤E 
MRDEI EI¤X¢ EI¤BS ORMCE SXS¤L GDES¤ MBSO¡ ¤MTMR 

6.2. Dïng m· khèi ®Ó m· ho¸ c©u 

CO C¤NG MAI S¡T CO NGAY N£N KIM 

víi kho¸ ma trËn lµ 

24 22
11 10






  

6.3. Gi¶i m· c©u sau ®©y, biÕt r»ng nã ®−îc m· ho¸ b»ng khèi víi ma trËn 

8 4
17 11






  

OD O¢ XC ¥¥ EP Y¥ NR EY 

6.4. Cã thÓ lËp m· khèi theo c¸ch sau ®©y. Gi¶ sö A, B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp hai. 
Qu¸ tr×nh m· ho¸ ®−îc thùc hiÖn bëi c«ng thøc 

C≡ AP+B(mod 29). 

H·y viÕt c«ng thøc gi¶ m· vµ cho mét vÝ dô cô thÓ. 

6.5. M· ho¸ c©u sau ®©y b»ng m· mò víi p=3137, e=31: 

§£N N¥I AN TOAN 

6.6. H·y gi¶i m· v¨n b¶n mËt sau ®©y, nÕu biÕt nã ®−îc m· ho¸ b»ng m· mò víi 
p=3137, e=31: 

0206 0248 1345 2200 

6.7. Chøng minh r»ng, khi lËp m· RSA, nÕu xÈy ra tr−êng hîp cã mét tõ P nµo ®ã 
trong th«ng b¸o kh«ng nguyªn tè cïng nhau víi kho¸ n=pq ®· chän, vµ tõ nµy bÞ 
ph¸t hiÖn, th× nh©n viªn ph©n tÝch m· cã thÓ ph©n tÝch ®−îc n ra thõa sè nguyªn tè, 
vµ do ®ã, t×m ®−îc kho¸ gi¶i m·. 

6.8. Chøng minh r»ng, nÕu c¸c sè q, p ®−îc chän ®ñ lín th× tr−êng hîp “rñi ro” nãi 
trong bµi tËp 6.7 x¶y ra víi x¸c suÊt rÊt nhá. 

6.9. Dïng kho¸ víi n=3233, e=17 ®Ó m· ho¸ c©u 
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CHUC M¦NG N¡M M¥I 
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 II. Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y 
§Ó lµm gi¶m nhÑ c¸c thao t¸c trong viÖc lËp m· vµ gi¶i m· v¨n b¶n ®èi víi m· khèi 
vµ m· mò chóng t«i chØ ra c¸ch dïng Maple ®Ó tÝnh to¸n. 

§Ó thèng nhÊt ta gäi v¨n b¶n lµ th«ng b¸o cÇn chuyÓn ®−îc viÕt b»ng ng«n ng÷ 
th«ng th−êng kh«ng cã dÊu, P lµ ch÷ trong v¨n b¶n. B¶n ®· m· ho¸ cña v¨n b¶n gäi 
lµ v¨n b¶n mËt, C ch÷ sè t−¬ng øng trong v¨n b¶n mËt. Gi¶i m· tøc lµ chuyÓn v¨n 
b¶n mËt C thµnh v¨n b¶n ban ®Çu P. 

Do trong Maple kh«ng cã chÕ ®é tiÕng ViÖt, nªn ta dïng kÝ hiÖu aw, aa, dd, ee, oo, 
ow, uw thay cho c¸c ch÷ ¨, ©, ®, ª, «, ¬, − t−¬ng øng. 

II. 1. Thùc hµnh lËp m· vµ gi¶i m· khèi 

1. LËp m·: §èi víi hÖ m· khèi vµ m· mò, ta øng c¸c ch÷ trong v¨n b¶n víi c¸c sè, 
chuyÓn c¸c sè ®ã thµnh hÖ thèng sè kh¸c th«ng qua kho¸ lËp m·, sau ®ã l¹i dïng 
b¶ng t−¬ng øng c¸c sè võa t×m ®−îc ta ®−îc v¨n b¶n mËt cÇn chuyÓn. 

Gi¶ sö ta cÇn m· ho¸ v¨n b¶n P b»ng m· khèi 2 ch÷ víi kho¸ lËp m·  lµ 
a a
a a

1 2

3 4







 . 

Kho¸ lËp m· ®−îc dïng ë ®©y lµ ma trËn cÊp 2× 2, nªn nÕu sè c¸c ch÷ trong v¨n b¶n 
P lµ sè ch½n th× viÖc m· ho¸  x¶y ra b×nh th−êng nh−ng nÕu sè c¸c ch÷ trong v¨n b¶n 
P lµ sè lÎ th× ch÷  cuèi cïng cña v¨n b¶n P sÏ kh«ng ®−îc m· ho¸. §Ó kh¾c phôc t×nh 
tr¹ng ®ã trong tr−êng hîp thø 2 ta thªm vµo cuèi v¨n b¶n P  mét ch÷ mµ kh«ng ¶nh 
h−ëng ®Õn néi dung cña v¨n b¶n (ch¼ng h¹n ch÷ x). Ta thùc hiÖn theo c¸c b−íc sau 
®©y: 

B−íc 1: TÝnh sè c¸c ch÷ trong v¨n b¶n P, ta thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 

[>nops([P]); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn sè c¸c ch÷ c¸i trong v¨n b¶n 
P, nÕu ®ã lµ sè ch½n ta kh«ng thay ®æi P, nÕu ®ã lµ sè lÎ ta thªm vµo cuèi v¨n b¶n P 
mét ch÷ c¸i, vÝ dô lµ ch÷ x. 

B−íc  2: ThiÕt lËp t−¬ng øng c¸c ch÷ c¸i trong v¨n b¶n P (hoÆc lµ P sau khi ®· thªm 
ch÷ c¸i x) víi c¸c sè th«ng qua dßng lÖnh sau ®©y: 

[>L:=   
subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=11,
i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=22
,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=0},[P]): 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter”, v× ë ®©y ta kh«ng cÇn hiÓn thÞ kÕt qu¶ cña dßng lÖnh 
nµy nªn dïng dÊu (:) thay cho dÊu (;). Khi ®ã trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn dÊu nh¾c 
([>) ®Ó thùc hiÖn tiÕp dßng lÖnh thø 3. 

B−íc 3: Thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[>N:=nops(L)/2: 
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(LÖnh nops(L) dïng ®Ó tÝnh sè phÇn tö cña L ) 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn dÊu nh¾c lÖnh ([>), ta thùc 
hiÖn tiÕp b−íc 4. 

B−íc 4: Thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[> subs 
({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i
,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22=r,23=
s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y}, [seq (msolve ({x-
a1*L[2*k-1]-a2*L[2*k],y-a3*L[2*k-1]-a4*L[2*k]},29),k=1.. 
N)]); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn c¸c ch÷ t−¬ng øng cña v¨n 
b¶n mËt. Ta viÕt l¹i theo thø tù thÝch hîp sÏ ®−îc v¨n b¶n mËt cÇn chuyÓn. 

Nh− vËy, rÊt ®¬n gi¶n, ®Ó m· ho¸ v¨n b¶n nµo ®ã ta chØ cÇn thay c¸c ch÷ c¸i trong 
v¨n b¶n vµo vÞ trÝ cña P (víi chó ý c¸c ch÷ c¸i ph¶i t¸ch biÖt nhau bëi dÊu (,)) trong 
dßng lÖnh thø nhÊt, thø hai vµ thay c¸c sè a1a2,a3,a4 cña kho¸ lËp m· vµo dßng lÖnh 
thø t−. §Ó dÔ hiÓu ta theo dâi thÝ dô sau ®©y: 

Chó ý: §èi víi hÖ m· nµy ta cho t−¬ng øng ch÷ y víi sè 0. 

ThÝ dô 1: M· ho¸ c©u CHUC BAN THANH C¤NG b»ng m· khèi víi kho¸ lËp m· 

lµ 
23 11
9 12







 .       

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>nops([c,h,u,c,b,a,n,t,h,a,n,h,c,oo,n,g]); 

16 

16 lµ mét sè ch½n do ®ã ta thùc hiÖn tiÕp dßng lÖnh thø hai mµ kh«ng cÇn ph¶i thªm 
ch÷ vµo. 

[>L:=   
subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=11,
i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=22
,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=0},[c,h,u,c,b,a,n,t,h,
a,n,h,c,oo,n,g]): 

[> N:=nops(L)/2: 

[>subs 
({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i
,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22=r,23=
s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y}, [seq (msolve ({x-
23*L[2*k-1]-11*L[2*k],y-9*L[2*k-1]-
12*L[2*k]},29),k=1..N)]); 

 

[{y = aa, x = b},{y = t, x = q},{y = ow, x = n},{y = uw, 
x = s},{y = t, x = aa},{x = u, y = m},{y = y, x = s},{x 
= l, y = aa}] 
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VËy ta cã v¨n b¶n mËt t−¬ng øng lµ B¢ QT N¥ S¦ ¢T UM SY L¢ 

ThÝ dô 2:  M· ho¸ c©u LY THUY£T M¢T MA KH¤NG CO GI KHO b»ng m· khèi 

víi kho¸ lËp m· lµ 
8 4

17 11






 .       

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>nops([l,y,t,h,u,y,ee,t,m,aa,t,m,a,k,h,oo,n,g,c,o,g,i,k
,h,o]); 

                                  25 

25 lµ mét sè lÎ do ®ã ta ph¶i thªm mét ch÷ x vµo trong v¨n b¶n P. 

[>L:=subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,
h=11,i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21
,r=22,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=0},[l,y,t,h,u,y,e
e,t,m,aa,t,m,a,k,h,oo,n,g,c,o,g,i,k,h,o,x]): 

[> N:=nops(L)/2: 

[>subs({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=
h,12=i,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22
=r,23=s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y},[seq (msolve ({x-
8*L[2*k]-4*L[2*k-1],y-17*L[2*k]-11*L[2*k-
1]},29),k=1..N)]); 

 

[{x = v, y = ee}, {x = g, y = n}, {x = k, y = l}, {x = 
u, y = l},{x = uw, y = k}, {x = k, y = uw}, {x = q, y = 
y}, {x = l, y = q},{y = v, x = x}, {x = h, y = u}, {x = 
p, y = t}, {y = h, x = t},{x = aw, y = u}] 

VËy ta cã v¨n b¶n mËt t−¬ng øng lµ V£ GN KL UL ¦K K¦ QY LQ XV HU PT TH 
¡U 

  2. Gi¶i m·: Gi¶ sö ta nhËn ®−îc v¨n b¶n mËt C, cÇn gi¶i m· C víi kho¸ ma trËn 

A=
a a
a a

1 2

3 4







 ta thùc hiÖn tr×nh tù tõng b−íc nh− sau: 

B−íc 1: LËp t−¬ng øng mçi ch÷ c¸i trong v¨n b¶n mËt víi mét sè b»ng dßng lÖnh 
nh− qu¸ tr×nh lËp m·.  

[>L:=   
subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=11,
i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=22
,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=0},[C]): 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn dÊu nh¾c lÖnh ([>), ta thùc 
hiÖn tiÕp b−íc 2. 

B−íc 2: Thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[>N:=nops(L)/2: 
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(LÖnh nops(L) dïng ®Ó tÝnh sè phÇn tö cña L ) 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ xuÊt hiÖn dÊu nh¾c lÖnh ([>), ta thùc 
hiÖn tiÕp b−íc 3. 

B−íc 3: Thùc hiÖn dßng lÖnh: 

[>subs 
({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i
,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22=r,23=
s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y}, [seq (msolve ({L[2*k-
1]-a1*x-a2*y,L[2*k]-a3*x-a4*y},29),k=1..N)]); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn c¸c ch÷ t−¬ng øng cña v¨n 
b¶n. Ta viÕt l¹i theo thø tù thÝch hîp sÏ ®−îc v¨n b¶n ban ®Çu. 

Nh− vËy, rÊt ®¬n gi¶n, ®Ó gi¶i m· v¨n b¶n mËt C khi biÕt kho¸ ma trËn A ta chØ cÇn 
thay c¸c ch÷ c¸i trong v¨n b¶n mËt vµo vÞ trÝ cña C (víi chó ý c¸c ch÷ c¸i ph¶i t¸ch 
biÖt nhau bëi dÊu (,)) trong dßng lÖnh thø nhÊt vµ thay c¸c sè a1a2,a3,a4 cña kho¸ lËp 
m· vµo dßng lÖnh. §Ó dÔ hiÓu ta theo dâi thÝ dô sau ®©y: 

ThÝ dô: Gi¶i m· v¨n b¶n mËt B¢ QT N¥ S¦ ¢T UM SY L¢ b»ng m· khèi víi kho¸ 

lËp m· lµ 
23 11
9 12







 .       

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>L:=subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,
h=11,i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21
,r=22,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=0},[b,aa,q,t,n,ow
,s,uw,aa,t,u,m,s,y,l,aa]): 

[> N:=nops(L)/2: 

[>subs 
({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i
,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22=r,23=
s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y}, [seq (msolve ({L[2*k-
1]-23*x-11*y,L[2*k]-9*x-12*y},29),k=1..N)]); 

 

[{y = h, x = c}, {y = c, x = u}, {y = a, x = b}, {y = t, 
x = n},{x = h, y = a}, {y = h, x = n}, {y = oo, x = c}, 
{y = g, x = n}] 

Nh− vËy ta cã v¨n b¶n lµ CHUC BAN THANH C¤NG. 

II. 2. Thùc hµnh lËp m· vµ gi¶i m· mò 

1. LËp m·: §èi víi hÖ m· mò, ta øng c¸c ch÷ trong v¨n b¶n víi c¸c sè, chuyÓn c¸c 
sè ®ã thµnh hÖ thèng sè kh¸c th«ng qua kho¸ lËp m·, sau ®ã l¹i dïng b¶ng t−¬ng 
øng c¸c sè võa t×m ®−îc ta ®−îc v¨n b¶n mËt cÇn chuyÓn. Gi¶ sö p lµ mét sè nguyªn 
tè lÎ (®Ó ®¶m b¶o tÝnh an toµn sè p ®−îc chän ë ®©y ph¶i lµ sè nguyªn tè t−¬ng ®èi 
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lín, ch¼ng h¹n lín h¬n 2929), e lµ kho¸ lËp m· (trong ®ã (e,p-1)=1). §Ó chuyÓn mét 
v¨n b¶n cho ®èi t−îng cã kho¸ lËp m· lµ (e,p) tiÕn hµnh lËp m· theo c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: T×m m (lµ sè nguyªn lín nhÊt sao cho mäi sè t−¬ng øng víi m ch÷ c¸i ®Òu 
nhá h¬n p). Ta thùc hiÖn dßng lÖnh sau: 

[>Lp:=length(p); 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn kÕt qu¶.  

NÕu kÕt qu¶ lµ mét sè lÎ th× lÊy m =(Lp-1)/2.  

NÕu kÕt qu¶ lµ mét sè ch½n xÐt p’=2929...29 trong ®ã sè ch÷ sè cña p’ b»ng sè ch÷ 
sè cña p, ta thùc hiÖn tiÕp dßng lÖnh: 

[>p-p’; 

Sau dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn kÕt qu¶. NÕu kÕt qu¶ lµ mét sè 
d−¬ng lÊy m=Lp/2. NÕu kÕt qu¶ lµ mét sè ©m lÊy m=(Lp-2)/2. 

B−íc 2: §Æt t−¬ng øng mçi ch÷ trong v¨n b¶n P víi mét sè, ta dïng dßng lÖnh sau: 

[>subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=1
1,i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=
22,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=29},[P]); 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

B−íc 3: Chia c¸c sè t−¬ng øng t×m ®−îc thµnh tõng nhãm m sè, trong ®ã c¸c sè 
1,2,3,4,5,6,7,8,9 thay bëi 01,02,03,04,05,06,07,08,09. NÕu nhãm cuèi cïng ch−a ®ñ 
m sè th× ta thªm vµo c¸c sè 28 (t−¬ng øng víi ch÷ x). C«ng viÖc nµy ta thùc hiÖn 
b»ng tay v× nã ®¬n gi¶n. Råi t×m c¸c ch÷ t−¬ng øng trong v¨n b¶n mËt. Ta thùc hiÖn 
dßng lÖnh: 

[>L:=[nhãm thø nhÊt, nhãm thø hai,...]:seq (msolve (x-
L[k]&^e,p),k=1..nops(L)); 

Sau dÊu (:) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ra kÕt qu¶. 

Nh− vËy, rÊt ®¬n gi¶n, ®Ó m· ho¸ v¨n b¶n nµo ®ã ta chØ cÇn thay c¸c ch÷ c¸i trong 
v¨n b¶n vµo vÞ trÝ cña P (víi chó ý c¸c ch÷ c¸i ph¶i t¸ch biÖt nhau bëi dÊu (,)) trong 
dßng lÖnh ë b−íc  2, vµ thay c¸c sè p,e cña kho¸ lËp m· vµo c¸c dßng lÖnh ë b−íc 1, 
b−íc 3. §Ó dÔ hiÓu ta theo dâi thÝ dô sau ®©y: 

ThÝ dô: Víi kho¸ lËp m· lµ p=2938,e=31. M· ho¸ th«ng b¸o sau: 

§I HA N¤I NGAY 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>length(2839); 

                                  4 

4 lµ mét sè ch½n do ®ã ta ph¶i thùc hiÖn tiÕp lÖnh thö víi p’=2929 

[> 2939-2929; 
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                                  10 

10 lµ mét sè d−¬ng do ®ã lÊy m=4/2=2.  

[>subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=1
1,i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=
22,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=29},[dd,i,h,a,n,oo,i
,n,g,a,y]); 

              [7, 12, 11, 1, 16, 18, 12, 16, 10, 1, 29] 

[> L:=[0712,1101,1618,1216,1001,2928]:seq(msolve 
(L[k]&^31-x,2939),k=1..nops(L)); 

 

{x = 898}, {x = 1853}, {x = 1003}, {x = 2156}, {x = 
1786}, {x = 2614} 

VËy ta cã v¨n b¶n mËt lµ  898  1853  1003  2156  1786  2614. 

2. Gi¶i m·: Khi nhËn ®−îc mét v¨n b¶n mËt C göi cho m×nh, ta dïng kho¸ gi¶i m· 
(d,n) cña m×nh ®Ó t×m ra néi dung nhËn ®−îc. Ta thùc hiÖn c¸c dßng lÖnh nh− sau: 

B−íc 1: T×m l¹i khèi P’ (t−¬ng øng b»ng c¸c sè) trong v¨n b¶n, ta dïng dßng lÖnh: 

[>L:=[C]: seq (msolve (x-L[k]&^d,p),k=1..nops(L)); 

Chó ý khi thay C vµo trong dßng lÖnh nµy th× c¸c khèi ph¶i c¸ch nhau bëi (,). Sau 
dÊu (;) Ên phÝm “Enter” trªn mµn h×nh sÏ hiÖn lªn khèi c¸c sè t−¬ng øng cña P’. 

B−íc 2: §Ó nhËn ®−îc P ta t¸ch mçi khèi cña P’ nhËn ®−îc thµnh c¸c nhãm cã hai 
sè råi t−¬ng øng mçi  nhãm víi mét ch÷ c¸i. Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>P:=[P’]:subs({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,
10=g,11=h,12=i,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p
,21=q,22=r,23=s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,29=y},[seq((P[
i] mod  29),i=1..nops(P))]); 

Ta xÐt thÝ dô sau: 

ThÝ dô: H·y gi¶i m· v¨n b¶n mËt 898  1853  1003  2156  1786  2614 biÕt kho¸ gi¶i 
m· lµ (853,2939). 

Ta thùc hiÖn nh− sau: 

[>L:=[898,1853,1003,2156,1786,2614]:seq(msolve(x-
L[k]&^853,2939),k=1..nops(L)); 

 

{x = 712}, {x = 1101}, {x = 1618}, {x = 1216}, {x = 
1001}, {x = 2928} 

 

[>P:= 
[07,12,11,1,16,18,12,16,10,1,29,28]:subs({1=a,2=aw,3=aa,
4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i,13=k,14=l,15=m,
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16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,21=q,22=r,23=s,24=t,25=u,26=u
w,27=v,28=x,0=y},[seq((P[i] mod  29),i=1..nops(P))]); 

 

                [dd, i, h, a, n, oo, i, n, g, a, y, x] 

VËy v¨n b¶n nhËn ®−îc lµ §I HA N¤I NGAY. 

II. 3. Thùc hµnh lËp m· vµ gi¶i m· RSA 

Qu¸ tr×nh nµy ®−îc thùc hiÖn t−¬ng tù ®èi víi hÖ m· mò, ta chØ cÇn thªm vµo ch÷ kÝ 
cña m×nh. §èi víi hÖ m· nµy, kho¸ lËp m· lµ (e,n) trong ®ã n lµ tÝch cña hai sè 
nguyªn tè lín, kho¸ gi¶i m· lµ (e,d). Ta xÐt thÝ dô sau ®©y: 

1. LËp m·: 

ThÝ dô : Linh cã kho¸ lËp m· lµ (19,221), Lan cã kho¸ lËp m· lµ (13,1457). Linh 
muèn göi cho Lan lêi nh¾n sau: “Anh muèn gÆp em, Linh”. Anh ta thùc hiÖn nh− 
sau: 

B−íc 1: øng mçi ch÷ trong lêi nh¾n víi mét sè, thùc hiÖn b»ng dßng lÖnh: 

[>subs({a=1,aw=2,aa=3,b=4,c=5,d=6,dd=7,e=8,ee=9,g=10,h=1
1,i=12,k=13,l=14,m=15,n=16,o=17,oo=18,ow=19,p=20,q=21,r=
22,s=23,t=24,u=25,uw=26,v=27,x=28,y=29},[a,n,h,m,u,oo,n,
g,aw,p,e,m,l,i,n,h]); 

Sau khi Ên phÝm “Enter” ta nhËn ®−îc kÕt qu¶: 

    [1, 16, 11, 15, 25, 18, 16, 10, 2, 20, 8, 15, 14, 
12, 16, 11] 

B−íc 2: Linh kÝ tªn cña m×nh, trong qu¸ tr×nh nµy Linh dïng ®Õn kho¸ gi¶i m· cña 
m×nh lµ (91,221) 

[>L:=[14,12,16,11]:seq(msolve(L[k]&^91-
x,221),k=1..nops(L)); 

 

               {x = 27}, {x = 142}, {x = 16}, {x = 80} 

B−íc 3: Thùc hiÖn m· ho¸ c¸c sè nhËn ®−îc, kÓ c¶ ch÷ kÝ cña Linh 

[>L:=[1,16,11,15,25,18,16,10,2,20,8,15,14,12,16,11,27,14
2,16,80]:seq(msolve (L[k]&^13-x,1457),k=1..nops(L)); 

 

{x = 1}, {x = 252}, {x = 207}, {x = 1360}, {x = 862}, {x 
= 237},{x = 252}, {x = 226}, {x = 907}, {x = 1002}, {x = 
1287}, {x = 1360}, {x = 679}, {x = 1040}, {x = 252}, {x 
= 207},{x = 1207}, {x = 330}, {x = 252}, {x = 919} 

VËy Linh sÏ göi cho Lan lêi nh¾n  1 252 207 1360 862 237
 252 226 907 1002 1287 1360 679 1040 252 207
 1207 330 252 919 
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2. Gi¶i m·: 

ThÝ dô :  Khi nhËn ®−îc lêi nh¾n Lan sÏ gi¶i m· theo c¸c b−íc sau: (kho¸ gi¶i m· 
cña Lan lµ (637,1457): 

[>L:=[1,252,207,1360,862,237,252,226,907,1002,1287,1360,
679,1040, 252, 207,1207,330,252,919]:seq(msolve 
(L[k]&^637-x,1457),k=1..nops(L)); 

 

{x = 1}, {x = 16}, {x = 11}, {x = 15}, {x = 25}, {x = 
18}, {x = 16},{x = 10}, {x = 2}, {x = 20}, {x = 8}, {x = 
15}, {x = 14},{x = 12}, {x = 16}, {x = 11}, {x = 27}, {x 
= 142}, {x = 16},{x = 80} 

 

[>P:=[1,16,11,15,25,18,16,10,2,20,8,15,14,12,16,11,27,14
2,16,80]:subs({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,8=e,9=ee,1
0=g,11=h,12=i,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,19=ow,20=p,
21=q,22=r,23=s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y},[seq((P[i] 
mod  29),i=1..nops(P))]); 

 

   [a, n, h, m, u, oo, n, g, aw, p, e, m, l, i, n, h, v, 
uw, n, r] 

Lan gi¶i ra ®−îc lêi nh¾n lµ “Anh muèn gÆp em Linh v − n r”, nh− vËy ng−êi nh¾n lµ 
Linh vµ 4 ch÷ cuèi lµ ch÷ kÝ cña Linh. §Ó kiÓm tra xem cã ®óng thËt hay kh«ng, Lan 
thùc hiÖn tiÕp c¸c dßng lÖnh: 

[>L:=[27,142,16,80]:seq(msolve(L[k]&^19-
x,221),k=1..nops(L)); 

 

                {x = 14}, {x = 12}, {x = 16}, {x = 11} 

 

[>P:=[14,12,16,11]:subs({1=a,2=aw,3=aa,4=b,5=c,6=d,7=dd,
8=e,9=ee,10=g,11=h,12=i,13=k,14=l,15=m,16=n,17=o,18=oo,1
9=ow,20=p,21=q,22=r,23=s,24=t,25=u,26=uw,27=v,28=x,0=y},
[seq((P[i] mod  29),i=1..nops(P))]); 

 

                             [l, i, n, h] 

VËy ng−êi göi ®óng lµ Linh. 
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Ch−¬ng 7 

 

®−êng cong elliptic 
 

§1 §Þnh nghÜa.  

Ch−¬ng nµy nh»m tr×nh bµy nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n cña mét ®èi t−îng rÊt quan 
träng cña lÝ thuyÕt sè vµ h×nh häc ®¹i sè: c¸c ®−êng cong elliptic. VÒ mÆt lÞch sö, c¸c 
®−êng cong elliptic xuÊt hiÖn lÇn ®Çu tiªn trong c¸c nghiªn cøu vÒ tÝch ph©n elliptic 
(tõ ®ã cã tªn gäi cña ®−êng cong).  C¸c ®−êng cong nµy cã mÆt trong nhiÒu lÜnh vùc 
kh¸c nhau cña to¸n häc v× nã rÊt phong phó vÒ mÆt cÊu tróc. Mét mÆt, ®ã lµ ®−êng 
cong kh«ng k× dÞ, tøc lµ c¸c ®a t¹p mét chiÒu. MÆt kh¸c, c¸c ®iÓm cña ®−¬ng cong 
lËp thµnh mét nhãm Aben. V× thÒ hÇu nh− mäi c«ng cô cña to¸n häc ®Òu ®−îc ¸p 
dông vµo nghiªn cøu ®−êng cong elliptic. Ng−îc l¹i, nh÷ng kÕt qu¶ vÒ ®−êng cong 
elliptic cã ý nghÜa quan träng ®èi víi nhiÒu vÊn ®Ò kh¸c nhau. Xin chØ ra mét vµi vÝ 
dô. VÒ mÆt lÝ thuyÕt, ®Þnh lÝ lín Fermat ®· ®−îc chøng minh (trong c«ng tr×nh cña A. 
Wiles) b»ng c¸ch chøng minh gi¶ thuyÕt Taniyama-Weil vÒ c¸c ®−êng cong elliptic. 
VÒ mÆt øng dông, rÊt gÇn ®©y, c¸c ®−êng cong elliptic ®−îc dïng trong viÖc x©y 
dùng mét sè hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai. 

§Ó cã thÓ tr×nh bµy t−¬ng ®èi s©u  vÒ ®−êng cong elliptic, chóng ta cÇn nhiÒu hiÓu 
biÕt vÒ h×nh häc ®¹i sè. Bëi vËy, chóng t«i chØ cã thÓ ®Ò cËp ë ®©y nh÷ng kh¸i niÖm 
c¬ b¶n nhÊt. Môc ®Ých cña ch−¬ng chØ lµ lµm thÕ nµo ®Ó ®éc gi¶ cã thÓ h×nh dung lÝ 
do t¹i sao ®−êng cong elliptic l¹i cã nhiÒu øng dông nh− vËy. MÆt kh¸c, chóng t«i 
còng giíi thiÖu s¬ l−îc mét vµi thuËt to¸n liªn quan ®Õn ®−êng cong elliptic trªn 
tr−êng h÷u h¹n. Trong khi tr×nh bµy, còng gièng nh− c¸c phÇn kh¸c cña cuèn s¸ch, 
chóng t«i lu«n cè g¾ng dïng ng«n ng÷ “s¬ cÊp” nhÊt cã thÓ. Bëi vËy, ®«i khi ph¶i bá 
qua chøng minh. §éc gi¶ nµo quan t©m s©u h¬n vÒ c¸c ®−êng cong elliptic, cã thÓ 
t×m ®äc trong c¸c tµi liÖu [Ha], [Sil]. 

§Þnh nghÜa 7.1. §−êng cong elliptic trªn tr−êng K lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x,y) tho¶ 
m·n ph−¬ng tr×nh 

y2+a1xy+a3y=x3+a2x
2+a4x+a6,   (7.1) 

víi mét ®iÓm O gäi lµ ®iÓm t¹i v« cïng (sÏ nãi râ vÒ sau). H¬n n÷a, ph−¬ng tr×nh 
(7.1) ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn kh«ng k× dÞ, tøc lµ, nÕu viÕt nã d−íi d¹ng F(x,y)=0 th× 
t¹i mäi ®iÓm (x,y) tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh, cã Ýt nhÊt mét trong  c¸c ®¹o hµm riªng 
∂ ∂ ∂ ∂F x F y/ , /  kh¸c 0. 

§iÒu kiÖn kh«ng k× dÞ nãi trªn t−¬ng ®−¬mg víi ®iÒu kiÖn, nÕu xÐt tËp hîp c¸c ®iÓm 
nãi trªn nh− mét ®−êng cong, th× ®−êng cong ®ã kh«ng cã ®iÓm béi. Nh− vËy, nÕu 
biÓu diÔn y2 nh− lµ mét ®a thøc bËc 3 cña x, th× ®a thøc ®ã kh«ng cã nghiÖm béi. 

Chó ý r»ng, ph−¬ng tr×nh trªn ®©y kh«ng duy nhÊt: trong nhiÒu tr−êng K, cã thÓ t×m 
®−îc “d¹ng tèi thiÓu” cña ph−¬ng tr×nh biÓu diÔn ®−êng cong. 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 119

NÕu ta xÐt ph−¬ng tr×nh (7.1) víi c¸c hÖ sè trong Z, th× v× Z cã thÓ nhóng vµo trong 
mäi tr−êng K tuú ý nªn cã thÓ xÐt ph−¬ng tr×nh trªn nh− lµ ph−¬ng tr×nh trong tr−êng 
K. Mét ®iÒu cÇn l−u ý ngay: ph−¬ng tr×nh ®ã cã thÓ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn kh«ng k× dÞ 
®èi víi tr−êng nµy, nh−ng l¹i kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®ã ®èi víi tr−êng kh¸c. 
Ch¼ng h¹n, nÕu tr−êng ®ang xÐt cã ®Æc tr−ng 2 th× ta cã (x2)’=0 víi mäi x! 

§iÓm t¹i v« cïng nãi trong ®Þnh nghÜa lµ ®iÓm v« cïng trong ®−êng cong x¹ ¶nh 
t−¬ng øng. Ta xÐt kh«ng gian x¹ ¶nh P2, tøc lµ kh«ng gian mµ c¸c ®iÓm lµ c¸c líp 
t−¬ng ®−¬ng cña c¸c bé ba (x,y,z), trong ®ã x, y, z kh«ng ®ång thêi b»ng 0, vµ bé ba 
(x,y,z) t−¬ng ®−¬ng víi bé ba (λ x, λ y, λ z), λ ≠ 0. Nh− vËy, nÕu z≠ 0 th× líp 
t−¬ng ®−¬ng cña (x,y,z) chøa bé ba (x/z,y/z,1). Ta cã thÓ ®ång nhÊt mÆt ph¼ng x¹ ¶nh 
P2 víi mÆt ph¼ng th«ng th−êng (aphin) cïng víi c¸c “®iÓm t¹i v« h¹n” øng víi z=0. 

Mét ®−êng cong trong mÆt ph¼ng th«ng th−êng cã thÓ t−¬ng øng víi ®−êng cong 
trong mÆt ph¼ng x¹ ¶nh b»ng c¸ch thªm vµo c¸c ®iÓm t¹i v« cïng. §Ó lµm viÖc ®ã, 
trong ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ®−êng cong, ta chØ cÇn thay x bëi x/z, y bëi y/z vµ nh©n 
hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh víi mét luü thõa thÝch hîp cña z ®Ó khö mÉu sè. 

VÝ dô. §−êng cong elliptic víi ph−¬ng tr×nh (7.1) ®−îc thªm vµo c¸c ®iÓm t¹i v« 
cïng ®Ó cã ®−êng cong t−¬ng øng trong kh«ng gian x¹ ¶nh: 

y2z+a1xyz+a3yz2=x3+a2x
2z+a4xz2+a6z

3,   (7.2) 

§Þnh lÝ sau ®©y cho ta thÊy cã thÓ ®Þnh nghÜa phÐp céng c¸c ®iÓm trªn ®−êng cong 
elliptic ®Ó trang bÞ cho nã cÊu tróc nhãm Aben.  

§Þnh lÝ 7.2. XÐt ®−êng cong elliptic x¸c ®Þnh trªn tr−êng tuú ý bëi ph−¬ng tr×nh 

y2+a1xy+a3y=x3+a2x
2+a4x+a6,              (7.3) 

Ta cã thÓ trang bÞ cho tËp hîp c¸c ®iÓm cña ®−êng cong cÊu tróc nhãm Aben céng 
tÝnh nh− sau: 

-PhÇn tö 0 lµ ®iÓm t¹i v« cïng; (0,1,0). 

-§iÓm víi to¹ ®é (x1,y1) cã nghÞch ®¶o lµ ®iÓm víi to¹ ®é( x1,-y1-a1x1-a3). 

- NÕu hai ®iÓm P1=(x1,y1) vµ P2 = (x2,y2) kh«ng ph¶i lµ nghÞch ®¶o cña nhau th× 
P1+P2=P3, P3 =(x3,y3)x¸c ®inh nh− sau. 

§Æt  

 m=
y y

x x
1 2

1 2

−

−
, nÕu P1≠ P2  ; 

m =
3 2

2
1

2
2 1 4 1 1

1 1 1 3

x a x a a x
y a x a
+ + −

+ +
, nÕu P1=P2. 

vµ tÝnh x3,y3 theo c«ng thøc  

x3=-x1-x2-a2+m (m+a1), 

y3=-y1-a3-a1x3+m (x1-x2) 
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Chøng minh. B»ng tÝnh to¸n trùc tiÕp dùa vµo ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ®−êng cong, dÔ 
kiÓm tra ®Þnh nghÜa phÐp céng trªn ®©y tho¶ m·n c¸c tiªn ®Ò cña nhãm Aben. 

§Ó thÊy râ ý nghÜa h×nh häc cña ®Þnh nghÜa phÐp céng trªn ®©y, ta xÐt tr−êng hîp 
quan träng sau ®©y cña c¸c ®−êng cong elliptic trªn tr−êng thùc R. 

 

§2. §−êng cong elliptic trªn tr−êng thùc. Tr−íc tiªn, ta cã nhËn xÐt sau ®©y. Trong 
nh÷ng tr−êng víi ®Æc tr−ng kh¸c 2 vµ 3, ph−¬ng tr×nh (7.1) cã thÓ ®−a vÒ d¹ng  

Y2=4X3+c4X+c6.    (7.4) 

ThËt vËy, chØ cÇn dïng phÐp ®æi biÕn: 

Y=2y+a1x+a3 

X=x+(a1
2+4a2)/12 

§Ó ®¬n gi¶n, ta th−êng dïng d¹ng sau ®©y, gäi lµ d¹ng Weierstrass cña ®−êng cong: 

y2=x3+a4x+a6. 

Trong tr−êng hîp nµy, biÖt thøc ∆ cña ®−êng cong lµ  

∆ =-16(4a4
3+27a6

2) 

Nh− vËy, ®iÒu kiÖn ®Ó ®−êng cong kh«ng cã k× dÞ (kh«ng cã ®iÓm béi)lµ: 

4a4
3+27a6

2≠ 0. 

Ta sÏ sö dông d¹ng Weierstrass cña ®−êng cong. B»ng tÝnh to¸n trùc tiÕp täa ®é c¸c 
®iÓm theo c«ng thøc ®· cho trong ®Þnh lÝ 7.2, ta cã thÓ thÊy luËt céng trong nhãm lËp 
bëi c¸c ®iÓm cña ®−êng cong cã m« t¶ h×nh häc sau ®©y: 

NÕu c¸c ®iÓm P vµ Q cña ®−êng cong cã to¹ ®é x kh¸c kh¸c nhau th× ®−êng th¼ng ®i 
qua P vµ Q sÏ c¾t ®−êng cong t¹i mét ®iÓm thø ba. §iÓm ®èi xøng víi giao ®iÓm ®ã 
qua trôc hoµnh chÝnh lµ diÓm P+Q. 

Trong tr−êng hîp P vµ Q cã cïng hoµnh ®é, tung ®é cña chóng sÏ lµ c¸c gi¸ trÞ ®èi 
nhau, vµ P,Q lµ hai ®iÓm ®èi xøng nhau qua trôc hoµnh. Khi ®ã ®−êng th¼ng ®i qua 
P,Q sÏ “c¾t” ®−êng cong t¹i v« cïng: ®ã chÝnh lµ ®iÓm 0 cña nhãm céng c¸c ®iÓm, 
vµ P,Q lµ c¸c phÇn tö nghÞch ®¶o cña nhau. 

Râ rµng “céng” P víi 0, thùc hiÖn b»ng c¸ch nèi P víi ®iÓm t¹i v« cïng b»ng ®−êng 
th¼ng song song víi trôc tung sÏ c¾t ®−êng cong t¹i ®iÓm ®èi xøng víi P qua trôc 
hoµnh, vµ nh− vËy P+0=P. 

Trªn h×nh 1 ta minh ho¹ nh÷ng ®iÒu võa nãi trªn qua vÝ dô ®−êng cong víi ph−¬ng 
tr×nh y2=x3-x. 

V× c¸c ®iÓm cña ®−êng cong lµ c¸c phÇn tö cña mét nhãm céng Aben, ta sÏ dïng kÝ 
hiÖu NP ®Ó chØ phÇn tö nhËn ®−îc b»ng c¸ch céng liªn tiÕp N lÇn ®iÓm P. 
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§Þnh nghÜa 7.3. §iÓm P cña ®−êng cong ®−îc gäi lµ ®iÓm bËc h÷u h¹n nÕu tån t¹i 
sè nguyªn d−¬ng N sao cho NP=0. Sè N nhá nhÊt tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®ã gäi lµ bËc 
cña P. 

DÜ nhiªn kh«ng ph¶i mäi ®iÓm cña ®−êng cong ®Òu cã bËc h÷u h¹n. 

 

H×nh 1. §−êng cong elliptic y2=x3-x trªn tr−êng thùc 

 

§3. §−êng cong elliptic trªn tr−êng c¸c sè h÷u tû. 

Trong rÊt nhiÒu vÊn ®Ò cña H×nh häc ®¹i sè vµ sè häc, ta th−êng ph¶i lµm viÖc víi 
c¸c ®−êng cong trªn tr−êng sè h÷u tû. §ã lµ c¸c ®−êng cong cho bëi ph−¬ng tr×nh 
(7.2), trong ®ã c¸c hÖ sè lµ c¸c sè h÷u tû, vµ ta còng chØ xÐt  c¸c ®iÓm víi to¹ ®é lµ 
c¸c sè h÷u tû. Nghiªn cøu ®−êng cong elliptic trªn tr−êng sè h÷u tû còng cã nghÜa lµ 
nghiªn cøu tËp hîp nghiÖm h÷u tû cña ph−¬ng tr×nh (7.2), mét vÊn ®Ò quan träng cña 
sè häc. Trong phÇn cuèi ch−¬ng, ta sÏ thÊy r»ng, vÊn ®Ò nµy cßn liªn quan ®Õn chøng 
minh ®Þnh lÝ lín Fermat. 

Gi¶ sö E lµ ®−êng cong elliptic ®· cho. Ta kÝ hiÖu qua E(Q) tËp hîp c¸c ®iÓm cã to¹ 
®é h÷u tû. Nh− ta ®· thÊy, tËp hîp nµy cã cÊu tróc nhãm Aben. C¸c ®iÓm bËc h÷u 
h¹n cña nhãm Aben E(Q) lËp thµnh nhãm con E(Q)tors, gäi lµ nhãm con xo¾n cña 
E(Q). Khi ®ã, E(Q) sÏ lµ tæng trùc tiÕp cña E(Q)tors víi nhãm con c¸c ®iÓm bËc v« 
h¹n. §Þnh lÝ næi tiÕng cña Mordell nãi r»ng nhãm con c¸c ®iÓm bËc v« h¹n chØ cã 
h÷u h¹n phÇn tö sinh, vµ do ®ã ®¼ng cÊu víi nhãm Zr, trong ®ã r lµ mét sè nguyªn 
kh«ng ©m. Sè r gäi lµ h¹ng cña ®−êng cong, vµ lµ mét ®Æc tr−ng hÕt søc quan träng, 
chøa nhiÒu th«ng tin sè häc vÒ ®−êng cong. Chøng minh c¸c kÕt luËn nµy ®ßi hái 
ph¶i sö dông nhiÒu kiÕn thøc s©u s¾c vÒ h×nh häc ®¹i sè,vµ do ®ã v−ît ra ngoµi 
khu«n khæ cña cuèn s¸ch. Ta h¹n chÕ ë ®©y ph¸t biÓu cña ®Þnh lÝ Mordell. 

§Þnh lÝ (Mordell).  Gi¶ sö E lµ mét ®−êng cong elliptic trªn Q. Khi ®ã tËp hîp c¸c 
®iÓm cña E víi to¹ ®é h÷u tû E(Q) lµ mét nhãm Aben h÷u h¹n sinh. Nãi c¸ch kh¸c, 
ta cã: 

E(Q)= E(Q)tors⊕ Zr, 

trong ®ã r lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m. 
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Nhãm con xo¾n c¸c ®iÓm bËc h÷u h¹n cña mét ®−êng cong cã thÓ tÝnh ®−îc kh«ng 
khã kh¨n l¾m, trong khi h¹ng r l¹i hÕt søc khã x¸c ®Þnh. ThËm chÝ, ngay ®èi víi mét 
®−êng cong cô thÓ, chØ ra r b»ng 0 hay kh¸c 0 còng lµ mét ®iÒu hÕt søc khã kh¨n. Ta 
cã thÓ thÊy ngay r»ng, nÕu r=0 th× ®−êng cong ®ang xÐt chØ cã h÷u h¹n ®iÓm h÷u tû, 
trong tr−êng hîp r≠ 0, tån t¹i v« h¹n ®iÓm h÷u tû trªn ®−êng cong. §iÒu ®ã t−¬ng 
®−¬ng víi viÖc ph−¬ng tr×nh ®· cho cã h÷u h¹n hay v« h¹n nghiÖm h÷u tû, mét  bµi 
to¸n khã cña sè häc. 

Trong §5, ta sÏ thÊy r»ng, bµi to¸n t×m ®iÓm h÷u tû cña ®−êng cong elliptic liªn quan 
®Õn viÖc thµnh lËp nh÷ng hÖ mËt m· kiÓu míi, còng nh− c¸c thuËt to¸n khai triÓn 
nhanh sè nguyªn cho tr−íc thµnh thõa sè nguyªn tè. §ã lµ nh÷ng øng dông gÇn ®©y 
nhÊt cña lÝ thuyÕt ®−êng cong elliptic vµo c¸c vÊn ®Ò thùc tiÔn. 

Nh− ®· nãi ë trªn, viÖc x¸c ®Þnh nhãm con xo¾n cña ®−êng cong elliptic kh«ng ph¶i 
lµ khã kh¨n. Tuy nhiªn, viÖc chØ ra tÊt c¶ c¸c kh¶ n¨ng cña c¸c nhãm con ®ã (chØ tån 
t¹i 15 kh¶ n¨ng kh¸c nhau) l¹i lµ mét  bµi to¸n khã, vµ míi ®−îc gi¶i quyÕt n¨m 
1977 b»ng ®Þnh lÝ næi tiÕng sau ®©y cña B. Mazur. 

§Þnh lÝ Mazur. Gi¶ sö E lµ ®−êng cong elliptic trªn tr−êng Q. Khi ®ã nhãm con 
xo¾n cña E(Q) ®¼ng cÊu víi mét trong 15 nhãm sau ®©y : 

Z/mZ, trong ®ã 1≤m≤10, hoÆc m=12. 

Z/2ZxZ/2mZ, víi 1≤n≤ 4 

Nh− vËy, nhãm xo¾n cña ®−êng cong elliptic cã kh«ng qu¸ 16 phÇn tö. 

 

§4. §−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n. 

§Ó chøng minh mét ph−¬ng tr×nh (hÖ sè nguyªn) nµo ®ã kh«ng cã nghiÖm nguyªn, 
mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p th−êng ®−îc dïng lµ nh− sau. Ta xÐt ph−¬ng tr×nh 
míi, nhËn ®−îc tõ ph−¬ng tr×nh ®· cho b»ng c¸ch thay c¸c hÖ sè cña nã bëi c¸c 
thÆng d− modulo mét sè p nµo ®ã. NÕu ph−¬ng tr×nh nµy kh«ng cã nghiÖm (®ång d− 
modulo p) th× ph−¬ng tr×nh xuÊt ph¸t còng kh«ng cã nghiÖm. ViÖc lµm ®ã ®−îc gäi 
lµ söa theo modulo p. Râ rµng r»ng ph−¬ng tr×nh míi ®¬n gi¶n h¬n ph−¬ng tr×nh ®· 
cho, h¬n n÷a, ®Ó xÐt nghiÖm ®ång d− modulo p, ta chØ cÇn thö víi h÷u h¹n gi¸ trÞ. 
NÕu ph−¬ng tr×nh ®· cho qu¶ thËt v« nghiÖm, th× trong tr−êng hîp chän sè p mét 
c¸ch may m¾n, ta cã thÓ ®i ®Õn kÕt luËn ®ã kh¸ dÔ dµng. 

Khi nghiªn cøu c¸c ®−êng cong elliptic, ®Æc biÖt lµ c¸c ®−êng cong trªn tr−êng sè 
h÷u tû, ng−êi ta còng th−êng dïng ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù: söa theo modulo p. ViÖc 
lµm ®ã ®Én ®Õn c¸c ®−êng cong trªn tr−êng h÷u h¹n.  

Ta cÇn l−u ý ngay mét ®iÒu. Khi “söa” mét ®−êng cong elliptic b»ng c¸ch chuyÓn 
c¸c hÖ sè thµnh c¸c ®ång d− modulo p, ta cã thÓ nhËn ®−îc mét ®−êng cong cã k× dÞ. 
ThËt vËy, biÖt thøc cña ®−êng cong (kh¸c kh«ng) cã thÓ dång d− 0 modulo p, vµ khi 
®ã, ®−êng cong nhËn ®−îc cã ®iÓm béi trªn tr−êng h÷u h¹n. Tuy nhiªn, râ rµng ®iÒu 
®ã chØ x¶y ra khi p lµ mét −íc sè cña biÖt thøc cña ®−êng cong xuÊt ph¸t, vµ do ®ã, 
chØ xÈy ra víi mét sè h÷u h¹n gi¸ trÞ cña p. Ta nãi ®−êng cong elliptic ®· cho cã söa 
xÊu t¹i nh÷ng gi¸ trÞ cña p ®ã, vµ cã söa tèt t¹i nh÷ng gi¸ trÞ p kh¸c. 
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§iÒu cÇn quan t©m ®Çu tiªn khi nghiªn cøu mét ®−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u 
h¹n lµ: ®−êng cong ®ã cã bao nhiªu ®iÓm? Gi¶ sö E lµ ®−êng cong elliptic trªn 
tr−êng Fq cã q phÇn tö. C¸c ®iÓm cña ®−êng cong lµ c¸c cÆp (x,y), x, y∈Fq tho¶ m·n 
ph−¬ng tr×nh trong Fq: 

y2=x3+a4x+a6 

Nh− vËy, nÕu víi gi¸ trÞ x, x3+a4x+a6 lµ mét thÆng d− b×nh ph−¬ng modulo q th× sÏ 
cã hai ®iÓm (x,y) vµ (x,-y) thuéc ®−êng cong. Trong tr−êng hîp ng−îc l¹i, kh«ng cã 
®iÓm nµo cña ®−êng cong øng víi gi¸ trÞ x. Tõ ®ã, khi q lµ sè nguyªn tè, theo ®Þnh 
nghÜa cña kÝ hiÖu Legendre, sè ®iÓm cña ®−êng cong øng víi gi¸ trÞ x lµ 

1+
x a x a

q

3
4 6+ +







  

Thªm ®iÓm t¹i v« cïng, ta cã c«ng thøc tÝnh sè ®iÓm cña ®−êng cong trong tr−êng 
hîp q lµ sè nguyªn tè: 

#E(Fq)=1+ 1+  
x a x a

qx Fq

3
4 6+ +









∈
∑  

Trong tr−êng hîp q kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè, trong c«ng thøc trªn ®©y, thay cho 
kÝ hiÖu Legedre, ta hiÓu ®ã lµ kÝ hiÖu Jacobi, vµ dÊu ®¼ng thøc ®−îc thay thÕ bëi bÊt 
®¼ng thøc ≤ . 

§Þnh lÝ trªn ®©y cho ta mét −íc l−îng cña sè ®iÓm cña ®−êng cong E trªn tr−êng Fq. 

§Þnh lÝ Hasse. Gi¶ sö N lµ sè ®iÓm cña ®−êng cong elliptic x¸c ®Þnh trªn tr−êng Fq. 
Khi ®ã ta cã: 

|N-(q+1) | ≤2 q . 

B¹n ®äc cã thÓ t×m thÊy chøng minh cña ®Þnh lÝ nµy trong [Sil]. 

Mét trong nh÷ng øng dông míi nhÊt cña ®−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n, 
xuÊt hiÖn trong nh÷ng n¨m gÇn ®©y, lµ c¸c hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai elliptic. PhÇn 
tiÕp theo ®−îc dµnh ®Ó tr×nh bµy vÊn ®Ò ®ã. 

 

§5. §−êng cong elliptic vµ hÖ mËt m· kho¸ c«ng khai. 

5.1. HÖ mËt m· kho¸ c«ng khai sö dông ®−êng cong elliptic dùa trªn ®é phøc t¹p  
cña thuËt to¸n t×m sè nguyªn x sao cho xB=P, trong ®ã P, B lµ c¸c ®iÓm cho tr−íc 
cña ®−êng cong (nÕu sè nh− thÕ tån t¹i). Chó ý r»ng, c¸c ®iÓm cña ®−êng cong lËp 
thµnh mét nhãm, vµ ta cã thÓ quan niÖm xB nh− lµ “Bx”: bµi to¸n nµy hoµn toµn 
t−¬ng tù nh− bµi to¸n t×m logarit c¬ së b cña mét sè p cho tr−íc (xem ch−¬ng 6). 

Tr−íc tiªn, ta cÇn xÐt thuËt to¸n t×m béi cña mét ®iÓm trªn ®−êng cong. 
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§Þnh lÝ 7.4. Cho E lµ mét ®−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n Fq, P lµ mét ®iÓm 
cña ®−êng cong. Khi ®ã cã thÓ tÝnh to¹ ®é cña ®iÓm kP b»ng O(log klog3 q) phÐp tÝnh 
bit. 

Tr−íc khi ®i vµo chøng minh ®Þnh lÝ, ta t×m hiÓu s¬ qua ph−¬ng ph¸p rÊt th«ng 
th−êng ®Ó t×m béi cña c¸c ®iÓm trªn ®−êng cong: ph−¬ng ph¸p nh©n ®«i liªn tiÕp. 
XÐt vÝ dô sau: gi¶ sö cÇn tÝnh 205P. Ta viÕt : 

205P=2(2(2(2(2(2(2P+P)+P)+P)+P))+P) 

Nh− vËy, viÖc tÝnh 205P ®−îc ®−a vÒ 4 phÐp céng hai ®iÓm cña ®−êng cong vµ 7 
phÐp nh©n ®«i mét ®iÓm cho tr−íc. 

Ta gi¶ thiÕt r»ng, tr−êng Fq cã ®Æc tr−ng kh¸c 2, 3. Trong tr−êng hîp q=2r hoÆc 
a=3r, cã nh÷ng thuËt to¸n nhanh h¬n ®Ó tÝnh to¹ ®é cña c¸c béi cña mét ®iÓm cho 
tr−íc. Nh− vËy, ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ®−êng cong cã thÓ cho d−íi d¹ng Weierstrass: 

y2=x3+ax+b. 

Khi ®ã, theo ®Þnh lÝ 7.2, tæng P+Q=(x3,y3) cña hai ®iÓm kh¸c nhau P=(x1,y1) vµ 
Q=(x2,y2) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc sau: 

x3= ( )
y y
x x

2 1

2 1

2−
−

-x1-x2,    (7.6) 

y3=-y1+(
y y
x x

2 1

2 1

−
−

)(x1-x3).   (7.7) 

Trong tr−êng hîp P=Q, ta cã c«ng thøc ®Ó tÝnh 2P: 

x3= ( )
3

2
1

2

1

2x a
y
+

-2x1,    (7.8) 

y3=-y1+ ( )
3

2
1

2

1

x a
y
+

 (x1-x3).   (7.9) 

Nh− vËy, ta ph¶i dïng kh«ng qu¸ 20 phÐp nh©n, chia, céng, trõ ®Ó tÝnh to¹ ®é cña 
tæng hai ®iÓm khi biÕt c¸c to¹ ®é cña c¸c ®iÓm ®ã. Sè c¸c phÐp tÝnh bit ®ßi hái lµ 
O(log3 q) (xem ch−¬ng 5). Khi dïng ph−¬ng ph¸p nh©n ®«i liªn tiÕp, ta ph¶i thùc 
hiÖn O(log k) phÐp tÝnh céng hai diÓm hoÆc nh©n ®«i mét ®iÓm (xem ch−¬ng 5). Nh− 
vËy, toµn bé sè phÐp tÝnh bit ph¶i dïng lµ O(log klog3

 q). §Þnh lÝ ®−îc chøng minh. 

Tãm l¹i, ta cã thuËt to¸n thêi gian ®a thøc ®Ó tÝnh béi cña mét ®iÓm. Ng−îc l¹i, khi 
biÕt kP vµ P, viÖc t×m ra k víi nh÷ng thuËt to¸n nhanh nhÊt hiÖn nay l¹i ®ßi hái thêi 
gian mò. §iÒu nµy hoµn toµn t−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp c¸c sè mò modulo p, vµ 
sÏ lµ c¬ së cho viÖc x©y dùng hÖ kho¸ c«ng khai sö dông ®−êng cong elliptic. 

 

5.2. M· ho¸ nhê c¸c ®iÓm cña ®−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n. 
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5.2.1. Nh− ®· thÊy trong ch−¬ng 6, viÖc chuyÓn th«ng b¸o mËt thùc hiÖn b»ng c¸ch 
chuyÓn nã thµnh d¹ng ch÷ sè, m· ho¸ th«ng b¸o “ch÷ sè “ nµy vµ chuyÓn ®i. V× thÕ, 
®Ó ®¬n gi¶n khi tr×nh bµy, ta sÏ xem th«ng b¸o cÇn chuyÓn lµ mét sè nguyªn d−¬ng 
m nµo ®ã. 

ViÖc ®Çu tiªn lµ ph¶i chän mét ®−êng cong elliptic E nµo ®ã trªn tr−êng h÷u h¹n Fq. 
Sau ®ã, ph¶i t×m c¸ch t−¬ng øng sè nguyªn m víi mét ®iÓm cña ®−êng cong E. 

§Ó dÔ hiÓu qu¸ tr×nh lËp m·, ta sÏ xem ®−êng cong E ®· ®−îc chän. ViÖc chän 
®−êng cong sÏ ®−îc tr×nh bµy ë tiÕt sau. 

5.2.2. T−¬ng øng mét sè m víi mét ®iÓm cña ®−êng cong elliptic. 

Cho ®Õn nay, ch−a cã mét thuËt to¸n quyÕt ®Þnh nµo h÷u hiÖu ®Ó t×m ®−îc mét sè ®ñ 
lín c¸c ®iÓm cña ®−êng cong elliptic. ThuËt to¸n mµ ta tr×nh bµy sau ®©y lµ mét 
thuËt to¸n x¸c suÊt víi thêi gian ®a thøc. 

Tr−íc hÕt ta chän mét sè k nµo ®ã theo yªu cÇu sau: tr−êng hîp thuËt to¸n sÏ tiÕn 
hµnh kh«ng cho kÕt qu¶ mong muèn chØ x¶y ra víi x¸c suÊt kh«ng v−ît qu¸ 2-k. Nh− 
vËy, nãi chung k=40 lµ cã thÓ chÊp nhËn ®−îc (ta nh¾c l¹i r»ng, trong tr−êng hîp ®ã, 
x¸c suÊt sai lÇm cña mét thuËt to¸n sÏ bÐ h¬n x¸c suÊt sai lÇm cña phÇn cøng cña 
m¸y tÝnh). 

Gi¶ sö sè m n»m trong kho¶ng 1≤m≤M. Ta lu«n chän q sao cho q>Mk. Tr−íc tiªn, 
ta t−¬ng øng mçi sè nguyªn d−¬ng s kh«ng v−ît qu¸ M víi mét phÇn tö cña tr−êng 
h÷u h¹n Fq. ViÖc ®ã dÔ dµng lµm ®−îc b»ng c¸ch sau ®©y. Gi¶ sö q=pr, vµ sè s biÓu 
diÔn d−íi c¬ sè p cã d¹ng s=(c0,c1,...,cr-1)p. Khi ®ã, ®a thøc 

S(X)= c Xi
i

i

r

=

−

∑
0

1

 

modulo mét ®a thøc bÊt kh¶ quy nµo ®ã bËc r sÏ t−¬ng øng víi mét phÇn tö cña 
tr−êng Fq (xem Ch−¬ng 5). 

Nh− vËy, víi m ®· cho, víi mçi j, 1≤ j≤ k, ta cã mét phÇn tö t−¬ng øng xj cña tr−êng 
Fq. Ta sÏ chØ ra mét thuËt to¸n ®Ó , víi x¸c suÊt rÊt lín, t×m ®−îc mét xj trong sè ®ã 
sao cho tån t¹i ®iÓm (xj,yj) trªn ®−êng cong E. Khi ®ã, ta t−¬ng øng sè m víi ®iÓm 
Pm=(xj,yj)∈E võa t×m ®−îc. 

ThuËt to¸n t×m Pm: 

El1. §Æt j←1. 

El2. NÕu j>k: kÕt thóc thuËt to¸n. Trong tr−êng hîp 
ng−îc l¹i, ®Æt Yj←xj

3+axj+b. NÕu tån t¹i yj sao cho 
Yj≡ yj

2(mod q), in ra Pm=(xj,yj) vµ kÕt thóc thuËt to¸n. NÕu 
ng−îc l¹i, chuyÓn sang b−íc El3. 

El3. §Æt j←j+1 vµ quay vÒ b−íc El2. 

V× mçi phÇn tö x∈Fq, x¸c suÊt ®Ó f(x) lµ chÝnh ph−¬ng b»ng 1/2, nªn thuËt to¸n trªn 
®©y cho ta t×m ra ®iÓm Pm víi x¸c suÊt thÊt b¹i lµ 1/2k. 
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Nh− vËy, ta ®· cã mét thuËt to¸n ®Ó m· ho¸ m b»ng c¸ch t−¬ng øng nã víi mét ®iÓm 
cña ®−êng cong elliptic E. Tuy nhiªn, cÇn nh¾c l¹i r»ng, mét trong nh÷ng yªu cÇu 
cña m· ho¸ lµ khi biÕt ®−êng cong E trªn Fq, biÕt Pm, ta ph¶i kh«i phôc ®−îc m mét 
c¸ch dÔ dµng. Trong tr−êng hîp nµy, yªu cÇu ®ã ®−îc ®¶m b¶o. ThËt vËy, gi¶ sö 

Pm=(x,y). Khi ®ã m=
x
k
−





1
 (trong ®ã [ ] lµ kÝ hiÖu phÇn nguyªn). 

5.3. MËt m· kho¸ c«ng khai sö dông ®−êng cong elliptic. 

Trong ch−¬ng 6, ta lµm quen víi mét hÖ m· kho¸ c«ng khai, trong ®ã sö dông ®é 
phøc t¹p cña phÐp tÝnh t×m logarit c¬ sè b modulo p. ë ®©y, ta cã kh¸i niÖm hoµn 
toµn t−¬ng tù. 

Gi¶ sö B,P lµ c¸c ®iÓm cña ®−êng cong elliptic E, k lµ mét sè nguyªn vµ P=kB. Khi 
®ã ta nãi k lµ logarit c¬ së B cña P. Trong tr−êng hîp E  lµ ®−êng cong trªn tr−êng  
Fq, q=pr, p≠ 2, bµi to¸n t×m logarit cña c¸c ®iÓm trªn mét ®−êng cong ®ßi hái thêi 
gian mò, vµ do ®ã, kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc trong kho¶ng thêi gian chÊp nhËn ®−îc 
(nÕu q ®−îc chän ®ñ lín). 

B©y giê gi¶ sö cã mét tËp hîp n c¸ thÓ cÇn trao ®æi th«ng tin mËt víi nhau: 
A1,A2,...,An. 

Tr−íc tiªn, ta chän mét ®−êng cong elliptic E trªn tr−êng h÷u h¹n Fq víi mét ®iÓm 
B∈E dïng lµm “c¬ së”. Nh÷ng th«ng tin nµy ®−îc th«ng b¸o c«ng khai. DÜ nhiªn q 
ph¶i lµ sè ®ñ lín. 

Sau ®ã, mçi c¸ thÓ Aj chän cho m×nh kho¸ ej, lµ mét sè nguyªn nµo ®ã. Kho¸ nµy 
®−îc gi÷ bÝ mËt, nh−ng Aj th«ng b¸o c«ng khai phÇn tö ejB. §iÒu nµy kh«ng lµm lé 
kho¸ ej do ®é phøc t¹p cña phÐp tÝnh logarit. 

Gi¶ sö Aj cÇn göi th«ng b¸o mËt m cho Ai. Tr−íc tiªn, m ®−îc t−¬ng øng víi ®iÓm 
Pm∈E nh− ®· tr×nh bµy ë trªn. Sau ®ã, Aj sÏ chän ngÉu nhiªn mét sè s vµ chuyÓn cho 
Ai cÆp ®iÓm sau: (sB, Pm+s(eiB)), nhê eiB ®· ®−îc c«ng khai. Khi nhËn ®−îc cÆp 
®iÓm nµy, Ai chØ viÖc lÊy sè sau trõ ®i ei lÇn sè tr−íc ®Ó nhËn ®−îc Pm: 

Pm=Pm+ s(eiB)- ei(sB). 

Chó ý r»ng, chØ cã Ai lµm ®−îc ®iÒu nµy v× ei ®−îc gi÷ bÝ mËt, vµ sè s kh«ng thÓ t×m 
thÊy trong thêi gian chÊp nhËn ®−îc mÆc dï biÕt sB, v× ®ã lµ logarit cña (sB) c¬ së B. 

Trong hÖ m· võa tr×nh bµy, ta kh«ng cÇn biÕt sè N cña ®−êng cong E. 

 

5.4. HÖ m· t−¬ng tù m· mò. 

Trong tr−êng hîp nµy, c¸c c¸ thÓ chän chung cho m×nh mét ®−êng cong elliptic  E 
trªn tr−êng h÷u h¹n Fq víi N ®iÓm. C¸c tham sè nµy ®−îc th«ng b¸o c«ng khai. 

§Ó x©y dùng hÖ m·, mçi c¸ thÓ Ai chän cho m×nh kho¸ ei, lµ sè nguyªn d−¬ng n»m 
gi÷a 1 vµ N, sao cho (ei,N)=1. B»ng thuËt to¸n Euclid, Ai t×m ®−îc di tho¶ m·n 
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diei≡ 1(mod N). B©y giê, gi¶ sö Ai cÇn göi th«ng b¸o m cho Aj. Còng nh− tr−íc ®©y, 
Ai t×m ®iÓm Pm t−¬ng øng trªn ®−êng cong. Sau ®ã,  

1) B−íc 1: Ai göi cho Aj th«ng b¸o eiPm. DÜ nhiªn, khi nhËn ®−îc th«ng b¸o nµy, Aj 
ch−a thÓ gi¶i m· v× kh«ng biÕt ei vµ di. 

2) B−íc 2: Aj nhËn th«ng b¸o ®−îc víi ej vµ göi tr¶ l¹i cho Ai th«ng b¸o ej(eiPm). 

3) B−íc 3: Ai l¹i göi cho Aj th«ng b¸o sau khi ®· nh©n víi di: di ej(eiPm). 

4) NhËn ®−îc th«ng b¸o cuèi cïng nµy, Aj nh©n nã víi kho¸ dj cña m×nh ®Ó nhËn 
®−îc Pm=djdieiejPm. Do c¸ch chän ei, di, ej, dj ta cã: djdieiej≡ 1(mod N), tøc lµ 
P=(1+sN)Pm víi sè nguyªn s nµo ®ã. V× N lµ sè ®iÓm cña ®−êng cong nªn NPm=0, 
vµ nh− vËy P=Pm. Aj ®· nhËn ®−îc th«ng b¸o ban ®Çu. 

§Ó ý r»ng, trong mçi b−íc trªn ®©y, c¸c kho¸ mËt ei,di cña c¸c c¸ thÓ kh«ng hÒ bÞ 
ph¸t hiÖn. 

 

5.5. Chän ®−êng cong elliptic. 

Cã nhiÒu c¸ch chän ®−êng cong vµ ®iÓm B dïng lµm “c¬ së” khi lËp m·. ë ®©y, ta 
tr×nh bµy hai c¸ch ®i theo hai h−íng ng−îc nhau. Thø nhÊt, chän mét ®iÓm vµ mét 
®−êng cong cô thÓ. Thø hai, lÊy mét ®−êng cong trªn tr−êng sè h÷u tû vµ “söa” theo 
modulo p kh¸c nhau ®Ó thu ®−îc c¸c ®−êng cong trªn tr−êng h÷u h¹n. 

Chän ®−êng cong vµ ®iÓm ngÉu nhiªn. Ta lu«n lu«n gi¶ thiÕt r»ng, ®Æc tr−ng cña 
tr−êng Fq kh¸c 2, 3 (nh÷ng tr−êng hîp nµy cã thÓ xÐt riªng). Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh 
cña ®−êng cong cã thÓ viÕt d−íi d¹ng (7.2). 

Gi¶ sö x, y, a lµ ba phÇn tö lÊy ngÉu nhiªn cña tr−êng Fq. Ta ®Æt b=y2-(x3+ax). Cã 
thÓ kiÓm tra dÔ dµng ®a thøc x3+ax+b cã nghiÖm béi hay kh«ng (xÐt biÖt thøc 
4a2+27b3). NÕu ®a thøc kh«ng cã nghiÖm béi, ta ®−îc ®−êng cong E cho bëi ph−¬ng 
tr×nh 

Y2=X3+aX+b 

vµ ®iÓm B=(x,y) ∈E. NÕu ®a thøc cã nghiÖm béi, ta lµm l¹i víi mét sè a ngÉu nhiªn 
kh¸c. 

Söa theo modulo p. Ta xuÊt ph¸t tõ mét ®−êng cong elliptic E nµo ®ã trªn tr−êng sè 
h÷u tû, vµ chän B∈E lµ mét ®iÓm bËc v« h¹n. Sau ®ã, ta lÊy mét sè nguyªn tè p ®ñ 
lín nµo ®ã. Nh− ®· nãi, ®−êng cong ®· chän chØ cã “söa xÊu”víi mét sè h÷u h¹n sè 
nguyªn tè. V× thÕ, nÕu p chän ®ñ lín th× söa theo modulo p sÏ cho ta ®−êng cong 
elliptic E “modulo” p vµ ®iÓm B modulo p. Cuèi cïng, còng chó ý lµ, cho ®Õn nay, 
ch−a cã mét thuËt to¸n nµo t−¬ng ®èi tèt ®Ó x¸c ®Þnh sè ®iÓm N cña mét ®−êng cong 
elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n Fq víi q lµ sè rÊt lín. Trong tr−êng hîp N lµ tÝch cu¶ 
nh÷ng sè nguyªn tè bÐ, cã nh÷ng thuËt to¸n ®Æc biÖt ®Ó t×m “logarit” c¬ së B, vµ do 
®ã, hÖ m· mµ chóng ta ®· xÐt sÏ kh«ng gi÷ ®−îc tÝnh b¶o mËt n÷a. Tuy nhiªn, cã 
nhiÒu ph−¬ng ph¸p x¸c suÊt ®Ó tr¸nh xÈy ra t×nh tr¹ng sè ®iÓm N cña ®−êng cong lµ 
tÝch cña nh÷ng sè nguyªn tè bÐ. 
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§6. L-hµm cña ®−êng cong elliptic 

6.1. Nh− ®· nãi ë ®Çu ch−¬ng, c¸c ®−êng cong elliptic cã vai trß rÊt quan träng trong 
nhiÒu vÊn ®Ò cña sè häc. TiÕt nµy cã môc ®Ých lµm cho ®éc gi¶ h×nh dung ®−îc phÇn 
nµo ý nghÜa cña ®−êng cong elliptic trong H×nh häc ®¹i sè sè häc. Thùc ra, ®©y lµ 
mét lÜnh vùc rÊt phong phó cña to¸n häc hiÖn ®¹i. V× thÕ, khã cã thÓ tr×nh bµy trong 
mét cuèn s¸ch, h¬n n÷a, l¹i trong mét gi¸o tr×nh víi yªu cÇu kh¸ s¬ cÊp. Chóng t«i 
cè g¾ng lùa chän ë ®©y nh÷ng kÕt qu¶ vµ kh¸i niÖm c¬ b¶n nhÊt, vµ c¸ch tr×nh bµy lµ 
m« t¶ chø kh«ng ®i vµo chi tiÕt. 

Cã thÓ nãi, kh¸i niÖm quan träng nhÊt trong nghiªn cøu ®−êng cong elliptic lµ         
L-hµm. Gi¶ sö ta xÐt ®−êng cong elliptic trªn tr−êng sè h÷u tû Q. NÕu cÇn thiÕt  th× 
khö mÉu sè ë c¸c hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ®−êng cong, ta cè thÓ gi¶ thiÕt 
ngay t− ®Çu r»ng, ®−êng cong ®−îc cho bëi ph−¬ng tr×nh víi c¸c hÖ sè nguyªn. 

§Ó nghiªn cøu ®−êng cong cho trªn tr−êng sè h÷u tû, ng−êi ta nghiªn cøu ®ång thêi 
c¸c söa theo modulo p cña ®−êng cong ®ã øng víi mäi sè nguyªn tè p. Ta nh¾c l¹i 
r»ng, ®ã lµ c¸c ®−êng cong nhËn ®−îc b»ng c¸ch thay c¸c hÖ sè  bëi c¸c thÆng d− 
modulo p cña chóng. Cã thÓ tån t¹i mét sè h÷u h¹n sè nguyªn tè p t¹i ®ã ®−êng cong 
nhËn ®−îc cã ®iÓm béi. Tr−íc hÕt, ta xÐt c¸c sè nguyªn tè p t¹i ®ã ®−êng cong cã     
“ söa tèt”, tøc lµ ta cã ®−êng cong elliptic trªn tr−êng Fp. 

 

6.2. L-hµm cña ®−êng cong elliptic trªn tr−êng h÷u h¹n. 

Gi¶ sö E lµ ®−êng cong elliptic trªn tr−êng sè h÷u tû Q, cã söa tèt t¹i sè nguyªn tè p. 
§ång thêi víi viÖc xÐt E modulo p, ta cã thÓ xÐt c¸c ®iÓm cña ®−êng cong E trªn 
mäi tr−êng Fq, víi q=pr, r=1,2,...KÝ hiÖu qua Nr sè ®iÓm cña ®−êng cong E trªn Fq, 
q=pr. 

Nh− vËy, ta cã d·y c¸c sè nguyªn d−¬ng N1,N2,...Nr... §Ó nghiªn cøu mét d·y nµo 
®ã, mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p rÊt hay ®−îc dïng trong sè häc lµ xÐt hµm sinh 
cña chóng. Nhê hµm sinh, ng−êi ta cã thÓ xÐt c¸c phÇn tö cña d·y mét c¸ch ®ång 
thêi, th«ng qua tÝnh chÊt cña hµm sinh. Ch¼ng h¹n, hµm sinh cña d·y sè trªn ®©y lµ: 

Zp(T)=exp(
N
r
Tr r

r

)
≥
∑

1

                  (7.10) 

§Þnh nghÜa. Hµm Zp(T) ®−îc gäi lµ Zeta-hµm cña ®−êng cong E trªn tr−êng Fp. 

Zeta-hµm ®−îc x©y dùng kh«ng chØ víi c¸c ®−êng cong elliptic, mµ cßn víi nh÷ng 
®èi t−îng réng h¬n, lµ c¸c ®a t¹p x¹ ¶nh. Zeta-hµm cña c¸c ®a t¹p x¹ ¶nh cã nhiÒu 
tÝnh chÊt t−¬ng tù víi Zeta-hµm Riemann. Mét trong nh÷ng tÝnh chÊt quan träng 
nhÊt cña c¸c Zeta-hµm thÓ hiÖn trong ®Þnh lÝ sau ®©y, mµ ta chØ ph¸t biÓu cho c¸c 
®−êng cong elliptic. 

§Þnh lÝ Weil. Zeta-hµm cña mét ®−êng cong elliptic E trªn tr−êng h÷u h¹n Fq lµ mét 
hµm h÷u tû cña T, cã d¹ng: 
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Z(T;E/Fq)=
1
1 1

2− −
− −
aT qT
T qT( )( )

, 

trong ®ã a lµ sè tham gia trong c«ng thøc tÝnh sè ®iÓm cña ®−êng cong E trªn Fp:   
N1=1+q-a. §Þnh thøc cña ®a thøc ë tö sè ©m, vµ hai nghiÖm (phøc liªn hîp) cña nã 
cã trÞ tuyÖt ®èi b»ng q . 

NhËn xÐt. 1) Khi biÕt Zeta-hµm, ta cã thÓ khai triÓn ®Ó t×m c¸c hÖ sè cña nã trong 
c«ng thøc (7.10), nghÜa lµ biÕt ®−îc sè ®iÓm cña E trªn tr−êng F pr víi mäi r tuú ý. 
V× Zeta-hµm chØ phô thuéc a=1+q-N1 nªn Nr x¸c ®Þnh duy nhÊt qua N1. 

2) TÝnh chÊt ®Þnh thøc cña tö sè ©m cã nghÜa lµ: |a|<2 q . Nh− vËy, ®Þnh lÝ Hasse lµ 

mét hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ Weil. 

Mét t−¬ng tù cña ®Þnh lÝ Weil cho c¸c ®a t¹p x¹ ¶nh ®−îc gäi lµ “gi¶ thuyÕt Weil”, 
vµ ®−îc P. Deligne chøng minh n¨m 1973. 

 

6.3. L-hµm cña ®−êng cong trªn tr−êng sè h÷u tû 

Nh− vËy, víi mçi sè nguyªn tè p, ta cã  Zeta-hµm Zp(T) øng víi ®−êng cong elliptic 
E trªn tr−êng Fq, q=pr. §Ó nghiªn cøu ®−êng cong E trªn tr−êng sè h÷u tû, ta cã thÓ 
xÐt “®ång thêi” c¸c “Zeta-hµm ®Þa ph−¬ng” Zp(T) b»ng c¸ch x©y dùng “Zeta-hµm 
toµn côc” cña biÕn phøc s. 

KÝ hiÖu qua ap sè x¸c ®Þnh bëi ap=p+1-Np, trong ®ã Np lµ sè ®iÓm cña ®−êng cong 
trªn tr−êng Fp. Khi ®ã L-hµm Hasse-Weil cña ®−êng cong E ®−îc ®Þnh nghÜa bëi 
c«ng thøc 

L(E,s)= ( )1 1 2 1− +− − −∏ a p pp
s s

p

. 

NhËn xÐt. B»ng c¸ch khai triÓn tÝch trong ®Þnh nghÜa L-hµm, ta cã thÓ thÊy r»ng, L-
hµm t−¬ng tù nh− Zeta-hµm Riemann, ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc sau ®©y: 

ζ ( )s n s

n

= −

=

∞

∑
1

. 

DÔ thÊy r»ng, Zeta-hµm Riemann cã thÓ ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc sau (xem phÇn bµi 
tËp): 

ζ ( ) ( )s p s

p P

= − − −

∈
∏ 1 1  

§èi víi Zeta-hµm Riemann, c¸c tÝnh chÊt quan träng nhÊt lµ: 

1) ζ ( )s cã thÓ th¸c triÓn thµnh hµm ph©n h×nh trªn toµn mÆt ph¼ng phøc víi cùc ®iÓm 
®¬n t¹i s=1. 

2) NÕu ®Æt  
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Λ Γ( ) ( / ) ( )/s s ss= −π ζ2 2  

th× Λ( )s  lµ hµm ph©n h×nh trªn toµn mÆt ph¼ng phøc, vµ tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh hµm 

Λ( )s = Λ( )1− s  

3) ζ ( )−2n =0 víi mäi n nguyªn d−¬ng. 

Gi¶ thuyÕt Riemann næi tiÕng nãi r»ng, c¸c kh«ng ®iÓm cßn l¹i cña Zeta-hµm ®Òu 
n»m trªn ®−êng th¼ng Re s=1/2. Ng−êi ta ®· kiÓm tra gi¶ thuyÕt ®ã ®èi víi mét sè 
rÊt lín kh«ng ®iÓm (hµng triÖu), nh−ng vÉn ch−a chøng minh ®−îc gi¶ thuyÕt trong 
tr−êng hîp tæng qu¸t. Gi¶ thuyÕt nµy còng liªn quan ®Õn nhiÒu vÊn ®Ò cña sè häc 
thuËt to¸n. 

§èi víi L-hµm cña ®−êng cong elliptic, ta cã: 

Gi¶ thuyÕt: Hµm L(E,s) cã thÓ th¸c triÓn gi¶i tÝch lªn toµn mÆt ph¼ng phøc. H¬n 
n÷a, tån t¹i mét sè nguyªn d−¬ng N sao cho, nÕu ®Æt 

Λ Γ( , ) ( ) ( ) ( , ),/E s N s L E ss s= −2 2π  

th× ta cã ph−¬ng tr×nh hµm sau ®©y 

Λ Λ( , ) ( , )E s E s2 − = ± . 

Sè N nãi trong gi¶ thuyÕt lµ mét bÊt biÕn quan träng cña ®−êng cong, gäi lµ 
con®uct¬ cña nã. 

 

6.4. Gi¶ thuyÕt Birch-Swinnerton-Dyer. 

Mét trong nh÷ng gi¶ thuyÕt quan träng kh¸c cña lÝ thuyÕt c¸c ®−êng cong elliptic lµ 
gi¶ thuyÕt sau ®©y cña Birch vµ Swinnerton-Dyer. 

Tr−íc tiªn ta nh¾c l¹i r»ng, nhãm c¸c ®iÓm h÷u tû cña ®−êng cong elliptic E lµ tæng 
trùc tiÕp cña nhãm cÊp h÷u h¹n víi nhãm Zr. Sè r ®−îc gäi lµ h¹ng cña ®−êng cong. 

Gi¶ thuyÕt Birch-Swinnerton-Dyer. NÕu h¹ng cña ®−êng cong elliptic E b»ng r th×      
L-hµm cña ®−êng cong cã kh«ng ®iÓm cÊp r t¹i ®iÓm s=1. 

Nh− vËy, nÕu L(E,1)=0 th× h¹ng r≥1, vµ do ®ã, ®−êng cong elliptic cã v« h¹n ®iÓm 
h÷u tû. Trong tr−êng hîp ng−îc l¹i, ®−êng cong E chØ cã h÷u h¹n ®iÓm h÷u tû. §ã 
chÝnh lµ kÕt qu¶ quan träng ®Çu tiªn theo h−íng kh¶ng ®Þnh gi¶ thuyÕt Birch-
Swinnerton-Dyer, ®−îc Coates vµ Wiles chøng minh n¨m 1977. 

Thùc ra, gi¶ thuyÕt Birch-Swinnerton-Dyer cßn cho c«ng thøc tÝnh giíi h¹n 

lim( ) ( , ).
s

rs L E s
→

−
1

1  

Tuy nhiªn, ®Ó ph¸t biÓu chÝnh x¸c gi¶ thuyÕt ®ã ta cÇn ®Õn kh¸i niÖm nhãm 
Shafarevich cña ®−êng cong, lµ mét trong nh÷ng kh¸i niÖm s©u s¾c nhÊt cña h×nh 
häc ®¹i sè. 
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NhËn xÐt. §Ó kÕt thóc ch−¬ng nµy, chóng t«i xin nãi qua vµi lêi vÒ gi¶ thuyÕt quan 
träng nhÊt trong lÝ thuyÕt ®−êng cong elliptic: gi¶ thuyÕt Taniyama-Weil. 

Gi¶ sö N lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Ta kÝ hiÖu qua nhãm Γ 0(N) nhãm c¸c ma trËn 

vu«ng cÊp 2γ =








a b
c d

trong ®ã a,b,c,d nguyªn, ad-bc=1 vµ c≡ 0(mod N). Nhãm 

c¸c ma trËn nµy t¸c ®éng lªn nöa mÆt ph¼ng trªn theo c«ng thøc sau: 

a b
c d






 (z)=

az b
cz d

+
+

. 

Mét hµm f(z) gi¶i tÝch t¹i nöa mÆt ph¼ng trªn, kÓ c¶ t¹i c¸c ®iÓm h÷u tû cña trôc thùc 
vµ b»ng kh«ng t¹i c¸c ®iÓm ®ã, ®−îc gäi lµ mét d¹ng modula träng sè 2 ®èi víi 
nhãm Γ 0(N) nÕu nã tho¶ m·n hÖ thøc sau: 

f(γ z)=(cz+d)2f(z). 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn suy ra r»ng, nÕu f(z) lµ d¹ng modula träng sè 2 ®èi víi nhãm    

Γ 0(N) th× ta cã f(z+1)=f(z) víi mäi z (lÊy γ  lµ ma trËn 
1 1
0 1






 . Nh− vËy, f(z) cã thÓ 

khai triÓn theo d¹ng sau: 

f z a en
i n z

n

( ) =
=

∞

∑ 2

1

π . 

Tõ ®ã ta cã thÓ t−¬ng øng f víi L-hµm cña nã: 

L s a nf n
s

n

( ) /=
=

∞

∑
1

 

Gi¶ thuyÕt Taniyama-Weil: NÕu E lµ mét ®−êng cong elliptic trªn tr−êng sè h÷u tû 
c«n®uct¬ N th× L-hµm cña ®−êng cong E lµ L-hµm cña mét d¹ng modula träng sè 2 
®èi víi nhãm Γ 0(N). 

Gi¶ thuyÕt trªn ®©y liªn quan chÆt chÏ ®Õn ®Þnh lÝ lín Fermat. ThËt vËy, gi¶ sö tån t¹i 
sè nguyªn tè p lín h¬n 2 sao cho ph−¬ng tr×nh Fermat víi sè mò p cã c¸c nghiÖm 
kh«ng tÇm th−êng a, b, c. 

Ta ®æi dÊu c vµ viÕt ph−¬ng tr×nh d−íi d¹ng: 

ap+bp+cp=0 

§−êng cong elliptic x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh  

y2=x(x-ap)(x+bp) 

cã c«n®uct¬ N=N0(abc) (xem ®Þnh nghÜa N0 ë ch−¬ng 5). §−êng cong nµy ®−îc     
G. Frey nghiªn cøu lÇn ®Çu tiªn n¨m 1983. Sau ®ã (1986), K. Ribet chøng minh 
r»ng, L-hµm cña ®−êng cong ®ã kh«ng ph¶i lµ L-hµm cña bÊt k× mét d¹ng modula 
träng sè 2 nµo ®èi víi nhãm Γ 0(N). Nh− vËy, nÕu chøng minh ®−îc gi¶ thuyÕt 

V
n
M
at
h
.C
om

V
n
M
at
h
.C
om

http://www.vnmath.com


 132

Taniyama-Weil th× còng chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ lín Fermat, bëi v× nÕu ph−¬ng 
tr×nh Fermat cã nghiÖm th× tån t¹i mét ®−êng cong elliptic kh«ng tho¶ m·n gi¶ 
thuyÕt Taniyama-Weil. 

Th¸ng 6 n¨m 1993, A.Wiles c«ng bè chøng minh gi¶ thuyÕt Taniyama-Weil, còng 
tøc lµ chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ lín Fermat.   

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 7 

 

7.1. Cho d−êng cong elliptic trªn tr−êng thùc y2=x3-36x vµ c¸c ®iÓm trªn ®−êng 
cong: P=(-3,9), Q=(-2,6). H·y tÝnh c¸c ®iÓm P+Q vµ 2P. 

7.2. T×m bËc cña ®iÓm P=(2,3) trªn ®−êng cong y2=x3+1. 

7.3. Chøng minh r»ng c¸c ®−êng cong elliptic sau ®©y cã q+1 ®iÓm trªn tr−êng Fq: 

1) y2=x3-x,  q≡ 3(mod 4). 

2) y2=x3-1,  q≡ 2(mod 3), q lÎ. 

3) y2+y=x3,  q≡ 2(mod 3), (q cã thÓ ch½n). 

7.4. TÝnh sè ®iÓm cña ®−êng cong elliptic  y2=x3-x trªn tr−êng F71. 

7.5. Cho ®−êng cong y2+y=x3 trªn tr−êng F2. H·y t×m Zeta-hµm cña ®−êng cong ®ã 
vµ tÝnh sè ®iÓm cña ®−êng cong trªn mäi tr−êng Fq víi q=2r, r=1,2,... 
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