
Chuyên đề 11: PHÉP BIẾN HÌNH KHÔNG GIAN
1. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

Phép dời hình trong không gian

- Một phép biến hình F trong không gian được gọi là phép dời hình nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ: Nếu F biến hai điểm bất kỳ M, N lần lượt thành hai điểm 
[image: image371.png]


 thì 
[image: image2.wmf]''
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Phép dời hình biến đường thẳng thành đường thẳng thành mặt phẳng…

- Hợp thành của những phép dời hình là phép dời hình.

Các phép dời hình trong không gian
- Phép tịnh tiến: Phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image3.wmf]v
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 là phép biến hình biến mỗi điểm M thành điểm 
[image: image4.wmf]M'

 sao cho 
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[image: image6.wmf]v
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- Phép đối xứng qua đường thẳng (phép đối xứng trục): Cho đường thẳng d, phép đối xứng qua đường thẳng d là phép biến hình biến mỗi điểm thuộc d thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc d thành điểm 
[image: image7.wmf]M'

  sao cho trong mặt phẳng (M,d), d là đường trung trực của đoạn thẳng 
[image: image8.wmf]MM'

 .
- Phép đối xứng qua một điểm (phép đối xứng tâm): Cho điển O, phép đối xứng qua điểm O là phép biến hình biến mỗi điểm M thành điểm 
[image: image9.wmf]M'

  sao cho 
[image: image10.wmf]OMOM'0
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 , hay O là trung điểm của 
[image: image11.wmf]MM'

 .

- Phép đối cứng qua mặt phẳng (P) là phép biến hình biến mỗi điểm thuộc (P) thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm 
[image: image12.wmf]M'

 sao cho (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng 
[image: image13.wmf]MM'

 .

- Hai hình H và 
[image: image14.wmf]H'

 gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này thành hình kia.
Đối với các khối đa diện lồi: Nếu phép dời hình F biến tập các đỉnh của khối đa diện lồi H thành tập các đỉnh của khối đa diện lồi 
[image: image15.wmf]H'

 thì F biến H thành 
[image: image16.wmf]H'

 .

Định lý:  Hai hình tứ diện ABCD và 
[image: image17.wmf]A'B'C'D'

 bằng nhau nếu chúng có các cạnh tương ứng bằng nhau, nghĩa là 
[image: image18.wmf]ABA'B',BCB'C',CDC'D',DAD'A',ACA'C',BDB'D
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Phép vị tự trong không gian

-  Cho số k không đổi khác 0 và một điểm O cố định. Phép biến hình trong không gian biến mỗi điểm M thành điểm 
[image: image19.wmf]M'

 sao cho 
[image: image20.wmf]OM'kOM
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 gọi là phép vị tự. Điểm O gọi là tâm vị tự, số k gọi là tỉ số vị tự.

Nếu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M,N thành hai điểm 
[image: image21.wmf]M',N'

 thì 
[image: image22.wmf]M'N'kMN
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 và do đó 
[image: image23.wmf]M'N'kMN
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Phép vị tự biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng, bốn điểm đồng phẳng thành bốn điểm đồng phẳng.

- Hình H được gọi là đồng dạng với hình 
[image: image24.wmf]H'

 nếu có một phép vị tự biến hình H thành hình H1 mà hình H1 hằng hình 
[image: image25.wmf]H'

 .

2. CÁC BÀI TOÁN

Bài toán 11.1: Cho hình tứ diện ABCD. Chứng tỏ rằng phép dời hình biến mỗi điểm A,B,C,D thành chính nó phải là phép đồng  nhất.

Hướng dẫn giải

Giả sử phép dời hình f biến các điểm A,B,C,D thành các điển đó, tức là 
[image: image26.wmf]f(A)A,f(B)B,f(C)C,f(D)D
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. Ta chứng minh rằng f biến điểm M bất kỳ thành M.

Thật vậy, giả sử 
[image: image27.wmf]M'f(M)
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 và 
[image: image28.wmf]M'

 khác với M. Khi đó vì phép dời hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm nên 
[image: image29.wmf]AMAM',BMBM',CMCM',DMDM',
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 suy ra bốn điểm A,B,C,D nằm trên mặt phẳng trung trực của đoạn 
[image: image30.wmf]MM'

, điều đó trái với giả thiết ABCD là hình tứ diện.

Vậy 
[image: image31.wmf]M'

 trùng với M và do đó f là phép đồng nhất. 
Bài toán 11.2: Cho hai hình tứ diện ABCD và 
[image: image32.wmf]A'B'C'D'

 có các cạnh tương ứng bằng nhau: 
[image: image33.wmf]ABA'B',BCB'C',CDC'D',DAD'A',DBD'B',ACA'C
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 Chứng minh rằng có không quá một phép dời hình biến các điểm A,B,C,D lần lượt thành các điểm 
[image: image34.wmf]A'B'C'D'

.

Hướng dẫn giải

Giả sử có hai phép dời hình f1 và f2 đều biến các điểm A,B,C,D lần lượt thành các điểm 
[image: image35.wmf]A',B',C',D'.

 Nếu f1 và f2 khác nhau thì có ít nhất một điểm M sao cho nếu 
[image: image36.wmf]11
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 và 
[image: image37.wmf]22
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 thì M1 và M2 là hai điểm phân biệt. Khi đó vì f1 và f2 đều là phép dời hình nên 
[image: image38.wmf]1
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 và 
[image: image39.wmf]2
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, vậy 
[image: image40.wmf]12
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, tương tự 
[image: image41.wmf]121212
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 do đó bốn điểm 
[image: image42.wmf]A',B',C',D'

 cùng nằm trên mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng  M1M2, trái với giả thiết 
[image: image43.wmf]A',B',C',D'

 là hình tứ diện. Do đó với mọi điểm M ta đều có 
[image: image44.wmf]12
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tức là hai phép dời hình f1 và f2   trùng nhau.
Vậy có không quá một phép dời hình biến các điểm A,B,C,D lần lượt thành các điểm 
[image: image45.wmf]A',B',C',D'.


Bài toán 11.3: Cho tam giác ABC và phép dời hình f biến tam giác ABC thành chính nó, tức là 
[image: image46.wmf]f(A)A,f(B)B,f(C)C
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. Chứng minh rằng f biến mọi điểm M của mp(ABC) thành chính nó.

Hướng dẫn giải

Vì 
[image: image47.wmf]f(A)A,f(B)B
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và 
[image: image48.wmf]f(C)C
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 nên f biến mp(ABC). Bởi vậy nếu M thuộc mp(ABC) và 
[image: image49.wmf]f(M)M'

=

 thì 
[image: image50.wmf]M'

 thuộc mp(ABC) và 
[image: image51.wmf]AMAM',BMBM',CMCM'.
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Nếu 
[image: image52.wmf]M'

 và M phân biệt thì ba điểm A,B,C thuộc đường thẳng trung trực của đoạn thẳng 
[image: image53.wmf]MM'

 trên mp(ABC), trái với giả thiết ABC là tam giác. Vậy 
[image: image54.wmf]f(M)M.
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Bài toán 11.4: Cho hai tam giác bằng nhau ABC và 
[image: image55.wmf]A'B'C'

 
[image: image56.wmf](ABA'B',BCB'C',ACA'C')
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. Chứng minh rằng có đúng hai phép dời hình, mỗi phép biến tam giác ABC thành tam giác 
[image: image57.wmf]A'B'C'

.

Có những phép dời hình nào biến tam giác ABC thành chính nó?
[image: image1.wmf]','
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Hướng dẫn giải

Trên đường thẳng a vuông góc với mp(ABC) tại A lấy điểm D khác A, trên đường thẳng 
[image: image58.wmf]a'

 vuông góc với 
[image: image59.wmf]mp(A'B'C')

 tại 
[image: image60.wmf]A'

 có hai điểm phân biệt D1 và D2 sao cho 
[image: image61.wmf]12
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.
Ta có các hình tứ diện ABCD, 
[image: image62.wmf]1
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 và 
[image: image63.wmf]2
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có các cạnh tương ứng bằng nhau. 
Nếu f là phép dời hình biến tam giác ABC thành tam giác 
[image: image64.wmf]A'B'C'

thì f biến D thành D1 hoặc f biến D thành D2.

Vậy có đúng hai phép dời hình biến tam giác ABC thành tam giác 
[image: image65.wmf]A'B'C'

. Đó là phép dời hình f1 biến tứ diện ABCD thành tứ diện 
[image: image66.wmf]1
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 và phép dời hình f2 biến tứ diện ABCD thành tứ diện 
[image: image67.wmf]2
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Đây là trường hợp riêng khi hai tam giác ABC và 
[image: image68.wmf]A'B'C'

trùng nhau. Vậy ta có hai phép dời hình biến ABCD thành chính nó: đó là phép đồng nhất và phép đối xứng qua mp(ABC).

Bài toán 11.5: Chứng minh rằng các phép tịnh tiến, phép đối xứng tâm là các phép dời hình.
Hướng dẫn giải

- Nếu phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image69.wmf]v

v

 biến hai điểm M,N lần lượt thành hai điểm 
[image: image70.wmf]M',N'

 thì 
[image: image71.wmf]MM'NN'v
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 , suy ra 
[image: image72.wmf]MNM'N'
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 do đó 
[image: image73.wmf]MNM'N'
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. Vậy phép tịnh tiến là một phép dời hình.
- Nếu phép đối xứng tâm O biến hai điểm M,N lần lượt thành hai điểm 
[image: image74.wmf]M',N'

 thì 
[image: image75.wmf]OM'OM,ONON
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Suy ra: 
[image: image76.wmf]M'N'ON'OM'ONOMNM
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Do đó 
[image: image77.wmf]M'N'MN
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, suy ra phép đối xứng tâm O là một phép dời hình.

Bài toán 11.6: Chứng minh rằng phép đối xứng trục, đối xứng qua mặt phẳng là các phép dời hình.

Hướng dẫn giải
[image: image363.png]


- Giả sử phép đối cứng qua đường thẳng d biến hai điểm M,N lần lượt thành hai điểm 
[image: image78.wmf]M'N'

. Gọi H và K lần lượt là trung điểm của 
[image: image79.wmf]MN'

và 
[image: image80.wmf]NN'

, ta có:

[image: image81.wmf]MNM'N'2HK,MNM'N'
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[image: image82.wmf]HNHMHM'HM'N'NMM'
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Vì hai vectơ 
[image: image83.wmf]MM'
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 và 
[image: image84.wmf]NN'
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 đều vuông góc với 
[image: image85.wmf]HK
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 nên:


[image: image86.wmf](
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Suy ra 
[image: image87.wmf]22
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 hay 
[image: image88.wmf]MNM'N'
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Vậy phép đối cứng qua d là phép dời hình. 
- Giả sử phép đối cứng qua mặt phẳng (P) biến M,N thành 
[image: image89.wmf]M',N'.

Nếu M,N thuộc (P) thì 
[image: image90.wmf]M'M,N'N
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 nên 
[image: image91.wmf]M'N'MN
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Nếu có ít nhất một trong hai điểm M,N không nằm trên (P) thì qua bốn điểm M,N,
[image: image92.wmf]M',N'

 có một mặt phẳng (Q) (
[image: image93.wmf]MM'

 và 
[image: image94.wmf]NN'

 cùng vuông góc với (P) nên song song với nhau). Gọi 
[image: image95.wmf]D

 là giao tuyến của (P) và (Q) thì trong mp(Q), phép đối cứng qua đường thẳng 
[image: image96.wmf]D

 biến hai điểm M,N thành hai điểm 
[image: image97.wmf]M'

 và 
[image: image98.wmf]N'

 nên 
[image: image99.wmf]MNM'N'
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Bài toán 11.7: Gọi Đ là phép đối xứng qua mặt phẳng (P) và a là một đường thẳng nào đó. Giả sử Đ biến đường thẳng a thành đường thẳng 
[image: image100.wmf]a'

.Trong trường hợp nào thì:
a) a trùng với 
[image: image101.wmf]a'





b) a song song với 
[image: image102.wmf]a'


c) a cắt 
[image: image103.wmf]a'

 




d) a và 
[image: image104.wmf]a'

 chéo nhau?

Hướng dẫn giải
a) a trùng với 
[image: image105.wmf]a'

 khi a nằm trên mơ(P) hoặc a vuông góc với mp(P)

b) a song song với 
[image: image106.wmf]a'

 khi a song song với mp(P)
c) a cắt 
[image: image107.wmf]a'

 khi cắt mp(P) nhưng không vuông góc với (P)

d) a và 
[image: image108.wmf]a'

 không bao giờ cắt nhau.

Bài toán 11.8: Cho hai đường thẳng song song a và 
[image: image109.wmf]a'

, hai mặt phẳng (P) và 
[image: image110.wmf](P')

 cùng vuông góc với a. Tìm phép tịnh tiến biến a thành 
[image: image111.wmf]a'

 và biến (P) thành 
[image: image112.wmf](P')

.
Hướng dẫn giải

Gọi O là giao điểm của a và (P), 
[image: image113.wmf]O'

 là giao điểm của 
[image: image114.wmf]a'

và (P). Khi đó phép tịnh tiến vectơ 
[image: image115.wmf]vOO'
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 sẽ biến a thành 
[image: image116.wmf]a'

và biến (P) thành 
[image: image117.wmf](P')

.

Bài toán 11.9: Cho tứ diện ABCD. Gọi A1,B1,C1,D1 lần lượt là trọng tâm các tam giascc BCD, ACD, ABD, ABC. Với điểm M bất kỳ trong không gian ta gọi M1 là ảnh của M qua phép tịnh tiến 
[image: image118.wmf]12
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 là ảnh của M1 qua phép tịnh tiến theo 
[image: image119.wmf]1
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, M3 là ảnh của M2 qua phép tịnh tiến theo 
[image: image120.wmf]1
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, M4 là ảnh của M3 qua phép tịnh tiến theo 
[image: image121.wmf]1
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 Chứng minh rằng M trùng với M4.
Hướng dẫn giải

Ta có M4 là ảnh của M qua 4 phép tịnh tiến lien tiếp. Hợp thành phép tịnh tiến đó là một phép tịnh tiến theo vectơ


[image: image122.wmf]1111
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Gọi G là trọng tâm tứ diện, theo tính chất trọng tâm thì :


[image: image123.wmf](

)

44444

vGAGBGCGDGAGBGCGD0

33333

=----=-+++=

vuuuvuuuvuuuvuuuvuuuvuuuvuuuvuuuvv

 

Do đó M trùng với M4.

Bài toán 11.10: Chứng minh rằng phép vị tự biến mỗi đường thẳng thành một đường thẳng song song hoặc trùng với nó, biến mỗi mặt phẳng thành một mặt phẳng song song hoặc trùng với mặt phẳng đó.

Hướng dẫn giải
- Giải sử phép vị tự V tỉ số k biến đường thẳng a thành đường thẳng 
[image: image124.wmf]a'

 . Lấy hai điểm phân biệt M,N nằm trên a thì ảnh của chúng là các điểm 
[image: image125.wmf]M',N'

 nằm trên 
[image: image126.wmf]a'

. Theo tính chất của phép vị tự thì 
[image: image127.wmf]M'N'kMN
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. Do đó hai đường thẳng a và 
[image: image128.wmf]a'

 song song hoặc trùng nhau.
- Giả sử phép vị tự V biến 
[image: image129.wmf](

)

mp

a

 thành 
[image: image130.wmf](

)

mp'

a

. Lấy trên 
[image: image131.wmf](

)
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 hai đường thẳng cắt nhau a và b thì ảnh của chúng qua V là hai đường thẳng 
[image: image132.wmf]a'

và 
[image: image133.wmf]b'

 nằm trên 
[image: image134.wmf](
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 và lần lượt song song hoặc trùng với a và b. Từ đó suy ra hai mặt phẳng  
[image: image135.wmf](
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 và 
[image: image136.wmf](

)
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 song song hoặc trùng nhau.

Bài toán 11.11: Cho hai hình tứ diện ABCD và 
[image: image137.wmf]A'B'C'D'

 có các cạnh tương ứng song song: 


[image: image138.wmf] AB//
[image: image139.wmf]A'B',AC
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[image: image140.wmf]A'C',AD

//
[image: image141.wmf]A'D',CB

//
[image: image142.wmf]C'B',BD

//
[image: image143.wmf]B'D',DC

//
[image: image144.wmf]D'C'

. Chứng minh rằng có một phép tịnh tiến hoặc một phép vị tự biến tứ diện này thành tứ diện kia.
Hướng dẫn giải

Vì AB//
[image: image145.wmf]A'B'

 nên có số k 
[image: image146.wmf]0
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 sao cho 
[image: image147.wmf]ABKA'B'
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. Ta chứng minh rằng khi đó ta cũng có 
[image: image148.wmf]ACkA'C',ADkA'D',CBkC'B',BDkB'D',DCkD'C'.
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 Thật vậy, xem xét tam giác ABC và 
[image: image149.wmf]A'B'C'

có các cạnh tương ứng song song nên ta phải có các số n và m sao cho 
[image: image150.wmf]ACnA'C'
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 và 
[image: image151.wmf]CBmC'B'
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. Khi đó: 
[image: image152.wmf](
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Vì hai vectơ 
[image: image153.wmf]A'C'
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 và
[image: image154.wmf]B'C'
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 không cùng phương nên đẳng thức trên xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image155.wmf]nkmk0
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, tức là 
[image: image156.wmf]nm
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, vậy 
[image: image157.wmf]ACkA'C'
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 và 
[image: image158.wmf]BCkB'C'
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Các đẳng thức còn lại được chứng minh tương tự.

Xét trường hợp 
[image: image159.wmf]k1
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Khi đó 
[image: image160.wmf]ABA'B',BCB'C',...
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 nên 
[image: image161.wmf]AA'BB'CC'...
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Suy ra phép tịnh tiến theo vectơ
[image: image162.wmf]vAA'
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 biến tứ diện ABCD thành tứ diện 
[image: image163.wmf]A'B'C'D'

.

Nếu k≠1 thì hai đường thẳng 
[image: image164.wmf]AA'

và 
[image: image165.wmf]BB'

cắt nhau tại một điểm O nào đó. Khi đó phép vị tự V tâm O tỉ số k biến tứ diện ABCD thành tứ diện 
[image: image166.wmf]A'B'C'D'

. 
Bài toán 11.12: Chứng minh rằng hợp thành của các phép tịnh tiến là một phép tịnh tiến.

Hướng dẫn giải

Giả sử T1 và T2 lần lượt là các phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image167.wmf]1
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 và 
[image: image168.wmf]2

v

uuv

. Nếu T1 biến điểm M thành điểm M1 và T2 biến điểm M1 thành M2 thì hợp thành T2 o T1 biến điểm M thành điểm M2.

Vì 
[image: image169.wmf]11
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 và 
[image: image170.wmf]122
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 nên 
[image: image171.wmf]2112
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Vậy T2 o T1 là phép tịnh tiến vectơ 
[image: image172.wmf]12
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.

Tổng quát : Hợp thành của n phép tịnh tiến đã cho là một phép tịnh tiến có vectơ tịnh tiến bằng tổng các vectơ của các phép tịnh tiến đã cho.

Bài toán 11.13 : Cho phép dời hình j thoả mãn điều kiện phép hợp thành của f và 
[image: image173.wmf]f'

 là phép đồng nhất : f o f = e, biết rằng có một điểm I duy nhất sao cho f  biến I thành chính nó. Chứng minh rằng f là phép đối xứng tâm.

Hướng dẫn giải

Với một điểm M bất kỳ khác I, ta gọi 
[image: image174.wmf]M'

là ảnh của M qua f, khi đó M và 
[image: image175.wmf]M'

không trùng nhau. Vì f o f = e nên f biến 
[image: image176.wmf]M'

thành M, vậy f biến đoạn thẳng 
[image: image177.wmf]MM'

 thành đoạn thẳng 
[image: image178.wmf]M'M

.

Từ đó suy ra f biến trung điểm đoạn thẳng 
[image: image179.wmf]MM'

thành chính nó và vì vậy, theo giả thiết trung điểm 
[image: image180.wmf]MM'

phải là điểm I. Vậy f là phép đối xứng qua tâm I.

Bài toán 11.14 :Chứng minh rằng :

a) Hợp thành của một số chẵn các phép đối xứng tâm là một phép tịnh tiến.

b) Hợp thành của một số lẻ của phép đối xứng tâm là phép đối xứng tâm.

Hướng dẫn giải
a) Giải sử Đ1 và Đ2 là các phép đối xứng tâm có tâm lần lượt là O1 và O2. Gọi M là một điểm bất kỳ,  M1 = Đ1(M) và 
[image: image181.wmf]M'

 = Đ2(M1) thì phép hợp thành Đ1 o Đ2 biến M thành 
[image: image182.wmf]M'

.
Ta có : 
[image: image183.wmf]111112
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Suy ra Đ1 o Đ2 là phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image184.wmf]12
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Vì hợp thành của hai phép đối xứng tâm là hợp thành của n phép tịnh tiến và do đó là một phép tịnh tiến.

b) Với điểm M ta lấy M1 đối xứng với M qua O, và lấy 
[image: image185.wmf]M'

 sao cho 
[image: image186.wmf]1
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Khi đó hợp thành 
[image: image187.wmf]o
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 biến M thành 
[image: image188.wmf]M'

. Nếu gọi I là trung điểm của 
[image: image189.wmf]MM'

thì 
[image: image190.wmf]OI

uuv



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image191.wmf]v
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 Vậy điểm I cố định. Suy ra 
[image: image192.wmf]o
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v

 là phép đối xứng qua I.

Tương tự ĐO o 
[image: image193.wmf]V
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 là phép đối xứng qua điểm 
[image: image194.wmf]I'

mà 
[image: image195.wmf]v
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Hợp thành của 2n + 1 phép đối xứng tâm là hợp thành của một phép tịnh tiến và một phép đối xứng tâm nên là một phép đối xứng tâm.

Bài toán 11.15 : Chứng minh rằng

a) Hợp thành của hai phép đối xứng trục có các trục đối xứng song song là một phép tịnh tiến

b) Hợp thành của một phép đối xứng trục và một phép tịnh tiến theo vectơ vuông góc với trục đối xứng là một phép đối xứng trục.

Hướng dẫn giải

[image: image364.png]


a) Giả sử Đa và Đb là các phép đối xứng trục có trục lần lượt là các đường thẳng a và b song song với nhau. Lấy hai điểm I và J lần lượt nằm trên a và b sao cho IJ 
[image: image196.wmf]^

 a. Với điểm M bất kỳ, ta gọi M1 = Đa(M) và 
[image: image197.wmf]M'

=

Đb(M1) thì phép hợp thành Đb o Đa biếm M thành 
[image: image198.wmf]M'

. Nếu gọi H là trung điểm của 
[image: image199.wmf]MM'

và K là trung điểm của 
[image: image200.wmf]1
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[image: image201.wmf]111
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Vậy hợp thành  Đb o Đa  chính là phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image202.wmf]v2IJ
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b) Giả sử Da là phép đối xứng qua đường thẳng a, 
[image: image203.wmf]v
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 là phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image204.wmf]v
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 thì phép tịnh tiến 
[image: image205.wmf]v
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là hợp thành của hai phép đối xứng Đb và Đa qua các đường thẳng a và b : 
[image: image206.wmf]b
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Bởi vậy 
[image: image207.wmf]a
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Gọi 
[image: image208.wmf]b'

là ảnh của a qua phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image209.wmf]v
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 thì phép tịnh tiến 
[image: image210.wmf]v
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là hợp thành của hai phép đối xứng Đb’ và Đa qua các đường thẳng 
[image: image211.wmf]b'

và a :

[image: image212.wmf]a
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Do đó : 
[image: image213.wmf]aab
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Bài toán 11.16 : Chứng minh :

a) Hợp thành của hai phép đối xứng qua hai mặt phẳng song song (P) và (Q) là một phép tịnh tiến.

b) Hợp thành của hai phép đối xứng qua hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc với nhau là một phép đối xứng qua đường thẳng.

Hướng dẫn giải
[image: image365.png]


a) Lấy hai điểm A và B lần lượt nằm trên (P) và (Q) sao cho 
[image: image214.wmf]AB(P)
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. Với một điểm M bất kì, ta gọi M1 là điểm đối xứng với M qua mp(P) và 
[image: image215.wmf]M'

là điểm đối xứng với M1 qua mp(Q).

Gọi H và K lần lượt là trung điểm của MM1 và 
[image: image216.wmf]1
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 thì ta có :


[image: image217.wmf](
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Vậy phép hợp thành là phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image218.wmf]2AB

uuuv

.

[image: image366.png]G




b) Gọi d là giao tuyến của (P) và (Q). Với một điểm M bất kỳ, ta gọi M1là điểm đối xứng với m qua mp(P) và 
[image: image219.wmf]M'

 là điểm đối xứng của M1 qua mp(Q).

Nếu M nằm trên (P) hoặc trên (Q) thì thấy 
[image: image220.wmf]M'

là điểm đối xứng của M qua d.

Nếu M nằm trên cả (P) và (Q) thì ba điểm M,M1 và 
[image: image221.wmf]M'

xác định mặt phẳng (R) vuông góc với (P) và (Q), do đó vuông góc với d.
Gọi giao tuyến của (R) với (P) và (Q) lần lượt là p,q, còn O là giao điểm của p và q. 
Xét trong mặt phẳng (R) thì điểm 
[image: image222.wmf]M'

là ảnh của điểm M qua hợp thành của phép đối xứng qua đường thẳng p và phép đối xứng qua đường thẳng q. 

Suy ra O là trung điểm của 
[image: image223.wmf]MM'

.

Mặt khác 
[image: image224.wmf]MM'd
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 nên phép hợp thành là phép đối xứng qua đường thẳng d.

Bài toán 11.17 : Cho mặt phẳng (P) và cho phép dời hình f có tính chất : f biến điểm M thành điểm M khi và chỉ khi M nằm trên (P). Chứng tỏ rằng f là phép đối xứng qua mặt phẳng (P). 

Hướng dẫ giải

[image: image367.png]


Phép dời hình f biến mọi điển M nằm trên (P) thành M. Với điểm A không nằm trên (P) ta gọi a là đường thẳng đi qua A và vuông góc với (P). Nếu H là giao điểm của a và (P), vì 
[image: image225.wmf]f(H)H
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 nên f biến a thành đường thẳng đi qua H và vuông góc với (P), vậy 
[image: image226.wmf]f(a)a
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Từ đó suy ra điểm A biến thành điểm 
[image: image227.wmf]A'

nằm trên a, 
[image: image228.wmf]A'

khác với A và 
[image: image229.wmf]HAHA'
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. Vậy (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng 
[image: image230.wmf]AA'

 .
Suy ra f là phép đối xứng qua mp(P).

Bài toán 11.18 : Cho phép vị tự V tâm O tỉ số 
[image: image231.wmf]k1

¹

 và phép vị tự 
[image: image232.wmf]V'

tâm 
[image: image233.wmf]O'

tỉ số 
[image: image234.wmf]k'

. Chứng minh rằng nếu 
[image: image235.wmf]kk'1
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 thì phép hợp thành 
[image: image236.wmf]V'oV

 là một phép tịnh tiến.

Hướng dẫn giải

Gọi V là phép vị tự tâm O tỉ số k, 
[image: image237.wmf]V'

 là phép vị tự tâm 
[image: image238.wmf]O'

 tỉ số 
[image: image239.wmf]k'

. Với mỗi điểm M ta lấy M1 sao cho 
[image: image240.wmf]1
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 rồi lấy điểm 
[image: image241.wmf]M'

.
Ta có :
[image: image242.wmf](
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Vì 
[image: image243.wmf]kk'1
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 nên 
[image: image244.wmf]1
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 bởi vậy đẳng thức trên trở thành :

[image: image245.wmf](
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Từ đó suy ra 
[image: image246.wmf]V'oV

là phép tịnh tiến theo vectơ 
[image: image247.wmf]k1
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Bài toán 11.19 : Cho phép vị tự V tâm O tỉ số k và phép vị tự 
[image: image248.wmf]V'

 tâm 
[image: image249.wmf]O'

 tỉ số 
[image: image250.wmf]k'

 với 
[image: image251.wmf]kk'1
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. Gọi 
[image: image252.wmf]FV'oV
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. Chứng minh rằng :

a) Có điểm I duy nhất sao cho F(I) = I

b) F là phép vị tự tâm I tỉ số 
[image: image253.wmf]kk'


Hướng dẫn giải

a) Giả sử 
[image: image254.wmf](
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. Điều đó xảy ra khi và chỉ khi nếu V biến I thành I​1 thì V’ biến I1 thành I, tức là: nếu 
[image: image255.wmf]1
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 thì 
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[image: image258.wmf](
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Vậy điểm I được xác định duy nhất với 
[image: image259.wmf]'1
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b) Với điểm M bất kì, gọi M1 là ảnh của M qua phép vị tự V, M’ là ảnh của M1 qua phép vị tự V’, thì F biến M thành M’. Khi đó ta có 
[image: image260.wmf]1
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 và 
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. Từ đó ta có: 
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[image: image264.wmf](
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Vậy F là phép vị tự tâm I tỉ số kk’.

Bài toán 11.20: Cho phép vị tự V tâm O tỉ số 
[image: image266.wmf]1
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 và một phép tịnh tiến T theo vectơ 
[image: image267.wmf]v
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[image: image268.wmf]FTV
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 và 
[image: image269.wmf]'
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. Chứng minh rằng:

a) Có một điểm I duy nhất sao cho 
[image: image270.wmf](
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 và điểm I duy nhất sao cho 
[image: image271.wmf](
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b) F là phép vị tự tâm I tỉ số k, F’ là phép vị tự tâm I’ tỉ số k.

Hướng dẫn giải

a) Giả sử 
[image: image272.wmf](
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. Điều đó xảy ra khi và chỉ khi nếu V biến I thành I​1 thì T biến I1 thành I, tức là: nếu 
[image: image273.wmf]1
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 thì 
[image: image274.wmf]1
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 từ đó suy ra: 
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 hay 
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, do đó 
[image: image277.wmf]1
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. Vậy điểm I xác định duy nhất, với 
[image: image278.wmf]1
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Giả sử 
[image: image279.wmf](
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. Điều đó xảy ra khi và chỉ khi nếu T biến I’ thành 
[image: image280.wmf]1
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 thì V biến 
[image: image281.wmf]1
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 thành I’, tức là: nếu 
[image: image282.wmf]1

''

IIv

=

uuuuurr

 thì 
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Từ đó suy ra : 
[image: image284.wmf](
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Vậy điểm I’ xác định duy nhất, với 
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b) Với mỗi điểm M bất kì ta lấy điểm M1 sao cho 
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, rồi lấy điểm M’ sao cho 
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. Khi đó phép hợp thành 
[image: image290.wmf]FTV

=

o

 biến M thành M’. Ta xác định điểm O’ sao cho 
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 thì O’ là điểm cố định không phụ thuộc M và có:
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Suy ra  
[image: image294.wmf]FTV
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 là phép vị tự tâm I tỉ k. Chứng minh tương tự thì 
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 là phép vị tự tâm I’ tỉ k.
Bài toán 11.21: Chứng minh rằng một hình tứ diện không thể có tâm đối xứng, tổng quát một hình chóp không có tâm đối xứng.

Hướng dẫn giải

Trước hết ta thấy rằng nếu một hình chóp có tâm đối xứng O, thì số mặt chẵn. Thật vậy nếu M là điểm bất kì thuộc một mặt nào đó của hình chóp, thì điểm M’ đối xứng với M phải thuộc một mặt hình chóp (vì phép đối xứng biến mặt thành mặt, cạnh thành cạnh và đỉnh thành đỉnh). Điều đó chứng tỏ mỗi cặp mặt của hình chóp ứng với một đoạn thẳng MM’.

Vì số các đoạn như vậy là nguyên, nên số mặt là chẵn. Vậy đáy của hình chóp có tâm đối xứng đa giác với số lẻ cạnh nên O không thuộc mặt phẳng đáy và không thuộc các mặt bên.

Gọi (T) là thiết diện của hình chóp đi qua O và song song với đáy ((T) tồn tại vì phép đối xứng qua O biến đỉnh hình chóp thành điểm thuộc đáy chóp), khi đó (T) là đa giác có tâm đối xứng lại có số lẻ cạnh (vì các cạnh của (T) chỉ nằm trên các mặt xung quanh của hình chóp). Mâu thuẫn đó chứng minh bài toán, và suy cho tứ diện bất kỳ.

Bài toán 11.22: Tìm các mặt phẳng đối xứng của các hình sau đây:

a) Hình chóp tứ giác đều.

b) Hình chóp cụt tam giác đều.

c) Hình hộp chữ nhật mà không có mặt nào là hình vuông.

Hướng dẫn giải

a) Hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 4 mặt phẳng đối xứng: mp(SAC), mp(SBD), mặt phẳng trung trực của AB (đồng thời của CD) và mặt phẳng trung trực của AD (đồng thời của BC).

b) Hình chóp cụt tam giác đều ABC.A’B’C’ có ba mặt phẳng đối xứng, đó là ba mặt phẳng trung trực của ba cạnh AB, BC, CA.

c) Hình hộp chữ nhật ABCD.A’B’C’D’ (mà không có mặt nào là hình vuông) có ba mặt phẳng đối xứng, đó là ba mặt phẳng trung trực của ba cạnh AB, AD, AA’.
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Bài toán 11.23: 
a) Tìm các trục đối xứng của hình tứ diện đều ABCD.

b) Tìm tất cả các mặt phẳng đối xứng của hình tứ diện đều ABCD.

Hướng dẫn giải

a) Giả sử d là trục đối xứng của tứ diện đều ABCD, tức là ghép đối xứng qua đường thẳng d biến các đỉnh của tứ diện thành các đỉnh của tứ diện.

Trước hết ta nhận thấy rằng trục đối xứng d không thể là đường thẳng đi qua hai đỉnh nào đó của hình tứ diện, vì hiển nhiên phép đối xứng qua đường thẳng d như thế không biến hình tứ diện thành chính nó.
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Bây giờ ta chứng tỏ rằng trục đối xứng d cũng không đi một đỉnh nào của tứ diện. Thật vậy, nếu d đi qua A thì vì B không thể nằm trên d nên B biến thành C hoặc D. Nếu B biến thành C thì C biến thành B nên D biến thành D và do đó d đi qua A và D, vô lí. Nếu B biến thành D thì D biến thành B và do đó C biến thành C và d đi qua A và C, vô lí

Vậy phép đối xứng Đ qua đường thẳng d biến điểm A thành một trong ba điểm B, C hoặc D.

Do đó tứ diện đều có 3 trục đối xứng là 3 đường thẳng đi qua trung điểm 2 cạnh đối diện (đường trung bình).

b) Giả sử 
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 là mặt phẳng đối xứng của tứ diện đều ABCD, tức là phép đối xứng Đ
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 biến tập hợp {A, B, C, D} thành chính nó. Vì Đ
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 không thể biến mỗi đỉnh thành chính nó (vì khi đó Đ
[image: image301.wmf]a

 là phép đồng nhất) nên phải có một đỉnh, A chẳng hạn, biến thành một đỉnh khác, B chẳng hạn. Khi đó 
[image: image302.wmf]a

 là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB (hiển nhiên 
[image: image303.wmf]a

 đi qua C và D).

Vậy tứ diện ABCD có 6 mặt phẳng đối xứng, đó là các mặt phẳng trung trực của các cạnh.

Bài toán 11.24: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’. Tìm

a) Tâm đối xứng


b) Mặt đối xứng

c) Trục đối xứng

Hướng dẫn giải

a) Tâm đối xứng O là giao điểm của 4 đường chéo AC’, BD’. CA’ và DB’.

b) Gọi 
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 là mặt đối xứng của hình lập phương thì phép đối xứng qua 
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 biến hình vuông ABCD thành chính nó, hoặc thành hình vuông chung cạnh hoặc thành hình vuông A’B’C’D’.

Từ đó thì hình lập phương có 9 mặt phẳng đối xứng là 3 mặt phẳng trung trực của các cạnh và 6 mặt phẳng chứa hai cạnh đối.

c) 9 trục đối xứng gồm 3 trục của các mặt và 6 đường thẳng đi qua trung điểm của hai cạnh đối.

Bài toán 11.25: Cho hình bát diện đều. Tìm:
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a) Tâm đối xứng.


b) Mặt đối xứng.

c) Trục đối xứng.

Hướng dẫn giải

a) Hình bát diện đều ABCDEF có tâm đối xứng O là giao điểm của 3 đường chéo AC, BD và EF.

b) Hình bát diện đều ABCDEF có tất cả 9 mặt phẳng đối xứng: ba mặt phẳng (ABCD), (BEDF), (AECF) và 6 mặt phẳng, mỗi mặt phẳng là mặt phẳng trung trực của hai cạnh song song (chẳng hạn AB và CD).

c) Hình bát diện đều ABCDEF có 9 trục đối xứng: ba trục của mặt (ABCD), (BEDF), (AECF) và 6 đường thẳng đi qua 2 trung điểm của 2 cạnh song song.

Bài toán 11.26: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’. Chứng minh:

a) Các hình chóp A.A’B’C’D’ và C’.ABCD bằng nhau

b) Các hình lăng trụ ABC.A’B’C’ và AA’D’.BB’C’ bằng nhau.

Hướng dẫn giải

a) Gọi O là tâm của hình lập phương. Vì phép đối xứng tâm O biến các đỉnh của hình chóp A.A’B’C’D’ thành các đỉnh của hình chóp C’ABCD. Vậy hai hình chóp đó bằng nhau.

b) Phép đối xứng qua mp(ADC’B’) biến các đỉnh của hình lăng trụ ABC.A’B’C’ thành các đỉnh của hình lăng trụ AA’D’.BB’C’ nên hai hình lăng trụ đó bằng nhau.

Bài toán 11.27: Chứng minh 2 hình lập phương có cạnh bằng nhau thì bằng nhau.

Hướng dẫn giải

Giả sử ABCD.A’B’C’D’ và MNPQ.M’N’P’Q’ là hai hình lập phương có cạnh đều bằng a. Hai tứ diện ABDA’ và MNQM’ có các cạnh tương ứng bằng nhau nên bằng nhau, tức là có phép dời hình F biến các điểm A, B, D, A’ lần lượt thành M, N, Q, M’. Vì F là phép dời hình nên F biến hình vuông thành hình vuông, do đó F biến điểm C thành điểm P, biến điểm B’ thành N’ biến điểm D’ thành Q’ và biến điểm C’ thành P’. Vậy hai hình lập phương đã cho bằng nhau.

Bài toán 11.28: Cho hai tứ diện ABCD và A’B’C’D’ có các cạnh tương ứng tỉ lệ: 
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. Chứng minh hai tứ diện đồng dạng.

Hướng dẫn giải

Xét phép vị tự V tâm O nào đó và có tỉ k.

Gọi 
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 là ảnh của ABCD qua V. Ta có:
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Theo giả thiết thì 
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, do đó hai tứ diện 
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 và A’B’C’D’ bằng nhau.

Vậy hai tứ diện ABCD và A’B’C’D’ đồng dạng.

Bài toán 11.29: Chứng minh rằng hai hình lập phương bất kì đều đồng dạng với nhau.

Hướng dẫn giải

Giả sử hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ cạnh a và hình lập phương MNPQ.M’N’P’Q’ cạnh b.

Xét phép vị tự V tâm O nào đó và tỉ 
[image: image313.wmf]b
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. Khi đó ảnh của hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ cạnh a thành hình lập phương EFGH.E’F’G’H’ có cạnh là 
[image: image314.wmf]kab
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Do đó hai hình lập phương EFGH.E’F’G’H’ và MNPQ.M’N’P’Q’ có cùng cạnh b nên bằng nhau.

Vậy hai hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ và MNPQ.M’N’P’Q’ đồng dạng.

Bài toán 11.30: Cho hình tứ diện ABCD. Gọi A’, B’, C’, D’ lần lượt là trọng tâm của các tam giác BCD, ACD, ABD, ABC. Chứng minh rằng hai tứ diện ABCD và A’B’C’D’ đồng dạng. Suy ra nếu ABCD là tứ diện đều thì A’B’C’D’ cũng là tứ diện đều.

Hướng dẫn giải

Gọi G là trọng tâm của tứ diện ABCD.

Ta có: 
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Suy ra phép vị tự tâm G, tỉ số 
[image: image317.wmf]1
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 biến các điểm A, B, C, D lần lượt thành các điểm A’, B’, C’, D’. Vậy V biến tứ diện ABCD thành tứ diện A’B’C’D’ nên 2  tứ diện đó đồng dạng.

Bài toán 11.31: Cho tứ diện ABCD nội tiếp mặt cầu (S) bán kính 
[image: image318.wmf]RAB
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, một điểm M thay đổi trên mặt cầu. Gọi C’, D’, M’ là các điểm sao cho: 
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. Chứng minh nếu BC’D’M’ là hình tứ diện thì tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện đó nằm trên (S).

Hướng dẫn giải

Phép tịnh tiến T theo vectơ 
[image: image320.wmf]vAB
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 biến A thành B, C thành C’, D thành D’ và M thành M’, tức là biến tứ diện ACDM thành tứ diện BC’D’M’.

Do đó T biến tâm O của mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ACDM thành tâm O’ của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện BC’D’M’, tức là 
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. Vì 
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 nên điểm O’ nằm trên mặt cầu (S).

Bài toán 11.32: Cho tứ diện đều ABCD.  Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và CD. Gọi O là trung điểm của đoạn MN. Chứng minh rằng với mọi điểm K nằm trong tứ diện ta có:
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Hướng dẫn giải

Ta có MN là trục đối xứng của tứ diện đều ABCD.

Gọi K’ là điểm đối xứng với K qua MN, H là giao của KK’ và MN.

Ta có: 
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Ta chứng minh rằng 
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Xét trong mặt phẳng (MCD), điểm A’ sao cho tia MA’ vuông góc với MN, ngược chiều với tia NC và độ dài 
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Vì A’C đi qua O nên 
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Vậy 
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Bài toán 11.33: Cho tứ diện đều ABCD và phép dời hình f biến ABCD thành chính nó, nghĩa là biến mỗi đỉnh của tứ diện thành một đỉnh của tứ diện. Tìm tập hợp các điểm M trong không gian sao cho 
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 trong các trường hợp sau đây:

a) 
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b) 
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c) 
[image: image335.wmf](

)

(

)

(

)

,,

fABfBCfCD

===


Hướng dẫn giải

a) Theo giả thiết 
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. Do đó 
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 khi và chỉ khi 
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. Suy ra tập hợp các điểm M là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

b) Theo giả thiết 
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. Do đó 
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 khi và chỉ khi 
[image: image342.wmf]MAMB

=

 và 
[image: image343.wmf]MCMD

=

, tức là M đồng thời nằm trên các mặt phẳng trung trực của AB và CD. Suy ra tập hợp các điểm M là đường thẳng đi qua trung điểm của AB và CD.

c) Theo giả thiết 
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. Do đó 
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 khi và chỉ khi 
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. Suy ra tập hợp các điểm M gồm một điểm duy nhất là trọng tâm của tứ diện ABCD.

Bài toán 11.34: Cho mặt phẳng (P) và tứ diện ABCD. Với mỗi điểm M thuộc (P) ta xác định điểm N theo công thức: 
[image: image347.wmf]2

MAMBMCMDMN

+++=

uuuruuuruuuuruuuuruuuur


Tìm tập hợp N, khi M di động trong (P).

Hướng dẫn giải

Gọi G là trọng tâm của tứ diện ABCD thì G cố định.

Ta có 
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Do đó N là ảnh của M qua phép đối xứng tâm G.

Vậy tập hợp N là mặt phẳng đối xứng với (P) qua G.

Bài toán 11.35: Cho lăng trụ đứng ABC.A’B’C’, có đáy là tam giác cân ABC 
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. Trên các cạnh AC và A’B’ ta lấy điểm tương ứng M và M’ sao cho 
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Tìm tập hợp trung điểm của đoạn MM’.

Hướng dẫn giải

Gọi I, J là trung điểm cạnh bên AA’ và giao các đường chéo hình chữ nhật BCC’B’.

Ta có IJ là trục đối xứng của hai đoạn AC và A’B’, do đó M và M’ đối xứng với nhau IJ. Vậy tập hợp các trung điểm của MM’ thuộc đoạn IJ.

Bài toán 11.36: Cho tứ diện ABCD. Điểm M lưu động trong tam giác ABC. Các điểm A’, B’, C’ lần lượt thuộc các mặt (BCD), (CAD), (ABD) sao cho MA’ // AD, MB’ // BD, MC’ // CD. Tìm tập hợp các trọng tâm của tam giác A’B’C’.

Hướng dẫn giải
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Ta chứng minh: 
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Vì G là trọng tâm tam giác A’B’C’ nên:
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Do đó: 
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Phép vị tự tâm D tỉ số 
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 biến M thành G nên tập hợp các điểm G là ảnh của tam giác ABC qua phép vị tự đó.

3. BÀI LUỆN TẬP
Bài tập 11.1: Cho tứ diện ABCD có các cạnh đối bằng nhau. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Gọi A’, B’ là hình chiếu của A, B lên CD và C’, D’ là hình chiếu C, D lên AB. Chứng minh đoạn 
[image: image357.wmf]''''
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Hướng dẫn

Dùng phép đối xứng trục.

Bài tập 11.2: Cho ba mặt phẳng (P), (Q), (R) cùng qua đường thẳng d. Với điểm M bất kì thuộc (R), gọi M’ là ảnh của M qua phép đối xứng mặt phẳng (P), gọi M” là ảnh của M’ qua phép đối xứng mặt phẳng (Q). Tìm tập hợp các trung điểm I của đoạn MM”.

Hướng dẫn

Dùng tính chất phép phép đối xứng qua mặt phẳng.

Kết quả: mặt phân giác.

Bài tập 11.3: Cho điểm I nằm trên đường thẳng d, đường thẳng d nằm trên mặt phẳng (P). Chứng minh phép dời hình f biến (P) thành (P), d thành d và có một điểm bất động duy nhất là I là phép đối xứng tâm I.

Hướng dẫn

Dùng định nghĩa phép dời hình.

Bài tập 11.4: Cho hai đường thẳng chéo nhau a và b, a’ và b’ có góc và khoảng cách giữa các cặp đường thẳng chéo nhau đó bằng nhau. Chứng minh có một phép dời hình biến đường thẳng a thành a’ và đường thẳng b  thành b’.

Hướng dẫn

Gọi đoạn vuông góc chung AB và A’B’, từ đó dựng các tứ diện trên hai đường thẳng chéo nhau đã cho có cạnh tương ứng bằng nhau.

Bài tập 11.5: Cho tứ diện ABCD có diện tích hai tam giác ACD và BCD, ABC và ABD bằng nhau. Chứng minh tứ diện ABCD có trục đối xứng.

Hướng dẫn

Hai tam giác cùng đáy có diện tích thì chiều cao tương ứng bằng nhau.

Kết quả: trục đối xứng đi qua trung điểm AB và CD.

Bài tập 11.6:

a) Dựng 4 điểm A, B, C, D trong không gian cho biết 4 trung điểm của 4 đoạn AB, BC, CD, DA lần lượt là I, J, K, L.

b) Dựng 5 điểm A, B, C, D, E trong không gian cho biết 4 trung điểm của 5 đoạn AB, BC, CD, DE, EA lần lượt là I, J, K, L, M.

Hướng dẫn

a) Lý luận IJKL là hình bình hành.

b) Dùng hợp thành của 5 phép đối xứng tâm là phép đối xứng tâm.

Bài 11.7: Cho 2 mặt cầu 
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 và 
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. Tìm các phép vị tự biến mặt cầu này thành mặt cầu kia.

Hướng dẫn

Dùng đường nối tâm và đường thẳng qua 2 mút của 2 vectơ bán kính cùng hướng và ngược hướng. Kết quả có 2 phép vị tự.

Bài 11.8: Cho tứ diện ABCD. Chứng minh:

a) Bán kính mặt cầu đi qua trọng tâm 4 mặt không nhỏ hơn bán kính mặt cầu nội tiếp.

b) Bán kính mặt cầu ngoại tiếp không nhỏ hơn 3 lần bán kính mặt cầu nội tiếp.

Hướng dẫn

a) Dùng phép vị tự tâm hay so sánh bằng cách vẽ các mặt song song với tiếp diện.

b) Dùng phép vị tự tâm G là trọng tâm tứ diện và tỉ 
[image: image361.wmf]1
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Bài tập 11.9: Cho 3 tia Ox, Oy, Oz và điểm M. Tìm 3 điểm A, B, C lần lượt trên 3 tia đó để M là trọng tâm tam giác ABC.

Hướng dẫn

Tìm các giao điểm của 3 mặt Oxy, Oyz, Ozx với các đường thẳng qua M và song song với Oz, Ox,Oy. Dùng phép vị tự tâm O tỉ 
[image: image362.wmf]3
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Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com

_1568264563.unknown

_1568264627.unknown

_1568363273.unknown

_1568367072.unknown

_1568374856.unknown

_1568375184.unknown

_1568375301.unknown

_1568375412.unknown

_1568375607.unknown

_1568375749.unknown

_1568376250.unknown

_1568376354.unknown

_1568376424.unknown

_1568376244.unknown

_1568375618.unknown

_1568375745.unknown

_1568375611.unknown

_1568375590.unknown

_1568375603.unknown

_1568375426.unknown

_1568375366.unknown

_1568375372.unknown

_1568375335.unknown

_1568375226.unknown

_1568375288.unknown

_1568375295.unknown

_1568375230.unknown

_1568375212.unknown

_1568375220.unknown

_1568375190.unknown

_1568375022.unknown

_1568375159.unknown

_1568375175.unknown

_1568375179.unknown

_1568375163.unknown

_1568375146.unknown

_1568375156.unknown

_1568375027.unknown

_1568374956.unknown

_1568374997.unknown

_1568375001.unknown

_1568374992.unknown

_1568374947.unknown

_1568374951.unknown

_1568374898.unknown

_1568374350.unknown

_1568374515.unknown

_1568374715.unknown

_1568374792.unknown

_1568374852.unknown

_1568374756.unknown

_1568374618.unknown

_1568374626.unknown

_1568374614.unknown

_1568374396.unknown

_1568374412.unknown

_1568374490.unknown

_1568374403.unknown

_1568374378.unknown

_1568374389.unknown

_1568374369.unknown

_1568369733.unknown

_1568369801.unknown

_1568369870.unknown

_1568369879.unknown

_1568369811.unknown

_1568369766.unknown

_1568369784.unknown

_1568369751.unknown

_1568367150.unknown

_1568367168.unknown

_1568368914.unknown

_1568367158.unknown

_1568367090.unknown

_1568367120.unknown

_1568367083.unknown

_1568363478.unknown

_1568363547.unknown

_1568363572.unknown

_1568363580.unknown

_1568363591.unknown

_1568363576.unknown

_1568363562.unknown

_1568363566.unknown

_1568363553.unknown

_1568363514.unknown

_1568363529.unknown

_1568363533.unknown

_1568363518.unknown

_1568363504.unknown

_1568363510.unknown

_1568363500.unknown

_1568363383.unknown

_1568363426.unknown

_1568363439.unknown

_1568363446.unknown

_1568363429.unknown

_1568363413.unknown

_1568363422.unknown

_1568363388.unknown

_1568363354.unknown

_1568363368.unknown

_1568363380.unknown

_1568363362.unknown

_1568363280.unknown

_1568363290.unknown

_1568363277.unknown

_1568264659.unknown

_1568264675.unknown

_1568264683.unknown

_1568264687.unknown

_1568363246.unknown

_1568363269.unknown

_1568264688.unknown

_1568264685.unknown

_1568264686.unknown

_1568264684.unknown

_1568264679.unknown

_1568264681.unknown

_1568264682.unknown

_1568264680.unknown

_1568264677.unknown

_1568264678.unknown

_1568264676.unknown

_1568264667.unknown

_1568264671.unknown

_1568264673.unknown

_1568264674.unknown

_1568264672.unknown

_1568264669.unknown

_1568264670.unknown

_1568264668.unknown

_1568264663.unknown

_1568264665.unknown

_1568264666.unknown

_1568264664.unknown

_1568264661.unknown

_1568264662.unknown

_1568264660.unknown

_1568264643.unknown

_1568264651.unknown

_1568264655.unknown

_1568264657.unknown

_1568264658.unknown

_1568264656.unknown

_1568264653.unknown

_1568264654.unknown

_1568264652.unknown

_1568264647.unknown

_1568264649.unknown

_1568264650.unknown

_1568264648.unknown

_1568264645.unknown

_1568264646.unknown

_1568264644.unknown

_1568264635.unknown

_1568264639.unknown

_1568264641.unknown

_1568264642.unknown

_1568264640.unknown

_1568264637.unknown

_1568264638.unknown

_1568264636.unknown

_1568264631.unknown

_1568264633.unknown

_1568264634.unknown

_1568264632.unknown

_1568264629.unknown

_1568264630.unknown

_1568264628.unknown

_1568264595.unknown

_1568264611.unknown

_1568264619.unknown

_1568264623.unknown

_1568264625.unknown

_1568264626.unknown

_1568264624.unknown

_1568264621.unknown

_1568264622.unknown

_1568264620.unknown

_1568264615.unknown

_1568264617.unknown

_1568264618.unknown

_1568264616.unknown

_1568264613.unknown

_1568264614.unknown

_1568264612.unknown

_1568264603.unknown

_1568264607.unknown

_1568264609.unknown

_1568264610.unknown

_1568264608.unknown

_1568264605.unknown

_1568264606.unknown

_1568264604.unknown

_1568264599.unknown

_1568264601.unknown

_1568264602.unknown

_1568264600.unknown

_1568264597.unknown

_1568264598.unknown

_1568264596.unknown

_1568264579.unknown

_1568264587.unknown

_1568264591.unknown

_1568264593.unknown

_1568264594.unknown

_1568264592.unknown

_1568264589.unknown

_1568264590.unknown

_1568264588.unknown

_1568264583.unknown

_1568264585.unknown

_1568264586.unknown

_1568264584.unknown

_1568264581.unknown

_1568264582.unknown

_1568264580.unknown

_1568264571.unknown

_1568264575.unknown

_1568264577.unknown

_1568264578.unknown

_1568264576.unknown

_1568264573.unknown

_1568264574.unknown

_1568264572.unknown

_1568264567.unknown

_1568264569.unknown

_1568264570.unknown

_1568264568.unknown

_1568264565.unknown

_1568264566.unknown

_1568264564.unknown

_1568264498.unknown

_1568264531.unknown

_1568264547.unknown

_1568264555.unknown

_1568264559.unknown

_1568264561.unknown

_1568264562.unknown

_1568264560.unknown

_1568264557.unknown

_1568264558.unknown

_1568264556.unknown

_1568264551.unknown

_1568264553.unknown

_1568264554.unknown

_1568264552.unknown

_1568264549.unknown

_1568264550.unknown

_1568264548.unknown

_1568264539.unknown

_1568264543.unknown

_1568264545.unknown

_1568264546.unknown

_1568264544.unknown

_1568264541.unknown

_1568264542.unknown

_1568264540.unknown

_1568264535.unknown

_1568264537.unknown

_1568264538.unknown

_1568264536.unknown

_1568264533.unknown

_1568264534.unknown

_1568264532.unknown

_1568264514.unknown

_1568264522.unknown

_1568264526.unknown

_1568264529.unknown

_1568264530.unknown

_1568264528.unknown

_1568264524.unknown

_1568264525.unknown

_1568264523.unknown

_1568264518.unknown

_1568264520.unknown

_1568264521.unknown

_1568264519.unknown

_1568264516.unknown

_1568264517.unknown

_1568264515.unknown

_1568264506.unknown

_1568264510.unknown

_1568264512.unknown

_1568264513.unknown

_1568264511.unknown

_1568264508.unknown

_1568264509.unknown

_1568264507.unknown

_1568264502.unknown

_1568264504.unknown

_1568264505.unknown

_1568264503.unknown

_1568264500.unknown

_1568264501.unknown

_1568264499.unknown

_1568264466.unknown

_1568264482.unknown

_1568264490.unknown

_1568264494.unknown

_1568264496.unknown

_1568264497.unknown

_1568264495.unknown

_1568264492.unknown

_1568264493.unknown

_1568264491.unknown

_1568264486.unknown

_1568264488.unknown

_1568264489.unknown

_1568264487.unknown

_1568264484.unknown

_1568264485.unknown

_1568264483.unknown

_1568264474.unknown

_1568264478.unknown

_1568264480.unknown

_1568264481.unknown

_1568264479.unknown

_1568264476.unknown

_1568264477.unknown

_1568264475.unknown

_1568264470.unknown

_1568264472.unknown

_1568264473.unknown

_1568264471.unknown

_1568264468.unknown

_1568264469.unknown

_1568264467.unknown

_1568264450.unknown

_1568264458.unknown

_1568264462.unknown

_1568264464.unknown

_1568264465.unknown

_1568264463.unknown

_1568264460.unknown

_1568264461.unknown

_1568264459.unknown

_1568264454.unknown

_1568264456.unknown

_1568264457.unknown

_1568264455.unknown

_1568264452.unknown

_1568264453.unknown

_1568264451.unknown

_1568264442.unknown

_1568264446.unknown

_1568264448.unknown

_1568264449.unknown

_1568264447.unknown

_1568264444.unknown

_1568264445.unknown

_1568264443.unknown

_1568264438.unknown

_1568264440.unknown

_1568264441.unknown

_1568264439.unknown

_1568264436.unknown

_1568264437.unknown

_1568264435.unknown

