Chuong 1
Chuyén dé 6
HINH THOI VA HINH VUONG
A. Kién thirc cin nhé
1. Pinh nghia:
e Hinh thoi 1a tr gidc c6 bdn canh bang nhau (h.6.1).

e Hinh vudng la tir gidc co bon goc vudng va ¢ bdn canh bang nhau (h.6.2).

A ; B

A

Hinh 6.1 Hinh 6.2

2. Tinh chit:
* Trong hinh thoi:
e Hai duong chéo cua hinh thoi vudng goc véi nhau;
¢ Hai duong chéo la cac duong phén giac cua cac goc cua hinh thoi;
* Hinh vudng c6 dii cac tinh chét ciia hinh chit nhat va hinh thoi.
3. Dau hiéu nhan biét:
* Nhan biét hinh thoi:
e Tu giac c6 bon canh bang nhau 13 hinh thoi;
e Hinh binh hanh c6 hai canh ké bang nhau 14 hinh thoi;
¢ Hinh binh hanh c6 hai duong chéo vudng gbéc véi nhau 1a hinh thoi;
¢ Hinh binh hanh c6 mét duong chéo 1a duong phan gidc ctia mot goc 1a hinh thoi.
* Nhén biét hinh vuéng:
e Hinh chir nhét c6 hai canh ké bﬁng nhau 1a hinh vuong;
¢ Hinh chir nhat c6 hai dudng chéo vudng goc la hinh vudng;
¢ Hinh chit nhat c6 mot duong chéo la duong phan gidc cua mdt gée 1a hinh vudng;
¢ Hinh thoi c6 mdt géc vuong 1a hinh vuong;

e Hinh thoi c6 hai duong chéo bang nhau 1a hinh vudng.

B. Mt s6 vi du
Vi du 1: Cho hinh thoi ABCD, 6 dai mdi canh 1a 13cm . Goi O la giao diém cua hai duong chéo. V&
OH 1 AD . Biét OH =6cm , tinh ti s6 ciia hai duong chéo BD va AC.

Trang 1



Giai (h.6.3)
* Tim cach giai
V& thém BK 1 AD dé dung dinh li duong trung binh cta tam giac, dinh 1y Py-ta-go tinh binh
phuong d6 dai ctia mdi dudng chéo.

* Trinh bay loi giai

V& BK L AD.

Xét ABKD c6 OH || BK (vi cing vudng goc voi AD) va i3

OB =0D nén KH =HD.

Vay OH la duong trung binh ctia ABKD . A 0 C
1

Suy ra OH :EBK ,do d6 BK =12cm. K

Xét MBK vuong tai K, co H D

AK? =AB® - BK* =13% - 12% =25= AK =5cm Hinh 6.3

do @6 KD =8cm .
Xét ABKD vudng tai K c6 BD* =BK* + KD* =12° +8” =208.
Xét AMOH vuong tai Hcd 04> =OH® + AH* =6" +9* =117.

2
R [Az_c] —117 = AC> =468.

. BD* 208 4 BD 2
Do do: S E—— =2 — =,
AC 468 9  AC 3
Vi du 2: Cho tam giac ABC cantai 4, hai dudng cao BE va CF cit nhau tai H . Puong thing AH cat
EF tai D, cat BC tai G. Goi M va N lan luot 1a hinh chiéu cia G trén 4B va AC . Chiing minh

rang t giac DNGM 13 hinh thoi.

Gidi (h.6.4)

* Tim cach giai
Dung dinh 1y dudng trung binh cua tam giac ta chiing minh
dugc tir gidc DNGM 1a hinh binh hanh. Sau d6 chimg minh hai
canh ké bang nhau.

* Trinh bay loi giai
/MBE =/MCF (canh huyén, goc nhon) = AE =AF va
BE =CF.
Vi H 14 tryc tim ctia /MBC nén AH 1a dudng cao, dong thoi M H N
la duong trung tuyén, tr d6 GB =GC va DE =DF.
Xét NEBC ¢6 GN || BE (cung vudng goc v6i AC ) va

G
GB =GC nén NE =NC. Hinh 6.4
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Chung minh tuong tu, ta dugc: MF =MB.
Dung dinh 1y dwong trung binh cia tam giac ta ching minh duge DM [|[GN va DM =GN nén ti
giac DNGM 13 hinh binh hanh.

. 1 .
Mait khac, DM =DN (cung bang 5 cua hai canh bang nhau) nén DNGM 1a hinh thoi.

Vi du 3: Cho hinh vuong ABCD . Liy diém M trén duong chéo AC . V& ME 1 AD, MF L CD va
MH 1| EF . Chiing minh rang khi diém M di dong trén AC thi duong thang MH ludn di qua mot diém
¢d dinh.
Gidi (h.6.5)
* Tim cach giai
V& hinh chinh x4c ta thdy duong thing MH di qua mot diém cd dinh 1a diém B . Vi thé ta s&
chimg minh ba diém H,M,B thing hang bing cach chimg minh M/ | =W 5.
* Trinh bay loi giai
Goi N 14 giao diém ctia duong thang EM va BC. A / B
Khi d6 BN =AE; AE =ME (vi AAEM vuong cén) suy ra ;
BN =ME . 4

!
Churng minh tuong tu, ta dugoc: MN =MF . | M, 1
Néi MB ta dugc: ABMN =EFM (c.g.c).

Suy ra El ZE do do M Zﬁiz. H

Tir d6 ba diém H,M,B thang hang.

A \ 2 n . 2R A 4. P Hf?”fl? ()5
Vay duong thang MH luon di qua mét diém co dinh 1a diém B.

Vi du 4: Cho hinh vuéng ABCD canh @ . Trén canh BC lay diém M , trén canh CD liy diém N sao
cho chu vi cac tam gidc CMN bang 2a . Ching minh rang goc MAN c6 sb do khong doi.

Giai (h.6.6)

* Tim cach giai Y B
V& hinh chinh xac ta luon thdy 4N =45°. Vi vay ta v& hinh 4
phu tao ra géc 90° rdi chimg minh B4 bing nira goc vudng M
do.

* Trinh bay loi giai
Trén tia ddi cta tia DC 14y diém E sao cho DE =BM . L |- - 4 %
MBAM =/DAE (c.g.c)suyra AM =AE va Bayp =BAE - B il N
Ta c6: Bars + BaAM =90°. Hinh 6.6
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= BAE + Bam =90° hay Earr =90°.
Theo d& bai, CM +CN + MN =2a ma CM +CN + MB + ND =2a nén MN =MB + ND hay
MN =DE + ND =EN .

MVAN =PEAN (c.c.c) = WAN + BAN :EATM =45°.

Viy, goc MAN c¢6 sb do khong doi.
Vi du 5: Cho hinh vuéng 4BCD . Trén cac canh 4B, BC,CD lan luot lay cac diém M, N, P sao cho
AM =BN =CP.Qua N v& mot duong thiang vudng goc véi MP cit AD tai Q. Ching minh rang tir
giac MNPQ 1a hinh vudng.

Gidi (h.6.7)

* Tim cach giai

Tir gia thiét ta nghi dén viéc chimg minh céc tam giic bang nhau dé suy ra bon canh cta tir giac

MNPQ bang nhau, ta dugc tt giac ndy 1a hinh thoi. Sau d6 chimg minh hai dudng chéo bang

nhau dé duoc hinh vuéng.
* Trinh bay loi giai

V& ME L CD, NF L AD.

Goi O 1a giao diém cia ME va NF .

Ta c6: AB =BC =CD =DA ma AM =BN =CP nén

BM =CN =DP.

D@ thiy tir gidc AMOF 14 hinh vudng.

LEMP va &FNQ co6:

¥ = =90°; ME =NF (bang canh hinh vuong);

Emp :la'NQ (hat gbc c6 canh tuong tng vudng goc)

= NEMP =/\FNQ (g.c.g) = MP =NQ va EP =FQ

Ta co: DE =AM =AF = DP =AQ do d6 DO =CP.

Céc tam giac BNM,CPN,DQP va AMQ bang nhau suy ra:
MN =NP =PQ =0Q0M

Hinh 6.7

Do d6 tir giac MNPQ 12 hinh thoi. Hinh thoi ndy c6 hai dudng chéo bang nhau nén 13 hinh vuéng.

C. Bai tap van dung
¢ Hinh thoi
6.1. Mot hinh thoi ¢6 goc nhon bang 30°. Khoang cach tir giao diém cta hai dudng chéo dén mdi
canh b.':ing h . Tinh d6 dai mdi canh ctia hinh thoi.

6.2. Cho hinh thoi ABCD, chu vi bang 8cm . Tim gia tri 16n nhét cta tich hai dudng chéo.
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6.3. Cho hinh thoi ABCD, U =40°. Goi M la trung diém ctia AB.Vé DH 1 CM . Tinh s6 do
cua goc MHB.

6.4. Cho hinh thoi ABCD. Trén nira mit phang bd BD c6 chira diém C, vé hinh binh hanh
BDEF ¢6 DE =DC . Chimg minh rang C 13 truc tim ctia tam giac AEF .

6.5. Cho hinh binh hanh ABCD , hai dudng chéo cit nhau tai O. Goi E,F,G,H lan luot 1a giao
diém cac dudng phan giac cua tam giac 40B,BOC,COD va DOA. Ching minh tir giac EFGH
1a hinh thoi.

6.6. Dung hinh thoi ABCD biét AC + BD =8cm va Ypp =25°.

Hinh vudng

6.7. Cho hinh vuéng ABCD . Trén canh BC lay cic diém E va F sao cho BE =EF =FC . Trén

. . 1
canh 4D lay diém G sao cho AG =§AD.

Tinh tong: YEG + HFG + HcG
6.8. Cho hinh vuéng ABCD . Trén dudng chéo AC lay mot diém M . V& ME L AD, MF 1 CD.
Chumng minh rang ba duong thing AF,CE va BM dong quy.
6.9. Cho tam gidc ABC vudng tai A, duong cao AH . V€ ra phia ngoai tam gidc nay cac hinh
vudbng ABDE va ACFG . Chirng minh rang:
a) Ba duong thang AH,DE va FG dong quy;
b) Ba dudng thing AH,BF va CD déng quy.
6.10. Cho hinh vuéng ABCD . Trén tia d6i cia tia B4 iy diém E . Trén tia d6i cua tia CB 1y
diém F sao cho AE =CF . Goi O la trung diém cua EF . V& diém M sao cho O 1a trung diém
ciia DM . Chimg minh rang tir gi\c DEMF 13 hinh vudng.
6.11. Cho tam giac ABC,Lj =45°. V& ba duong cao 4D, BE,CF cit nhau tai H . Goi M,N,P,Q
lan luot 13 trung diém cua 4B, AC,HB va HC . Ching minh rang tir gisc MNPQ 1a hinh vudng.
6.12. Cho hinh binh hanh ABCD. V&€ ra phia ngoai cta hinh binh hanh céc hinh vudng c6 mdt
canh 13 canh ctia hinh binh hanh. Goi E,F,G,H 1an luot 12 tim (tirc 13 giao diém cia hai duong
chéo) cuia cac hinh vudng vé& trén cac canh 4B,BC,CD va DA . Ching minh rang: EG =HF va
EG L HF .
6.13. Dung hinh vuéng 4BCD biét dinh 4 va trung diém M cta CD.
6.14. Mot ban co hinh vudng c6 kich thude 6x6. C6 thé dung 9 manh gd hinh chit nhat c6 kich
thude 1x4 dé ghép kin ban cd duge khong?
6.15. Mot hinh chit nhat c¢6 kich thudc 3x6. Hay chia hinh chit nhat nay thanh nhiéu phan (hinh

tam gidc, tir giac) dé ghép lai thanh mot hinh vudng (sé phan duoc chia ra cang it cang tot).

Trang 5



Huwéng din giai
6.1. (h.6.8)

Gia st ABCD 1a hinh thoi, [ =30°. Hai duong chéo cit nhau tai O.

V& OH L AD, BK 1 AD thi OH ||BK va OH la duong trung binh cua tam giac

BKD = OH :%BK. (1)
1
Xét MBK vudng tai K, % =30 = BK = 4B. (2)

1
Tu (1) va (2) suy ra: = OH =ZAB do d6 AB =40H =4.h.
6.2. (h.6.9)
Goi O la giao diém cua hai dudng chéo.
Ta dat OA =x,0B =y thi AC =2x,BD =2y. B
Tacd: AB =8:4 =2cm va x* +y* =4,

2

Tir bat dang thae x* +y° >2xy suyra xy <

o=

Do do: AC.BD =2x.2y =4xy <8.

Vay gia tri 16n nhit cua tich AC.BD 1a 8(cm®) khi X =Y HMEM
< AC =BD < ABCD la hinh vudng.

6.3. (h.6.10)
Goi N 1a trung diém ctia CD .
Taco AM ||[CN va AM =CN nén tir giac AMCN 14 hinh binh
hanh = AN ||[CM .
Mat khac, DH 1. CM nén DH 1 AN tai K .

Xét MHCD ¢6 KN ||CH va NC =ND nén KH =KD .

A C

/MDH C6 AK vira la duong cao vira 1a duong trung tuyén nén
MDH can

D
= AH =AD. Hinh 6,10
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Mait khac, AB =AD nén AH =AB = /MBH can.

Suyra Upr =Uup va UpH =UnB.

Xét tir gide ABHD c6 UpH + BHA + BHA+ UBH =360° - %

= 2(BHA + BHA) =360° - 40° = 2BHD =320" = BHD =160°.

Mat khic, By =90° nén BB =160° - 90° =70°.
6.4. (h.6.11)
Tacd AC L DB ma DB ||EF nén AC L EF . (1)

V& diém M sao cho D la trung diém cua EM .
. 1
Xét XCEM ¢6 CD la duong trung tuyén ma CD :EEM nén

LXCEM vuong tai C.

= CM LCE.

Ta giac MDFB c6 hai canh ddi song song va bang nhau nén 1a
hinh binh hanh.

= DB va MF cit nhau tai trung diém ctia mdi duong.

Mit khac, O 1a trung diém cua DB nén O 1a trung diém cua
MF .
TG giac AMCF ¢ OA4 =0OC,OM =OF nén 13 hinh binh hanh

Hinho.1]
= CM || AF

= CE 1L AF . ()
Xét MEF ¢6 AC va EC 1a hai duong cao cit nhau tai C nén C 1a tryc tim.
Nhdn xét: Néu vé hinh binh hanh DBEF vé phia diém A thi két luan ctia bai toan van dung.

6.5. (h.6.12)
Tacoé OE L OH,0G L OH (hai tia phan giac cua hai goc ké bur)
= E,O0,G thang hang.

Chung minh tuong ty, ta dwoc H,O,F thing hang.
Tacod AB||CD= Bac =HcD
= B40 =Ucc (mot nira cua hai géc bfmg nhau)

MOE =XCOG (g.c.g) = OE =0G . D
Chimg minh tuong tu, ta dugc OF =0OH .

Hinhol2?

Ta giac EFGH c¢6 hai duong chéo cit nhau tai trung diém ctia mdi dudng nén 1a hinh binh hanh.

Hinh binh hanh c¢6 hai duong chéo vuong gdoc nén la hinh thoi.
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6.6. (h.6.13)
Gia st dd dung duoc hinh thoi 4BCD théa man dé bai.

Goi O 1a giao diém cuia hai dudng chéo.

A
Tacd AC L BD va OA =0C;0B =0D
Do d6 OA+OB =8:2 =4(cm). 0

L

Trén tia OD lay diém E sao cho OE =04, D E ' B
Khi 36 BE =4cm va NMOE vudng can

e

— 0

= HEB =45 Hinh 6.13

Tu dé AMMEB dung duoc ngay (g.c.g).
e Diém O thoa mén hai diéu kién: O nidm trén BE va O nam trén duong trung truc ciia AE .
e Piém C thoa man hai diéu kién: C nam trén tia A0 sao cho OC =04 .
e Piém D théa mén hai diéu kién: D ndm trén tia BO sao cho OB =OB.

Cac budc con lai, ban doc tu giai.

6.7. (h.6.14) > :
Céc tr gidc ABEG, AEFG, AFCG 13 hinh binh hanh nén: Al o
AB | EG, AE || GF,AF || CG
F
Suy ra 1@1 zgl;ﬂz ZQIZ;& 2943
D 8
Do dé: 1@1 +ﬂ2 "'@3 :Ql +Qz +D43 =Bac =45 Hinh 6.14
6.8 (h.6.15)

* Tim cach giai

Muédn chimg minh AF,CE va BM ddng quy ta chimg minh ching 1a cac duong thing chira
duong cao cua ABEF .
* Trinh bay loi giai

T gidc MEDF c6 ba goc vuong nén 1a hinh chir nhat

= ME =DF;MF =DE A : B
.

MDC vudng can = B4p =4cp =45°. It*m ‘f 2

Do d6 MEM va /CFM vudng cin = AE =ME H e

= AE =DF ; G g __IN

CF =MF = DE =CF. ﬁ‘“::{:

MBE =ADAF (c.g.c) = B, =1 = B =90’ Dl K ‘F Bl P

(H la giao diém cua BE va CF). Hinh 6.15

Chirng minh tuong ty, ta dugc CE L BF .
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Goi N 1a giao diém cua EM véi BC; K 1a giao diém cua BM vé6i EF .
Tacd MF =MN (vi M nam trén tia phan giac cua goc C).
ME =BN(=AE)

MMFE =\NMB (g.c.g)= WFE =NMB
Ta co: NMB + PMK =90° (vi NaF =90°).

= WFE +PMK =90° = & =90° = BM 1 EF

Viy ba duong thing AF,CE va BM 1a ba dudng cao cia ABEF nén chiing dong quy.

6.9 (h.6.16)

a)

b)

Goi K 1a giao diém cua hai dudng thang DE va FG .

T giac AGKE c¢6 ba goc vudng nén 1a hinh chir nhat.
Goi O 1a giao diém ctia 4H va EG .

MEG =MBC (c.g.c) = @1 :@1 .

Ta lai co: € =Y (cung phuvéi Ypc); va 4, =,

= 8 =0, . Do d6 204G can.

= 0G =04

Chimg minh tuong tu, ta dugc OF =04

= 0G =0E

Xét hinh chit nhat AGKE ¢6 O 1a trung diém cta duong
chéo EG nén duong chéo AK phai di qua O hay duong
thang AH diqua K .

Vay ba dudng thang 4H,DE,FG dong quy.

MBCF va XKAC cé:

Hinha. l6

BC =KA (cing bing EG); BcF =Rac (vi 90° +8 =90° + 1, ); CF =4C .

Do d6 ABCF =KAC = B =€,

Goi M 1a giao diém ctia BF va KC .

Taco €, + €&, =90° = P, + &, =90° = W =90°. vay BF L KC

Chirng minh tuong ty, ta dugc CD L KB

Xét AXKBC c6 cac duong thang AH,BF,CD chira ba dudng cao nén ching dong quy.
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6.10. (h.6.17)

/MDE =/CDF (c.g.c) = DE =DF va Ypg =BpF .
Ta c6 UDE + BDF =90°

= BDF +EDE =90" hay EDF =90°.

Ta gidc DEMF c6 hai dudng chéo cat nhau tai trung diém cta mdi
duong nén 1a hinh binh hanh. Hinh binh hanh nay ¢ hai canh ké
béng nhau nén 1a hinh thoi. Hinh thoi nay c6 EDF =90° nén 1a

hinh vuodng.

6.11. (h.6.18)

thoi.

6.12 (h.6.19)

/NAC vuong tai F, U =45° nén 1a tam giac vudng can

= AF =FC

MFH va /CFB ¢b: = YFH =BFB =90°; AF =FC;

i =Pca (hai gdc c6 canh tuong trng vudng goc)

Do d6 NMFH =/CFB (g.c.g) = AH =BC

Van dung dinh 1i duong trung binh ctuia tam gidc ta chirng minh
dugc MNPQ 13 hinh binh hanh.

Ta co6: MO Z%AH;MN Z%BC

ma AH =BC nén MQ =MN
Hinh binh hanh MNPQ c¢6 hai canh ké bang nhau nén 13 hinh

Ban doc tu chimg minh §f =90° suy ra MNPQ 14 hinh vudng.

Ta dat B =a(a <90°)

Khi d6 BpF =HCF =90° +
LEFB =/GFC (c.g.c)

= EF =GF va Prp =8FcC .
Ta c6 BFE + BFB =90°

= BFE +HFC =90° hay BFG =90°
Chung minh tuong tu, ta duwoc FG =GH =HE
Ta giac EFGH c6 bon canh bang nhau nén 1a hinh thoi.

A B E
C
D
% |
F
Hinh 6 17
A
M N
| o IH E
Q P
C

Hinh 6.18

Hinh 6.19

Hinh thoi nay c6 BFG =90° nén 13 hinh vuong, suy ra EG =HF va.EG 1L HF .
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6.13 (h.6.20)
a) Phan tich
Gia st dd dung duoc hinh vuéng 4BCD théa man dé bai.
Goi N la trung diém cua AM . V& NH 1L AD.
Qua M v& mot dudng thang vudng goc véi AM cit duong thang 4D tai E .

1
Xét MDM ¢6 NH ||MD va AN =NM nén AH =HD =5AD.

1
Mat khac, MD =MC IECD nén MD =AH

Ta c6 BME =HAN (cung phu véi Bazg).

ADME =/MIAN (g.c.g) = ME =AN :%AM

Vay E xéc dinh duoc, tir d6 x4c dinh duge D,C,B . o
b)  Cach dung B
- Dung duong thang d L AM tai M ; ¥

L 1
- Trén d lay diém E sao cho ME ZEAM ;

-Dung MD 1 AE
- Dyng diém C sao cho M 1a trung diém cua CD; Hinh 6.20
-Dung Cx || AD va Ay |[|[CD ching cit nhau tai B.
Tt gidc ABCD 1a hinh vudng phai dung.

c) Churng minh
That vay, tir gidc ABCD c6 céc cap canh ddbi song song nén la hinh binh hanh.

Hinh binh hanh nay c6 B =90° nén 1a hinh chir nhat.
: 1
Goi N latrung diém cua AM . V& NH L AD thi AH =EAD.

MNHAN =ADME (canh huyén, goc nhon) = AH =DM = AD =DC
Hinh chit nhat c6 hai canh k& bang nhau nén 13 hinh vudng.
d) Bién luan
C6 hai cach liy diém E trén duong thiang d (vé hai phia cia diém M ) nén bai toan c6 hai

nghiém hinh 1a cac hinh vuéng 4BCD va ABCD'.
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6.14 (h.6.21)

T6 mau ban co nhu hinh 6.21. Luc nay trén ban co c6 20 6 den va 16

(@)

trang.

M&i manh g& 1x4 khi dit 1én ban cd che 1ip dugc 2 6 den va 2 6

trang.

Do d6 9 manh gd 1x4 chi che 1ap duoc 18 6 den.

Nhu vay véi moi cach dat 9 manh gd 1én ban cd bao gio cling con thira

hai 6 den khéng duoc che 14p.

Vay khong thé ding 9 manh g& 1x4 dé I4p kin ban cd. Hinh 6.21

6.15 (h.6.22)
RN >
L B
a
b)
Hinh 6.22
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