
Chương 1

Chuyên đề 6

HÌNH THOI VÀ HÌNH VUÔNG

A. Kiến thức cần nhớ

1. Định nghĩa:

 Hình thoi là tứ giác có bốn cạnh bằng nhau (h.6.1).

 Hình vuông là tứ giác có bốn góc vuông và có bốn cạnh bằng nhau (h.6.2).

2. Tính chất:

* Trong hình thoi:

 Hai đường chéo của hình thoi vuông góc với nhau;

 Hai đường chéo là các đường phân giác của các góc của hình thoi;

* Hình vuông có đủ các tính chất của hình chữ nhật và hình thoi.

3. Dấu hiệu nhận biết:

* Nhận biết hình thoi:

 Tứ giác có bốn cạnh bằng nhau là hình thoi;

 Hình bình hành có hai cạnh kề bằng nhau là hình thoi;

 Hình bình hành có hai đường chéo vuông góc với nhau là hình thoi;

 Hình bình hành có một đường chéo là đường phân giác của một góc là hình thoi.

* Nhận biết hình vuông:

 Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau là hình vuông;

 Hình chữ nhật có hai đường chéo vuông góc là hình vuông;

 Hình chữ nhật có một đường chéo là đường phân giác của một góc là hình vuông;

 Hình thoi có một góc vuông là hình vuông;

 Hình thoi có hai đường chéo bằng nhau là hình vuông.

B. Một số ví dụ

Ví dụ 1: Cho hình thoi , độ dài mỗi cạnh là . Gọi  là giao điểm của hai đường chéo. Vẽ

. Biết , tính tỉ số của hai đường chéo  và .
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Giải (h.6.3)

* Tìm cách giải

Vẽ thêm  để dùng định lí đường trung bình của tam giác, định lý Py-ta-go tính bình 

phương độ dài của mỗi đường chéo.

* Trình bày lời giải

Vẽ .

Xét  có  (vì cùng vuông góc với ) và

 nên .

Vậy  là đường trung bình của .

Suy ra , do đó .

Xét  vuông tại , có

 

do đó .

Xét  vuông tại có .

Xét  vuông tại có .

.

Do đó: .

Ví dụ 2: Cho tam giác  cân tại , hai đường cao  và  cắt nhau tại . Đường thẳng  cắt

 tại  , cắt  tại  . Gọi  và  lần lượt là hình chiếu của  trên  và . Chứng minh

rằng tứ giác  là hình thoi.

Giải (h.6.4)

* Tìm cách giải

Dùng định lý đường trung bình của tam giác ta chứng minh

được tứ giác  là hình bình hành. Sau đó chứng minh hai

cạnh kề bằng nhau.

* Trình bày lời giải

 (cạnh huyền, góc nhọn)  và

Vì  là trực tâm của  nên  là đường cao, đồng thời

là đường trung tuyến, từ đó  và 

Xét  có  (cùng vuông góc với ) và

 nên 
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Chứng minh tương tự, ta được: 

Dùng định lý đường trung bình của tam giác ta chứng minh được  và  nên tứ

giác  là hình bình hành.

Mặt khác,  (cùng bằng  của hai cạnh bằng nhau) nên  là hình thoi.

Ví dụ 3: Cho hình vuông . Lấy điểm  trên đường chéo . Vẽ ,  và

. Chứng minh rằng khi điểm  di động trên  thì đường thẳng  luôn đi qua một điểm 

cố định.

Giải (h.6.5)

* Tìm cách giải

Vẽ hình chính xác ta thấy đường thẳng  đi qua một điểm cố định là điểm . Vì thế ta sẽ 

chứng minh ba điểm  thẳng hàng bằng cách chứng minh .

* Trình bày lời giải

Gọi N là giao điểm của đường thẳng  và .

Khi đó ;  (vì ∆AEM vuông cân) suy ra

.

Chứng minh tương tự, ta được: .

Nối  ta được:  (c.g.c).

Suy ra  do đó .

Từ đó ba điểm   thẳng hàng.

Vậy đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định là điểm .

Ví dụ 4: Cho hình vuông  cạnh . Trên cạnh  lấy điểm , trên cạnh  lấy điểm  sao 

cho chu vi các tam giác  bằng . Chứng minh rằng góc  có số đo không đổi.

Giải (h.6.6)

* Tìm cách giải

Vẽ hình chính xác  ta luôn thấy . Vì vậy ta vẽ hình

phụ tạo ra góc  rồi chứng minh  bằng nửa góc vuông

đó.

* Trình bày lời giải

Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho .

 (c.g.c) suy ra  và .

Ta có: .
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 hay .

Theo đề bài,  mà  nên  hay

.

 (c.c.c) .

Vậy, góc  có số đo không đổi.

Ví dụ 5: Cho hình vuông . Trên các cạnh  lần lượt lấy các điểm  sao cho

. Qua  vẽ một đường thẳng vuông góc với  cắt  tại . Chứng minh rằng tứ 

giác  là hình vuông.

Giải (h.6.7)

* Tìm cách giải

Từ giả thiết ta nghĩ đến việc chứng minh các tam giác bằng nhau để suy ra bốn cạnh của tứ giác

 bằng nhau, ta được tứ giác này là hình thoi. Sau đó chứng minh hai đường chéo bằng 

nhau để được hình vuông.

* Trình bày lời giải

Vẽ , .

Gọi   là giao điểm của  và .

Ta có:  mà  nên

.

Dễ thấy tứ giác  là hình vuông.

 và  có:

;  (bằng cạnh hình vuông);

 (hai góc có cạnh tương ứng vuông góc)

 (g.c.g)  và .

Ta có:  do đó .

Các tam giác  và  bằng nhau suy ra:

.

Do đó tứ giác  là hình thoi. Hình thoi này có hai đường chéo bằng nhau nên là hình vuông.

C. Bài tập vận dụng

 Hình thoi

6.1. Một hình thoi có góc nhọn bằng . Khoảng cách từ giao điểm của hai đường chéo đến mỗi

cạnh bằng . Tính độ dài mỗi cạnh của hình thoi.

6.2. Cho hình thoi , chu vi bằng . Tìm giá trị lớn nhất của tích hai đường chéo.
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6.3. Cho hình thoi , . Gọi  là trung điểm của . Vẽ . Tính số đo

của góc .

6.4. Cho hình thoi  . Trên nửa mặt phẳng bờ   có chứa điểm  , vẽ hình bình hành

 có . Chứng minh rằng  là trực tâm của tam giác .

6.5. Cho hình bình hành , hai đường chéo cắt nhau tại . Gọi  lần lượt là giao

điểm các đường phân giác của tam giác  và . Chứng minh tứ giác 

là hình thoi.

6.6. Dựng hình thoi  biết  và .

 Hình vuông

6.7. Cho hình vuông . Trên cạnh  lấy các điểm  và  sao cho . Trên

cạnh  lấy điểm  sao cho .

Tính tổng: 

6.8. Cho hình vuông . Trên đường chéo  lấy một điểm . Vẽ , .

Chứng minh rằng ba đường thẳng  và  đồng quy.

6.9. Cho tam giác  vuông tại , đường cao . Vẽ ra phía ngoài tam giác này các hình

vuông  và . Chứng minh rằng:

a) Ba đường thẳng  và  đồng quy;

b) Ba đường thẳng  và  đồng quy.

6.10. Cho hình vuông . Trên tia đối của  tia  lấy điểm . Trên tia đối của tia  lấy

điểm  sao cho . Gọi  là trung điểm của . Vẽ điểm  sao cho  là trung điểm

của . Chứng minh rằng tứ giác  là hình vuông.

6.11. Cho tam giác , . Vẽ ba đường cao  cắt nhau tại . Gọi 

lần lượt là trung điểm của  và . Chứng minh rằng tứ giác  là hình vuông.

6.12. Cho hình bình hành . Vẽ ra phía ngoài của hình bình hành các hình vuông có một

cạnh là cạnh của hình bình hành. Gọi  lần lượt là tâm (tức là giao điểm của hai đường

chéo) của các hình vuông vẽ trên các cạnh  và . Chứng minh rằng:  và

.

6.13. Dựng hình vuông  biết đỉnh  và trung điểm  của .

6.14. Một bàn cờ hình vuông có kích thước . Có thể dùng  mảnh gỗ hình chữ nhật có kích

thước  để ghép kín bàn cờ được không?

6.15. Một hình chữ nhật có kích thước . Hãy chia hình chữ nhật này thành nhiều phần (hình

tam giác, tứ giác) để ghép lại thành một hình vuông (số phần được chia ra càng ít càng tốt).
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Hướng dẫn giải

6.1. (h.6.8)

Giả sử  là hình thoi, . Hai đường chéo cắt nhau tại .

Vẽ  ,   thì   và   là  đường  trung  bình  của  tam  giác

(1)

Xét  vuông tại ,  (2)

Từ (1) và (2) suy ra:  do đó 

6.2. (h.6.9)

Gọi  là giao điểm của hai đường chéo.

Ta đặt  thì 

Ta có:  và .

Từ bất đẳng thức  suy ra 

Do đó: 

Vậy giá trị lớn nhất của tích  là  khi 

 là hình vuông.

6.3. (h.6.10)

Gọi  là trung điểm của .

Ta có  và   nên tứ giác  là hình bình

hành .

Mặt khác,  nên  tại .

Xét  có  và   nên .

 Có  vừa là đường cao vừa là đường trung tuyến nên

 cân
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Mặt khác,  nên  cân.

Suy ra  và .

Xét tứ giác  có 

.

Mặt khác,  nên .

6.4. (h.6.11)

Ta có  mà   nên . (1)

Vẽ điểm  sao cho  là trung điểm của .

Xét  có  là đường trung tuyến mà  nên

 vuông tại .

.

Tứ giác  có hai cạnh đối song song và bằng nhau nên là

hình bình hành.

 và  cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường.

Mặt khác,  là trung điểm của  nên   là trung điểm của

.

Tứ giác  có  nên là hình bình hành

. (2)

Xét  có  và  là hai đường cao cắt nhau tại  nên  là trực tâm.

Nhận xét: Nếu vẽ hình bình hành  về phía điểm  thì kết luận của bài toán vẫn đúng.

6.5. (h.6.12)

Ta có  (hai tia phân giác của hai góc kề bù)

 thẳng hàng.

Chứng minh tương tự, ta được  thẳng hàng.

Ta có 

 (một nửa của hai góc bằng nhau)

 (g.c.g) .

Chứng minh tương tự, ta được .

Tứ giác  có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường nên là hình bình hành.

Hình bình hành có hai đường chéo vuông góc nên là hình thoi.
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6.6. (h.6.13)

Giả sử đã dựng được hình thoi  thỏa mãn đề bài.

Gọi  là giao điểm của hai đường chéo.

Ta có  và .

Do đó .

Trên tia  lấy điểm  sao cho .

Khi đó  và  vuông cân

.

Từ đó  dựng được ngay (g.c.g).

 Điểm  thỏa mãn hai điều kiện:  nằm trên  và  nằm trên đường trung trực của .

 Điểm  thỏa mãn hai điều kiện:  nằm trên tia  sao cho .

 Điểm  thỏa mãn hai điều kiện:  nằm trên tia  sao cho .

Các bước còn lại, bạn đọc tự giải.

6.7. (h.6.14)

Các tứ giác  là hình bình hành nên:

Suy ra 

Do đó: .

6.8 (h.6.15)

* Tìm cách giải

Muốn chứng minh   và   đồng quy ta chứng minh chúng là các đường thẳng chứa

đường cao của .

* Trình bày lời giải

Tứ giác  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật

 vuông cân .

Do đó  và  vuông cân 

;

.

(c.g.c) 

(  là giao điểm của  và ).

Chứng minh tương tự, ta được .
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Gọi  là giao điểm của  với ;  là giao điểm của  với .

Ta có (vì  nằm trên tia phân giác của góc ).

 (g.c.g)

Ta có: ( vì  ).

Vậy ba đường thằng  và  là ba đường cao của  nên chúng đồng quy.

6.9 (h.6.16)

a) Gọi  là giao điểm của hai đường thẳng  và .

Tứ giác  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật.

Gọi  là giao điểm của  và .

(c.g.c) .

Ta lại có: (cùng phụ với ); Và 

. Do đó  cân.

Chứng minh tương tự, ta được 

Xét hình chữ nhật  có  là trung điểm của đường

chéo  nên đường chéo  phải đi qua  hay đường

thẳng  đi qua .

Vậy ba đường thẳng  đồng quy.

b)  và  có:

 (cùng bằng );  (vì ); .

Do đó 

Gọi  là giao điểm của  và .

Ta có . Vậy 

Chứng minh tương tự, ta được 

Xét  có các đường thẳng  chứa ba đường cao nên chúng đồng quy.
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6.10. (h.6.17)

 (c.g.c)  và .

Ta có 

 hay .

Tứ giác  có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi

đường nên là hình bình hành. Hình bình hành này có hai cạnh kề

bằng nhau nên là hình thoi. Hình thoi này có   nên là

hình vuông.

6.11. (h.6.18)

 vuông tại ,  nên là tam giác vuông cân

 

 và  có: ;

 (hai góc có cạnh tương ứng vuông góc)

Do đó  (g.c.g) 

Vận dụng định lí đường trung bình của tam giác ta chứng minh

được  là hình bình hành.

Ta có: 

mà  nên 

Hình bình hành   có hai cạnh kề bằng nhau nên là hình

thoi.

Bạn đọc tự chứng minh  suy ra  là hình vuông.

6.12 (h.6.19)

Ta đặt 

Khi đó 

 (c.g.c)

 và .

Ta có 

 hay 

Chứng minh tương tự, ta được 

Tứ giác  có bốn cạnh bằng nhau nên là hình thoi.

Hình thoi này có  nên là hình vuông, suy ra  và. .
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6.13 (h.6.20)

a) Phân tích

Giả sử đã dựng được hình vuông  thỏa mãn đề bài.

Gọi   là trung điểm của . Vẽ .

Qua  vẽ một đường thẳng vuông góc với  cắt đường thẳng  tại .

Xét  có  và  nên .

Mặt khác,  nên 

Ta có  (cùng phụ với ).

 (g.c.g) 

Vậy  xác định được, từ đó xác định được .

b) Cách dựng

- Dựng đường thẳng  tại ;

- Trên  lấy điểm  sao cho ;

- Dựng 

- Dựng điểm  sao cho  là trung điểm của ;

- Dựng  và  chúng cắt nhau tại .

Tứ giác  là hình vuông phải dựng.

c) Chứng minh

Thật vậy, tứ giác  có các cặp cạnh đối song song nên là hình bình hành.

Hình bình hành này có  nên là hình chữ nhật.

Gọi  là trung điểm của . Vẽ  thì .

 (cạnh huyền, góc nhọn) 

Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau nên là hình vuông.

d) Biện luận

Có hai cách lấy điểm   trên đường thẳng   (về hai phía của điểm  ) nên bài toán có hai

nghiệm hình là các hình vuông  và .
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6.14 (h.6.21)

Tô màu bàn cờ như hình 6.21. Lúc này trên bàn cờ có  ô đen và  ô

trắng.

Mỗi mảnh gỗ   khi đặt lên bàn cờ che lấp được   ô đen và   ô

trắng.

Do đó  mảnh gỗ  chỉ che lấp được  ô đen.

Như vậy với mọi cách đặt  mảnh gỗ lên bàn cờ bao giờ cũng còn thừa

hai ô đen không được che lấp.

Vậy không thể dùng  mảnh gỗ  để lấp kín bàn cờ.

6.15 (h.6.22)
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