CHUYÊN ĐỀ : TÌM GTLN, GTNN CỦA BIỂU THỨC
A. Các kiến thức thường sử dụng là:

+ Bất đẳng thức Côsi: “Cho hai số không âm a, b; ta có bất đẳng thức: 
[image: image1.wmf]2

ab

ab

+

³

; 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi a = b”.

+ Bất đẳng thức: 
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(BĐT: Bunhiacopxki);

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3.wmf]ab
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+ 
[image: image4.wmf]abab
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; Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi ab 
[image: image5.wmf]³

 0.

+ Sử dụng “bình phương” để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất.

Nếu 
[image: image6.wmf][
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 thì min y = a khi f(x) = 0.

Nếu 
[image: image7.wmf][
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 thì max y = a khi f(x) = 0.

+ Phương pháp “tìm miền giá trị” (cách 2 ví dụ 1 dạng 2).

B. CÁC DẠNG TOÁN VÀ CÁCH GIẢI
· Dạng 1: CÁC BÀI TOÁN MÀ BIỂU THỨC CHO LÀ MỘT ĐA THỨC

Bài toán 1: Tìm GTNN của các biểu thức:

a) 
[image: image8.wmf]2
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b) B = (x-1)(x+2)(x+3)(x+6)

c) 
[image: image9.wmf]22
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Giải:

a) 
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[image: image11.wmf]Þ

 Min A = 10 khi 
[image: image12.wmf]1
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b) B   = (x-1)(x+2)(x+3)(x+6) = (x-1)(x+6)(x+2)(x+3)

= (x2 + 5x – 6)(x2 + 5x + 6) = (x2 + 5x)2 – 36 
[image: image13.wmf]³
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[image: image14.wmf]Þ

 Min B = -36 khi x = 0 hoặc x = -5.

c) 
[image: image15.wmf]22
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        = (x2 – 2x + 1) + (y2 – 4y + 4) + 2 = (x – 1)2 + (y – 2)2 + 2 
[image: image16.wmf]³
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[image: image17.wmf]Þ

 Min C = 2 khi x = 1; y = 2.

Bài toán 2: Tìm GTLN của các biểu thức:

a) A = 5 – 8x – x2
b) B = 5 – x2 + 2x – 4y2 – 4y

Giải:

a) A = 5 – 8x – x2 = -(x2 + 8x + 16) + 21 = -(x + 4)2 + 21 
[image: image18.wmf]£
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[image: image19.wmf]Þ

 Max A = 21 khi x  = -4. 

b) B = 5 – x2 + 2x – 4y2 – 4y

= -(x2 – 2x + 1) – (4y2 + 4y + 1) + 7

= -(x – 1)2 – (2y + 1)2 + 7 
[image: image20.wmf]£
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 Max B = 7 khi x  = 1,  
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Bài toán 3: Tìm GTNN của:

a) 
[image: image23.wmf]1234
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b) 
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Giải:

a) 
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     Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (x – 1)(4 – x) 
[image: image27.wmf]³

 0 hay 
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (x – 2)(3 – x) 
[image: image30.wmf]³

 0 hay 
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Vậy Min M = 3 + 1 = 4 khi 
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b) 
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Đặt 
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Do đó N = t2 – 3t + 2 = 
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image38.wmf]33

0

22

tt

-=Û=


Do đó 
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4

N

=-

 khi 
[image: image40.wmf]35

21

33

24

21

31

22

21

24

xx

tx

xx

éé

-==

êê

=Þ-=ÞÞ

êê

êê

-=-=-

êê

ëë


Vậy min 
[image: image41.wmf]15
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Bài toán 4: Cho x + y = 1. Tìm GTNN của biểu thức M = x3 + y3.

Giải:

M = x3 + y3 = (x + y)(x2 – xy + y2) = x2  - xy + y2

    
[image: image43.wmf]2

2222

22

1

()

22222

22

xyxyxy

xyxy

æö

=++-+=++-

ç÷

èø



[image: image44.wmf]22

1

()

2

Mxy

Þ³+


Ngoài ra: x + y = 1 
[image: image45.wmf]Þ

 x2 + y2 + 2xy = 1 
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 2(x2 + y2) – (x – y)2 = 1

=> 2(x2 + y2) ≥ 1

Do đó  
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Ta có: 
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Do đó 
[image: image51.wmf]1
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 và dấu “=” xảy ra 
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Vậy GTNN của 
[image: image53.wmf]11
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Bài toán 5: 
Cho hai số x, y thỏa mãn điều kiện: 

(x2 – y2 + 1)2 + 4x2y2 – x2 – y2 = 0.

Tìm GTLN và GTNN của biểu thức x2 + y2.

Giải:

     (x2 – y2 + 1)2 + 4x2y2 – x2 – y2 = 0


[image: image54.wmf]Û
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x4 + 2x2 + 1 + y4 – 2y2(x2 + 1) + 4x2y2 – x2 – y2 = 0
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x4 + y4 + 2x2y2 + x2 – 3y2 + 1 = 0
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x4 + y4 + 2x2y2 - 3x2 – 3y2 + 1 = -4x2

[image: image58.wmf]Û

(x2+y2)2-3(x2+y2)+1=-4x2
Đặt t = x2 + y2. Ta có: t2 – 3t + 1 = -4x2

Suy ra: 
t2 – 3t + 1 ≤ 0
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Vì t = x2 + y2 nên :



GTLN của x2 + y2 = 
[image: image60.wmf]35
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GTNN của x2 + y2 = 
[image: image61.wmf]35
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Bài toán 6: 
Cho 0 ≤ a, b, c ≤ 1. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức: 

P = a + b + c – ab – bc – ca.

Giải:

Ta có:       P = a + b + c – ab – bc – ca

= (a – ab) + (b - bc) + (c – ca)

= a(1 – b) + b(1 – c) + c(1 – a)  0 (vì 
[image: image62.wmf]0,,1
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Dấu “=” có thể xảy ra chẳng hạn: a = b = c = 0

Vậy GTNN của P = 0

Theo giả thiết ta có: 1 – a 
[image: image63.wmf]³

 0; 1 – b 
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 0; 1 – c 
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[image: image66.wmf]Þ

 (1-a)(1-b)(1-c) = 1 + ab + bc + ca – a – b – c – abc 
[image: image67.wmf]³
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[image: image68.wmf]Þ

 P = a + b + c – ab – bc – ac 
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Dấu “=” có thể xảy ra chẳng hạn: a = 1; b = 0; c tùy ý 
[image: image70.wmf][
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Vậy GTLN của P = 1.

Bài toán 7:
Cho hai số thực x, y thỏa mãn điều kiện: x2 + y2 = 1.

Tìm GTLN và GTNN của x + y.

Giải:

Ta có: (x + y)2 + (x – y)2 
[image: image71.wmf]³

 (x + y)2 
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2(x2 + y2) 
[image: image73.wmf]³

 (x + y)2
Mà 
x2 + y2 = 1 
[image: image74.wmf]Þ

 (x + y)2 
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- Xét 
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Dấu “=” xảy ra 
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- Xét 
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Dấu “=” xảy ra 
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Vậy x + y đạt GTNN là 
[image: image81.wmf]2
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Bài toán 8: 
Cho các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x2 + y2 + z2 
[image: image83.wmf]£

 27.

Tìm GTLN và GTNN của biểu thức: x + y + z + xy + yz + zx.

Giải:

Ta có: (x – y)2 + (x – z)2 + (y – z)2 
[image: image84.wmf]³

 0 
[image: image85.wmf]Û

 2x2 + 2y2 + 2z2 - 2xy - 2yz - 2zx  
[image: image86.wmf]³
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[image: image87.wmf]Þ

 (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 +2(xy + yz + zx) 
[image: image88.wmf]£

 3(x2 + y2 + z2) 
[image: image89.wmf]£
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[image: image90.wmf]Þ

 x + y + z 
[image: image91.wmf]£
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Mà xy + yz + zx 
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 x2 + y2 + z2 
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 27 (2)

Từ (1) và (2) => x + y + z + xy + yz + zx 
[image: image94.wmf]£

 36.

Vậy max P = 36 khi x = y = z = 3.

Đặt A = x + y + z và B = x2 + y2 + z2 
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Vì B  
[image: image96.wmf]£
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image99.wmf]³
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[image: image100.wmf]Þ

 P 
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Vậy min P = -14 khi 
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Hay 
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Bài toán 9: 


Giả sử x, y là các số dương thỏa mãn đẳng thức: x + y = 
[image: image104.wmf]10

. Tìm giá trị của x và y để biểu thức:  P = (x4 + 1)(y4 + 1) đạt GTNN. Tìm GTNN ấy.

Giải:

Ta có: P = (x4 + 1)(y4 + 1) = (x4 + y4) + (xy)4 + 1

Đặt t = xy thì:

x2 + y2 = (x + y)2 – 2xy = 10 – 2t

x4 + y4 = (x2 + y2)2 – 2x2y2 = (10 – 2t)2 – 2t2 = 2t2 – 40t + 100

Do đó:      P = 2t2 – 40t + 100 + t4 + 1 = t4 + 2t2 – 40t + 101

= (t4 – 8t2 + 16) + 10(t2 – 4t + 4) + 45 = (t2 – 4)2 + 10(t – 2)2  + 45


[image: image105.wmf]45
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và dấu “=” xảy ra 
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x + y = 
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 và xy = 2.

Vậy GTNN của P = 45 
[image: image108.wmf]Û

x + y = 
[image: image109.wmf]10

 và xy = 2.

Bài toán 10: 

Cho x + y = 2. Tìm GTNN của biểu thức: A = x2 + y2.

Giải:

Ta có: x + y = 2 
[image: image110.wmf]Þ

 y = 2 – x 

Do đó: A = x2 + y2 = x2 + (2 – x)2
= x2 + 4 – 4x + x2
= 2x2 – 4x + 4

= 2( x2 – 2x) + 4

= 2(x – 1)2 + 2 
[image: image111.wmf]³

 2

Vậy GTNN của A là 2 tại x = y = 1.

· Dạng 2: CÁC BÀI TOÁN MÀ BIỂU THỨC CHO LÀ MỘT PHÂN THỨC

Bài toán 1: 

Tìm GTLN và GTNN của: 
[image: image112.wmf]2
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Giải:

* Cách 1: 


[image: image113.wmf]2
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Ta cần tìm a để 
[image: image114.wmf]2
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là bình phương của nhị thức.

Ta phải có: 
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- Với a = -1 ta có: 
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[image: image117.wmf]1.
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 Dấu “=” xảy ra khi x = -2.

Vậy GTNN của y = -1 khi x = -2.

- Với a = 4 ta có: 


[image: image118.wmf]22
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Dấu “=” xảy ra khi x = 
[image: image119.wmf]1
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Vậy GTLN của y = 4 khi x = 
[image: image120.wmf]1
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* Cách 2: 

Vì x2 + 1 
[image: image121.wmf]¹

0 nên: 
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y là một giá trị của hàm số 
[image: image123.wmf]Û

(1) có nghiệm

- Nếu y = 0 thì (1) 
[image: image124.wmf]3
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- Nếu y 
[image: image125.wmf]¹

0 thì (1) có nghiệm 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image127.wmf]'4(3)0
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[image: image131.wmf]14
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Vậy GTNN của y = -1 khi x = -2.

Vậy GTLN của y = 4 khi x = 
[image: image132.wmf]1
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Bài toán 2: Tìm GTLN và GTNN của: 
[image: image133.wmf]2
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Giải:

Biểu thức A nhận giá trị a khi và chỉ khi phương trình ẩn x sau đây có nghiệm:


[image: image134.wmf]2
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Do x2 + x + 1 = x2 + 2.
[image: image135.wmf]1
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Nên (1) 
[image: image137.wmf]Û

ax2 + ax + a = x2 – x + 1 
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(a – 1)x2 + (a + 1)x + (a – 1) = 0 (2)

· Trường hợp 1: Nếu a = 1 thì (2) có nghiệm x = 0.

· Trường hợp 2: Nếu a 
[image: image139.wmf]¹

 1 thì để (2) có nghiệm, điều kiện cần và đủ là 
[image: image140.wmf]0
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Với 
[image: image142.wmf]1
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 hoặc a = 3 thì nghiệm của (2) là 
[image: image143.wmf](1)1

2(1)2(1)

aa

x

aa

-++

==

--


Với 
[image: image144.wmf]1
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 thì x = 1

Với a = 3 thì x = -1

Kết luận: gộp cả 2 trường hợp 1 và 2, ta có:

GTNN của 
[image: image145.wmf]1
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 khi và chỉ khi x = 1

GTLN của A = 3 khi và chỉ khi x = -1

Bài toán 3: 

a) Cho a, b là các số dương thỏa mãn ab = 1. Tìm GTNN của biểu thức: 


[image: image146.wmf]22
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b) Cho m, n là các số nguyên thỏa 
[image: image147.wmf]111
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. Tìm GTLN của B = mn.

Giải:

a) Theo bất đẳng thức Côsi cho hai số dương a2 và b2

[image: image148.wmf]2222
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Cũng theo bất đẳng thức côsi cho hai số dương a + b và 
[image: image150.wmf]4
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Ta có: (a + b) +
[image: image151.wmf]44
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Mặt khác: 
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Suy ra: 
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Với a = b = 1 thì A = 8

Vậy GTNN của A là 8 khi a = b = 1.

b) Vì 
[image: image154.wmf]111
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 nên trong hai số m, n phải có ít nhất một số dương. Nếu có một trong hai số là âm thì B < 0. Vì ta tìm GTLN của B = mn nên ta chỉ xét trường hợp cả hai số m, n cùng dương.

Ta có: 
[image: image155.wmf]111
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Vì m, n 
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 N* nên n – 3 
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 -2 và 2m – 3 
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Ta có: 9  =1.9 = 3.3 = 9.1; Do đó xảy ra:
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Vậy GTLN của B = 24 khi 
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Bài toán 4: Giả sử x và y là hai số thỏa mãn x > y và xy = 1. Tìm GTNN của biểu thức: 
[image: image164.wmf]22
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Giải:

Ta có thể viết: 
[image: image165.wmf]22222
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Do x > y và xy = 1 nên: 
[image: image166.wmf]2
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Vì x > y 
[image: image167.wmf]Þ

 x – y > 0 nên áp dụng bất đẳng thức côsi với 2 số không âm, ta có: 
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image169.wmf]2
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(Do x – y > 0)

Từ đó: 
[image: image170.wmf]2

23

2

A

³+=


Vậy GTNN của A là 3 

[image: image171.wmf]2
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[image: image172.wmf]12
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 Thỏa điều kiện xy = 1

Bài toán 5: Tìm GTLN của hàm số: 
[image: image174.wmf]2
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Giải:

Ta có thể viết: 

[image: image175.wmf]2
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Vì 
[image: image176.wmf]2
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. Do đó ta có: 
[image: image177.wmf]4
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. Dấu “=” xảy ra 
[image: image178.wmf]1
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Vậy: GTLN của  
[image: image179.wmf]4
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 tại 
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Bài toán 6: Cho t > 0. Tìm GTNN của biểu thức: 
[image: image181.wmf]1
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Giải:

Ta có thể viết: 
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Vì t > 0 nên ta có: 
[image: image183.wmf]()1
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Dấu “=” xảy ra 
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Vậy f(t) đạt GTNN là 1 tại 
[image: image185.wmf]1
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Bài toán 7: Tìm GTNN của biểu thức: 
[image: image186.wmf]2
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Giải:

Ta có thể viết: 
[image: image187.wmf]2
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g(t) đạt GTNN khi biểu thức 
[image: image188.wmf]2
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 đạt GTLN. Nghĩa là t2 + 1 đạt GTNN

Ta có: t2 + 1 
[image: image189.wmf]³

 1 
[image: image190.wmf]Þ

 min (t2 + 1) = 1 tại t = 0 
[image: image191.wmf]Û

min g(t) = 1 – 2 = -1

Vậy GTNN của g(x) là -1 tại t = 0.

Bài toán 8: Cho x, y, z là các số dương thỏa mãn điều kiện: xyz = 1. Tìm GTNN của biểu thức: 
[image: image192.wmf]333
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Giải:

Đặt 
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Do đó: 
[image: image194.wmf]11
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Tương tự: 
y + z = a(b + c)

z + x = b(c + a)


[image: image195.wmf]333
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Ta có: 
[image: image196.wmf]3
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Thật vậy: Đặt b + c = x; c + a = y; a + b = z


[image: image197.wmf]2
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Khi đó,    
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Nhân hai vế (1) với a + b + c > 0. Ta có:
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[image: image202.wmf]Þ

 GTNN của E là 
[image: image203.wmf]3
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 khi a = b = c = 1.

Bài toán 9: Cho x, y là các số thực thỏa mãn: 4x2 + y2 = 1     (*).

Tìm GTLN, GTNN của biểu thức: 
[image: image204.wmf]23
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Giải:

Từ 
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[image: image206.wmf]Þ

a(2x+y+z) = 2x+3y


[image: image207.wmf]Û

2ax + ay + 2a – 2x  +3y = 0


[image: image208.wmf]Û

2(a – 1)x + (a – 3)y = -2a (1)

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki cho hai bộ số (2x; y) và (a – 1; a – 3)

Ta có: 4a2 = [2x(a-1)+y(a-3)]2 ≤ (4x2+y2).[(a-1)2+(a-3)2] 

=>

[image: image209.wmf]222
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 (vì 4x2+y2 = 1)

Do đó ta có: 
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[image: image211.wmf]22

28100450

aaaa

Þ+-£Û+-£



[image: image212.wmf]50
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 (Vì a + 5 > a – 1) 
[image: image213.wmf]15
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* Thay a = 1 vào (1) ta được: -2y = -2 
[image: image214.wmf]Þ

 y = 1

   Thay y = 1 vào (*) ta có: x = 0 
[image: image215.wmf]Þ

 (x; y) = (0;1)

* Thay a = -5 vào (1) ta được: 2(-5 – 1)x + (-5 – 3)y = -2(-5)


[image: image216.wmf]65
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Thay vào (*) ta được: 

[image: image217.wmf]2
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[image: image218.wmf]2
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[image: image219.wmf]34
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Vậy 
GTLN của a là 1 khi x = 0; y = 1.


GTNN của a là -5 khi 
[image: image220.wmf]34
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Bài toán 10:

Giả sử x, y là hai số dương thỏa mãn điều kiện: x + y = 1.

Hãy tìm gái trị nhỏ nhất cảu biểu thức:

M = 
[image: image221.wmf]2
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Giải:
Ta có: M = 
[image: image222.wmf]2
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     = 
[image: image223.wmf]22
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               = 4 + x2 + y2 +
[image: image224.wmf](

)

22

22

2222

1

41

xy

xy

xyxy

æö

+

=+++

ç÷

èø


Vì x, y > 0 nên ta có thể viết:


[image: image225.wmf](
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Mà x + y  = 1 nên 1
[image: image226.wmf]22
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image227.wmf]1
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Ngoài ra ta cũng có:
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[image: image229.wmf]22222
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 (vì x + y = 1)
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image231.wmf]1
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Từ (1) và (2) cho ta:


[image: image232.wmf]22
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Do đó: 
[image: image233.wmf]25
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi đồng thời ở (1) và (2) cùng xảy ra dấu “=” nghĩa là khi 
[image: image234.wmf]1
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Vậy GTNN của 
[image: image235.wmf]25
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 khi và chỉ khi 
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* Dạng 3: CÁC BÀI TOÁN MÀ BIỂU THỨC CHO CÓ CHỨA CĂN THỨC.

Bài toán 1: Tìm GTLN của hàm số: 
[image: image237.wmf]24
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Giải:

* Cách 1:

Điều kiện: 
[image: image238.wmf]20
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki: (ac + bd)2 
[image: image239.wmf]£

 (a2 + b2)(c2 + d2)

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image240.wmf]ab
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Chọn 
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Ta có: 
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Vì y > 0 nên ta có: 
[image: image244.wmf]02
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image245.wmf]24243
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 (Thỏa mãn (*))

Vậy GTLN của y là 2 tại x = 3.

* Cách 2:

Ta có: 
[image: image246.wmf]24
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Điều kiện: 
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Vì y > 0 nên y đạt GTLN khi và chỉ khi y2 đạt GTLN.

Ta có: 
[image: image248.wmf]22
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Do 
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 nên áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số không âm cho ta: 
[image: image250.wmf]2(2)(4)(2)(4)2
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Do đó 
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image252.wmf]243
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 (thỏa mãn điều kiện).

Vậy GTLN của hàm số y là 2 tại x = 3.

Bài toán 2: Tìm GTLN, GTNN của hàm số: 
[image: image253.wmf]3145(15)
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Giải:

a) GTLN:

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki cho hai bộ số:

(3; 4) và (
[image: image254.wmf](1;5)
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 ta có:
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<=> 
[image: image256.wmf]2
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=> y 
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Dấu “=” xảy ra <= 
[image: image258.wmf]15
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=> x = 
[image: image260.wmf]61
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 (thỏa mãn điều kiện)

Vậy GTLN của y là10 khi x = 
[image: image261.wmf]61
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* b) Gía trị nhỏ nhất:

Ta có: y = 
[image: image262.wmf]314531355
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= 
[image: image263.wmf](
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Đặt: A = 
[image: image264.wmf]15
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 thì t2 = 4 + 2 
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[image: image266.wmf]³
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=> A
[image: image267.wmf]2
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 và dấu  “=” xảy ra khi  x = 1 hoặc x = 5

Vậy y 
[image: image268.wmf]³

3 . 2 + 0 = 6

Dấu “=” xảy ra khi  x = 5

Do đó GTNN của y là 6 khi x = 5

Bài toán 3: GTNN của y là 6 khi x = 5

Tìm GTNN của biểu thức: M = 
[image: image269.wmf](
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Giải:

M = 
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Áp dụng bất đẳng thức: 
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 ta có:

M = 
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=> M 
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (x – 1994) . (1995 – x) 
[image: image275.wmf]³

 0

<=> 1994 
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Vậy GTNN của M = 1 ( 1994 
[image: image277.wmf]1995
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Bài toán 4: 

Tìm GTNN của B = 3a + 4 
[image: image278.wmf]2
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Giải:

B = 3a + 4
[image: image280.wmf](
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Và áp dụng bất đẳng thức Cô si với hai số không âm cho ta


[image: image281.wmf](
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=> B 
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=> Do đó B
[image: image283.wmf]5
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 và dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi.


[image: image284.wmf]2
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<=> a = 
[image: image285.wmf]3
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Vậy GTNN của B = 5 <=> a = 
[image: image286.wmf]3
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Bài toán 5:

Tìm GTNN của biểu thức:

A = 
[image: image287.wmf]2
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Giải:

Điều kiện: 
[image: image288.wmf](
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<=> -(x-1)2 + 8
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Với điều kiện  này ta viết:
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=> 2 + 
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Do đó:
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Vậy A 
[image: image296.wmf]21
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                                                         <=> x = 1 (thỏa mãn điều kiện)

Vậy GTNN của A = 
[image: image297.wmf](
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Bài toán 6: 

Tìm GTNN của biểu thức: A = 
[image: image298.wmf]2
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Giải:
Điều kiện: 1 – x2 > 0 <=> x2 < 1 <=> - 1 < x < 1

=> A > 0 => GTNN của A ( A2 đạt GTNN.

Ta có: A2 = 
[image: image299.wmf](
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Vậy GTNN của A = 4 khi  
[image: image300.wmf]3
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Bài toán 7: Cho x > 0  ;  y = 0 thỏa mãn  x + y 
[image: image301.wmf]1
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Tìm GTNN của biểu thức: A = 
[image: image302.wmf]2
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Giải:
Điều kiện: 1 – x2 
[image: image303.wmf]011
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Áp dụng bất đẳng thức Cô si hai số: x2 
[image: image304.wmf]0
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 và 1 – x2 
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Ta có: x2 + 1 – x2 
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Vậy GTLN của A =
[image: image308.wmf]1
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  khi x = 
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Bài toán 8:

Tìm GTLN của biểu thức: y = 
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Giải:

Biểu thức có nghĩa khi 1996 
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Vì y 
[image: image313.wmf]0

³

với mọi x thỏa mãn điều kiện 1996 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có:

2
[image: image315.wmf](
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Dấu “=”  xảy ra khi và chỉ khi x – 1996 = 1998 – x

<=> x = 1997

Do đó y2 
[image: image316.wmf]42
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Vậy GTLN của y là 2 khi x = 1997

Bài toán 9:

Cho 
[image: image317.wmf]01
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. Tìm GTLN của biểu thức  y = x + 
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Giải:

Ta có: 
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[image: image320.wmf](

)

1

1

2

x

×-


Vì 0
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 nên 1 – x 
[image: image322.wmf]0
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Áp dụng bất đẳng thức Cô si đối với 2 số: 
[image: image323.wmf]1
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 và (1 – x)  cho ta:


[image: image324.wmf](
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Dấu “=” xảy ra <=> 
[image: image325.wmf]11
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Vậy GTLN của y là 
[image: image326.wmf]3
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 tại x = 
[image: image327.wmf]1
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Bài toán 10:

Cho M = 
[image: image328.wmf]3411581
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Tìm TGNN của M

Giải:

M = 
[image: image329.wmf]3411581
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    = 
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    = 
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Điều kiện để M xác định  là a – 1 
[image: image332.wmf]01
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Ta có: 
[image: image333.wmf]1214
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Đặt x = 
[image: image334.wmf]1
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  điều kiện x 
[image: image335.wmf]0
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Do đó: M = 
[image: image336.wmf]24

xx

-+-


Ta xét ba trường hợp sau:

1) Khi x 
[image: image337.wmf]2
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 thì 
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    Và 
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)

444

xxx

-=--=-


    => M = 2 – x + 4 – x = 6 – 2x 
[image: image340.wmf]62.22
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    Vậy x < 2 thì M 
[image: image341.wmf]2
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2) Khi x
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 thì 
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    => M = 
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    Vậy x > 4  thì M 
[image: image347.wmf]2
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3) Khi  2 < x < 4  thì 
[image: image348.wmf]22
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 và 
[image: image349.wmf]44
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    => M = x – 2 + 4 – x  = 2 (không phụ thuộc vào x)

   Trong trường hợp này thì: 2
[image: image350.wmf]14
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                                             <=> 4
[image: image351.wmf]116
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                                             <=> 5
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Cả ba trường hợp cho ta kết luận:

GTNN của M = 2 tương ứng với:  
[image: image353.wmf]517
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C. CÁC BÀI TẬP TỰ LUYỆN:

Bài 1:
Tìm GTNN của biểu thức: A = (2x – 3)2 – 7 với x 
[image: image354.wmf]1
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hoặc x 
[image: image355.wmf]3

³

.

Gợi ý: 

- Xét 2 trường hợp: x  ≥ 3 và x  ≤ -1

- Kết luận: Min A = 2 <=> x = 3 

Chú ý: Mặc dù A = (2x – 3)2 – 7 
[image: image356.wmf]7
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. Xảy ra đẳng thức khi  và chỉ khi x = 
[image: image357.wmf]3
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 nhưng giá trị không thỏa mãn x 
[image: image358.wmf]1
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 , không thỏa mãn x 
[image: image359.wmf]3
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. Do đó không thể kết luận được GTNN của A  bằng – 7.

Bài 2:
Gọi x1; x2 là các nghiệm của phương trình:

x2 – (2m – 1) x + (m – 2) = 0

Tìm các giá trị của m để 
[image: image360.wmf]22

12

xx

+

 có giá trị nhỏ nhất

Gợi ý: 


[image: image361.wmf]D

 = 4(m - 1 )2 + 5 > 0. Phương trình đã cho có nghiệm với mọi m theo hệ thức Vi-ét, ta có:


[image: image362.wmf]22222
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          = 
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=> Min (
[image: image364.wmf](
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 với m = 
[image: image365.wmf]3
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Bài toán 3:

Cho x, y là hai số thỏa mãn: x + 2y = 3. Tìm GTNN của E = x2 + 2y2
Gợi ý:

Rút x theo y và thế vào E

Bài toán 4: 

Tìm GTLN và GTNN của biểu thức: A = x2 + y2
Biết rằng x và y là các số thực thỏa mãn: x2 + y2 – xy = 4

Gợi ý:

Từ x2 + y2 – xy = 4 <=> 2x2 + 2y2 – 2xy = 8

                               <=> A + (x – y)2 = 8




<=> Max A = 8 khi x = y

Mặt khác:       2x2 + 2y2 = 8 + 2xy

                <=> 3A = 8 + (x + y)2 
[image: image366.wmf]8
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                =>  A 
[image: image367.wmf]8
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 min A = 
[image: image368.wmf]8
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 khi x = - y  

Bài toán 5: 

Cho x, y thỏa mãn: x2 + 4y2 = 25. 

Tìm GTLN và GTNN của biểu thức: M = x + 2y.

Giải:

Áp dụng bất đẳng thức: Bunhiacôpxki

(x +2y)2 
[image: image369.wmf]22
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(12 + 12) = 50

<=>
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Vậy Max M = 
[image: image371.wmf]50

 khi x = 
[image: image372.wmf]55
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Min M = -5
[image: image373.wmf]2

 khi  x = -
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 ; y = - 
[image: image375.wmf]5
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Bài tóan 6:

Cho x, y là hai số dương thỏa mãn điều kiện: xy = 1. Tìm GTLN của biểu thức:

A = 
[image: image376.wmf]4224
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Gợi ý: 

Từ (x2 – y)2 
[image: image377.wmf]422
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                          => 
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Tương tự:          
[image: image379.wmf]42
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                         => A 
[image: image380.wmf]1
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   => Max A = 1 khi 
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Bài tóan 7:

Tìm GTNN của biểu thức: 

A = 
[image: image382.wmf](
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Gợi ý: 

B = 
[image: image383.wmf]1111
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Min B = 2 khi - 1
[image: image384.wmf]0
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Bài toán 8: Tìm GTNN của biểu thức:
B = (x – a )2 + (x – b)2 + (x – c)2 với a, b, c cho trước.

Gợi ý: 

Biểu diễn B = 
[image: image385.wmf](
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=> GTNN của B = (a2 + b2 + c2) - 
[image: image386.wmf](
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Bài toán 9: Tìm GTNN của biểu thức:
P = x2 – 2xy + 6y2 – 12x + 3y + 45

Gợi ý: 

Biểu diễn  P = (x – 6 – y)2 + 5(y – 1)2 + 4

Vậy Min P = 4 khi y = 1 ; x = 7 

Bài toán 10: Tìm GTLN của biểu thức:

E = – x2 + 2xy – 4y2 + 2x + 10y – 3

Gợi ý: 

Biểu diễn E = 10 – (x – y – 1)2 – 3 (y – 2)2
=> GTLN của E = 10 ( y = 2 ; x = 3

Bài toán 11: Tìm GTLN của biểu thức: P = 
[image: image387.wmf]245
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Biết x, y, z là các biến thỏa mãn : x2 + y2 + z2 = 169

Gợi ý: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki 

Max P = 65 khi 
[image: image388.wmf]
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Bài toán 12:

Tìm GTNN của biểu thức sau:

a) [image: image475.wmf]0
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A = 
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b) B = 
[image: image391.wmf]2
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c) C = 
[image: image392.wmf]2
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Gợi ý: 

a) Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho ta:

A = (x + 2) + 
[image: image393.wmf]5
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    b)  B  = 
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    c)  C = 
[image: image396.wmf]2
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 Min C = - 1 khi x = 0 

Bài toán 13: 

Tìm GTNN của biểu thức A = 
[image: image397.wmf]2
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Gợi ý: 

A = 
[image: image398.wmf]2222
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Vậy Min A = 
[image: image400.wmf]1999
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Bài toán 14:

Tìm GTNN của biểu thức:

P = 
[image: image401.wmf]432
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Gợi ý:

Biểu diễn P = 4
[image: image402.wmf]2
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=> Min P = 64 khi x = 1 hoặc x = -3

Bài toán 15: 
Tìm GTNN của A = 
[image: image403.wmf]2
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                          B = 
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               với x > 1

     C = 
[image: image405.wmf]2

2

2

1

xx

xx

++

++


     D = 
[image: image406.wmf]1
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   với x > 0

     E = 
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           với 0 < x < 1

     F = 
[image: image408.wmf]2
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Gợi ý: 

      A = x+
[image: image409.wmf]44
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=> Min A = 8 khi x = 2

      B = 
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=> Min B = 4 <=> x = 2 

      C = 
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      D = (1 + x) 
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  (vì x > 0)

      E = 
[image: image413.wmf](

)

(

)

5151

555

525255

111

xx

xxxxx

xxxxxx

--

-+

+=++³×+=+

---


      F = 
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          = 
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   => Min F = 
[image: image416.wmf]3
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 khi x = 3.

Bài 16: Tìm GTLN và GTNN của biểu thức:

           
P = 
[image: image417.wmf]2
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Gợi ý: 


P = 9 - 
[image: image418.wmf]2
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P = 9 - 
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Bài 17: Cho x, y là hai số dương thỏa mãn: x + y = 10

            Tìm GTNN của biểu thức S = 
[image: image420.wmf]11
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            Gợi ý: S = 
[image: image421.wmf]y
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  S có GTNN <=> x(10-x) có GTLN <=> x = 5.

  => GTNN của S = 
[image: image423.wmf]2
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 khi x = y = 5.

Bài 18: Tìm GTNN của biểu thức:

  E = 
[image: image424.wmf]22
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Gợi ý:  

             Ta có E > 0  với mọi x

             Xét E2 = 2 (x2 + 1 + 
[image: image425.wmf]42
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   => Min E = 2 khi x = 0

Bài 19: Cho a và b là hai số thỏa mãn: a
[image: image426.wmf]3
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 ;  a + b 
[image: image427.wmf]5
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   Tìm GTNN của biểu thức  S = a2 + b2
Gợi ý: 

   a+ b 
[image: image428.wmf]522103213
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   => 132 
[image: image430.wmf](
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   => Min S = 13

Bài 20: 

Cho phương trình: x2  - 2mx – 3m2 + 4m – 2 = 0

Tìm m để cho 
[image: image431.wmf]12
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 đạt GTNN.

Gợi ý:


[image: image432.wmf]'2
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 phương trình luôn có 2 nghiệm phân biệt x1; x2.    Theo định lý vi-ét ta có:
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   Do đó 
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[image: image435.wmf]    m
[image: image436.wmf]R

Î


   GTNN của 
[image: image437.wmf]12
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 là 2 khi m = 
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Bài 21: 

Tìm giá trị nhỏ nhất của:

   y = 
[image: image439.wmf]12...1998
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Gợi ý: 

   y = 
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Ta có:   
[image: image442.wmf]11998
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 nhỏ nhất bằng 1997 khi x 
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 nhỏ nhất bằng 1995 khi x 
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[image: image446.wmf]9981999
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 nhỏ nhất bằng 1 khi x 
[image: image447.wmf][
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Vậy y đạt GTNN bằng 1 + 3 + …+ 1997 

Số các số hạng của 1 + 3 + … + 1997 là (1997 – 1) : 2 + 1 = 999

Vậy Min y = 9992 khi 999 
[image: image448.wmf]1000
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Bài 22:

Cho biểu thức: M = x2 + y2 + 2z2 + t2
Với x, y, z, t là các số nguyên không âm , tìm gia strị nhỏ nhất của M và các giá trị tương ứng của x, y, z, t. Biết rằng:


[image: image449.wmf]222
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Gợi ý: 

Theo giả thiết: 
x2 – y2 + t2 = 21

x2 + 3y2 + 4z2 = 101

                         => 2x2 + 2y2 + 4z2 + t2 = 122

                         => 2M = 122 + t2
Do đó 2M 
[image: image450.wmf]12261
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Vậy Min  M = 61 khi t = 0

Từ (1) => x > y 
[image: image451.wmf]00
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Do đó: (x + y )(x – y) = 21.1 = 7.3

Từ (2) => 3y2 
[image: image452.wmf]2
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Ta chọn  x = 5 ; y = 2 => z = 4

Vậy Min M = 61 tại x = 5 ; y = 2 ; z = 4; t = 0

Bài 23: 

Cho phương trình: x4 + 2x2 +2ax – (a – 1)2 = 0           (1)

Tìm giá trị của a để nghiệm của phương trình đó: 

a) Đạt GTNN. 

b) Đạt gía trị lớn nhất.

Gợi ý: 

Gọi m là nghiệm của phương trình (1) thì:

m4 + 2m2 + 2am + a2 + 2a + 1 = 0 (2)

Viết (2) dưới dạng phương trình bậc hai ẩn a.

a2 + 2 (m + 1) a + (m4 + 2m2 + 1) = 0

Để tồn tại a thì 
[image: image453.wmf]'
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[image: image454.wmf]0
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Giải điều kiện này được m4 - m2 
[image: image455.wmf]0
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 <=> m(m – 1) 
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Vậy nghịêm của phương trình đạt GTNN là 0 với a = -1

Vậy nghịêm của phương trình đạt GTLN là 1 với a = -2

Bài 24:  Tìm GTNN, GTLN của t = 
[image: image457.wmf]2
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Gợi ý: Vì x2 + 1 > 0 với mọi x

Đặt a = 
[image: image458.wmf]2
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  => (a – 1) x2 – 2 x +a – 2 = 0  (1)

a là một giá trị của hàm số <=> (1) có nghiệm.

- Nếu a = 1 thì (1) <=> x = 
[image: image459.wmf]1

2

-


- Nếu a 
[image: image460.wmf]¹
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Min A = 
[image: image462.wmf]35
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với x = 
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Bài 25: 

 Tìm GTNN, GTLN của A = 
[image: image465.wmf]22
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Gợi ý: Viết A dưới dạng sau với y 
[image: image466.wmf]0
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[image: image467.wmf]2
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    (đặt 
[image: image468.wmf]x
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Giải tương tự bài 24 được: 
[image: image469.wmf]1
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Còn với y = 0 thì A = 1

Do đó: Min A = 
[image: image470.wmf]1

3

 với x = y  ; max A = 3 với x = - y 

Bài 26: Cho a + b = 1. Tìm GTNN của biểu thức:
  Q = a3 + b3 + ab

Gợi ý: 

Với Q dưới dạng Q = (a + b) 
[image: image471.wmf](
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                                = 1 – 2ab = 1 – 2a (1 – a)

                      => Q = 2a2 – 2a + 1 
[image: image472.wmf]1
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