CHUYÊN ĐỀ 6.BẤT ĐẲNG THỨC – CỰC TRỊ

CHỦ ĐỀ 1: BẤT ĐẲNG THỨC
	CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA BẤT ĐẲNG THỨC
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	Nếu 
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thì 
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	Nếu các số thực a, b, c thoả mãn 
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và 
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	Nếu a, b là hai số thực thoả mãn 
[image: image7.wmf]ab
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 thì với mọi số thực c ta có:
( Nếu 
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 thì 
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	Nếu a, b là hai số thực thoả mãn 
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 thì với mọi số thực c ta có 
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	Nhân hai vế bất đẳng thức cùng chiều:
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[image: image19.wmf]11

0

ab

ab

>>Û<

.
	
	

	
	
	

	
	
	Nâng lên luỹ thừa: 
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	Bất đẳng thức liên quan đến giá trị tuyệt đối
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Với mọi 
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. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image27.wmf]0

ab

³

.
( 
[image: image28.wmf]abab

+³-

. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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	Bất đẳng thức trong tam giác
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	Nếu a, b, c là ba cạnh của tam giác ABC thì:
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     (bất đẳng thức tam giác)
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     (quan hệ giữa cạnh và góc trong tam giác)
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	Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất

	
	Cho biểu thức 
[image: image35.wmf](,,)
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 với các biến x, y, z thoả mãn điều kiện D cho trước.

Ta nói M là giá trị lớn nhất của F khi nó thoả mãn cả hai điều kiện sau:

+ 
[image: image36.wmf](,,)(1)
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 với mọi x, y, z thoả mãn điều kiện D.

+ Tồn tại 
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     Hay nói cách khác dấu đẳng thức ở (1) có xảy ra. Tương tự cho giá trị nhỏ nhất của F trên D.

	
	Đối với bài toán tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của một biểu thức chúng ta cần chỉ ra đủ hai điều kiện được nêu trong định nghĩa ở trên.
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A. CÁC DẠNG BÀI TẬP
Dạng 1: Phương pháp biến đổi tương đương
Phương pháp giải

Biến đổi bất đẳng thức cần được chứng minh tương đương với bất đẳng thức đúng hoặc đẳng thức đã được chứng minh là đúng.

· Nếu 
[image: image40.wmf]ABCD
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 với 
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 là một bất đẳng thức hiển nhiên, hoặc đã biết là đúng thì bất đẳng thức 
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 đúng.

Giả sử cần chứng minh 
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. Ta thường biến đổi tương đương về các dạng sau:



+ 
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· Chú ý các hằng đẳng thức sau:
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BÀI TẬP MẪU
Ví dụ 1: Cho ba số 
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a) 
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( Giải chi tiết

a) Ta có: 
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Bất đẳng thức cuối hiển nhiên đúng nên bất đẳng thức cần chứng minh cũng đúng.

b) Ta có: 
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(đúng theo chứng minh câu a).

Vậy ta có điều phải chứng minh.

c) Ta có:
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(đúng theo chứng minh câu a).

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 2: Cho 
[image: image59.wmf],,1
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( Giải chi tiết

Ta có bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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     (do 
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng do 
[image: image68.wmf]2
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 với mọi a, b và 
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Vậy ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 3: Chứng minh rằng với mọi số thực x ta có 
[image: image70.wmf]432
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( Giải chi tiết

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Bất đẳng thức cuối đúng do 
[image: image72.wmf]22
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 với mọi 
[image: image73.wmf]x
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Vậy ta có điều phải chứng minh.
Dạng 2: Phương pháp sử dụng bất đẳng thức Cô – si và bất đẳng thức Bunhiacopski
Phương pháp giải

( Bất đẳng thức Cô – si:

Với hai số không âm 
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, ta có 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image76.wmf]ab
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Bất đẳng thức này còn được viết ở một số dạng khác tương đương là:
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( Bất đẳng thức Bunhiacopski:

Cho 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài tập mẫu

Ví dụ 1: Chứng minh rằng:


a) 
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b) 
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( Giải chi tiết

a) Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương 
[image: image85.wmf]a
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b) Do 
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 với mọi a nên vế trái của bất đẳng thức cần chứng minh xác định với mọi 
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Ta có: 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương 
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Vậy ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 2: Chứng minh rằng 
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( Giải chi tiết
Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số không âm 
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 ta có:





[image: image97.wmf]2222

220;

ababab

+³=³






[image: image98.wmf]2222

220;

bcbcbc

+³=³






[image: image99.wmf]2222

220.

cacaca

+³=³


Nhân vế với vế của các bất đẳng thức trên ta được:
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Sai lầm thường gặp

“Áp dụng bất đẳng thức Cô – si: 
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Nhân vế với vế của các bất đẳng thức trên ta được điều phải chứng minh.”

Lời giải này sai ở chỗ nhân vế với vế của các bất đẳng thức mà chưa khẳng định chúng không âm.

Đề bài cho chúng ta 
[image: image104.wmf],b,c
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 nên chúng có thể âm.

Do vậy 
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Ví dụ 3: Cho x, y, z là các số dương. Chứng minh rằng:
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( Giải chi tiết

Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số dương x, y, z ta có: 
[image: image107.wmf]222222
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Các vế của các bất đẳng thức trên đều dương nên ta có:
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Cộng vế với vế ta được:
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Vậy ta được điều phải chứng minh.
Ví dụ 4:  Chứng minh rằng 
[image: image110.wmf]2
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( Giải chi tiết

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski ta có: 
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Suy ra 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Vậy 
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[image: image117.wmf]a0

b

>>

.

Dạng 3: Phương pháp sử dụng một số bất đẳng thức thường dùng khác
Phương pháp giải 

	Bất đẳng thức
	Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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        Hoặc
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Chú ý: 

Trong bài thi, để sử dụng các bất đẳng thức phụ các em cần chứng minh lại bất đẳng thức đó. Các bất đẳng thức kể trên đều có thể chứng minh được một cách dễ dàng bằng phương pháp biến đổi tương đương hay sử dụng bất đẳng thức Cô – si.

BÀI TẬP MẪU
Ví dụ 1: a) Chứng minh với mọi số thực a, b, c ta có 
[image: image128.wmf]2
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  b) Cho ba số dương thoả mãn điều kiện 
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(Đề thi vào 10 Hải Phòng năm 2018 – 2019)

( Giải chi tiết

a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Bất đẳng thức cuối luôn đúng nên có điều phải chứng minh.

b) Áp dụng bất đẳng thức 
[image: image134.wmf]1119
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Theo câu a) 
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Do đó, 
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Vậy 
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Ví dụ 2:


a) Cho hai số x, y dương. Chứng minh rằng 
[image: image142.wmf]1111
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b) Cho ba số dương a, b, c thoả mãn 
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(Đề thi vào 10 Hải Phòng năm 2017 – 2018)
( Giải chi tiết

a) Với x, y dương, bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương 
[image: image146.wmf]x

y

 và 
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[image: image148.wmf]2.2.
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Vậy ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

b) Áp dụng bất đẳng thức 
[image: image149.wmf]1119
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 cho các số thực dương 
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Hoàn toàn tương tự ta cũng có: 
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Cộng vế với vế của (1), (2) và (3) ta có:
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Áp dụng bất đẳng thức đã chứng minh được ở câu a) ta có:
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Từ đó suy ra
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.
Vậy ta có điều phải chứng minh.
B. BÀI TẬP TỰ LUYỆN
Câu 1: Cho a, b, c, d, e là các số thực dương. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image158.wmf]2

2

4

b

aab

+³

.

b) 
[image: image159.wmf]22

1

ababab

++³++

.

c) 
[image: image160.wmf]22222
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++++³+++

.
Câu 2: Chứng minh rằng với mọi a, b: 
[image: image161.wmf]1010228844

()()()()

abababab

++³++

.
Câu 3: Cho 
[image: image162.wmf]13

44

x

-££

. Chứng minh rằng: 
[image: image163.wmf]34142

xx

-++³

.
Câu 4: Cho các số dương a, b thoả mãn 
[image: image164.wmf]22

11

2

ab
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. Chứng minh 
[image: image165.wmf]2

ab

+³


Câu 5: Cho a, b là các số không âm thoả mãn 
[image: image166.wmf]22

2

ab

+£

. Chứng minh rằng




[image: image167.wmf]3(2)3(2)6
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.
Câu 6: Cho ba số thực dương x, y, z thoả mãn điều kiện 
[image: image168.wmf]1

xyz

++=

. Chứng minh rằng





[image: image169.wmf]222222
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xyyzzx
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.
Câu 7: Cho các số thực dương x, y, z thoả mãn 
[image: image170.wmf]4

xyz

++=

. Chứng minh rằng 
[image: image171.wmf]11

1

xyxz

+³

.
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Câu 8: Cho các só thực dương x, y, z thoả mãn 
[image: image172.wmf]111
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. Chứng minh rằng




[image: image173.wmf]111
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.
Gợi ý giải

Câu 1:

a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với



[image: image174.wmf]22222
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.
Bất đẳng thức cuối hiển nhiên đúng nên ta có điều phải chứng minh.

b) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 


[image: image175.wmf]2222222
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.
Bất đẳng thức cuối hiển nhiên đúng nên ta có điều phải chứng minh.

c) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với



     
[image: image176.wmf]22222
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[image: image177.wmf]22222
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[image: image178.wmf]22222222
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[image: image179.wmf]2222
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.
Bất đẳng thức cuối hiển nhiên đúng nên ta có điều phải chứng minh.

Câu 2:
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với



     
[image: image180.wmf]122101021212844812
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[image: image181.wmf]2104810284
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[image: image182.wmf]28228222
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[image: image183.wmf]228228
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[image: image184.wmf]222266
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[image: image185.wmf]22224224
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Bất đẳng thức cuối hiển nhiên đúng nên ta có điều phải chứng minh.
Câu 3:

Với 
[image: image186.wmf]13

44

x
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, bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với


[image: image187.wmf]34142(34)(14)4(34)(14)0
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 (hiển nhiên đúng).

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Câu 4:

Áp dụng bất đẳng thức Cô – si kết hợp với giả thiết ta có: 
[image: image188.wmf]22
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.
Tới đây, sử dụng bất đẳng thức Cô – si lần nữa ta được: 
[image: image189.wmf]22

abab
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.
Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image190.wmf]1

ab

==

.
Câu 5:

Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số không âm ta có:




[image: image191.wmf]2
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[image: image192.wmf]2
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.
Cộng hai vế bất đẳng thức này lại vế với vế, ta được




[image: image193.wmf]22
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.
Áp dụng bất đẳng thức Cô – si lần nữa, kết hợp với giả thiết ta được





[image: image194.wmf]22
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.
Từ đó, ta có ngay 
[image: image195.wmf]6
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. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image196.wmf]1
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.
Câu 6

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski ta có: 
[image: image197.wmf]222
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[image: image198.wmf]22
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.
Tương tự: 
[image: image199.wmf]2222
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.
Do đó: 
[image: image200.wmf]222222
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 (đpcm).
Câu 7

Áp dụng bất đẳng thức 
[image: image201.wmf]114
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 cho các số dương 
[image: image202.wmf],
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 và do 
[image: image203.wmf]4
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 ta có:





[image: image204.wmf]1144
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.
Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương 
[image: image205.wmf]x

 và 
[image: image206.wmf]4
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 ta có:



[image: image207.wmf]2
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Do đó 
[image: image208.wmf]114
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Câu 8

Với 
[image: image209.wmf],,0
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, áp dụng liên tiếp bất đẳng thức 
[image: image210.wmf]114
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 ta có:
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Tương tự: 
[image: image213.wmf]11112
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[image: image214.wmf]11211
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Do đó 
[image: image215.wmf]1444
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 (đpcm).
CHỦ ĐỀ 2: TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT

A. CÁC DẠNG BÀI TẬP

Dạng 1: Phương pháp đưa về tổng bình phương

Phương pháp giải

Giả sử cần tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P. Ta biến đổi P về dạng 
[image: image216.wmf]222

PaAbBcCD

=+++

 trong đó D có giá trị không đổi, a, b, c cùng dấu.

( Nếu 
[image: image217.wmf],,0

abc
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 thì 
[image: image218.wmf]PD

³

. Ta có giá trị nhỏ nhất của P là D nếu tồn tại đẳng thức 
[image: image219.wmf]0

ABC
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.

( Nếu 
[image: image220.wmf],,0

abc

£

 thì 
[image: image221.wmf]PD

£

. Ta có giá trị nhỏ nhất của P là D nếu tồn tại đẳng thức 
[image: image222.wmf]0

ABC
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.

BÀI TẬP MẪU
Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image223.wmf]2
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( Giải chi tiết

Ta có: 
[image: image224.wmf]22

7697(3)
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.

Do 
[image: image225.wmf]2
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xx
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 nên 
[image: image226.wmf]2
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.

Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image227.wmf]3

x
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. Vậy 
[image: image228.wmf]max7
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.

Ví dụ 2: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image229.wmf]1
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.

( Giải chi tiết

Điều kiện xác định của A là 
[image: image230.wmf]0
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.

Ta có: 
[image: image231.wmf]3839151
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[image: image232.wmf]2
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Do đó 
[image: image233.wmf]120

151

538

A

xx

=£

-+

.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image234.wmf]3
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 hay 
[image: image235.wmf]9
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.

Vậy giá trị lớn nhất của A là 
[image: image236.wmf]20

151

.

Ví dụ 3: Cho hai số thực x, y thoả mãn điều kiện 
[image: image237.wmf]2
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image238.wmf]22
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.
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( Giải chi tiết

Ta có: 
[image: image239.wmf]22

xyyx
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, thay vào Q ta được





[image: image240.wmf]2222
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.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image241.wmf]1
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.

Vậy giá trị nhỏ nhất của Q là 11.

Dạng 2: Phương pháp sử dụng các bất đẳng thức cơ bản

Phương pháp giải

Sử dụng bất đẳng thức cơ bản đã được nêu ở Dạng 3 – chủ đề 1.

Bài tập mẫu

Ví dụ 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image242.wmf]112

Pxxx

=-+++

.

( Giải chi tiết

Điều kiện để P tồn tại là: 
[image: image243.wmf]01(*)

x
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.

Với 
[image: image244.wmf],0
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 bất kì ta có: 
[image: image245.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image246.wmf]0
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 và 
[image: image247.wmf]0

b
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.

Áp dụng (1) ta có: 
[image: image248.wmf]111
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.

Lại có 
[image: image249.wmf]1101((*)).

xxdo
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Do đó 
[image: image250.wmf]112

P
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. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image251.wmf]0

x

=

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 2.

Ví dụ 2: Biết rằng các số x, y thoả mãn điều kiện 
[image: image252.wmf]1

xy
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image253.wmf]22

Cxyxy
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. 
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( Giải chi tiết

Ta có: 
[image: image254.wmf]222

()1

Cxyxyxyxyxy
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.

Lại có theo bất đẳng thức Cô – si: 
[image: image255.wmf]2
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 nên 
[image: image256.wmf]13
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.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image257.wmf]1

2

xy
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. 

Ví dụ 3: Cho x, y là hai số thực dương thoả mãn 
[image: image258.wmf]4

xy

+£

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image259.wmf]22
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.
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( Giải chi tiết

Ta có: 
[image: image260.wmf]22
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.

Áp dụng bất đẳng thức 
[image: image261.wmf]114
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+

 cho hai số dương 
[image: image262.wmf]22
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+

 và 
[image: image263.wmf]2
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 ta có:






[image: image264.wmf](
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.

Do 
[image: image265.wmf]4
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 nên 
[image: image266.wmf]222
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.

Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương 
[image: image267.wmf]32

xy

 và 
[image: image268.wmf]2
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 ta có:







[image: image269.wmf]3232
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.

Lại có 
[image: image270.wmf]22
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 nên 
[image: image271.wmf]221

42
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.

Từ đó 
[image: image272.wmf]11
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³++=

. Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi 
[image: image273.wmf]2
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.

Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 17.

Dạng 3: Phương pháp tam thức bậc hai

Phương pháp giải

Gán biểu thức cần tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất thành một biến y. Biến đổi tương đương đưa về phương trình dạng bậc hai ẩn x, tham số y: 
[image: image274.wmf]2
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axbxc

++=

, ở đây các hệ số a, b, c có chứa y.

- Xét 
[image: image275.wmf]0

a

¹

. Tìm y tương ứng

- Xét 
[image: image276.wmf]0

a

=

. Đặt điều kiện để phương trình có nghiệm x là 
[image: image277.wmf]0

D³

.

Từ đó tìm được điều kiện của y và suy ra giá trị lớn nhất hay giá trị nhỏ nhất (nếu có).

BÀI TẬP MẪU
Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image278.wmf]2
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.

( Giải chi tiết

Vì 
[image: image279.wmf]2
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x

+³

với mọi x nên biểu thức đã cho luôn xác định.

Ta có 
[image: image280.wmf]22
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.

Coi (1) là phương trình ẩn x, tham số y; y là giá trị của biểu thức, do vậy phải tồn tại x sao cho biểu thức đó đạt giá trị y. Nói cách khác, phương trình (1) phải có nghiệm x.

- Xét 
[image: image281.wmf]0

y

=

, phương trình (1) trở thành: 
[image: image282.wmf]430

x
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 có nghiệm 
[image: image283.wmf]3
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.

- Xét 
[image: image284.wmf]0
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, khi đó (1) là phương trình bậc hai ẩn x có nghiệm khi và chỉ khi



[image: image285.wmf]22
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- Trường hợp 
[image: image286.wmf]1

y
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, thay vào phương trình ta được 
[image: image287.wmf]2
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.

- Trường hợp 
[image: image288.wmf]4

y

=

, thay vào phương trình ta được 
[image: image289.wmf]1

2
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.

Vậy giá trị nhỏ nhất của y là -1 đạt được khi 
[image: image290.wmf]2
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, giá trị lớn nhất của y là 4 đạt được khi 
[image: image291.wmf]1
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.

Ví dụ 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image292.wmf]22
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( Giải chi tiết

   ( Trường hợp 1: 
[image: image293.wmf]0
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, thay vào biểu thức ta có 
[image: image294.wmf]2
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.

   ( Trường hợp 2: 
[image: image295.wmf]0
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, ta có 
[image: image296.wmf]2
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. Đặt 
[image: image297.wmf]x
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, ta được 
[image: image298.wmf]2
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[image: image299.wmf]2
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- Nếu 
[image: image300.wmf]2
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, từ (1) cho ta 
[image: image301.wmf]1

6

t

=-

. Khi đó tồn tại x, y để 
[image: image302.wmf]2
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.

- Nếu 
[image: image303.wmf]2

A

¹

, coi (1) là phương trình bậc hai ẩn t, A là tham số.

Phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi
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Vậy giá trị nhỏ nhất của A bằng 1 và giá trị lớn nhất của A bằng 
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B. BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Câu 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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Câu 2: Cho hai số thực a, b khác 0 thoả mãn 
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Câu 3: Cho các số thực x, y thoả mãn 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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(Đề thi vào 10 tỉnh Kon Tum năm học 2017 – 2018)

Câu 4: Cho hai số thực dương a, b thoả mãn 
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(Đề thi vào 10 tỉnh Bắc Giang năm học 2017 – 2018)

Câu 5: Cho hai số thực dương x, y thoả mãn 
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(Đề thi vào 10 Đắk Lắk năm học 2017 – 2018)

Câu 6: Cho hai số thực dương x, y thoả mãn 
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(Đề thi vào 10 chuyên Bắc Giang năm học 2017 – 2018)

Câu 7: Cho x, y, z là ba số thực dương thoả mãn 
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(Đề thi vào 10 Hải Dương năm học 2017 – 2018)

Câu 8: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Câu 9: Cho hai số thực x, y thay đổi thoả mãn điều kiện  
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Gợi ý giải

Câu 1
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của B là -9.

Câu 2
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Mặt khác theo giả thiết 
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Vậy giá trị lớn nhất của S là 2011.

Câu 3
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Áp dụng bất đẳng thức Cô –si cho hai số thực dương ta có: 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số dương ta có:
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Vậy giá trị nhỏ nhất của Q bằng 2018.

Câu 5
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số dương ta được:
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 3.

Câu 6

Ta có: 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho hai số dương ta có:
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Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 4
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Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho các số thực dương ta có:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của Q bằng 3 đạt được khi 
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Câu 8

Đặt 
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Coi (1) là phương trình bậc hai ẩn t, P là tham số.

Phương trình này có nghiệm t khi và chỉ khi
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Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P là 2 đạt được khi 
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Câu 9

Với giả thiết  
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- Nếu 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của A bằng -6 và giá trị lớn nhất của A bằng 3.
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