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Noi dung chu yeu cua bai glang nay la viéc nghién cttu cac tinh chét sb hoc ctia vanh Z[i] ap
dung diéu nay vao viéc gidi mét s phuong trinh Diophante.

1 Vanh cac so nguyén Gauss
Pinh nghia. Ta nhic lai dinh nghia vanh cac s6 nguyén Gauss

Zli]={a+bija,bez} cC

(v6ii?=-1.) Chtay rﬁng ta 6 thé coi Z[i] 1a mot vanh con chita Z ctia C. N6i mot cach khac, véi
a,p eZli]taco a+ B,ap € Z[i]. V6i a = a + bi, ta dinh nghia lién hgp a = a — bi va chuan

N(a) = aa = a® + b?

Ta cfing nhéc lai rang N(a) =0 & a =0va N: Z[i] — N ¢6 tinh chit nhan:
N(aff) = N(a)N(S)

Quan hé chia hét, phan tit kha nghich va phan tit bit kha qui. Vi hai sb nguyén Gauss a v
f3, ta néi rang a 1a mot ude ctia B hay f 13 bodi ctia a, ki hiéu 13 a | 8, néu ton tai y sao cho ay = .
Khai niém nay mé réng khai niém chia hét quen thudc trén Z theo nghia sau: néu a,b € Z thia | b
trong Z khi va chi khi a | b trong Z[i].

Mot s6 nguyén Gauss dugc goi 1a kha nghich néu 13 uéc clia 1, néi mét cach khac, néu # 0 va
sao cho nghich déo trong C cling 1a mét so6 nguyén cua Gauss. Mot phan t@ la kha nghich néu va
chi néu 13 uéc ctia moi sb nguyén Gauss.

Ta néi hai sb nguyén Gauss a, 8 14 lién két véi nhau, ki hiéu 1a a ~ B, néu a |  va | a. Hai
s6 nguyén cta Gauss la lién két v6i nhau khi va chi khi sai khac v6i nhau bang phép nhan v6i mot
phan tr kha nghich.

Cudi cuing, c6 1& khai niém quan trong nhét trong quan hé chia hét 13 vé cac phan t& bat kha
qui. Ta n6i a € Z[i] 14 bat kha qui néu a # 0, a khong kha nghich va néu a = Sy thi hodc § kha
nghich (khi doy~a) hodc y kha nghich (khi d6 B ~ a). N6i mot cach khac, mot sb nguyén ctia
Gauss 1a bt kha qui néu #0 va khong co cac udce thuc su nao. Khai niém nay mo rong khal niém
cac sb nguyén tb. Luu y rang néu a € Z 1 bt kha qu1 trong Z[i] thi a 1 mot sb nguyén tb théng
thuong. Tuy nhién, diéu ngudc lai 1a khong dang, chang han 2 khéng phai 1a mot phan ttt bt kha
qui ctia Z[i] bdi vi 2 = i(1 4 i)?. Ta sé nghién citu cac phan ti bat kha qui mét cach chi tiét hon

Cac phan tt kha nghich ctia Z[i] dudc miéu ti nhu sau.

Ménh dé 1.1. Tdp cdc phdn tit khd nghich ciia Z[i] la

Z[i]* = {£1, £i} = {a € Z[i];N(a) = 1}



Chitng minh. That vay, gid st a kha nghich va a~! € Z[i] 1a nghich ddo ctia n6. Ta c6 N(a)N(a™!) =
N(1) = 1. Do N(a),N(a™!) € Z., nén ta phai c6 N(a) = N(a™!) = 1. Ngugc lai, néu N(a) = 1 thi
a@ =1 nén hoic a 1a nghich do cta a. Cubi ciing, nhén xét ring N(a + bi) = a® + b2 = 1 kéo theo
(a,b) =(£1,0) hoac, (a,b) = (0,+£1), néi cach khac a + bi = +1 hodc =i. O

Tinh Euclid ctia vanh Gauss. Ta c6 két qué ban 1€ sau.
Ménh dé 1.2 (Phép chia Euclid trén vanh cac sb nguyén Gauss). Cho a, 8 € Z[i] véi B # 0. Ton tai
cdc s0 nguyén Gauss U, p sao cho a = Bu+ p va N(p) < N(f3).

Chitng minh. Dat % = x + yi véi x, y € R. Trong mit phang phtic C véi truc tung Ri va truc hoanh

R, cac sb nguyen Gauss la cac diém c6 toa do nguyén. Ta chon u € Z[i] 1a mot diém toa dd nguyén
gan x + yi nhat. D& thiy khi d6 khoang cach gifta u va x + iy khong vudt qua mét nita ctia d6 dai

duong chéo moét hinh vuéng don vi, nghia la < ‘F , n6i riéng luén nhé hon 1. Piéu nay lai cé nghia

la N(% — ) < 1. Do ¢ N(a—[a’,u):N([o’ (% - )) = N(BIN(& - ) < N(B). O

Két qua trén cho théy su ton tai ctia thudt toan Euclid (phép chia Euclid) trén vanh Gauss. Nhic
lai rang thuéit toan nay ap dung cho moét cap a, 8 € Z[i], B # 0 cho ta tim dudc udc chung 16n
nhat 6 cia a, § theo nghia sau

1. 6|a,0|p;

2. V6imoi &’ sao cho &’ | a, 8’ | B thi hodc &’ lién két v6i 6 hodc N(5”) < N(6).

Ubc chung 16n nhét ctia hai s6 nguyén Gauss (ma su ton tai dude néu ra  trén) 1a khong duy nhét.
Néu & 13 mét u6e chung 16n nhét clia a, B thi moi 6’ ~ & cling 1a mét uée chung 16n nhit va tap
{5’;6" ~ 5} 1a tip cac ube chung 16n nhét cta a, . Hon thé nita, thuét toan Euclid ciing dem lai
hai phan ti u,v € Z[i] sao cho

pa+vpB=~o
Ta néi ring hai sb nguyén Gauss # 0 1a nguyén t6 cting nhau néu 1 13 mét uéc chung 16n nhét
cta ching.

Tinh Euclid cia vanh Z[i] cho ta mét trudng hop dic biét ctia b8 dé Gauss.

B dé 1.3. Cho a, 8,y la cdc sb nguyén Gauss véi a bdt khd qui. Néu o | By thi a | B hodc a | 1.

Chitng minh. Gia st a f B. Ta biét ring thudt toan Euclid cho bd B,a (diéu kién a bét kha qui
dam bao a # 0) cho ta uée chung 16n nhét & caa B,a cung véi cac sb nguyen Gauss u,v sao cho
5 =fBu+av.Do & | a va a bt kha qui theo gia thiét, 5 hodc 1a mot phan t& kha nghich hodc la
mot lién két véi a. Nhung & khong thé 1a mot lién két clia a vi khi dé ta ¢6 a | & | . Nhu vay 6 1a
mot phan t& don vi. Tasuy ray = 6 'yfu+ 6 'yav. Vi a | By dang thiic nay kéo theo a | y.

O

Pinh Iy ¢ ban cta sb hoc cho vanh Gauss. Su tdn tai ctia phép chia Euclid ddm bao ring Dinh
1y co ban cuia s6 hoc ding cho vanh Z[i].



Pinh Iy 1.4 (Pinh Iy co ban ctia sb hoc cho vanh Gauss). Moi sb nguyén Gauss a # 0 déu cd thé dugc
viet dudi dang

A=€Y1"""Tn

trong dé e la mot phdn tit khd nghich, y4,...,y, la cdc phdn tit bdt khd qui (khéng nhdt thiét phdn
biét, tham chi khéng nhdt thiét doi mot khong lién két). Cdch phdn tlch nay la duy nhdt theo nghia
sau: néu a = €'6,--- 6, la mot phan tich tuong tu ctia a thi m = n va ton tai mét hodn vi o trén tdp
{1,2,...,n} sao cho véi moi i, ta cé &; ~ vy

Chitng minh. Su ton tai. Ta tién hanh qui nap theo N(a). Tru?éng hop N(a) = 1 1 tdm thudng vi khi
do a la mot phan t kha nghich. Gia su phan tich nhu vay ton tai v6i moi a € Z[i] sao cho N(a) <k
vGi k nguyén duong nao do6 va a la mot s6 nguyén Gauss v6i N(a) = k. Neu a 12 mot phan ti bat
kha qui thi bai toan khéng c6 gi phai chiing minh. Gia st a 1a kha qui, viét a = pv véi u,v 1a cac
phén ti khéng kha nghich. Do N(a) = N(u)N(v) nén 1 < N(u), N(v) < k. Ap dung gia thiét qui nap
cho p va v ta nhin dudc mot phan tich théa man cac yéu cu cla dinh Iy

Tinh duy nht. Day 13 mét hé qua quen thudc ctia tinh Euclid. Néu a 13 m6t phan tit kha nghich

thi bai toan 13 tAm thudng. Gia st a khong kha nghich. Khong mét téng quat, ta cb thé viét mot
phén tich ra tich cac phan ti bat kha qui duéi dang

A=Y1Y2"""Tn

v6i a; 14 cac phan ti bat kha qui, khong nhét thiét d6i mét khong lién két. Chu ¥ ring phan ti don
vi ciia phén tich nguyén goc dude hap thu vao mét trong cac phan ti bat kha qui.

Gia st ta c6 mét phén tich khdc a = 6, ---6,,. Ap dung B& dé 1.3 & trén, tir ding thitc

V1T =610 B

ta suy ra v, lién két v6i mét trong cac phan tit y; nao d6. That vy, do vy, | 6,---6,,, ton tai i sao
cho y; | 6;. Thé nhung &, ciing 13 mot phan ti bat kha qui, ta phai ¢ v, lién két véi &,. Bay gio,
chia ca hai vé ctia dang thitc y; -y, = 6, - 6,, cho 7, ta nhan dudc mét dang thic tuong tu véi
d6 dai cia phan tich  mbi vé& gidm di 1. Tién hanh lién tiép nhu viy ta d& dang nhin dugc diéu
can chitng minh. O

Cac phan tit bat kha qui ctia vanh Gauss. Dinh ly co ban clia sb hoc cho vanh Z[i] ma ta da
thiét 1ap & trén cho thy su cin thiét cta viéc nghién cttu cdc phan ti kha nghich va cac phn ti
bat kha qui cia vanh nay. Nhéc lai ring cac phan ti kha nghich d3 dudc miéu ta tai Ménh dé 1.1.
V& phia cac phan tit bAt kha qui, truée hét ta c6 két qua sau.

Ménh dé 1.5. Cho y € Z[i] la mdt phdn tit bdt khd qui ciia Z[i]. Ton tai duy nhdt mot s6 nguyén t6
p € Z sao cho v | p.

Chufng minh. Ta co v | r¥ = N(y). Nhu vay, theo B6 46 1.3y la IIOC clia mot u’dc nguyén tb p ndo
dé ctia N(x). S6 nguyén t6 p nhu vy 1a duy nhét. Thét vay, neu ton tai mot so nguyén tb q # p sao
cho y | gq. Theo Dinh ly Bezout cho cac so nguyen ta biét ring ton tai cdc sb nguyén a, b sao cho
ap+ bqg =1.Do d6 y | 1, mau thun véi gia thiét y bat kha qui.

O]



Nhén xét 1.6. Ménh dé trén, don gidn nhung rdt sdu sdc, ndi rang moi phdn tiz bt khd qui ciia Z[i]
déu nam trén mét so nguyén to nao do. N6i mét cdch khdc, ta da c6 mét miéu td ban ddu cdc phan tit
bat khd qui cua Z[1i].

Theo Ménh dé 1.5 va binh ly 1.4, viéc miéu ta cc phan ti bit kha qui ctia Z[i] tuong duong
v6i viéc miéu ta cac nhan ti bat kha qui cta céc s6 nguyén to thong thuong p trong vanh Z[i]. Ta
bat dau v6i p = 2.

Ménh dé 1.7. Cdc udc bdt khd qui ciia 2 trong Z[i] la 1+ i va cdc phdn tit lién két véi né, nghia la
{£1+i}.

Chiing minh. Tac6 2= (1+1i)(1 —i) nén 1+1i | 2 cling nhu cac phﬁn tit lién két v6i 1+, nghia la
+1=+i.. Mat khac 1+i 1a bat kha qui vi N(1 +1i) = 2 la nguyén to. Diéu nay dudc suy ra ti nhin xét
don gidn nhung hitu hiéu sau: mét phan ti c6 chudn 1a mot sb nguyén tb 1a bat kha qui. O

BG dé 1.8. Cho a € Z[i] sao cho N(a) la mét sé nguyén tb. Thé thi a la mét phdn tit bdt khd qui.

Chiing minh. Thét vay, néu a = By thi N(B)N(y) = N(a) la mot %) nguyeén td, ta suy ra N(B) =1
hodc N(y) = 1, nghia 1a mét trong hai phan t 8,y la kha nghich. O

V6i c4c sb nguyén t6 p 18, ta chia ra lam hai trudng hop p = 1 (mod 4) va = 3 (mod 4).

Ménh dé 1.9. Gid sit p la mot s6 nguyén tb6 = 3 (mod 4). Khi d6 p la modt phdn tit bdt khd qui ctia
Z[i].

Chitng minh. Gia st p 1 kha qui. Viét p = a8 v6i a, B 14 cc phan t&t khéng kha nghich, nhu vay
N(a),N() > 1. Tt tinh nhan cta chuidn N(a)N(B) = N(p) = p? va do N(a),N(8) > 1 ta suy ra
N(a) = N() = p. Viét a = a + bi,a, b € Z thé thi a® + b%> = p = 3 (mod 4) nhung dong du nay rd
rang khéng thé xay ra. Nhu vy p 13 mot phan ti bat kha qui ctia Z[i]. O

Ménh dé 1.10. Gid st p la mot sb nguyén té =1 (mod 4).

1. Ton tai duy nhdt mét bé nguyén duong (a, b), chinh xdc tdi thit tu, sao cho a® + b® = p;

2. Cdc uéc bt khd qui ctia p trong Z[i] gém a + bi,a — bi (vdi a, b nhu trén) va cdc phdn tit lién
ket véi chiing.

D& minh hoa, sb nguyén t6 p = 5 ¢6 thé viét duy nhit duéi dang t6ng ctia hai s6 chinh phuong
5 =12+22. $6 nguyén tb 5 khong 14 bat kha qui trong Z[i] ma c6 hai u6c bat kha qui 1+2i,1—2i. C6
nghia 13 5 ¢6 8 wéc bat kha qui gdm cac phan ti lién két véi 14-2i, nghia 1a {1+2i, —1—2i, —2+i,2—i}
va cdc phan ti lién két v6i 1 — 2i, nghia la {1 —2i,—1+2i,2+1i, -2 — i}.

Ta nhic lai BS dé Lagrange.
BS dé 1.11 (Lagrange). Cho p la mot sb nguyén t6 = 1 (mod 4). Ton tai mot sb nguyén n sao cho

pln?+1.

Chiing minh. That vay, dat p = 4k + 1. Theo Dinh ly Wilson ta c6 (4k)! = —1 (mod p). Mét khac ta
co (4k) = (1-2---2k)((2k+1)- (2k+2)---(4k)) = (1-2--- 2k)((—2k)(—2k +1)--- (=1)) = (—1)*(1-
2---2k)? = (2k!)? (mod p). O

Nhén xét 1.12. Tét nhién, ta ciing c6 thé sit dung cdc cong thitc thdng du toan phuong dé chitng minh
ket qud trén.



Chitng minh. Theo BS dé Lagrange, ton tai mot sb nguyén n sao cho p | n2 + 1. Nhu viy, néu xét
trong vanh Gauss, p | (n+i)(n—1i). Tuy nhién pfn+i,ptn—i (vi g + zl)i ¢ 7[i]). Tk d6 suy ra p

khéng phai 1a mét phan ti bat kha qui. Goi a + bi € Z[i] 13 m6t uéc bat kha qui cta p. RS rang lién
hop a — bi cling 1a mdt udce cia p (chi can lay lién hop hai vé ctia mét phén tich ctia p ra tich cac
phan tt bat kha qui trong Z[i]).

Ta sé chira a + bi,a — bi 13 cac u6c bét kha qui duy nhéit (sai khac phép lién két) ctia p. Thét
vay gid st ¢ +di (va do d6 ¢ — di) 1a mot uéc bat kha qui ctia p. Theo su ton tai ctia phép phén tich
ra tich cac phﬁn tlr bit kha qui ta suy ra (c+di)(c —di)(c + di)(c — di) | p (trong Z[i]). Diéu nay co
nghia 1a (a® + b?)(c? +d?) | p (trong Z[i]) hay m e Z[i], vo Iy.

O]
Két hop cac Ménh dé 1.7, 1.9 va 1.10 ta thu dudc két qua sau.

Pinh 1y 1.13. Cdc phdn tit bdt khd qui ctia Z[i] gém

1. 1+1iva cdc phdn tit lién két ctia nd, nghia la {+1 +i};
2. Cdc sb nguyén t6 p =3 (mod 4) va cdc phdn tit lién két ctia nd, nghia la {£p, £pi};

3. Hai nhdn tit bat khd qui a + bi,a — bi trong phdn tich ra tich cdc nhdn ti bdt khd qui ctia mét
s0 nguyén to p = 1 (mod 4) va cdc phan tir lién két ctia né. Cdc so (a, b) ¢6 thé dugc ddc trung
nhu la bb s6 nguyén duy nhat, chinh xdc téi dau va téi thit tu théa man a® + b? = p.

2 S@ dung Z[i] trong mot sb phuong trinh Diophante

Phuong trinh bac hai x2 + y2 =n. Ta bit ddu v6i n nguyén tb.

Dinh ly 2.1 (Fermat). Mot s6 nguyén tb p biéu dién dugc dudi dang téng ciia hai sb chinh phuong
khi va chi khi p = 2 hodc p =1 (mod 4). Hon nita biéu dién nhu vdy la duy nhdt chinh xdc téi thit tu.

Chitng minh. Véi p = 2 khing dinh 14 hién nhién, véi p 18, két qua nay nim trong chitng minh cta
cac Ménh dé 1.9 va 1.10. O

Dinh 1y trén, ngoai phuong phap st dung cac sb nguyén Gauss, con ¢ nhiéu chitng minh khac
nhau. Nhan co hoi nay, t6i trinh bay chitng minh mét dong ctia Zagier vé su ton tai ctia biéu dién
khi p = 4k + 1. Dit S = {(x,y,2) € N%x% + 4yz = p}. Tap hop S c6 hai phép hoan vi cip 2:
f(x,y,2) =(x,z,y) va g dinh nghia béi

(x+2z,2,y—x—2) néu x<y-—z
g, y,2)=| @Qy—-x,y,x—y+2) néu y-z<x<2y
(x—2y,x—y+2,y) néu x>2y

Chu y rang luc lugng clia tip con cc diém bét dong clia mot hoan vi cip 2 cta S ¢6 cung tinh
chén 1é v6i S. Mit khac S/ chinh 13 tip cc biéu dién cta p thanh téng clia hai sb chinh phuong.
S8 = {(1,k,k)}. Tasuy ra |S| = |S/| = |S¢| = 1 (mod 2). Nhu vAy sb cac biéu dién clia p 14 tdng cac
s6 chinh phuong 13 18 va do dé > 1.

Véi n tong quat, binh 1y 2.1 ¢6 thé dude mé rong dudi dang sau.



Pinh ly 2.2. Cho mét s6 nguyén duong n. S6 nghiém nguyén ciia phuong trinh x> + y? = n bang 4
lan hiéu ctia so cdc udc =1 (mod 4) ctia n trir cho so cdc udc =3 (mod 4) ciia n.
Nhén xét 2.3. Tt nhién ta c6 thé phdt biu mét cdch hinh hoc két qud trén bang cdch thé hién cdc
nghiém ctia phuong trinh trén bang cdc diém nguyén trén duong tron x>+ y% =n.
Chitng minh. Theo Dinh 1y vé& phan tich ra tich cic nhan t bit kha qui, ta c6 thé viét

— m_T1 S1,=51 Sh =Sh
n = 2 p1 ka1Y1 Yhyh

S1.=51 $1,=5h

= (=)"1+ l)zm Pq pk YiV1 " YrVh
trong d6 p;,y; 1a cac phan ti bt kha qui ctia Z[i] v6i p; = p; (nhu vy p; 1 cc sb nguyén tb = 3
théng thudng va y; c6 dang a + bi v6i a + b2 = mot s6 nguyén to = 1 (mod 4)).

Gid st n=x2+ y2 = (x 4 yi)(x — yi). Theo tinh duy nhét ctia phén tich ra tich cac phan tir bit
kha qui trong Z[i] ta suy ra

n

X + yi 12 mot phan i lién két cda (1 +i)"p} - p,: R G RED Sl (1)
v6i 0 < t; <s;. Nhut vdy sb nghiém nguyén ctia x2 + y? béng

e 0 néu mdt trong cac r; 13 18;

o 4(s;+1)---(sp+1) néu tit ca cac r; 1a chan.
Ch ¥ rang thita sb 4 xuét hién & cong thitc trén dén tit viée bi€u dién 1 & trén sai khac x + yi béi
mot trong 4 phan t kha nghich {+1, +i}.

Mt khac moi uée 1é cia n déu cé thé viét dusi dang tich cac phan tit bat kha qui trong Z[i]

ViV Vh =Vh

d=p) - p Ty

v6i 0 <u; <r;,0 <v; <s;. Nhung p; =3 (mod 4) v6i moi i va y;7; =1 (mod 4) v6i moi j nén

d=1 (mod4)=u;+---+uy=1 (mod2)

Tuong duong nay dé& dang din dén hiéu clia sb cac uéc = 1 (mod 4) va sb cic uée = 3 (mod 4) clia
n bang

e 0 néu mét trong cac r; 14 1;
e (s;+1)---(sp,+ 1) néu tt ca cac r; 1a chn.
VA ta c6 diéu phai chitng minh. O

Két qua trén dem dén cho ta mét hé qua quen biét sau.
Hé qua 2.4. Mot sb nguyén dwdng n biéu dlen dugc derl dang tong ctia hai sb chinh phuong khi va
chi khi trong phdn tich ra thita s6 nguyén té ciia n cdc s6 nguyén t6 = 3 (mod 4) c6 lily thita chdn.

Chitng minh. DAy 14 hé qua truc tiép clia cdng thitc cho bdi Dinh 1y 2.2. Ngoai ra, két qua nay ciing
c6 thé dugc suy ra tit Dinh Iy 2.1. O



Phuong trinh Catalan x" — y2 =1,n > 3.
MOt trong sb cac bai toan ndi tiéng nhit vé phuong trinh Diophante 14 gia thuyét Catalan ma ta

nhic lai sau day.

Gia thuyét Catalan (1844). Cho m,m la hai s6 nguyén duong > 1. Phuong trinh

xtT—ym=1

khong c6 nghiém nguyén véi x # 0,y # 0 trit khi (n,m) = (2,3), khi dé né cdc nghiém x # 0,y # 0
duy nhat (x,y) = (£3,2).

Gia thuyét Catalan dudc chiing minh vio nim 2002 bdi Mihailescu. Trong bai gidng nay, ta sé
khong di vao trinh bay chitng minh cta gia thuyét nay ma sé nghién cttu truéng hop déc biét m = 2
nham minh hoa cho viéc st dung vanh Z[i] trong viéc giai cac phuong trinh Diophante

Truong hgp n = 2 du0c giai quyét mot cach dé dang théng qua phan t1ch x2—y?= (x y)(x+y).

Ngoai ra, khong mét téng quat, ta c6 thé gia st n 1a mot s6 nguyén to, trudng hOp téng quat dé
dang dudc suy ra tu trudng hgp nay.

Ménh dé 2.5. Phuong trinh

y2=x3_1
chi ¢6 nghiém nguyén duy nhdt (x,y) = (1,0).

Chitng minh. Gia st (x,y) la nghiém nguyén cta phuong trinh d néu. Néu x chén thi y2 = —1
(mod 8) nhung —1 khéng phai chinh phuong modulo 8. VAy x 1é va y chan. Viét lai phuong trinh
dudi dang

=+ -1
Trude hét ta c6 nhin xét don gian sau.

BG dé 2.6. V6i moi a € 27, cdc phdn tit a +i va a — i la nguyén t6 cting nhau trong Z[i].

Chitng minh. Thét vAy, gid st y € Z sao cho y | a + i, Y | a —i nhu vay y | 2i. Noi riéng ta co
N(y) | N(21) = 4. Mat khac, y | at+i= N(y) N(a+i)=a?+1. Nhu vay sO nguyén du’Ong N(y) vua
13 uéc ctia 4 vita 1a uée clia s6 nguyén 1é a + 1, do d6 N(y) = 1. biéu nay chitng té y 13 mét phin
t don vi.

O]

Ta biét rang Pinh Iy co ban clia s6 hoc con dang cho Z[i] va tap cac phan t kha nghich caa Z[i] la
{+1,+i}. Mit khac, theo BS dé trén, y + i,y — i 1a nguyén tb cung nhau. Nhu vay Y +i,y—ila lap
phuong cta cac phan tl cua Z[ ] (do moi phan t& kha nghich déu 1a 1ap phuong cia mot phan ta
kha nghich nao dé). Do d6 ton tai cac sb nguyen a,b sao cho y + i= (a + bi)® (khi d6, bang cach
lay lién hop,taco y —i =(a— b1)3). So sanh cac phan 40 clia hai vé clia dang thiic y +i = (a + bi)3
ta dudc 1 = b(3a? — b?). Giai phuong trinh nghiém nguyén don gian nay ta dudc (a, b) = (0, —1).
T day, ta suy ra y = 0 va nhu vay x = 1. O

Ménh dé 2.7. Phuong trinh x° — y* = 1 chi ¢ nghiém nguyén duy nhét (x, y) = (1,0).



Chiing minh. Bai tap. O

V6i cling y tudng trén, nhung véi cdc 14p ludn ky thuét hon, ta c6 két qua sau.

Dinh ly 2.8 (Lebesgue 1850). Vdi moi p > 2 phuong trinh

xP—y?=1
khong co nghiém nguyén (x,y) véi y # 0.

Chitng minh. Bai tdp. Gdi ¥: st dung dinh gia 2-adic dé suy lun. O

Phuong trinh Mordell. Phuong trinh Mordell (hay con goi la phuong trinh Bachet) la phuong
trinh Diophante

y2=x3+k (2)

v6i k 1a mot sb nguyén # 0 cho trude.
Tinh hitu han ctia cac nghiém nguyén ctia mét phuong trinh Mordell duge chitng minh bdéi
Siegel.

Pinh ly 2.9 (Siegel). Vi moi k # 0, phuong trinh y® = x3 + k chi ¢6 mét sb hitu han cdc nghiém
nguyén.

Ngudc lai v6i tinh hitu han clia cac nghiém nguyén, cac phuong trinh Mordell, hay téng quat
hon 14 cac phuong trinh elliptic, c6 thé c6 v6 han nghiém hitu ty. D4y chinh 13 ndi dung ctia binh
ly Mordell (ma sau nay dudc mé rong bdi Weil).

Lé di nhién, ta sé khong di vio chiing minh chi tiét cac két qua cla Siegel hay Mordell-Weil ma
chi dung ching nhu mét kim chi nam cho cac du doan ctia chling ta trong cac tinh huong cu thé.

Truée hét, mét sé phuong trinh Mordell ¢6 thé dude giai quyét bang phuong phap dong du.

Pinh ly 2.10 (Lebesgue). Phuong trinh y? = x>+ 7 khéng cé nghiém nguyén.

Chitng minh. Gia st (x,y) la mét nghiém nguyén ctia phuong trinh da néu. Suy ludn don gian theo
modulo 4 cho thay x khéng thé chin. VAy x 1& va do d6 y chin. Ta viét lai phuong trinh da cho
duéi dang
2.1_.3.q_ 2
ye+1=x"4+8=(x+2)(x*—2x+4)

Vix 1é nén x2—2x+4=(x—1)2+3 =3 (mod 4) do d6 x% — 2x + 4 c6 mot uéc nguyén t6 1é p = 3
(mod 4). Nhung ta lai c6 y2 +1 =0 (mod p). Piéu nay chitng té —1 1a chinh phuong modulo p va
nhu vay p =1 (mod 4), mau thuan.

O

Trong cling mach ¥ tudng nay ta nhan dugc khé nhiéu két qua tuong tu.

Ménh dé 2.11. Cdc phuong trinh

1. y2=x3-5;



2. y2=x3-6;
3. y?2=x3+46;

4. y2=x3+45
khong co nghiém nguyén.
Chitng minh. Bai tap. O

Ta dua ra mot vi du vé phuong trinh cé nghiém nguyén, ciing dua vao suy ludn dong du.

Ménh dé 2.12. Phuong trinh y2 = x3 4 16 chi 6 cdc nghiém nguyén (x, y) = (0, £4).

Chitng minh. Viét lai phuong trinh duéi dang y2 — 16 = (y — Dy +4) = x3. Néu y 1é thi (y —
4,y+4)=1nén y —4va y+4I1ahai lay thira bac 3 cua cac so nguyen sai khac 8. Nhu’ng cac
14p luén don gian cho thay khéng c6 hai s6 14p phuong véi hiéu bang 8. VAy y, x 1a cac s6 chan.
Do y2=x3+16 =0 (mod 8) nén y = 0 (mod 4). Viét y = 4y’ ta dudc 16y’2 = x> + 16. Tt d4y ta
cling suy ra x = 0 (mod 4) va do dé x = 4x’ va nhu vy phuong trinh di cho c6 thé viét lai thanh
y? = 4x” + 1. Nhu vdy y’ 1é, dit y’ = 2n+ 1 ta dude n(n+ 1) = x3. Ta suy ra n,n+ 1 13 cac sb
14p phuong. Diéu nay di nhién chi xay ra khi n = —1 hodic n = 0. Véi ca hai trudng hop ta thu dudgc
x'=0vadodéx=0vay==4. O

Tuy nhién, mét sb phuong trinh Mordell phai cAn dén cac c6ng cu phtc tap hon. Ching han
nhu phuong trinh
y2 =x3-1
ma ta da giai quyét 6 Ménh dé 2.5 d4 cin dén vanh Gauss. Tuong tu nhu vay.
Ménh dé 2.13. Phuong trinh y2 = x3 — 4 chi ¢d cdc nghiém nguyén (x,y) = (2,£2), (5 £ 11).
Chitng minh. Gia st (x, y) 1a m6t nghiém nguyén. Truée hét ta thiy ring x = y (mod 2).

x =y =1 (mod 2). Ta viét lai ding thtc y2 = x3 — 4 duéi dang

(y +20)(y —2i)=x°
Trudce hét ta c6

B dé 2.14. Néu y 1é thi y — 2i, y + 2i nguyén tb ciing nhau trong Z[i].

Chitng minh. Thét vay, gidstta |y —2i,a|y +2i v6ia € Z[i]. Nhu Véy al4ivadodoal4.
Ta suy ra N(a) | N(4) = 16. Mit khac N(a) | N(y — 2i) = y? —|-2 = x . Nhu vay, N(a), mot
s6 nguyén du’dng, vita 1a wée cia 16 = 2 vira 13 uéc cta x3, mot sb ‘nguyén 1. Ta suy ra
N(a) =1 va do d6 a la mot phan tddonviva y —2i,y + 2i la cac phan ti nguyén tb cung
nhau. O



Pang thic (y — 2i)(y + 2i) = x> két hop v6i B6 dé trén (va nhin xét don gidn rang moi
phén t don vi déu 13 14p phuong ctia mét phén t don vi ndo dé) chitng té mbi nhan ti
y —2i,y + 2i 14 1ap phuong ctia mot sb nguyén Gauss. Ta viét y + 2i = (a + bi)?,a,b € Z
(khi d6 y — 2i = (a — bi)?). Khai trién vé phai ctia ddng thitc nay rdi so sanh phén 4o cla
hai vé ta dudgc 2 = b(3a® — b2). Do a,b € Z giai phuong trinh don gidn nay ta thu dudc
cac gia tri (a,b) = (£1,1),(—2,%2). Cac gia tri nay cho ta cac nghiém (x,y) = (2,+2) va
(x,y) = (5,411). Tuy nhién chi c6 cac nghiém (x, y) = (5,+11) dudc chip nhén vi ta da gid
st x, y lé.

x =y =0 (mod 2). Chily ring trong trudng hop nay y — 2i, y + 2i khong con nguyén tb cling nhau
nita nén ta tién hanh hoi khac nhu sau. Dat x = 2x’, y = 2y’, ta nhan dugdc phuong trinh theo
cac bien méi

yi=2x®-12x” =" +i)(y —i)
Ta suy ra y’ 18. Do d6 y2 = 1 (mod 8) va x® = 1 (mod 4). VAy x’ ciing 1é. D& thiy do

N(y'+i)=N(y'—i)lachinnén1+i|y+i,1+i|y—i. Quan hé cta x’,y’ c6 thé dugdc viét
lai thanh

s Y iy =i
—lX " = - ;
1+ 141

B3 dé 2.15. Vi moi a € 14 2Z ta ¢ 1+ i la mot udc chung [6n nhdt clia a +i va a — i.

Chitng minh. That viy dé thdy 1+i|a+i,1+i|a—i (tdng quat hon, 1+i|a < 2| N(a)).
Gia stt y € Z[i] sao cho y | a+1i,ya—1i, nhu viy y | 2i. Thé thi, mdt mity | a+i = N(y) | a®+1,
mit khac y | 2i = N(y) | 4. Nhu viy N(y) | (4,a® + 1), nhung do a 1é nén (a +1,4)=2.Ta
suy ra N(y) | 2 va nhu vay N(y) = 1 hodc = 2. Néu N(y)=1 thi y 1a mot phan tit don vi. Néu
N(y)=2thiy=+1+1i,c¢o nghia la mot phan tt lién két ctia 1+ i. Cac lap ludn trén chiing td
1+i 13 mot uée chung 16n nhit cia a +i va a — i trong Z[i].

O
1 + , 1 — ! e 7[i] va nguyén t cting nhau. M6t 1an nita, béi vi trong Z[i]
moi phin ti don vi déu 13 14p phuong ctia mét phan tt don vi nén déng thitc —ix3 = 31: }1:
két hop véi tinh nguyen tb cling nhau clia cic nhan ti 6 vé phai din dén ylf T +l la cac lap
phuong cua cac sb nguyén Gauss nao dé. Mat khac, do
/ . .
. . : : . . N3y T N N3Y Tt
+2i =20y +i)=—i(1+i)*( +i)=—-i(1+i)® =i3(1+i =(-1+1i)®
y (y'+0 A+ +1) ( )1+i ( )1+l ( )1+i

nén y + 2i ciing 1a 14p phuong ctia mot sb nguyén Gauss. Nhung diéu nay, voi cac 1ap luan 6
phan trudce, dan dén (x, y) = (2,£2) hodc = (5,%11). Tat nhién, do diéu kién y chan, chi c6
nghiém (x,y) = (2,%2) 1a dudc chap nhan 6 trudng hop nay.

Két hop hai trudng hop 6 trén ta nhan dudc cdc nghiém (x,y) = (2,42),(5,+11) clia phuong
trinh ban dau. O
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3 D6i diéu vé vanh Z[v/—2]
Ta dinh nghia

Z[V—2] = {a+bv2i;a,beZ} c C

Ta kiém tra dé dang rang Z[+/—2] 12 mot vanh con chtta Z ctia C Tuong tu nhu v6i vanh Z[i]
va bang viéc sit dung ham chuén tuong Uing:

Z[V/=2] = N,N(a + by/—2) = a + 2b?

ta suy ra

Ménh dé 3.1. Ton tai phép chia Euclid trén Z[v—2].

Chitng minh. Tuong tu nhu v6i vanh Gauss. Chi tiét dugce d€ lai nhu bai tap.

Ciing nhu véi vanh Gauss, két qua trén din dén

Pinh 1y 3.2. Pinh ly co bdn ctia s6 hoc con diing cho cdc vanh Z[v/—=2].

Chitng minh. Bai tap.

Viéc miéu ta cAc phan tt bt kha qui clia Z[v—2] din dén

Pinh 1y 3.3. Cho p la mét sb nguyén tb 1é. Phuong trinh
x24+2y*=p
c6 nghiém nguyén khi va chi khi p = 1 hodc = 3 (mod 8).

Chitng minh. Bai tap. O

Hé qua 3.4. Mot 56 nguyeén n co thé duoc Vlet du’dl dang n = a® + 2b?, VO'l a,b nguyen khi va chi khi
trong phan tich cua n ra thita sb nguyen td, cdc sb nguyén tb 2 va cdc s6 nguyén té p =5 (mod 8) va
p =7 (mod 8) xudt hién vdi lily thira chdn.

Gibng nhu véi Z[i], ta ¢ thé sit dung vanh Z[v—2] trén d€ gidi quyét mét s6 phuong trinh
Diophante béc cao hon, chang han nhu phuong trinh Mordell sau day.

Pinh Iy 3.5 (Fermat). Phuong trinh y? = x3 — 2 chi ¢6 cdc nghiém nguyén duy nhdt (x, y) = (3, £5).

Chitng minh. Bai tap. O
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