Chương 
Chuyên đề 20. PHƯƠNG TRÌNH NGHIỆM NGUYÊN
A. Kiến thức cần nhớ
1. Phương trình nghiệm nguyên là phương trình có nhiều ẩn số, tất cả các hệ số của phương trình đều là số nguyên. Các nghiệm cần tìm cũng là số nguyên. (Phương trình nghiệm nguyên còn gọi là phương trình Diophantus - mang tên nhà toán học cổ Hy Lạp vào thế kỷ thứ II).

2. Phương trình nghiệm nguyên không có công thức giải tổng quát, chỉ có cách giải của một số dạng. Trong chuyên đề này được giới thiệu qua một số ví dụ và bài tập cụ thể.

3. Cách giải phương trình nghiệm nguyên rất đa dạng, đòi hỏi học sinh phân tích, dự đoán, đối chiếu và tư duy sáng tạo, lôgic để tìm nghiệm.
B. Một số ví dụ
1. Dạng phương trình bậc nhất 2 ẩn 
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; a, b không đồng thời bằng 0).

Ta có định lý sau: Điều kiện cần và đủ để phương trình 
[image: image3.wmf]axbyc
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) có nghiệm nguyên là ước số chung lớn nhất của a và b là ước của c. (tức là 
[image: image5.wmf](
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Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên của các phương trình:

a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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* Tìm cách giải: Câu a) hệ số của ẩn x là 1, ta có thể tính ngay ẩn x theo y. Khi đó y lấy các giá trị nguyên thì chắc chắn x nguyên. Câu b); c) về giá trị tuyệt đối thì hệ số của x nhỏ hơn hệ số của y. Do đó ta tính x theo y. Ta tách phần nguyên, đặt phần phân số bằng ẩn số mới và đưa về phương trình mới có các hệ số nhỏ hơn hệ số của phương trình ban đầu. Tiếp tục cách giải như trên cho đến khi có một ẩn số có hệ số bằng 1 và được tính theo ẩn số kia có hệ số nguyên. Sau đó tính x, y theo ẩn số mới cuối cùng bằng cách tính ngược từ dưới lên.

d) Về giá trị tuyệt đối thì hệ số của y nhỏ hơn hệ số của x. Do đó ta tính y theo x. Tiếp tục làm như b).
Giải
a) Từ (1) ta có: 
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Vậy phương trình (1) có nghiệm nguyên tổng quát là 
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(Muốn tìm các nghiệm nguyên bằng số cụ thể thì ta chỉ việc cho t các giá trị nguyên cụ thể:

Thí dụ với t = 2 thì (x = 11; y = 2); vói t = - 3 thì (x = - 9; y = - 3),...)
b) Từ (2) ta có 
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Để 
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Vậy phương trình (2) có nghiệm nguyên tổng quát là 
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c) Cách 1: Tương tự b)

Cách 2: Nhận xét: ƯCLN(3;24) = 3 nên đặt 
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Ta có 
[image: image23.wmf]xyxtxtxt

-=Û-=Û-=Û=+

3724321247887


Do đó phương trình (3) có nghiệm tổng quát là 
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d) 
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Tách phần nguyên ta có: 
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Để 
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[image: image28.wmf]x

Î

¢

và 
[image: image29.wmf]x

+

Î

95

11

¢

. Đặt 
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Ta có 
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Ta có 
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Ta có 
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Ta thấy 
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Tính ngược từ dưới lên ta được 
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Vậy nghiệm nguyên tổng quát của phương trình là 
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Chú ý: Qua bốn thí dụ trên ta có thể rút ra phương pháp giải sau:

Bước 1. Tính ẩn có giá trị tuyệt đối của hệ số nhỏ hơn theo ẩn kia.

Bước 2. Ta tách phần nguyên, đặt phần phân số bằng ẩn số mới và đưa về phương trình mới có các hệ số nhỏ hơn hệ số của phương trình ban đầu. Tiếp tục cách giải như trên cho đến khi có một ẩn số có hệ số bằng 1 và được tính theo ẩn số kia có hệ số nguyên. (Việc tách phần nguyên cần linh hoạt sao cho giá trị tuyệt đối của hệ số của ẩn trong phần phân số nhỏ nhất)

Bước 3. Sau đó tính x, y theo ẩn số mới cuối cùng bằng cách tính ngược từ dưới lên.

(Nếu một trong hai hệ số và hệ số tự do có ƯSCLN = k > 1; 
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 thì ta có thể đặt một ẩn bằng ẩn mới 
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 - (xem ví dụ 1c) để rút ngắn các bước giải phương trình.)

Ví dụ 2. Tìm nghiệm nguyên dương của các phương trình:

a) 
[image: image46.wmf]xy
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b) 
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c) 
[image: image48.wmf]xy

-=

3813

 .
(3).

* Tìm cách giải: Trước hết ta tìm nghiệm nguyên tổng quát của các phương trình. Sau đó dựa vào biểu thức nghiệm, lý luận, giải tìm ra giá trị nguyên của ẩn số mới cuối cùng để x > 0 và y > 0.

Giải

a)
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Tách phần nguyên 
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Ta có 
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Do đó phương trình (1) có nghiệm nguyên tổng quát là 
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Để x>0 và y>0 ta phải có 
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Từ đó có t = 0; - 1; - 2 ta có các nghiệm nguyên dương của phương trình (1) là:
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b) Do ƯCLN(4; 12) = 4. Do đó ta đặt 
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Ta có 
[image: image59.wmf]tytyyt
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Do đó phương trình (3) có nghiệm nguyên tổng quát là 
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Để x > 0 và y > 0 ta phải có 
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 không có giá trị nguyên nào của t thỏa mãn.

Vậy phương trình (2) không có nghiệm nguyên dương. 

c) Ta có: 
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Tách phần nguyên được 
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Ta có 
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Nghiệm nguyên tổng quát của phương trình là 
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Để x > 0 và y > 0 ta phải có: 
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Với 
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Kết hợp được 
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(*). Lần lượt cho t lấy các giá trị nguyên 0; - 1; - 2; - 3... thỏa mãn (*) ta tìm được các giá trị tương ứng của x và y là nghiệm của phương trình (3). Vậy phương trình (3) có vô số nghiệm nguyên dương.

2. Dạng phương trình bậc nhất nhiều ẩn 
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Ta có định lý sau: Điều kiện cần và đủ để phương trình 
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) có nghiệm nguyên là ước số chung lớn nhất của a1; a2;...; an là ước của c. (Tức là 
[image: image78.wmf](
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Ví dụ 3. Giải phương trình trên tập số nguyên:
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Đặt 
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Và 
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Vậy nghiệm tổng quát của (1) là 
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3. Dạng phương trình bậc cao một ẩn

Ví dụ 4. Tìm nghiệm nguyên của các phương trình:

a) 
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c) 
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* Tìm cách giải: Ta chuyển vế đưa về dạng 
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Giải

a) 
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Nghiệm nguyên của (1) là x = 3
b) 
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Tập nghiệm nguyên của (2) là 
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c) 
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Do 
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Ví dụ 5. Tìm nghiệm nguyên của phương trình:

a) 
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b) 
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* Tìm cách giải: a) Ta thấy tử và mẫu các phân thức đều có 
[image: image104.wmf]xx

+

2

4

 giống nhau, ta đặt ẩn phụ để giải. Hơn nữa 
[image: image105.wmf](

)

xxx

++=++

2

2

4521

  và 
[image: image106.wmf](

)

xxx

++=++

2

2

4622

 đều dương với mọi x nên ĐKXĐ là 
[image: image107.wmf]x

Î

¡

.

b) Dùng khai triển 
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Giải

Đặt 
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Ta tìm được 
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Vậy 
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Nghiệm nguyên của phương trình là x = - 1 và x = - 3. 
b) Ta có 
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Do đó 
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[image: image119.wmf]x(xx)xdoxxx,x

æö

Û++=Û=++=++>"

ç÷

èø

2

22

93

2921009210

24

 
Nghiệm nguyên của phương trình là x = 0.

4. Dạng phương trình bậc cao nhiều ẩn

Ví dụ 6. a) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
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b) Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
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* Tìm cách giải: Các bài thuộc dạng này thường dùng phương pháp phân tích, tức là biến đổi một vế thành một tích, còn vế kia là một số. Viết số thành tích các thừa số và cho tương ứng với các thừa số của tích kia ta sẽ tìm được các giá trị nguyên của ẩn.
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a) Ta có 
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Vì 
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Giải các cặp ta tìm được các nghiệm nguyên dương sau:

[image: image127.wmf]xxxxxx

;;

yyyyyy

ìììììì

-==-==-==

ÛÛÛ

íííííí

-==-==-==

îîîîîî

551051652530

551052530516

 
b) 
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Ta biết 
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Do đó giải từng cặp ta có nghiệm nguyên của phương trình trên là: 
[image: image132.wmf](
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Ví dụ 7. Tìm nghiệm nguyên dương của các phương trình:

a) 
[image: image133.wmf](
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b) 
[image: image134.wmf](
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* Tìm cách giải: a) Ta có 
[image: image135.wmf]xyzxyz
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 . Đây là phương trình mà vai trò các ẩn như nhau, ta dùng phương pháp cực hạn. Ta giả sử 
[image: image136.wmf]xyz
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 và chia hai vế của phương trình vừa lập cho xyz rồi lập luận so sánh để tìm nghiệm.

b) Tương tự dùng phương pháp cực hạn.

Giải

a) Do vai trò của x, y, z như nhau nên không mất tổng quát ta giả sử 
[image: image137.wmf]xyz
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Chia hai vế của (1) cho số dương xyz ta có
 
[image: image138.wmf]yzxzxyxyz
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Do 
[image: image139.wmf]xyz

£££

1

 nên 
[image: image140.wmf]xxyxzyzxyz

££££

2

 
Do đó ta có: 
[image: image141.wmf]xx;

yzxzxyxyz

x

=+++£Þ£Þ=

2

2

222915

3512

 
Với x = 1: Thay x = 1 vào (1) ta có:


[image: image142.wmf](
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[image: image144.wmf]yy
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 . Ta có nghiệm 
[image: image145.wmf](
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Với x = 2: Thay x = 2 vào (l) ta có:


[image: image146.wmf]yzyzyzyzyzyz
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[image: image147.wmf](
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[image: image148.wmf]y
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 và 
[image: image149.wmf]y
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đều không có giá trị nguyên dương
Vậy: Do vai trò của x, y, z như nhau nên phương trình có 3 nghiệm nguyên dương là 
[image: image150.wmf](
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[image: image151.wmf](
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Chú ý: Khi giải phương trình 
[image: image152.wmf]yzyz
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 ta giải bằng phương pháp phân tích. Ta có thể tiếp tục giải bằng phương pháp cực hạn cũng được:

Do 
[image: image153.wmf]yz
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[image: image155.wmf]y;;;;
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. Lần lượt thay vào phương trình (2) ta nhận được khi y = 1 thì z = 13 còn với y = 2; 3; 4; 5 ta không tìm được số nguyên dương z.

b) 
[image: image156.wmf](
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Do vai trò của 
x, y, z, 
t như nhau nên
 không mất tổng quát ta giả sử 
[image: image157.wmf]txyz
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Từ (2) 
[image: image158.wmf]xyzxztxytyztxyzt
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[image: image159.wmf]tt
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Với t = 1 thì 
[image: image160.wmf](
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 . Đây chính là phương trình trong câu a). Ta tìm được nghiệm là 
[image: image161.wmf](
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Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình (2) là


[image: image162.wmf](
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Ví dụ 8. a)Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image163.wmf](
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 b) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình:


[image: image164.wmf]!!!... + x!y

+++=

2

123

 

* Tìm lời giải: Ta dùng phương pháp loại trừ để giải các bài toán dạng này.

Câu a) biến đổi phương trình được 
[image: image165.wmf](
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Với 
[image: image166.wmf]x,y
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  thì 
[image: image167.wmf](
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 là số chính phương. Do đó 
[image: image168.wmf](
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 và là sổ chính phương. Lý luận ấy dùng để loại trừ dần các giá trị của y và tìm x.

Câu b) ta biết 
[image: image169.wmf]x!..........x
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Giải

a) 
[image: image170.wmf](
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[image: image171.wmf](
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và 
[image: image172.wmf]y
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 là số chính phương.

+ Với y = 0 thì 
[image: image173.wmf]x 
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+ Với y = ± 1 thì 
[image: image174.wmf]y
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 không chính phương.

+ Với y = ±2 thì 
[image: image175.wmf]y
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 không chính phương.

+ Với y = ±3 thì 
[image: image176.wmf]y
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 là số chính phương.

Khi ấy 
[image: image177.wmf](
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 . Do đó x - 3y = 8 hoặc x - 3y = -8.

Với y = - 3 thì x = -17 hoặc x = -1

Với y = 3 thì x = 17 hoặc x = 1.

+ Tương tự với y = ± 4 ta có:

Với y = - 4 thì x = - 6 hoặc x = - 18 
Với y = 4 thì x = 18 hoặc x = 6.

+ Tương tự với y = ± 5 ta có:

Với y = - 5 thì x = - 15; Với y = 5 thì x = 15.

Vậy nghiệm nguyên của phương trình trên là:


[image: image178.wmf](
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b) Với 
[image: image179.wmf]³
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nên 
[image: image181.wmf]y! !!!!...x!!...x!
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 có tận cùng là 3, mà không có số chính phương nào có tận cùng là 3. Vậy x < 5.

Với x = 1 thì 
[image: image182.wmf]!yy
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Với x = 2 thì

[image: image183.wmf]!!yy
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 không có giá trị nguyên dương của y.

Với x = 3 thì

[image: image184.wmf]!!!yyy
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Với x = 4 thì 
[image: image185.wmf]!!!!yy
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 cũng không có có giá trị nguyên dương của y thỏa mãn.

Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image186.wmf](
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Ví dụ 9. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image187.wmf]xyz
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*Tìm cách giải: Ta sử dụng tính chất chia hết và phương pháp xuống thang để giải.

Giải

Giả sử 
[image: image188.wmf](
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 là nghiệm nguyên của phương trình tức là


[image: image189.wmf]xyz
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 (2), khi đó 
[image: image190.wmf]x
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[image: image191.wmf]x
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 . Thay vào phương trình (2) ta được 
[image: image192.wmf]xyz
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 hay là 
[image: image193.wmf]xyz
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 (3).

Chứng tỏ 
[image: image194.wmf]y
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. Đặt 
[image: image195.wmf]yy
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. Thay vào (3) ta lại có 
[image: image196.wmf]xyz
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 (4) 
Chứng tỏ 
[image: image197.wmf]z
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. Đặt 
[image: image198.wmf]zz
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. Thay vào (4) ta lại có 
[image: image199.wmf]xyz
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 (5)
Như vậy 
[image: image200.wmf](
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cũng là nghiệm của phương trình

Cứ tiếp tục mãi ta có 
[image: image201.wmf]kkk
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. Do đó 
[image: image202.wmf]xyz
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Vậy phương trình (1) có nghiệm nguyên duy nhất là 
[image: image203.wmf](
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Ví dụ 10. Tìm số 
[image: image204.wmf]abc

  với a ≠ 0 thỏa mãn 
[image: image205.wmf]abcacbccc
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* Tìm cách giải: Ta sử dụng cấu tạo số và tính chất chia hết để giải.

Giải


[image: image206.wmf]abcacbcccabcacb c
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[image: image207.wmf](

)

abccab

Û+=Û-=

20011100100211100

M


Mà b là chữ số, 
[image: image208.wmf]b;b
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 nên b = 0. Khi đó c = 2a 
Như vậy a = 1; 2; 3; 4 và c = 2; 4; 6; 8.

Ta có các số sau thỏa mãn 102; 204; 306; 408

C. Bài tập vận dụng
Dạng phương trình hậc nhất 2 ẩn: 
[image: image209.wmf]axbyc
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1.1. Tìm nghiệm nguyên của các phương trình:

a) 
[image: image210.wmf]xy
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b) 
[image: image211.wmf]xy
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c)
[image: image212.wmf]xy
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d) 
[image: image213.wmf]xy
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Hướng dẫn giải – đáp số

a/ Hệ số của ẩn y là -1. Đáp số 
[image: image214.wmf]xt
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b/ Về giá trị tuyệt đối thì hệ số của x nhỏ hơn hệ số của y. Do đó ta tính x theo y. Sau đó tách phần nguyên. Đáp số: 
[image: image215.wmf]xu
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c/ Ta có: 
[image: image216.wmf](
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[image: image217.wmf]y
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 . Đặt 
[image: image218.wmf]yt
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 ta có phương trình 
[image: image219.wmf]xt
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 . Tiếp tục làm như câu b) ta tìm được 
[image: image220.wmf]xu

,u

yu

ì

=-

Î

í

=-

î

93

147

¢


d) Cách 1: Phương trình đã cho (viết tắt là PT):


[image: image221.wmf]xxxx
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Đặt 
[image: image222.wmf](
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ta có 
[image: image223.wmf]xu
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Nghiệm nguyên tổng quát của PT là 
[image: image224.wmf]xu

yu

=-

=

ì

í

-

î

155

1129

 

Cách 2: Ta có 
[image: image225.wmf](
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Đặt 
[image: image227.wmf]xt
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 ta có phương trình 
[image: image228.wmf]ty
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Tiếp tục làm như b) ta tìm được 
[image: image229.wmf]xu
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1.2. Chứng minh rằng nếu ước chung lớn nhất của a và b không chia hết c (tức là 
[image: image230.wmf](
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) thì phương trình 
[image: image231.wmf](
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 không có nghiệm nguyên.

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta chứng minh bằng phản chứng:

Giả sử phương trình 
[image: image232.wmf](
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[image: image235.wmf](
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Ta có: 
[image: image238.wmf]c
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Do 
[image: image239.wmf]cd
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điều này vô lý vì 
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[image: image242.wmf]Þ

 đpcm.
1.3. Tìm nghiệm nguyên dương của các phương trình:

a) 
[image: image243.wmf]xy

+=

4519

 ;
b) 
[image: image244.wmf](
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c) 
[image: image245.wmf]xy
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d)
[image: image246.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

a/ Nghiệm nguyên tổng quát là 
[image: image247.wmf]xt
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 . Nghiệm nguyên dương là 
[image: image248.wmf](
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b/ Biển đổi phương trình thành 
[image: image249.wmf]xy
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[image: image250.wmf](
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 nên 
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Phương trình có nghiệm nguyên tổng quát là 
[image: image252.wmf](
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Để x > 0 và y > 0 ta phải có 
[image: image253.wmf]t
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 Vậy t = 1; 2. Phương trình có 2 nghiệm nguyên dương là 
[image: image254.wmf](
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c) Biến đổi phương trình thành 
[image: image255.wmf]xy
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Nghiệm tổng quát là 
[image: image256.wmf]xt
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và t = 0; 1; 2; 3; …

Phương trình có vô số nghiệm nguyên dương 
[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x;y;;;;;;...

=

6215102418

 

d) Biến đổi phương trình thành 
[image: image258.wmf](
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hay 
[image: image259.wmf]xy
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Do x > 0 và y > 0 nên 
[image: image260.wmf]xy
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[image: image261.wmf](
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Dạng phương trình bậc nhất nhiều ẩn 
[image: image262.wmf]...  
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1.4. Giải phương trình trên tập số nguyên: 
[image: image263.wmf]xyz
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
[image: image264.wmf](
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Đặt 
[image: image265.wmf]=+=+
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Nghiệm nguyên tổng quát của phương trình là 
[image: image266.wmf](
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Dạng phương trình bậc cao 1 ẩn

1.5. Tìm nghiệm nguyên của các phương trình:

a) 
[image: image267.wmf]xx
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b) 
[image: image268.wmf](
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c) 
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d) 
[image: image270.wmf](

)

(

)

xxxxxx

-++=--

42224

13362655180

 .

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta chuyển vế đưa về dạng 
[image: image271.wmf](
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 sau đó phân tích 
[image: image272.wmf](
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 thành nhân tử bằng tách và thêm bớt các hạng tử.
a) 
[image: image273.wmf](
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Nghiệm nguyên của phương trình là 
[image: image274.wmf]x
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b) 
[image: image275.wmf](
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[image: image276.wmf](
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Tập nghiệm là 
[image: image277.wmf]{
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c) 
[image: image278.wmf](
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Tập nghiệm 
[image: image279.wmf]{
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d) 
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Do 
[image: image283.wmf](
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nên nghiệm nguvên của phương trình phương trình là 
[image: image284.wmf]x; x
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1.6. Tìm nghiệm nguyên của phương trình:

a) 
[image: image285.wmf](
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b) 
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c) 
[image: image287.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) ĐKXĐ: 
[image: image288.wmf]x; x; x
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Phương trình biến đổi thành 
[image: image289.wmf]xxxx
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Đặt 
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phương trình trở thành 
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vô nghiệm vì vế trái 
[image: image296.wmf]x

>"

0

 

Vậy phương trình có 2 nghiệm là 0 và – 4.

b) Các mẫu đều dương nên ĐKXĐ là 
[image: image297.wmf]x
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Đặt 
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Từ đây tìm được nghiệm của phương trình là 
[image: image302.wmf]x
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c) Áp dụng hằng đẳng thức 
[image: image303.wmf](
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Ta có 
[image: image304.wmf](
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Vế trái chia hết cho 3; vế phải không chia hết cho 3. Phương trình không có nghiệm nguyên.

Chú ý: Câu c) có thể đặt 
[image: image305.wmf](
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 rút gọn thành 
[image: image307.wmf]yyy

-+=

32

312616

 
Dạng phương trình bậc cao nhiều ẩn

1.7. a) Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image308.wmf](
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b) Tìm nghiệm tự nhiên của phương trình 
[image: image309.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image310.wmf](

)

(

)

(

)

xyxyxy

+=+Û--=

633663

 
Vì 
[image: image311.wmf](
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Giải các cặp ta tìm được các nghiệm nguyên sau: 
[image: image312.wmf](
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b) 
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Ta biết 
[image: image314.wmf](
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Giải từng cặp ta có nghiệm tự nhiên của phương trình trên là: 
[image: image315.wmf](
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1.8. a) Tìm ba số nguyên dương sao cho tổng bằng tích; 
b) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: 
[image: image316.wmf](

)

xyztxyzt

++++=

546

 .

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Gọi ba số nguyên dương là x; y; z. Theo đầu bài 
[image: image317.wmf]xyzxyz
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 . Do vai trò x, y, z như nhau nên giả sử 
[image: image318.wmf]xyz
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 . Chia 2 vế của phương trình cho  xyz ta có 
[image: image319.wmf]yzzxxy
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[image: image320.wmf]xx
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Thay x = 1 vào phương trình ta có 
[image: image321.wmf](
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 Từ đó tìm được 
[image: image322.wmf]y; z
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Nghiệm nguyên dương của phương trình là: 
[image: image323.wmf](
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b) Giả sử 
[image: image324.wmf]xyzt
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 , chia 2 vế của phương trình cho xyzt ta có


[image: image325.wmf]tt
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Thay t = 1 vào phương trình ta có 
[image: image326.wmf](
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Ta cũng có 
[image: image327.wmf]zz;
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+ Với z = 1 thì 
[image: image328.wmf](
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+ Với z = 2 giải tương tự, không có nghiệm nguyên dương.

Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình là 
[image: image331.wmf](
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1.9. a) Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image333.wmf](
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b) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: 
[image: image334.wmf]xyxyyx
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image335.wmf](
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Và 
[image: image340.wmf](
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(không có nghiệm nguyên)

Vậy nghiệm nguyên của phương trình là 
[image: image341.wmf](
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b) 
[image: image342.wmf](
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Ta biết hai số nguyên dương y và y + 1 nguyên tố cùng nhau nên 
[image: image344.wmf](

)

yy

+

2

1

M

 vì thế 
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Từ đó tìm được nghiệm của phương trình là 
[image: image347.wmf](
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1.10. Tìm nghiệm nguyên của các phương trình

a)
[image: image348.wmf](
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b) 
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d) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Chú ý nếu 
[image: image352.wmf]A BC
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a) Biến đổi PT thành 
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b) Biến đổi PT thành 
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c) Biến đổi PT thành 
[image: image359.wmf](
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d) Biến đổi PT thành 
[image: image361.wmf](
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1.11. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image363.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

Biến đổi về dạng 
[image: image364.wmf]xxxy
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 . Ta xét các trường hợp:
1) x = 0 thì y = 1
2) x = - 1 thì y = 0

3) x = 1 thì 
[image: image365.wmf]y
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4) Với 
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Vậy 
[image: image368.wmf](
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5) Với 
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Hay
[image: image375.wmf](
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Đặt 
[image: image377.wmf]yz
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 ta có  
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Ta có 
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Hay 
[image: image381.wmf](
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Vậy phương trình chỉ có 2 nghiệm 
[image: image382.wmf](
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1.12. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image383.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

* Với y = 0 thì 
[image: image384.wmf]x;;;
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* Với 
[image: image385.wmf]y
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 ta có 
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Đặt 
[image: image387.wmf]xxz
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Nếu 
[image: image391.wmf]z

>

9

 thì 
[image: image392.wmf]zzzzyzz

++<+=<++

2222

697816

 

Hay 
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[image: image395.wmf](
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 . Lần lượt thay các giá trị của x ta có nghiệm:
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1.13. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image397.wmf]xyz
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta sử dụng tính chất chia hết và phương pháp xuống thang đế giải.

Giả sử 
[image: image398.wmf](
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 là nghiệm nguyên của phương trình tức là 
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 (2) khi đó 
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;   như vậy 
[image: image407.wmf](

)

xyz

x;y;z;;

æö

=

ç÷

èø

00

1

0

11

22

2

cũng là nghiệm của phương trình . Cứ tiếp tục mãi ta có 
[image: image408.wmf]kkk
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do đó 
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Vậy phương trình (1) có nghiệm nguyên duy nhất là 
[image: image410.wmf](
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1.14. Tìm số có hai chữ số mà số ấy là bội của tích hai chữ số đó.

Hướng dẫn giải – đáp số

Gọi số có hai chữ số đó là 
[image: image411.wmf](
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Ta có 
[image: image412.wmf](
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[image: image414.wmf](

)

(

)

mxxkmxmkmxmkx m;;

=-Þ=-Þ==

Þ

-Þ

1010101125

 

Với m = 1 thì 
[image: image415.wmf]kxxy
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Với m = 2 thì 
[image: image416.wmf]kxx;;
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 tương ứng với 
[image: image417.wmf]y;;
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Với m = 5 thì 
[image: image418.wmf]kxx
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 tương ứng có 
[image: image419.wmf]y
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Số cần tìm là 
[image: image420.wmf]xy;;;;
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1.15. Tìm tất cả các hình chữ nhật với độ dài các cạnh là số nguyên dương có thể cắt thành 11 hình vuông bằng nhau sao cho mỗi cạnh hình vuông là một số nguyên dương không lớn hơn 3.

Hướng dẫn giải – đáp số

Gọi chiều dài, chiều rộng hình chữ nhật lần lượt là x và y. Cạnh hình vuông cần cắt ra là z.
Ta có 
[image: image421.wmf]x;y;z
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Ta có 
[image: image424.wmf]xyz
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 x hoặc y chia hết cho 11. Vai trò của x và y trong phương trình như nhau nên ta giả sử 
[image: image426.wmf]x
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 tức là 
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[image: image428.wmf]Þ=Þ=
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. Ta xét các trường hợp có thể của z:

Với z = 1 chỉ có thể 
[image: image429.wmf]d;yx
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Với z = 2 chỉ có thể 
[image: image430.wmf]d;yx
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[image: image432.wmf]d;yx
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Với z = 3 chỉ có thể 
[image: image433.wmf]d;yx
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[image: image435.wmf]d;yx
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Trong 7 nghiệm của phương trình vừa tìm chỉ có 3 nghiệm thỏa mãn bài toán đó là 
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1.16. a) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
[image: image437.wmf]xyyzzx
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b) Tìm ba số nguyên dương sao cho tổng các nghịch đảo của chúng bằng 
[image: image438.wmf]11
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Vai trò x; y; z như nhau. Ta giả sử 
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Ta có: 
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Với 
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Do đó 
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Vậy 
[image: image444.wmf](
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b) Gọi ba số nguyên dương cần tìm là x; y; z. Ta có 
[image: image445.wmf]xyz
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Vai trò x; y; z như nhau. Ta giả sử 
[image: image446.wmf]xyz
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 . Ta có 
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Với z = 2 thay vào và lý luận tương tự ta tìm được 
[image: image448.wmf](
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Với z = 3 ta tìm được 
[image: image449.wmf](
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Nghiệm thỏa mãn bài toán là 
[image: image450.wmf](
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 cùng các hoán vị của chúng.
1.17. Chứng minh phương trình 
[image: image451.wmf]xy
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 không có nghiệm nguyên.

Hướng dẫn giải – đáp số

Giả sử phương trình có nghiệm nguyên là 
[image: image452.wmf](
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Ta có 
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 vô lý vì 
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 là tích hai số nguyên liên tiếp nên chẵn. Vế trái chẵn, vế phải lẻ
Do đó phương trình 
[image: image459.wmf]xy
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 không có nghiệm nguyên.
1.18. Chứng minh phương trình 
[image: image460.wmf]xyz
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  có môt số hữu hạn nghiệm nguyên dương.

Hướng dẫn giải – đáp số

Vai trò x; y; z như nhau ta giả sử 
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Ta có 
[image: image463.wmf]x.
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Vậy có hữu hạn số nguyên dương x. Ứng với mỗi giá trị của x ta có:


[image: image464.wmf].x.x
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Vậy y hữu hạn 
[image: image465.wmf]Þ

 z hữu hạn. Do đó phương trình có một số hữu hạn nghiệm nguyên dương.

1.19. Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
[image: image466.wmf]xyxyxy
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(Đề thi tuyển sinh THPT khối chuyên Toán và chuyên Tin ĐHQG Hà Nội, năm 2006)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có 
[image: image467.wmf](
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Do 
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 nên nếu x, y là nghiệm nguyên của phương trình thì 
[image: image469.wmf](
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Do x, y nguyên nên chỉ có hai khả năng:

- Nếu xy = 0 thì từ (*) ta có 
[image: image470.wmf]xy

==

0


- Nếu xy = 1 thì từ (*) ta có 
[image: image471.wmf]xy
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Phương trình có 3 nghiệm nguyên 
[image: image472.wmf](
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1.20. Tìm số tự nhiên nhỏ nhất biết rằng khi chia số đó cho 2005 thì dược dư là 23 còn khi chia số đó cho 2007 thì được dư 32.

(Đề thi vào lớp 10 chuyên ĐHSP TP Hồ Chí Minh, năm học 2007 - 2008)

Hướng dẫn giải – đáp số

Gọi số tự nhiên cần tìm là n. Ta có
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[image: image476.wmf](

)

yxyk

+=-

Þ

=

2920052005
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n nhỏ nhất khi y nhỏ nhất, y nhỏ nhất là 998 khi k = 1.

Vậv sổ tự nhicn nhỏ nhất cần tìm là 
[image: image478.wmf]n.
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1.21. Một đoàn học sinh đi cắm trại bằng ô tô. Nếu mỗi ô tô chở 22 người thì thừa 1 người. Nếu bớt đi 1 ô tô thì có thể phân phối đều tất cả các học sinh lên các ô tô còn lại. Hỏi có bao nhiêu học sinh đi cắm trại và có bao nhiêu ô tô? Biết rằng mỗi ô tô chỉ chở không quá 30 người.

(Thi học sinh giỏi lớp 9 Thừa Thiên - Huế, năm học 2008 - 2009)

Hướng dẫn giải – đáp số

Gọi số ô tô lúc đầu là x (
[image: image479.wmf]x
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 số học sinh đi cắm trại sẽ là 
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Theo giả thiết nếu số xe là 
[image: image482.wmf]x
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 thì số học sinh phân phối đều cho tất cả các xe.

Khi đó mỗi xe chở y học sinh (
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Vì 
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Vậy ô tô là 24 và số học sinh là 
[image: image492.wmf].
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1.22. Tìm cặp số tự nhiên (m; n) thỏa mãn hệ thức 
[image: image493.wmf]mnmn
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(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 THPT chuyên Lê Quý Đôn, Bình Định, năm học 2011 - 2012)

Hướng dẫn giải – đáp số

Do 
[image: image494.wmf]m,n

Î

¥

 nên 
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[image: image496.wmf](
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Từ (*) 
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Có hai cặp số 
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[image: image500.wmf](

)

;

23

 và 
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1.23. Tìm các cặp số nguyên 
[image: image502.wmf](
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 thỏa mãn 
[image: image503.wmf]xy
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(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 THPT chuyên KHTN- ĐHQG Hà Nội, năm học 2013 - 2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Nhận xét: Với a, b là các số nguyên thỏa mãn 
[image: image504.wmf]a b
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Ta có 
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Suy ra 
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Thay vào phương trình ta được 
[image: image511.wmf]xy.
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Tương tự ta có 
[image: image512.wmf](
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Tương tự ta có 
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Suy ra 
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* Với 
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Vậy có 4 cặp số nguyên 
[image: image523.wmf](
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1.24. Tìm các cặp số nguyên 
[image: image525.wmf](
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.
(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 THPT chuyên Lê Quý Đôn, Bình Định, năm học 2014 - 2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ điều kiện đã cho 
[image: image527.wmf]xyy
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 chẵn và 
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Nếu cặp số 
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cũng thỏa mãn điều kiện, do đó chỉ cần xét 
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 (vì y chẵn) 
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Vậy các cặp số nguyên 
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1.25. Tìm các số nguyên dương 
[image: image536.wmf](
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thỏa mãn phương trình 
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(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên trường ĐHSP TP Hồ Chí Minh , năm học 2013 - 2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Do 
[image: image538.wmf]x;y*
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Cũng do 
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Nghiệm nguyên dương của phương trình là 
[image: image546.wmf](
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1.26. Tìm tất cả các số nguyên dương 
[image: image547.wmf](
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(Đề thi tuyên sinh vào lớp 10 chuyên trường ĐHSP TP Hồ Chí Minh, năm học 2014 - 2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có 
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Do đó 
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* Nếu x lẻ tức là 
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Xét 
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Ta có 
[image: image564.wmf]x

x

-=Þ=

1

3121

 

Vậy tất cả các cặp số nguyên dương 
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1.27. Tìm các cặp số nguyên 
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( Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 THPT chuyên TP Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Từ phương trình 
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[image: image572.wmf](
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Với x = -2 thì y = -1

Với x = 4 thì y = 2

Vậy có hai cặp 
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1.28. Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
[image: image577.wmf]xyxyxy
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(Đề thi vào lớp 10 chuyên trường ĐHSP TP Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)
Hướng dẫn giải – đáp số
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Ta có 
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Do đó ta xét trường hợp sau: 
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Tương tự với các trường hợp khác ta không tìm được x; y nguyên.

Vậy nghiệm nguyên của phương trình đã cho là 
[image: image587.wmf](

)

(

)

x;y;

=-

13

 
_1632135754.unknown

_1632142173.unknown

_1632198395.unknown

_1632201467.unknown

_1632203600.unknown

_1632204611.unknown

_1632247973.unknown

_1632255610.unknown

_1632258508.unknown

_1632258677.unknown

_1632258886.unknown

_1632259194.unknown

_1632259392.unknown

_1632259105.unknown

_1632258694.unknown

_1632258606.unknown

_1632258620.unknown

_1632258561.unknown

_1632257696.unknown

_1632258198.unknown

_1632256210.unknown

_1632254705.unknown

_1632254880.unknown

_1632255589.unknown

_1632254775.unknown

_1632248587.unknown

_1632248725.unknown

_1632248512.unknown

_1632204902.unknown

_1632205022.unknown

_1632205141.unknown

_1632205250.unknown

_1632205251.unknown

_1632205158.unknown

_1632205249.unknown

_1632205107.unknown

_1632205123.unknown

_1632205057.unknown

_1632204953.unknown

_1632204985.unknown

_1632204937.unknown

_1632204729.unknown

_1632204877.unknown

_1632204884.unknown

_1632204753.unknown

_1632204672.unknown

_1632204710.unknown

_1632204640.unknown

_1632204053.unknown

_1632204284.unknown

_1632204459.unknown

_1632204508.unknown

_1632204539.unknown

_1632204469.unknown

_1632204330.unknown

_1632204415.unknown

_1632204298.unknown

_1632204160.unknown

_1632204228.unknown

_1632204273.unknown

_1632204189.unknown

_1632204103.unknown

_1632204121.unknown

_1632204063.unknown

_1632203893.unknown

_1632204006.unknown

_1632204025.unknown

_1632204037.unknown

_1632204013.unknown

_1632203951.unknown

_1632203966.unknown

_1632203917.unknown

_1632203773.unknown

_1632203834.unknown

_1632203850.unknown

_1632203803.unknown

_1632203716.unknown

_1632203738.unknown

_1632203682.unknown

_1632202876.unknown

_1632203244.unknown

_1632203469.unknown

_1632203554.unknown

_1632203572.unknown

_1632203591.unknown

_1632203564.unknown

_1632203511.unknown

_1632203545.unknown

_1632203487.unknown

_1632203343.unknown

_1632203428.unknown

_1632203453.unknown

_1632203401.unknown

_1632203301.unknown

_1632203327.unknown

_1632203261.unknown

_1632203076.unknown

_1632203167.unknown

_1632203201.unknown

_1632203225.unknown

_1632203175.unknown

_1632203136.unknown

_1632203155.unknown

_1632203102.unknown

_1632202946.unknown

_1632202974.unknown

_1632202986.unknown

_1632202960.unknown

_1632202914.unknown

_1632202930.unknown

_1632202901.unknown

_1632202510.unknown

_1632202725.unknown

_1632202809.unknown

_1632202834.unknown

_1632202864.unknown

_1632202815.unknown

_1632202770.unknown

_1632202781.unknown

_1632202740.unknown

_1632202619.unknown

_1632202672.unknown

_1632202690.unknown

_1632202624.unknown

_1632202534.unknown

_1632202543.unknown

_1632202527.unknown

_1632202188.unknown

_1632202354.unknown

_1632202419.unknown

_1632202443.unknown

_1632202381.unknown

_1632202228.unknown

_1632202289.unknown

_1632202206.unknown

_1632202023.unknown

_1632202104.unknown

_1632202137.unknown

_1632202068.unknown

_1632201904.unknown

_1632201935.unknown

_1632201509.unknown

_1632200311.unknown

_1632200702.unknown

_1632200930.unknown

_1632201213.unknown

_1632201389.unknown

_1632201439.unknown

_1632201234.unknown

_1632201041.unknown

_1632201179.unknown

_1632200993.unknown

_1632200770.unknown

_1632200876.unknown

_1632200885.unknown

_1632200797.unknown

_1632200739.unknown

_1632200753.unknown

_1632200718.unknown

_1632200560.unknown

_1632200625.unknown

_1632200651.unknown

_1632200680.unknown

_1632200635.unknown

_1632200577.unknown

_1632200593.unknown

_1632200565.unknown

_1632200456.unknown

_1632200483.unknown

_1632200526.unknown

_1632200471.unknown

_1632200414.unknown

_1632200433.unknown

_1632200393.unknown

_1632199009.unknown

_1632199318.unknown

_1632200100.unknown

_1632200256.unknown

_1632200300.unknown

_1632200224.unknown

_1632199452.unknown

_1632200099.unknown

_1632199396.unknown

_1632199122.unknown

_1632199253.unknown

_1632199278.unknown

_1632199183.unknown

_1632199051.unknown

_1632199110.unknown

_1632199018.unknown

_1632198778.unknown

_1632198898.unknown

_1632198939.unknown

_1632198997.unknown

_1632198926.unknown

_1632198828.unknown

_1632198840.unknown

_1632198812.unknown

_1632198585.unknown

_1632198675.unknown

_1632198734.unknown

_1632198640.unknown

_1632198541.unknown

_1632198555.unknown

_1632198406.unknown

_1632198475.unknown

_1632143476.unknown

_1632144077.unknown

_1632198108.unknown

_1632198288.unknown

_1632198363.unknown

_1632198381.unknown

_1632198323.unknown

_1632198226.unknown

_1632198243.unknown

_1632198183.unknown

_1632144177.unknown

_1632144281.unknown

_1632144282.unknown

_1632144280.unknown

_1632144279.unknown

_1632144118.unknown

_1632144152.unknown

_1632144090.unknown

_1632143775.unknown

_1632143977.unknown

_1632144041.unknown

_1632144062.unknown

_1632144004.unknown

_1632143899.unknown

_1632143939.unknown

_1632143861.unknown

_1632143593.unknown

_1632143705.unknown

_1632143744.unknown

_1632143637.unknown

_1632143574.unknown

_1632143582.unknown

_1632143515.unknown

_1632142730.unknown

_1632143088.unknown

_1632143314.unknown

_1632143382.unknown

_1632143437.unknown

_1632143365.unknown

_1632143200.unknown

_1632143248.unknown

_1632143121.unknown

_1632142884.unknown

_1632143003.unknown

_1632143026.unknown

_1632142919.unknown

_1632142873.unknown

_1632142874.unknown

_1632142765.unknown

_1632142396.unknown

_1632142557.unknown

_1632142625.unknown

_1632142663.unknown

_1632142586.unknown

_1632142498.unknown

_1632142539.unknown

_1632142482.unknown

_1632142281.unknown

_1632142349.unknown

_1632142367.unknown

_1632142304.unknown

_1632142230.unknown

_1632142267.unknown

_1632142214.unknown

_1632138695.unknown

_1632141071.unknown

_1632141589.unknown

_1632141984.unknown

_1632142068.unknown

_1632142133.unknown

_1632142146.unknown

_1632142102.unknown

_1632142025.unknown

_1632142051.unknown

_1632142011.unknown

_1632141828.unknown

_1632141878.unknown

_1632141915.unknown

_1632141854.unknown

_1632141740.unknown

_1632141755.unknown

_1632141613.unknown

_1632141318.unknown

_1632141473.unknown

_1632141531.unknown

_1632141580.unknown

_1632141520.unknown

_1632141446.unknown

_1632141460.unknown

_1632141380.unknown

_1632141215.unknown

_1632141261.unknown

_1632141282.unknown

_1632141241.unknown

_1632141136.unknown

_1632141184.unknown

_1632141118.unknown

_1632139627.unknown

_1632140592.unknown

_1632140892.unknown

_1632140972.unknown

_1632141009.unknown

_1632141039.unknown

_1632140991.unknown

_1632140937.unknown

_1632140960.unknown

_1632140913.unknown

_1632140748.unknown

_1632140780.unknown

_1632140869.unknown

_1632140764.unknown

_1632140706.unknown

_1632140720.unknown

_1632140735.unknown

_1632140617.unknown

_1632140681.unknown

_1632140399.unknown

_1632140531.unknown

_1632140566.unknown

_1632140577.unknown

_1632140551.unknown

_1632140482.unknown

_1632140505.unknown

_1632140445.unknown

_1632139855.unknown

_1632140335.unknown

_1632140360.unknown

_1632140375.unknown

_1632140349.unknown

_1632140204.unknown

_1632140308.unknown

_1632139979.unknown

_1632140005.unknown

_1632140028.unknown

_1632139953.unknown

_1632139805.unknown

_1632139827.unknown

_1632139743.unknown

_1632139786.unknown

_1632139667.unknown

_1632139135.unknown

_1632139372.unknown

_1632139518.unknown

_1632139586.unknown

_1632139608.unknown

_1632139554.unknown

_1632139452.unknown

_1632139486.unknown

_1632139404.unknown

_1632139254.unknown

_1632139307.unknown

_1632139329.unknown

_1632139281.unknown

_1632139194.unknown

_1632139228.unknown

_1632139178.unknown

_1632138891.unknown

_1632138984.unknown

_1632139063.unknown

_1632139102.unknown

_1632139008.unknown

_1632138952.unknown

_1632138966.unknown

_1632138906.unknown

_1632138789.unknown

_1632138820.unknown

_1632138852.unknown

_1632138802.unknown

_1632138748.unknown

_1632138762.unknown

_1632138702.unknown

_1632137537.unknown

_1632138042.unknown

_1632138274.unknown

_1632138417.unknown

_1632138663.unknown

_1632138673.unknown

_1632138474.unknown

_1632138345.unknown

_1632138409.unknown

_1632138293.unknown

_1632138144.unknown

_1632138232.unknown

_1632138258.unknown

_1632138193.unknown

_1632138106.unknown

_1632138116.unknown

_1632138061.unknown

_1632138079.unknown

_1632137773.unknown

_1632137875.unknown

_1632137987.unknown

_1632138002.unknown

_1632137904.unknown

_1632137840.unknown

_1632137860.unknown

_1632137823.unknown

_1632137657.unknown

_1632137715.unknown

_1632137750.unknown

_1632137682.unknown

_1632137598.unknown

_1632137632.unknown

_1632137553.unknown

_1632136901.unknown

_1632137093.unknown

_1632137332.unknown

_1632137363.unknown

_1632137374.unknown

_1632137352.unknown

_1632137150.unknown

_1632137302.unknown

_1632137116.unknown

_1632137008.unknown

_1632137062.unknown

_1632137078.unknown

_1632137037.unknown

_1632136947.unknown

_1632136986.unknown

_1632136924.unknown

_1632136040.unknown

_1632136181.unknown

_1632136784.unknown

_1632136853.unknown

_1632136742.unknown

_1632136103.unknown

_1632136126.unknown

_1632136070.unknown

_1632135893.unknown

_1632135986.unknown

_1632136005.unknown

_1632135980.unknown

_1632135831.unknown

_1632135866.unknown

_1632135825.unknown

_1632125364.unknown

_1632133740.unknown

_1632134461.unknown

_1632134806.unknown

_1632135579.unknown

_1632135651.unknown

_1632135687.unknown

_1632135598.unknown

_1632135517.unknown

_1632135540.unknown

_1632134807.unknown

_1632134577.unknown

_1632134649.unknown

_1632134700.unknown

_1632134805.unknown

_1632134602.unknown

_1632134490.unknown

_1632134515.unknown

_1632134477.unknown

_1632134036.unknown

_1632134356.unknown

_1632134406.unknown

_1632134451.unknown

_1632134374.unknown

_1632134128.unknown

_1632134231.unknown

_1632134070.unknown

_1632133920.unknown

_1632133957.unknown

_1632134003.unknown

_1632133935.unknown

_1632133803.unknown

_1632133861.unknown

_1632133783.unknown

_1632125815.unknown

_1632126197.unknown

_1632133651.unknown

_1632133699.unknown

_1632133724.unknown

_1632133670.unknown

_1632133569.unknown

_1632133614.unknown

_1632126198.unknown

_1632126009.unknown

_1632126056.unknown

_1632126196.unknown

_1632126014.unknown

_1632125988.unknown

_1632126000.unknown

_1632125848.unknown

_1632125577.unknown

_1632125720.unknown

_1632125776.unknown

_1632125789.unknown

_1632125741.unknown

_1632125640.unknown

_1632125702.unknown

_1632125616.unknown

_1632125481.unknown

_1632125534.unknown

_1632125556.unknown

_1632125501.unknown

_1632125458.unknown

_1632125466.unknown

_1632125425.unknown

_1632124174.unknown

_1632124687.unknown

_1632124955.unknown

_1632125078.unknown

_1632125288.unknown

_1632125356.unknown

_1632125105.unknown

_1632125265.unknown

_1632125030.unknown

_1632125055.unknown

_1632125007.unknown

_1632124833.unknown

_1632124919.unknown

_1632124937.unknown

_1632124888.unknown

_1632124744.unknown

_1632124782.unknown

_1632124722.unknown

_1632124497.unknown

_1632124562.unknown

_1632124601.unknown

_1632124634.unknown

_1632124581.unknown

_1632124527.unknown

_1632124545.unknown

_1632124509.unknown

_1632124316.unknown

_1632124400.unknown

_1632124485.unknown

_1632124384.unknown

_1632124241.unknown

_1632124270.unknown

_1632124217.unknown

_1632123590.unknown

_1632123992.unknown

_1632124087.unknown

_1632124137.unknown

_1632124159.unknown

_1632124122.unknown

_1632124005.unknown

_1632124064.unknown

_1632123859.unknown

_1632123923.unknown

_1632123950.unknown

_1632123978.unknown

_1632123901.unknown

_1632123678.unknown

_1632123834.unknown

_1632123606.unknown

_1632123328.unknown

_1632123516.unknown

_1632123557.unknown

_1632123570.unknown

_1632123547.unknown

_1632123411.unknown

_1632123464.unknown

_1632123429.unknown

_1632123446.unknown

_1632123343.unknown

_1632123195.unknown

_1632123288.unknown

_1632123306.unknown

_1632123238.unknown

_1632123157.unknown

_1632123182.unknown

_1632123140.unknown

