CHƯƠNG IV: Hình trụ - Hình nón – Hình cầu
Chuyên đề 23. HÌNH TRỤ
A. Kiến thức cần nhớ
	1. [image: image1.wmf]'
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Hình trụ:
Khi quay hình chữ nhật 
[image: image299.png]20
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 một vòng quanh cạnh 
[image: image2.wmf]'

OO

 cố định ta được một hình trụ.

· Hai đáy là hai hình tròn 
[image: image3.wmf](
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 và 
[image: image4.wmf](
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 bằng nhau và nằm trong hai mặt phẳng song song.

· Đường thẳng 
[image: image5.wmf]'

OO

 gọi là trục của hình trụ.

· 
[image: image6.wmf]AB

 là một đường sinh. Đường sinh vuông góc với hai mặt phẳng đáy. Độ dài đường sinh là chiều cao của hình trụ.

2. Cắt hình trụ:

· Cắt hình trụ bởi một mặt phẳng song song với đáy thì mặt cắt là một hình tròn bằng hình tròn đáy.
· Cắt hình trụ bởi một mặt phẳng song song với trục thì mặt cắt là một hình chữ nhật.
3. Diện tích xung quanh của hình trụ:
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(
[image: image10.wmf]R

 là bán kính đáy; 
[image: image11.wmf]h

 là chiều cao).

4. Thể tích hình trụ:
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B. Một số ví dụ

Ví dụ 1. Từ một tấm tôn hình chữ nhật, kích thước 
[image: image13.wmf]50189
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 người ta cuộn tròn lại thành mặt xung quanh của một hình trụ cao 
[image: image14.wmf]50
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. Hãy tính:
a) Diện tích tôn để làm hai đáy;

b) Thể tích của hình trụ được tạo thành.

Giải
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a) Vì chiều cao của hình trụ là 
[image: image15.wmf]50
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 nên chu vi hình tròn đáy là 
[image: image16.wmf]189
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Ta có 
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Vậy bán kính hình tròn đáy là 
[image: image18.wmf]30
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Diện tích tôn để làm hai đáy là: 
[image: image19.wmf](
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b) Thể tích hình trụ là: 
[image: image20.wmf](
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Nhận xét: Để trả lời hai câu hỏi của bài toán, ta cần biết bán kính của đường tròn đáy. Muốn vậy, phải xác định cạnh nào của tấm tôn cần giữ nguyên để làm chiều cao của hình trụ, cạnh nào phải cuộn lại. Từ công thức tìm chu vi của hình tròn suy ra cách tìm bán kính.

Ví dụ 2. Một hình trụ có chiều cao là 
[image: image21.wmf]25
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 và diện tích toàn phần là 
[image: image22.wmf]2
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. Tính thể tích của hình trụ đó.
Giải

Gọi bán kính đáy của hình trụ là 
[image: image23.wmf]R

, chiều cao hình trụ là 
[image: image24.wmf]h

.
Vì diện tích toàn phần của hình trụ là 
[image: image25.wmf]2
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Suy ra 
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Phương trình có hai nghiệm: 
[image: image28.wmf]1
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[image: image29.wmf]2
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Vậy bán kính đáy hình trụ là 
[image: image30.wmf]15
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Thể tích hình trụ là: 
[image: image31.wmf](
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Nhận xét: Ta đã biết chiều cao nên muốn tính thể tích hình trụ chỉ cần tìm bán kính đáy. Do đó ta tìm bán kính đáy từ công thức tính diện tích toàn phần của hình trụ.
Ví dụ 3. Hình 23.3 vẽ một hình trụ với 
[image: image32.wmf]ABCD

 là một mặt cắt song song với trục. Diện tích mặt cắt là 
[image: image33.wmf]2
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 cách 
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 là 
[image: image37.wmf]3
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. Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình trụ.
Giải
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Mặt cắt 
[image: image38.wmf]ABCD

 là một hình chữ nhật.

Diện tích mặt cắt là 
[image: image39.wmf]2
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Suy ra 
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Vậy chiều cao của hình trụ là 
[image: image42.wmf]12

cm

.
Trong mặt phẳng đáy, vẽ 
[image: image43.wmf]OHAB
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Ta có 
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Xét 
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Suy ra 
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OAcm

=

. Vậy bán kính đáy là 
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Diện tích xung quanh của hình trụ là: 
[image: image50.wmf](
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Thể tích của hình trụ là: 
[image: image51.wmf](
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Nhận xét: Để xác định đúng chiều cao và bán kính đáy của hình trụ trong ví dụ này, ta dựa vào mặt cắt 
[image: image52.wmf]ABCD

. Từ số đo diện tích là 
[image: image53.wmf]2
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[image: image54.wmf]8
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[image: image55.wmf]3
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 ta tìm được bán kính nhờ định lí Py-ta-go.

Ví dụ 4. Một hình trụ có diện tích toàn phần bằng 
[image: image56.wmf]2
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 và chiều cao bằng 
[image: image57.wmf]5

 lần bán kính đáy. Chứng minh rằng diện tích xung quanh bằng 
[image: image58.wmf]10

 lần diện tích đáy.
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Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ lần lượt là 
[image: image59.wmf]R

 và 
[image: image60.wmf]h
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Vì chiều cao bằng 
[image: image61.wmf]5

 lần bán kính đáy và diện tích toàn phần bằng 
[image: image62.wmf]2
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[image: image63.wmf](

)

5.(1)

2432(2)

hR

RhR

pp

=

ì

ï

í

+=

ï

î


Giải hệ này bằng phương pháp thế:

Thế 
[image: image64.wmf]5
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Diện tích xung quanh của hình trụ là: 
[image: image68.wmf](
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Diện tích đáy của hình trụ là: 
[image: image69.wmf](
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Ta thấy: 
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Do đó diện tích xung quanh gấp 
[image: image71.wmf]10

 lần diện tích đáy. 

Ví dụ 5. Cho hình trụ có bán kính đáy là 
[image: image72.wmf]10
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 và diện tích xung quanh là 
[image: image73.wmf]2
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. Vẽ một đường sinh 
[image: image74.wmf]PQ

 cố định. Lấy điểm 
[image: image75.wmf]M

 trên đường tròn đáy, có chứa điểm 
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. Xác định vị trí của điểm 
[image: image77.wmf]M

 để 
[image: image78.wmf]PM

 lớn nhất. Tính giá trị lớn nhất đó.
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Gọi bán kính hình trụ là 
[image: image79.wmf]R

 và chiều cao hình trụ là 
[image: image80.wmf]h

.
Ta có: 
[image: image81.wmf]2
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Ta có 
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 là đường sinh nên 
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 vuông góc với mặt phẳng đáy. Suy ra 
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Xét 
[image: image87.wmf]PQM

V

 vuông tại 
[image: image88.wmf]Q

, ta có: 
[image: image89.wmf]222222

21441

PMPQQMQMQM

=+=+=+

.
Do đó 
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 lớn nhất 
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Vậy max 
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 là đường kính của đường tròn đáy.

Lưu ý : Trong hình trụ, đường sinh vuông góc với đáy nên vuông góc với mọi đường thẳng nằm trong đáy, do đó 
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Ví dụ 6. Một hình trụ có thể tích là 
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 là bán kính đáy hình trụ và 
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 là chiều cao của nó. Biết thương 
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Ta có:
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Suy ra 
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C. Bài tập vận dụng

· Tính diện tích:

23.1.
Cho hình trụ có bán kính đáy là 
[image: image107.wmf]16

cm

 và chiều cao bằng 
[image: image108.wmf]30
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. Cắt hình trụ này bởi một mặt phẳng chứa trục hoặc song song với trục. Tính diện tích lớn nhất của mặt cắt.
23.2.
Mặt cắt chứa trục của một hình trụ là một hình vuông. Hình trụ này có số đo diện tích xung quanh (tính bằng 
[image: image109.wmf]2
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), đúng bằng số đo thể tích (tính bằng 
[image: image110.wmf]3

m

). Tính diện tích xung quanh của hình trụ này.
23.3.
Một hình trụ có bán kính đáy bằng 
[image: image111.wmf]2
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 chiều cao. Cắt hình trụ này bằng một mặt phẳng chứa trục ta được một mặt cắt có diện tích là 
[image: image112.wmf]2
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. Tính diện tích toàn phần của hình trụ.

23.4. 
Một hình trụ có chiều cao bằng 
[image: image113.wmf]3
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 đường kính đáy. Biết thể tích của nó là 
[image: image114.wmf]3
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23.5.
Một hộp bánh hình trụ có chiều cao nhỏ hơn bán kính đáy là 
[image: image115.wmf]1,5
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. Biết thể tích của hộp là 
[image: image116.wmf]3
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· Tính thể tích:
23.6. 
Một hình trụ có diện tích toàn phần gấp hai lần diện tích xung quanh. Biết bán kính đáy hình trụ là 
[image: image117.wmf]6
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. Tính thể tích hình trụ.

23.7. 
Một chậu hình trụ cao 
[image: image118.wmf]20
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. Diện tích đáy bằng nửa diện tích xung quanh. Trong chậu có nước cao đến 
[image: image119.wmf]15
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. Hỏi phải thêm bao nhiêu nước vào chậu để nước vừa đầy chậu?

23.8.
Một hình trụ có thể tích là 
[image: image120.wmf]3
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. Giảm bán kính đáy đi hai lần và tăng chiều cao lên hai lần ta được một hình trụ mới. Tính thể tích của hình trụ này. 

23.9.
Một hình chữ nhật có chu vi và diện tích theo thứ tự là 
[image: image121.wmf]28

cm

 và 
[image: image122.wmf]2
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. Quay hình chữ nhật này một vòng quanh một cạnh cố định để được một hình trụ. Tính thể tích lớn nhất của hình trụ này. 

23.10.
Một viên than tổ ong có dạng hình trụ, đường kính đáy là 
[image: image123.wmf]114
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[image: image124.wmf]100
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[image: image125.wmf]19

 lỗ “tổ ong” hình trụ có trục song song với trục của viên than, mỗi lỗ có đường kính 
[image: image126.wmf]12
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. Tính thể tích nhiên liệu đã được nén của mỗi viên than (làm tròn đến 
[image: image127.wmf]3
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23.11.
Một cây gỗ hình trụ có đường kính đáy là 
[image: image128.wmf]4
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 và dài 
[image: image129.wmf]5
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. Từ cây gỗ này người ta xẻ thành một cây cột hình lăng trụ đứng có đáy là hình vuông lớn nhất. Tính thể tích phần gỗ bị loại bỏ đi. 

23.12.
Hai mặt của một cổng vòm thành cổ có dạng hình chữ nhật, phía trên là một nửa hình tròn có đường kính bằng chiều rộng của cổng. Biết chiều rộng của cổng là 
[image: image130.wmf]3,2
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, chiều cao của cổng (phần hình chữ nhật) bằng 
[image: image131.wmf]2,8
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 và chiều sâu của cổng bằng 
[image: image132.wmf]3,0

m

. Tính thể tích phần không gian bên trong cổng (làm tròn đến phần mười 
[image: image133.wmf]3
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).

23.13.
Một hình lăng trụ đứng có đáy là một tam giác vuông, hai cạnh góc vuông dài 
[image: image134.wmf]12
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 và 
[image: image135.wmf]5
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. Biết thể tích hình lăng trụ đứng này là 
[image: image136.wmf]3
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, tính thể tích hình trụ nội tiếp hình lăng trụ nói trên.

· Tính độ dài, tính tỉ số:
[image: image291.png]


23.14.
Một hình trụ có thể tích bằng 
[image: image137.wmf]3
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. Biết diện tích xung quanh bằng hai lần diện tích đáy. Tính bán kính đáy và chiều cao của hình trụ này.

23.15.
Hình bên vẽ một hình trụ, bán kính đáy 
[image: image138.wmf]9
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, chiều cao 
[image: image139.wmf]24
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 và 
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 là hai đường sinh sao cho 
[image: image142.wmf]·
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 trên 
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 sao cho 
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. Một con kiến bò từ 
[image: image146.wmf]B

 đến 
[image: image147.wmf]K

. Tính độ dài ngắn nhất mà kiến phải bò (làm tròn kết quả đến 
[image: image148.wmf]cm

).
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23.16.
Hình bên vẽ một hình trụ nội tiếp trong một hình hộp chữ nhật. Chứng minh rằng tỉ số giữa thể tích của hình trụ với thể tích hình hộp chữ nhật đúng bằng tỉ số giữa diện tích xung quanh của hình trụ với diện tích xung quanh của hình hộp chữ nhật.

HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ
23.1.
Khi cắt hình trụ bởi một mặt phẳng chứa trục hoặc song song với trục thì mặt cắt là một hình chữ nhật. 
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Diện tích mặt cắt là : 
[image: image149.wmf](
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 lớn nhất 
[image: image151.wmf]AB

Û

 lớn nhất.

[image: image152.wmf]AB

Û

 là đường kính 
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23.2.
[image: image294.png]


Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ lần lượt là 
[image: image155.wmf]R

 và 
[image: image156.wmf]h

. 
Ta có: 
[image: image157.wmf](
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[image: image158.wmf](
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Theo đề bài các số đo của 
[image: image159.wmf]xq
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 và 
[image: image160.wmf]V

 bằng nhau nên 
[image: image161.wmf](
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Vì mặt cắt chứa trục là hình vuông nên 
[image: image162.wmf](

)

24

hRm

==

.

Do đó: 
[image: image163.wmf](
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Lưu ý: Vì mặt cắt chứa trục là hình vuông nên đường sinh bằng đường kính đáy.

23.3.
Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ lần lượt là 
[image: image164.wmf]R

 và 
[image: image165.wmf]h

.

Mặt cắt chứa trục là một hình chữ nhật có một cạnh là 
[image: image166.wmf]2
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 và cạnh kề là 
[image: image167.wmf]h

.

Theo các điều kiện trong đề bài ta có: 
[image: image168.wmf]2
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Thế R từ (1) vào (2) ta được: 
[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf]2
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Giá trị 
[image: image171.wmf]10
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 bị loại. Vậy chiều cao của hình trụ là 
[image: image172.wmf]10
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Bán kính đáy là 
[image: image173.wmf](
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Diện tích toàn phần của hình trụ là: 
[image: image174.wmf](
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23.4.
Gọi bán kính đáy và chiều cao hình trụ lần lượt là 
[image: image175.wmf]R

 và 
[image: image176.wmf]h

.
Vì chiều cao bằng 
[image: image177.wmf]3
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 đường kính nên chiều cao bằng 
[image: image178.wmf]3
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 bán kính đáy.

Vậy 
[image: image179.wmf]3
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Ta có 
[image: image180.wmf]2
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Theo đề bài ta có: 
[image: image183.wmf](
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Vậy 
[image: image184.wmf](
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Do đó diện tích xung quanh của hình trụ là: 
[image: image185.wmf](
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23.5.
*Tìm hướng giải
Diện tích vỏ hộp chính là diện tích toàn phần của hình trụ. Tìm được bán kính đáy sẽ tìm được chiều cao do đó sẽ tìm được diện tích toàn phần.

*Trình bày lời giải

Gọi 
[image: image186.wmf]R

 và 
[image: image187.wmf]h

 lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của hộp bánh hình trụ.

Ta có: 
[image: image188.wmf]1,5
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Vì thể tích của hộp là 
[image: image189.wmf]3
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[image: image190.wmf]2
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Suy ra 
[image: image191.wmf](
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Phương trình (1) có nghiệm 
[image: image193.wmf]10
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 (thỏa mãn).

Phương trình (2) vô nghiệm.

Vậy bán kính đáy hộp là 
[image: image194.wmf]10
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Chiều cao của hộp là: 
[image: image195.wmf](
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Diện tích vỏ hộp là : 
[image: image196.wmf](
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23.6.
Gọi bán kính đáy hình trụ là 
[image: image197.wmf]R

 và chiều cao hình trụ đó là 
[image: image198.wmf]h

.
Vì diện tích toàn phần bằng hai lần diện tích xung quanh nên 
[image: image199.wmf]2
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Suy ra 
[image: image200.wmf]2
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Thể tích của hình trụ là: 
[image: image201.wmf](
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23.7.
Gọi 
[image: image202.wmf]R

 là bán kính đáy chậu và 
[image: image203.wmf]h

 là chiều cao của chậu.
Vì diện tích đáy bằng  nửa diện tích xung quanh nên 
[image: image204.wmf]2
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[image: image205.wmf]20
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Thể tích của chậu là: 
[image: image206.wmf](
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Thể tích nước trong chậu là: 
[image: image207.wmf](
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Thể tích nước phải thêm vào chậu là: 
[image: image208.wmf](
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23.8.
Gọi bán kính đáy và chiều cao hình trụ lần lượt là 
[image: image209.wmf]R

 và 
[image: image210.wmf]h

.
Thể tích của hình trụ này là: 
[image: image211.wmf]2
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Nếu giảm bán kính đáy đi hai lần và tăng chiều cao lên hai lần thì bán kính đáy là 
[image: image212.wmf]2
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 và chiều cao là 
[image: image213.wmf]2
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Thể tích hình trụ về sau là: 
[image: image214.wmf](
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23.9.
Gọi độ dài hai cạnh kề của hình chữ nhật là 
[image: image215.wmf]x

 và 
[image: image216.wmf]y
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Theo đề bài ta có : 
[image: image218.wmf]148
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Quay hình chữ nhật một vòng quanh cạnh 
[image: image219.wmf]8

cm

 thì được một hình trụ có chiều cao là 
[image: image220.wmf]8
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 và bán kính đáy là 
[image: image221.wmf]6
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. Thể tích của hình trụ này là : 
[image: image222.wmf](
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Quay hình chữ nhật một vòng quanh cạnh 
[image: image223.wmf]6
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 thì được một hình trụ có chiều cao là 
[image: image224.wmf]6
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 và bán kính đáy là 
[image: image225.wmf]8
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. Thể tích của hình trụ này là : 
[image: image226.wmf](
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Vì 
[image: image227.wmf]384288
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 nên thể tích lớn nhất của hình trụ này là 
[image: image228.wmf]3
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Nhận xét : Khi quay hình chữ nhật một vòng quanh cạnh ngắn thì được một hình trụ có thể tích lớn hơn thể tích hình trụ tạo thành khi quay theo cạnh dài.
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Thể tích viên than (kể cả  19 lỗ) là: 
[image: image229.wmf](
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Thể tích 19 lỗ “tổ ong” là : 
[image: image230.wmf](
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Thể tích nhiên liệu đã được nén của mỗi viên than là: 
[image: image231.wmf](
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23.11.
Thể tích cây gỗ hình trụ là:

[image: image232.wmf](
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Diện tích đáy hình vuông của hình lăng trụ đứng là:


[image: image233.wmf](
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Thể tích hình lăng trụ đứng là: 
[image: image234.wmf](
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Thể tích phần gỗ bị loại bỏ đi là: 

[image: image235.wmf](
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23.12.
Phần không gian bên trong cổng gồm một hình hộp chữ nhật và một nửa hình trụ.
Thể tích phần hình hộp chữ nhật là: 
[image: image236.wmf](
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Thể tích phần nửa hình trụ là: 
[image: image237.wmf](
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Thể tích phần không gian bên trong cổng là:


[image: image238.wmf](
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23.13.

Xét đáy của hình lăng trụ đứng là tam giác 
[image: image239.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image240.wmf]A
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Ta có 
[image: image241.wmf](
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Nửa chu  vi của tam giác là : 
[image: image242.wmf](
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Diện tích tam giác 
[image: image243.wmf]ABC

là : 
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Diện tích tam giác 
[image: image245.wmf]ABC

 còn được tính theo công thức : 
[image: image246.wmf]1
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 là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác).
Suy ra 
[image: image248.wmf](
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Gọi 
[image: image249.wmf]h

 là chiều cao của hình lăng trụ đứng (cũng là chiều cao của hình trụ).

Ta có thể tích của hình lăng trụ đứng là : 
[image: image250.wmf](
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Thể tích của hình trụ là : 
[image: image251.wmf](

)

23

2

4

Vrhrhcm

p

==


Vậy 
[image: image252.wmf](
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Vậy thể tích hình trụ nội tiếp là 
[image: image253.wmf](
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23.14.
Gọi 
[image: image254.wmf]R

 và 
[image: image255.wmf]h

 lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của hình trụ.

Vì diện tích xung quanh bằng hai lần diện tích đáy nên ta có : 
[image: image256.wmf]2
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Theo đề bài, thể tích hình trụ bằng 
[image: image257.wmf]3
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Suy ra 
[image: image259.wmf]3
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Vậy 
[image: image262.wmf]5
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Gọi bán kính hình trụ là 
[image: image263.wmf]R

. Độ dài của cung nhỏ 
[image: image264.wmf]AC

 là:
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Cắt mặt xung quanh của hình trụ theo đường sinh 
[image: image266.wmf]AB

 rồi trải phẳng ra ta được một hình chữ nhật (h.23.12).

[image: image267.wmf]BK

 trên mặt xung quanh của hình trụ có dạng cong nhưng sau khi trải phẳng ra ta được đoạn thẳng 
[image: image268.wmf]BK
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Xét 
[image: image269.wmf]HBK
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 vuông tại 
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 ta có : 
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Do đó : 
[image: image272.wmf]80028
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Vậy độ dài ngắn nhất mà kiến phải bò là 
[image: image273.wmf]28
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Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ lần lượt là 
[image: image274.wmf]R

 và 
[image: image275.wmf]h

. Khi đó hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông cạnh 
[image: image276.wmf]2
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 và chiều cao là 
[image: image277.wmf]h
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Thể tích hình trụ là: 
[image: image278.wmf]2
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Thể tích hình hộp chữ nhật là: 
[image: image279.wmf](
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Diện tích xung quanh của hình trụ là: 
[image: image280.wmf]1
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Diện tích xung quanh của hình hộp chữ nhật là: 
[image: image281.wmf]2
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Ta có : 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image283.wmf]11
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Nhận xét : Ta còn có thể chứng minh được tỉ số giữa diện tích toàn phần của hình trụ với diện tích toàn phần của hình hộp chữ nhật cũng bằng 
[image: image284.wmf]4
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Thật vậy :

Diện tích toàn phần của hình trụ là : 
[image: image285.wmf](
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Diện tích toàn phần của hình hộp chữ nhật là: 
[image: image286.wmf](
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Do đó : 
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